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Abstrakt: V této praci se vénujeme numerickym metodam teSeni Laplaceovy
ulohy. Srovnavdme metodu hrani¢nich prvka (BEM), implementovanou pomoci
knihovny Bempp, a metodu konecnych prvka (FEM), implementovanou pomoci
knihovny FEniCS, a to pro ilustra¢ni ptiklad multipélu i pro specifickou radi-
ofrekvencni iontovou past, jejiz model vytvorime v programu Gmsh. Abychom
urcili efektivnost metody, zkoumame dobu vypoctu, paméfovou narocnost a cel-
kovou kvadratickou odchylku od teoretickych hodnot, zname-li je. Ziskané hod-
noty elektrické intenzity néasledné pouzijeme k simulaci pohybu castice v pasti,
opét srovnavame BEM a FEM.
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in a radiofrequency ion trap
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Abstract: In this thesis we explore numerical methods that could be used to solve
Laplace’s equation. We compare the boundary element method (BEM), imple-
mented in Bempp library, and the finite element method (FEM), implemented
in FEniCS library, by using them to solve Laplace’s equation in the cases of a
multipole and a rf ion trap, which we create a model of through the use of Gmsh.
In order to gauge effectiveness of a method, we measure the time of evaluation,
memory usage and the squared deviation from theoretical values (if we know
them) summed over the points of evaluation. In the end, we use the known values
of electric field to simulate a charged particle moving within the trap, comparing
evolution of its position and velocity for BEM and FEM.
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Uvod

Pocitacové simulace se prokazaly jako neocenitelna pomicka pri modernim
studiu radiofrekvencnich iontovych pasti. Umoznuji nam s dostatecnou presnosti
numericky urc¢it elektromagneticka pole pasti, pro které je nelze vypocitat analy-
ticky.

Doposud siroce pouzivana metoda hrani¢nich prvka (FEM), spocivajici v dis-
kretizaci domény, se potyka s priliSnou vypocetni narocnosti, chceme-li dosahnout
presnosti pozadované zkoumanym experimentalnim usporadanim. Jako perspek-
tivn{ alternativa se jevi metoda hrani¢nich prvka (BEM), spocivajici v diskretizaci
hranice, a jeji implementace v knihovné Bempp.

V nésledujicich kapitolach nastinime vyhody a nevyhody BEM v porovnani
s FEM, a to pomoci ilustra¢niho prikladu i vypoctu eletrického pole zkoumané
pasti. Rovnéz struéné uvedeme teoretické podklady BEM a radiofrekvencnich
iontovych pasti.






1. Metoda hranicnich prvkiu
(BEM) a jeji implementace
v knihovné Bempp

1.1 Motivace

Jisté parcidlni diferencidlni rovnice, naptiklad pro nas dilezité rovnice elek-
trostatického pole, lze, hleddme-li feSeni v na definiénf mnoziné Q ¢ R% d €
{2,3}, prevést na integralni rovnice definované na hranici I' = 0.

Na rozdil od metody koneénych prvku (FEM), kdy provadime diskretizaci
defini¢ni mnoziny €2, pri feseni dané parcialni diferencidlni rovnice metodou hra-
ni¢nich prvka (BEM) postaci diskretizace hranice I', coz fadové snizuje pocet
neznamych.

V nésledujicim struéném rozboru metody hrani¢nich prvkia (BEM) a knihovny
Bempp se zamérime na feSeni rovnice elektrostatického pole, vychézime pritom
z Smigaj a kol (2015)).

1.2 Rovnice elektrostatického pole

Resime Laplaceovu rovnici
—Au(x) =0 (1.1)

na mnoziné Q ¢ R%,d € {2,3}, s po ¢astech spojitou Lipschitzovskou hranici T'.
Diky Greenovée vété o reprezentaci lze feseni u urcit jako

u(x) = /FQ(CB, y)anﬁ(y)u(wdr(y) a /F 8733/)

kde m zna¢i jednotkovy normdalovy vektor I' orientovany z  a g(x,y) znadci
Greenovu funkci definovanou jako

g9(z, y)u(y)dl'(y), (1.2)

_%1Og|w _y|7 d=2,
! d=3.

drlz—y|’

g(@,y) = (1.3)

Tedy zndme-li u, resp. d,u na I', lze d,u, resp. u ziskat, Fesime-li rovnici (|1.2))
na [".

1.3 Srovnani s jinymi metodami

Mezi vyhody formulace parcialni diferenciani rovnice ve tvaru hrani¢niho in-
tegralu patii fakt, Ze ndm postac¢uje pouze O(N9"1) neznamych pro diskretizaci
hranice I', zatimco pro metody Tesici parcidlni diferencialni rovnice diskretizaci
definiéni mnoziny Q potiebujeme nezndmych O(N9), kde N znadf linedrn{ rozmér
mrize.

Existuji vsak rovnéz podstatné nevyhody:
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e Vypocet maticovych hodnot vyzaduje vyhodnoceni singularnich integrali,
které jsou 4-rozmérné v pripadé Galerkinovské formulace 3-rozmérného pro-
blému.

o Operatory jsou nelokdlni, tedy se vyjadiuji jako husté matice, pro které se
nasoben{ matice vektorem ve 3 rozmérech chova jako O(N*?), kdeZto pii po-
uziti metody konecnych prvkia (FEM) s operatory vyjadrenymi jako ridké
matice jde o O(N3).

1.4 Integralni operatory a Calderénova projekce

Budeme se zabyvat pouzitim integralnich rovnic na hranici k feseni Lapla-
ceovské tlohy (1.1)), vychdzime pfitom z [Steinbach! (2008).

v := " znadi Dirichletovu stopu w(x) na hranici ', ¢ := 4™y znac{ konor-
malni derivaci, v ramci Laplaceovych tloh se jedna o normélovou derivaci, tedy
Neumannovu stopu u(ax) na hranici I'. Predpokladame, ze norméalové vektory
na [" sméruji z Q. H*(Q2) znaci Sobolevovy prostory fadu s € IR na .

Zavedeme jednovrstvy potencidlovy operator V : H=2(I') — H(Q) a dvou-

vrstvy potencidlovy operator K : Hz(I') — H(2) pro € Q jako

Vol (@) = [ gl@ y)u(y)r(y).

(1.4)
/vinig z,y)o(y)dl (y).
S vyuzitim Greenovy véty o reprezentaci (|1.2)) 1ze feseni napsat jako
u=Vt—Kv. (1.5)
Vezmeme-li stopy obou stran rovnice (1.5)), ziskdme
= (;I—K)U—I—Vt, (1.6)

kde V : H _%(F) H %(F) je jednovrstvy potencidlovy operator na hranici a
K : Hz(I') — H2(I') dvouvrstvy potencidlovy operdtor na hranici, definované
jako

Vil (@) = [ 9@ y)e(y)dr(y),

/ Y9 (. y)o(y)dl (y).

Operator identity v rovnici . znaci skokovou zménu dvouvrstvého potencialu.
Vezmeme-li konormélovou derivaci obou stran rovnice (1.5]), ziskdme

(1.7)

1
t=Dv+ (§I+T)t, (1.8)

kde D : H%(F) — H*%(F) je hypersingularni operator a T : H*%(F) — H*%(F)

sdruzeny dvouvrstvy potencialovy operator na hranici, definované jako
/ nyg(@ y)v(y)dl(y),

(1.9)

[Dg] (z) =~ [ / My (@, y)o(y)dl (y)] -
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Z vyrazu (1.6)) a (1.8)) ziskdme Calderénovu projekei

m - FIBK ;J‘jr T] m ' (1.10)

Zname-li v, resp. t, 1ze z (1.10)) ziskat ¢, resp. v. Dvojice funkei (v,t) € H%(F) X
H *%(F) zna¢i hrani¢ni a konormalni stopu feseni Laplaceovy tlohy (1.1)) pravé
tehdy, plati-li (1.10]).

1.5 Implementace v Bempp

Nize uvadime priklad ze stranek BemppProjectl Pracujeme v jazyce Python,
konkrétné v prostiedi IPython.

Pro ilustraci hleddme feseni tlohy na jednotkové kouli pfi hrani¢nich
podminkach, pro které zname analytické Teseni.

1

‘= Am|x — s

,s=(0.9,0,0) (1.11)

Nejprve importujeme Bempp (verze 3.3.2) a NumPy.

import bempp.api
import numpy as np

Nasledné definujeme sif - 1ze ji importovat ze souboru, ¢i pouzit predem pri-
praveny tvar.

grid = bempp.api.shapes.sphere(h=0.1)

Nyni definujeme funkéni prostory na meshi hranice I'. Jedna se o prostor
po castech konstantnich funkci, na kterém reprezentujeme Neumannova data,
a o prostor spojitych, po castech linearnich funkci, na kterém reprezentujeme
Dirichletova data.

dpO_space = bempp.api.function_space(grid, "DP", 0)
pl_space = bempp.api.function_space(grid, "P", 1)

Déle definujeme hrani¢ni operatory - operator identity, dvouvrstvy operator
K a jednovrstvy operator V.

identity = bempp.api.operators.boundary.sparse.identity(
pl_space, pl_space, dpO_space)

dlp = bempp.api.operators.boundary.laplace.double_layer(
pl_space, pl_space, dpO_space)

slp = bempp.api.operators.boundary.laplace.single_layer (
dpO_space, pl_space, dpO_space)

Definujeme Dirichletovu funkci pomoci znamych hodnot hledaného feseni
na hranici I'.

def dirichlet_data(x, n, domain_index, result):
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result[0] = 1./(4 * np.pi * ((x[0] - .9)**2 + x[1]**2 +
x[2]*%2) %% (0.5))

dirichlet_fun = bempp.api.GridFunction(pl_space, fun=dirichlet_data)

Poté napiseme pravou stranu rovnice

Vi— (;1 + K)o, (1.12)

rhs = (.5 * identity + dlp) * dirichlet_fun

Nyni vyfesime rovnici ((1.12)) metodou sdruzenych gradienti.

neumann_fun, info = bempp.api.linalg.cg(slp, rhs, tol=1E-3)

Definujeme body v roviné (x,y).

n_grid_points = 150
plot_grid = np.mgrid[-1:1:n_grid_points*1j, -1:1:n_grid_points*1j]
points = np.vstack((plot_grid[0] .ravel(),

plot_grid[1].ravel(),

np.zeros(plot_grid[0] .size)))

Na téchto bodech lze u vyhodnotit pomoci véty (1.2)), definujeme-li jednovrs-
tvy a dvouvrstvy potencialovy operator.

slp_pot = bempp.api.operators.potential.laplace.single_layer(
dpO_space, points)

dlp_pot = bempp.api.operators.potential.laplace.double_layer (
pl_space, points)

u_evaluated = slp_pot * neumann_fun - dlp_pot * dirichlet_funLXXXII

Hodnoty u na fezu €2 poté logaritmicky zobrazime pomoci knihovny Matplot-
lib.

Jmatplotlib inline

u_evaluated = u_evaluated.reshape((n_grid_points,n_grid_points))
radius = np.sqrt(plot_grid[0]**2 + plot_grid[1]**2)
u_evaluated[radius>1] = np.nan

import matplotlib
matplotlib.rcParams[’figure.figsize’] = (5.0, 4.0)

from matplotlib import pylab as plt
plt.imshow(np.log(np.abs(u_evaluated.T)), extent=(-1,1,-1,1))

plt.title(’Computed solution’)
plt.colorbar()

V podstaté identicky postup lze pozit k feSeni (1.1)) na libovolné mnozné
s libovolnou hrani¢ni podminkou.



Computed solution

100

075 1

050 4

025 1

0.00

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

-1.00 T | |
-1.0 -0.5 0.0 05 10

Obrézek 1.1: Hustracni feseni ([1.1)) na jednotkové kouli.
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2. Iontové pasti - strucny
teoreticky uvod

2.1 Motivace

Studium reakci mezi ionty a neutralnimi ¢asticemi se v poslednich desetiletich
rozvinulo v plnohodnotny fyzikalni obor, tésici se pozornosti védecké komunity.
V prirozeném diisledku doslo k rozvoji teorie a technologie pro vytvareni, zachyt a
detekci nabitych ¢astic. V této kapitole se budeme vénovat zakladnim teoretickym
principtim iontovych pasti.

Elektrostatickd pole nelze sama o sobé pouzit ke konstrukci iontovych pasti,
jelikoz nedokézi vytvorit v oblasti zachytu potencidlova minima, ale jak vyplyva
z beznabojové Laplaceovy rovnice, pouze sedlové body. Tento problém lze obejit,
pouzijeme-li efektivni potencidl, vytvoreny oscilujicim elektrickym nebo elektro-
magnetickym polem, ktery umoznuje vznik potencialovych minim.

V nésledujicim teoretickém rozboru vychazime priméarné z Gerlich| (1992).

2.2 Pohyb nabité castice v rychle oscilujicim el-
mag. poli

Uvazujeme-li nabitou ¢astici pohybujici se v elektromagnetickém poli E(r,t)
a B(r,t), nerelativistickd rovnice pohybu je

mv = qE(r,t) + g x B(r,t). (2.1)

Tuto rovnici lze Tesit analyticky pouze pro jista elektromagneticka pole, tedy
pro elektromagnetické pole zadané iontové pasti rovnici zjednodusime a pokusime
se nalézt ptiblizné reseni numericky. Vime, ze pracujeme se slabymi elektrickymi
poli a tézkymi ¢asticemi s nizkou pohybovou energii. Rychlost 7 je nizka v po-
rovnani s rychlosti svétla, tedy silu zptsobenou interakei ¢astice s magnetickym
polem lze zanedbat. Kvazistacionarni magneticka pole neuvazujeme.

Déle predpokladame, ze elektrické pole E(r,t) je linedrni kombinace staci-
onarniho pole Eg(r) a ¢asové zavislého pole Ey(r) cos (wt + ¢g), kde w je kon-
stantni tthlova frekvence a ¢g pocatecni faze. Pohyb c¢éstice 1ze poté popsat rovnici

mi = qEy(r) cos (wt + o) + qEs(7). (2.2)

Pro ilustraci se nejprve zabyvejme vyse zminénou rovnici pti prostorové ho-
mogennim elektrickém poli Ey(r) = Ey, Eg(r) = 0, kterd popisuje napiiklad
nabitou c¢astici mezi rovnobéznymi deskami kapacitoru, a kterou lze analyticky
vyTesit jako

E
r(t) =r(0) + acosyy + (7(0) — asin pg)t — =0

5 008 (wt + o) (2.3)

a

Pro feSeni ilustrac¢nich piipadi jsme napsali Ipythonovy sesit [A.2] zdrojovy
kod prikladame elektronicky jako EffPot.ipynb.
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Zavislost polohy na case je pro 7(0) = 0 zndzornéna (redukujeme-li prostorové
rozméry na 1) na obrazku . Castice osciluje v okoli pocatec¢ni polohy z(0)
s amplitudou a.

X Efektivni potencidl a v ném se pohybujici nabité ¢astice

X [m]

t [s]
5.8 6.0 6.2 6.4 6.6 6.8

efektivni potencidl [V]

Obrazek 2.1: Pohyb ¢astice s nulovou pocatecni rychlosti v prostorové homogen-
nim, s ¢asem oscilujicim el. poli.

Jind situace nastane, je-li elektrické pole nehomogenni. Tento pripad demon-
strujeme na pifkladu jednorozmérného potencidlu V(z) ~ 23, jemu odpovidaji-
ctho elektrického pole E(z) ~ 22, a efektivniho potencidlu uréeného jako (2.11)).
Pohyb ¢éastice v tomto potencidlu zobrazujeme na obrazku Specifika tohoto
pohybu diskutujeme nize.

2.3 Efektivni potencial

Pro popis pohybu nabité ¢astice v nehomogennim radiofrekven¢nim poli pred-
pokladame, ze elektricka intenzita je hladkou funkei prostorovych souradnic r, a
ze uhlova rychlost w je vysoka natolik, aby cosinova amplituda a z rovnice
byla dostate¢né mald. Déle predpokladdme, ze amplituda a(t) a oscilacni féze se
s casem meéni pozvolna. Tedy hledame feseni rovnice jako slozeny pohyb
pozvolného posuvu Ry(t) a prudce oscilujictho pohybu Ry (%)

r(t) = Ro(t) + Ry (), (2.4)

kde
R, (t) = —a coswt. (2.5)

Predpokladame, ze E se v prostoru méni dostate¢né pozvolna na to, abychom
zbylé ¢leny rozvoje nez prvni dva mohli zanedbat

Ey(Ry — acoswt) = Ey(Ry) — (a - V)Ey(Ry) coswt + ..., (2.6)

12



Efektivni potencidl a v ném se pohybujici nabitd ¢astice

, T
2

1 -
E o0
X
_1 -
-2
N
0 2 4 6 8 10
t [s]
2 4 6 8 10 12 14 16 18

efektivni potencidl [V]

Obrazek 2.2: Pohyb ¢astice v prostorové nehomogennim, s ¢asem oscilujicim el.
poli.

déle z pomalé zmény a a Ry s ¢asem vyplyva @ << wa a Ry << wRy. Dosadime-

li (2.4) a (2.6) do (2.2)), ziskdme
mRy + mw?a(t) coswt = ¢Ey(Ry) coswt + q[a(t) - V] Ey(Ry) cos*wt.  (2.7)

Predpokladame-li, ze se @ méni s ¢asem pouze v dusledku pohybu podél Ry,
1ze a(t) napsat jako a(Ry) a coswt na obou strandch rovnice se navzajem vyrusi.
Nahradime-li cos? wt ¢asové vystiedovanou hodnotou 1/2, 1ze diferencilni rov-
nici pro sekularni pohyb vyjadrit jako
¢

mRy = " dmw?

VE? (2.8)

Tedy na castici plisobi sila vyvoland nehomogennitou elektrického pole FEy,
pfimo tmérna ¢?, a proto nezavisi na polarité néboje.
Uvazujeme-li rovnéz i statické elektrické pole Eg, které pusobi na ¢astici silou

qEs = —qV®g, lze celkovou silu ptisobici na c¢astici popsat pomoci efektivniho
potencidalu
2172
q"Ep
Vg = ) 2.9
eff 4m(,d2 + q S ( )
jako )
mRy = —V V. (2.10)

Abychom vsak efektivni potencial uvadéli ve stejnych jednotkach jako bézny
potencial, tedy ve voltech, budeme dale efektivni potencidl psat jako

qE3

Ug =
™ Amw?

+ By (2.11)
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Z rovnice [2.5] ddle muzeme uréit rovnici oscilacniho pohybu

. qEy(Ro)
mw?

Integraci rovnice ([2.10) ziskdme vztah

Ry (t) = cos wt. (2.12)

1., QB
SR+ jmb; 4 qbg = By, (2.13)

kde celkova energie E,, je adiabatickou konstantou pohybu. Druhy ¢len rovnice
(2.13) je shodny s casové vystfedovanou kinetickou energii oscila¢nitho pohybu

podle rovnice ([2.12))

| ¢°E3
<2mR1) = It (2.14)
Tedy efektivnépotencialni energie se ve skutec¢nosti uklada jako kineticka ener-
gie rychle oscilujiciho pohybu. Béhem pohybu se proto energie E,, vyménuje mezi
3 slozkami

« kinetickou energif 1mRj,
« kinetickou energif 1mR?,

» potencialni energii ¢®g.

2.4 Adiabacita

Celkova energie systému se obecné zachovava pouze pro pomalou zménu a a
Ry, jak uvadime vyse.

Nakolik presné Ize aplikovat efektivnépotencidlni aproximaci lze urc¢it pomoci
parametru adiabacity

_ 2q|VEy(r)|

e (2.15)

n(r)

Obecné pozadujeme |n(r)| < 1 na trajektorii ¢astice, maximalni mozny para-
metr n, pri némz se systém chova adiabaticky, se vsak lisi pro rtizné geometrie
iontové pasti.

2.5 Konstrukce pasti
V nasledujicich kapitolach budeme podrobné zkoumat linearni iontovou past,
tvorenou 22 rovnobéznymi tycemi, na které je privedeno stiidavé napéti vytva-

fejici efektivni potencial, a uzavienou na obou stranidch endcapy, na které je
privedeno stejnosmérné napéti. Podrobny popis pasti uvadime v kapitole
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3. Srovnani BEM a FEM pomoci
ulohy, pro kterou zname
analytické reseni

Pro Laplaceovu rovnici (|1.1)) zndme fadu analytickych feSeni, mimo jiné po-
tencial elektrického multipolu

u(r, @, 0) = R(Y," (@, 0))r" (3.1)

Sférické harmonické funkce 1ze importovat do prostiedi IPython diky knihovné
SciPy.

from scipy.special import sph_harm
def mlpl (x, m, n):
r = np.sqrt(x[0]**2 + x[1]**2 + x[2]*%2)
theta = np.arccos(x[2]/r)
phi = np.arctan2(x[1], x[0])+np.pi
return sph_harm (m, n, phi, theta) . real * r *x (n)

Konkrétné se budeme zabyvat funkef Y.

def mlp (x):
return mlpl (x, 5, 11)

Reseni se vSak pro srovnani pokusime zfskat i numericky, s pouzitim BEM a
FEM, na jednotkové kouli €2 pricemz jako hrani¢ni podminku pouzijeme hodnoty
Y} na hranici T’ = 9.

Zdrojovy kod k této kapitole uvddime v piiloze na strance [A.3] ve formatu
Multipole_ BEM__FEM.ipynb jej prikladdme elektronicky:.

3.1 Implementace v Bempp

Pti vypoctu numerickych hodnot u postupujeme obdobné jako v kapitole [I}
Potencial na zadanych bodech evaluace urc¢ime pro libovolnou jemnost gridu.

def aM1pBEM (u_eval, p, h):
grid = bempp.api.shapes.sphere (h = h)

SpBop = eSpBop (grid)

NDf

eNDf (SpBop, dirichlet_data)

Pop = ePop (SpBop, p)

u_eval [:] = uBEM (Pop, NDf)

Jemnost gridu zavadime jako posloupnost délek diskretiza¢niho elementu.

15



def hfBEM (i):
return 1.0 / float (1 + i)

Vytvorime funkei, ktera vyhodnoti ¢as vypoctu, celkovou kvadratickou od-
chylku (viz rovnice (3.2])) a pamétovou naro¢nost za dobu béhu programu (maxi-
mum, minimum, prumér, stfedni kvadratickou odchylku) v zavislosti na hustoté
meshe.

I
—

n
n v

s=Y (u—u)? {w},_, znaéi hodnoty potencialu v bodech evaluace. (3.2)

%

Il
o

def memt (Pl, Ins, asgn, j, p, b, dt = 0.1):
n =p [0]. size
u_eval = np.empty ((1, n))
teor = np.empty ((1, n))
mem = np.array (memory_usage ((asgn, (u_eval, p, b), {}), interval =
dt))
s = 0.0
for i in range (0, n - 1):
if (Ins (p [:, i1)):
teor [0, i] = mlp (p [:, il)
s =8 + (u_eval [0, i] - teor [0, i]) *x*x 2
else:
teor [0, i] = 0

if (j <= 0):
P1 (u_eval, teor)
t = mem.size
mx = max (mem [:])
mn = min (mem [:])
ms = sum (mem [:])
ma = ms / float (t)
me = np.sqrt (sum ((mem [:] - ma) ** 2) / float (t))
return np.array ([t * dt, s, mx, mn, ma, mel)

Néasledné mtzeme pro hustoty meshe v rozmezi 1 az [ definovat funkci, ktera
jim priradi odpovidajici vyse jmenované veli¢iny. Mezi kazdym volanim vyse zmi-
néné funkce program posecka 10s, za tcelem snizeni mozného vlivu zahtati poci-
tacovych komponent na vypocetni vykonnost.

def arr (Pl, Imns, asgn, 1, p, hf):
z = np.empty ((7, 1))
for i in range (1, 1 + 1):
z [0, 1-1] =i
time.sleep (10)
z [1:7, 1 - 1] = memt (P1l, Imns, asgn, 1 - i, p, hf (1))
return z

Vypoctené hodnoty potencidlu a jeho odchylky od teoretickych hodnot zné-
zornime na obrazcich B.1] a 3.2
Nyni ziskané hodnoty znazornime na obrazcich a 3.6

16



Numericky vypoctené hodnoty multipélového potencidlu

1.00 ; = 03
0.751
0.2
0.501
. 0.1
0.251
> 0.001 0.0
~0.25
L 0.1
~0.50 1
~0.2
~0.75 1
~1.00 -.H' E, ~0.3

"-1.00 -0.75 -0.50 —0.25 0.00 025 050 0.75 1.00
X

Obrazek 3.1: El potencial multip6lu, uréeny pomoci BEM.
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doba vypoctu [s]

Odchylka od teoretickych hodnot

1.00
-
- = 0.004
0.751
0.50 1
£ £0.002
0.251
>
©
> 0.00- -0.000 T
g
1I g
~0.251k
" F-0.002
~0.501
—0.731 - -~ 0.004
'_' —VU.
" -
—1.00 . . 1-1-‘-".-'_ ; __l_'..r""-r T
"21.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50
X
Obrazek 3.2: Odchylka [3.1] od teoretickych hodnot.
100 A
80 A
60 -
40 -
20 A
0 5 10 15 20 30

hustota gridu

Obrazek 3.3: Zavislost ¢asu vypoctu na hustoté gridu.
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40 A

35 1

30 A

25 A

20 A

s [V?]

154

10 A

0 5 10 15 20 25 30
hustota gridu

Obrazek 3.4: Zavislost celkové kvadratické odchylky od teoretickych hodnot
na hustoté gridu.

10! E

10° 4

s [V?]

1071 E

1072 E

0 5 10 15 20 25 30
hustota gridu

Obrazek 3.5: Zavislost celkové kvadratické odchylky od teoretickych hodnot (lo-
garitmické skala) na hustoté gridu.
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1600

— maximum
1400 pramer
m
= 1200 -
1
@]
.S 1000 A
o
O
S 800 -
\©
>
S
> -
£ 600
(o]
o
400 A
200 A

0 5 10 15 20 25 30
hustota gridu

Obrazek 3.6: Zavislost paméfové narocnosti vypoctu na hustoté gridu.

3.2 Implementace ve FEniCS

FEniCS nam umoznuje piimo urcit prostorovou funkci potencialu.

class MyExpression0 (Expression):
def eval (self, value, x):
value [0] = mlp (x)
g0 = MyExpression0O (degree = 2)

def uFEM (bc, V):

= TrialFunction (V)

= TestFunction (V)

= inner (grad(u), grad(v)) * dx
Constant (0.0)

= Constant (0.0)

=f xv xdx + g * v *x ds

o g e
I

[=]
]

Function(V)

# solve(a == L, u, bc)
solve(a == L, u, bc, solver_parameters = {’linear_solver’:’gmres’})
return u

Potencidl nasledné vyhodnotime na zadanych bodech evaluace pro hustotu
meshe b.

def aM1pFEM (u_eval, p, b):
domain = mshr.Sphere(Point(0.0, 0.0, 0.0), 1)
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mesh = mshr.generate_mesh(domain, b)
V = FunctionSpace(mesh, "Lagrange", 1)
def boundary(x, on_boundary): return on_boundary
bc = DirichletBC (V, gO, boundary)
u = uFEM (bc, V)
p [0].size
for i in range (0, n):
try:
u_eval [0, i] =u (p [0, i], p [1, i], p [2, i])
except:
pass

n

Hustotu meshe urc¢ime jako posloupnost poc¢tu diskretizacnich elementii.

def BFEM (i):
return 10 + i

Pouzitim funkci memt a arr ziskdme obdobné vysledky jako pro BEM.
Hodnoty potencialu a ptislusné odchylky od teoretickych hodnot znazornime

na obréazcich 3.7 a B.8.

Numericky vypoctené hodnoty multipélového potencidlu

1.00 ; = 0.3
0.75 1
0.2
0.50 -
H0.1
0.25
=
©
> 0.00 0.0 T
2
o
o
-0.25 1
- —0.1
~0.50 1
-0.2
-0.75 1 ‘
-1.00 - - -0.3

"21.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00
X

Obrazek 3.7: El. potencial multip6lu, ur¢eny pomoci FEM.

Zavislosti doby vypoctu, celkové kvadratické odchylky a paméfové naroc¢nosti
na hustoté meshe ukazujeme na obrazcich [3.10], 3.11] a [3.12]
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Odchylka od teoretickych hodnot

1.00
0.004
0.75 1
0.50 1
-0.002
0.25 1
> 0.00 -0.000
—0.251
-—0.002

doba vypoctu [s]

—0.50 1

h_ T

potencial [V]

~0.751 amt e =
%‘F ~0.004
-1.00 : : : " '!!l" : . .
"21.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00
X
Obrazek 3.8: Odchylka [3.7] od teoretickych hodnot.

3.5 A
3.0 A
2.5 A
2.0 A
1.5 A
1.0 A
05 L T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

hustota gridu

Obrazek 3.9: Zavislost ¢asu vypoctu na hustoté gridu.
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s [V?]

s [V?]

25 A

20 A

15 ~

10 A

0 5 10 15 20 25 30
hustota gridu

Obrézek 3.10: Zavislost s na hustoté gridu.

101?

10_1?

0 5 10 15 20 25 30
hustota gridu

Obrazek 3.11: Zavislost s (logaritmické skala) na hustoté gridu.
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— maximum
1200 A prameér
m
=
= 1150 -
(V)]
@]
C
>0
© 1100 -
O
[
g
.S 1050 A
0
€
©
<1000
9504 T
0 5 10 15 20 25 30

hustota gridu
Obrazek 3.12: Zavislost pamétové narocnosti vypoctu na hustoté gridu.

3.3 Srovnani

Jelikoz jemnost diskretizace zavadime pro BEM a FEM ruzné, ke srovnani
obou metod pouzijeme zavislosti na s, které zndzornime na obrazcich a
(lomennd c¢ara spojuje body sefazené podle jemnosti diskretizace).

Jednoznacné pozorujeme, ze pro odpovidajici hodnoty s ma BEM vyssi dobu
vypoctu, ale nizsi pamétovou naroc¢nost. Vzhledem k prudkému nartstu pamétové
naroc¢nosti FEM pro rostouci jemnost meshe se nam vsak nepodafilo minimali-
zovat s na hodnoty ziskané pomoci BEM, aniz bychom ptekrocili alokovanou
pameét. Pii pouzitém vypocetnim usporadani tedy s BEM dosahujeme radove
nizsich hodnot s nez s FEM.
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00 — BEM

—— FEM
80 A
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40 -

doba vypoctu [s]

20 A

102 1071 10° 10!
s [V?]

Obréazek 3.13: Srovnani BEM a FEM pro zavislost doby vypocétu na s.

1600

—— BEM
1400 - — FEM

1200 A

1000 A

800 A

600 -

400 A

maximalni pamétova naroc¢nost [MB]

200 1

102 101 100 10!
s [V?]

Obréazek 3.14: Srovnani BEM a FEM pro zavislost maxima pamétové naroc¢nosti
vypoctu na s.
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4. Modelace iontové pasti
v programu Gmsh

4.1 Geometrické zavedeni pasti

Vytvorime model studované iontove pasti pomoci geometrickych primitiv

, P k . . <

o k = 22 souosych valci {V;}; o poloméru r = 0.5, polovysce v = 18, se stfedy
ve vrcholech pravidelného k-tihelniku se stiedem s, s opsanym polomérem
q = 5.5, lezici v rovinné «, jehoz osa z je rovnobézna s osami valc,

/ DS P 2 Vv v Ly

« 2 souosd mezivalcl ("Endcaps’) {M;}] o vnéjsim poloméru r, = 3.5 a vniti-

nim poloméru r; = 3.2, vysce d = 9, vzajemné vzdalenosti s = 32, se stredy
na ose z, osami rovnobéznymi s osou z,

o '"Bounding Box", krychle K se stfedem v s, rovnobézna s rovinou « a osou
z, 0 délce strany a =.

a sou omezené mnoziny v R s nenulovou objemovou mirou.
(VI {M}] a K | ¢ muoziny v R* s nenulovou obj /
Hranici iontové pasti zavedeme jako
k
I'=[JaV;UdM, UM, UIK. (4.1)
i=1
Prostorovy objem iontové pasti zavedeme jako
k
i=1

Dodrzujeme konvenci, ze plochy jsou orientované tak, aby normélovy vektor
mifil smérem z €.

4.2 Konstrukce v programu Gmsh

Zdrojovy kéd k této kapitole uvadime na strané ve formatu Past1.geo jej
prikladame elektronicky.

Gmsh obsahuje interni programovaci jazyk (viz (Geuzaine a Remacle)), ktery
umoznuje definovat

e bod,

o TUsecku mezi 2 body,

e kruznicové oblouky mezi 2 body a se stfedem ve tretim bodé,
o kiivkové smycky z n tsecek ¢i kruznicovych oblouki,

o rovinné plochy s ,,dérami“ pomoci k¥ivkovych smycek,

« valcové plochy pomoci kiivkové smycky,
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o fyzické plochy, vzniklé slouc¢enim nékolika ploch,
e plochové smycky z n ploch,

e objemy s ,dérami“ pomoci plochovych smycek,
o fyzické objemy.

Rovinné plochy pasti lze prirozené triangulizovat, valcové plochy je tfeba roz-
délit na m = 3 shodné valcové oblouky (Gmsh nedovoluje triangulizovat valcové
oblouky o stfedovém thlu vétsim nez ).

Obrazek 4.1: 1D diskretizace pasti, pohled ve sméru —z
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Obrazek 4.3: 2D diskretizace pasti
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5. Vypocet elektrického
potencialu a elektrické intenzity
iontové pasti

Konecné pristoupime k samotnému vypoctu elektrického potencialu a pole
iontové pasti. Importujeme mesh vytvoreny v kapitole 4] a pouzijeme obdobné
postupy v Bempp a FEniCS jako v kapitole [3]

5.1 Vypocet pomoci BEM, za pouziti knihovny
Bempp

Piislusny zdrojovy kod ve formatu Ion  Trap BEM.ipynb prikladame elek-
tronicky.

Elektricky potencidl radiofrekvencéni inotové pasti lze rozlozit na 2 linedrné
nezavislé slozky

o alternujici potencial, ktery ziskdame, pozijeme-li hrani¢ni podminku v =
(—1)"40V na valcich V,,, u = 0 na endcapech a u = 0 na bounding boxu,

« staly potencidl, ktery ziskdme, pouzijeme-li hrani¢ni podminku u = 0 na val-
cich V,,, u = 1 na endcapech a v = 0 na bounding boxu, viz obrazek [5.1]

Kromé vypoctu elektrického potencidlu (znazornéného na obrazku [5.2)) v této
kapitole urcujeme elektrickou intenzitu (rovnéz rozlozenou na 2 linedrné nezavislé
slozky). Bempp ve verzi 3.3.2 ndm ji umoznuje uréit pomoci operatoru gradientu
hledané funkce (v ramci Bempp funguji obdobné jako operatory potencidlu, pouze
vraceji vektorové hodnoty namisto skaldrnich).

slp_gradPot =
bempp.api.operators.potential.laplace.single_layer_gradient(
dpO_space, points)

dlp_gradPot =
bempp.api.operators.potential.laplace.double_layer_gradient(
pl_space, points)

gradU_evaluated = slp_pot * neumann_fun - dlp_pot * dirichlet_fun

Pricemz vyuzijeme vztahu

E=-Vu (5.1)

Znalost elektrické intenzity pozdéji pouzijeme v kapitole [6]
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Stejnosmérny potencial

5.0

x [mm]

-1.0 -0.8 -0.6 —0.4
potencial [V]

-0.2 0.0

Obréazek 5.1: Elektricky potencial endcapii, fez rovinou y = 0.

z=0 y=0
oo
4 4+
2 2
€ €
E O E O
> X
-2 -2
-0 Ql -
: ﬁﬁ_,ﬁ ﬁ -
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
x [mm] z [mm]

40

30

20

-10

r—10

-—20

-30

-40

U [V]

Obréazek 5.2: Elektricky potencidl iontové pasti (BEM), fezy rovinami z = 0 a

y=20
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5.2 Vypocet pomoci FEM, za pouziti knihovny
FEniCS

Prislusny zdrojovy kod ve formatu Ion  Trap FEM.ipynb prikladame elek-
tronicky.

Pti vypoctu elektrického pole pomoci FEM postupujeme obdobné jako v pred-
chozich prikladech - ziskdme funkci u(x), kterd vyhodnoti elektricky potenciél
v libovolném bodé 2. Chceme rovnéz ziskat i funkei elektrické intenzity E(x)
v libovolném bodé €2 - FEniCS nam ji umoznuje nalézt pomoci gradientu u(x).

Vysledky znazornime na obrazku [5.3

y=0 40
4+ l3o
L 20
2.
10
g E s
€ E 01 0o =
- = -}
> X
t—10
_2-
L —20
—4 4 -30
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -40
x [mm] z [mm]

Obréazek 5.3: Elektricky potencidl iontové pasti (FEM), fezy rovinami z = 0 a
y=0

Pouhym okem pozorujeme u efektivniho potencidlu urc¢eného pomoci FEM
podstatné nizsi hladkost, nez u toho urceného pomoci BEM.
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6. Simulace pohybu nabité
castice v iontové pasti za pouziti
BEM a FEM, srovnani vysledku

Na € lze Tesit Newtonovu pohybovou rovnici
mv = qE(r,t), (6.1)

zname-li E(r,t) pro kazdy bod €.
K numerickému reseni pouzijeme Runge-Kuttovu metodu 4. radu.

def RK4 (a, x0, vO, tO, dt):

k0 = dt * vO

10 = dt * a (x0, t0)

k1 =dt * (vO + 0.5 * 10)

11 = dt * a (xO + 0.5 * kO, tO + 0.5 *x dt)
k2 = dt * (vO + 0.5 * 11)

12 = dt * a (xO + 0.5 * k1, t0O + 0.5 * dt)
k3 = dt * (vO + 12)

13 = dt * a (x0 + k2, t0 + dt)

x =x0+ (kO + 2 * k1 + 2 *x k2 + k3) / 6.0
v=v0+ (10 +2*11+2x*12+ 13) / 6.0

t = t0 + dt
return (x, v)

Pti feseni rovnice (§6.1)) se vénujme konkrétnimu teoretickému usporadani:

e na k = 22 valct pasti zavedeme stidavé napéti o amplitudé 40 V na sudych
a —40 V na lichych valcich, frekvenci f = 27 MHz,

« na endcapy zavedeme stejnosmérné napéti —1 V,
e bounding box uzemnime,

o simulujeme pohyb iontu D~ o rychlosti odpovidajici teploté 10 K.

6.1 Pohyb castice pro BEM

Pouzivame stejny zdrojovy kod jako v predchozi kapitole.

Z predeslé kapitoly zndme hodnoty elektrické intenzity (za pouziti BEM) na 3-
rozmérné bodové siti, veskeré dalsi hodnoty pro body uvnir kvadru sité 1ze ziskat
interpolaci, kterou lze snadno implementovat pomoci knihovny SciPy.

Znéme-li i hodnoty elektrické intenzity, lze v bodech vyhodnovaci mtize urcit
efektivni potencidl podle rovnice (2.11)). Pohyb ¢dstice v efektivnim potencidlu
zobrazime na obrazku 6.1l
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Obrazek 6.1: Efektivni potencidl iontové pasti (BEM), fezy rovinami z = 0 a
y = 0, a trajektorie iontu

6.2 Pohyb castice pro FEM

Pouzivame stejny zdrojovy kod jako v predchozi kapitole.

Za pouziti FEM zjistime hodnotu elektrické intenzity v kazdém bodé objemu
pasti € numerickou derivaci potencidlu u (viz kapitol.

Pohyb ¢éstice v efektivnime potencidlu popisuje obrazek [6.2]

0.08

0.06

y [mm]
U [V]

-0.04

r0.02

-4 -2 0 2 4 -2 0 2 4 —0.00
x [mm] z [mm]

Obrazek 6.2: Efektivni potencial iontové pasti (FEM), fezy rovinami z = 0 a
y = 0, a trajektorie iontu

6.3 Srovnani BEM a FEM

Pouhym okem pozorujeme nizsi hladkost efektivniho potencialu v blizkosti
tyc¢i pro FEM, jak jsme ocekavali z kapitoly |3 a coz se projevi nize.

36



Pro srovnani presnosti numerického vypoctu elektrické intenzity uvniti pasti
studujeme, jak se s casem vyviji kvadrat rychlosti |v|? pohybujici se ¢astice, jemuz
je tmérné kinetickd energie, viz obrézky [6.3] a

Casova zavislost v2

v2[105m?2 - s72]

0 T T T T T T
0 20 40 60 80 100

cas [us]

Obrézek 6.3: Casovy vyvoj v> pro BEM.
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Casova zavislost v2
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3.0 1

2.5 A

2.0 A

1.5~

v2[105m2 .5—2]

1.0 ~

0.5 A

0.0 A

0 20 40 60 80 100
¢as [us]

Obrézek 6.4: Casovy vyvoj v? pro FEM.

Vidime, ze pro BEM se castice prubézné navraci do okoli ptvodni polohy,
kdezto pro FEM nikoliv.

Vysledky odpovidaji nasim ocekdvanim, kterd jsme predlozili v kapitold2]
V oblasti nizkého efektivniho potencialu se ¢astice pohybuje zhruba s konstantni
rychlosti, s rostoucim efektivnim potencidlem prudce nartistaji rovnéz rychlostni
oscilace, nez se ¢astice odrazi a navraci se zpét do oblasti nizkého efektivniho po-
tencialu. V pripadé adiabatického pohybu by se kineticka energie pred a po odrazu
méla zachovavat, coz podrobnéji diskutujeme nize.

Pro BEM pozorujeme oscilace i v oblasti nizkého efektivniho potencialu, ne
viak pro FEM. To odpovid4 vysledkiim z kapitoly [3] kde na obrizcich a
vidime, ze ackoliv pro BEM je celkova kvadratickda odchylka nizsi, odchylka
od teoretickych hodnot je zhruba stejna na celé mnoziné evaluace. Oproti tomu
pro FEM odchylka od teoretickych hodnot klesa a nartista s klesajicim a rostoucim
efektivnim potencidlem.

RovnéZ srovname, jak se s ¢asem vyviji kvadrat polohového vektoru |r|?, coz
znézornime na obrazcich [6.5] a [6.61
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Obrazek 6.5: Casovy vyvoj > pro BEM.
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Obrézek 6.6: Casovy vyvoj r? pro FEM.
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Déle pro BEM i FEM znazornime histogram ¢asového rozlozeni kvadratu rych-

losti |v|? na obrazcich [6.7 a 6.8

Casové rozlozeni v2

250

200

150

t[s3-m~2]

100

50

okt dob el ola o b Lon

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000
vi[m?-s2]

Obréazek 6.7: Casovy histogram v? pro BEM s vyznacenou pocateéni rychlosti
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Casové rozlozeni v?2
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200 A

150 A

t [53 . m—2]

100 A

50 A

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
v2[m2 . 5—2]

Obrézek 6.8: Casovy histogram v? pro FEM s vyznacenou pocatecni rychlosti

Pro BEM histogram odpovida teoretickému tvaru, jak je uveden v
(1992)) - 1 peak, odpovidajici nejpravdépodobnéjsi rychlosti. V pripadé adiaba-
tického pohybu se jedna o pocatecni rychlost, coz odpovida nasemu pripadu.

Pro FEM je situace ponékud odlisna. Pozorujeme i dalsi peaky, odpovida-
jici nizsim rychlostem. Tyto peaky jsou patrné zptsobeny zpomalenim céastice
pri odrazu na efektivnim potencidlu vlivem neadiabacity pohybu. To odpovida
nizsi presnosti vypoctu elektrického pole pomoci FEM, nez pomoci BEM, jak
diskutujeme v kapitoldch [4] a
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Zaver

Podrobné jsme prozkoumali moznosti BEM a FEM, implementované v knihov-
nach Bempp a FEniCS, pro feSeni Laplaceovy tlohy , na jednotkové kouli
i v okoli radiofrekvencni iontové pasti. Jednoznac¢né jsme potvrdili, Ze na pouzi-
tém systému dosahuje BEM radové vetsi presnosti nez FEM, byt za cenu zvySené
doby vypoctu.

Veskeré vypocty jsme provadéli na bézném stolnim pocitacéi, na kterém byl
ve Virtual Boxu spustén operacni systém Ubuntu 16.04, kterému jsme dedikovali
11264 MB paméti a 4 jadra procesoru. Predpokladame, ze presnéjsich vysledku a
v kratsim case bychom dosahli na vhodnéjsim zatizeni, to vsSak je jiz nad rdmec
této prace.
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Seznam pouzitych zkratek

« BEM - boundary element method, metoda hrani¢nich prvki,
o FEM - finite element method, metoda konecnych prvki,

e () - mnozina, na které hledame feseni,

o [' - hranice mnoziny (2,

o D~ - zaporné nabity ion deuteria,

o w - thlova rychlost rf pole.
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A. Prilohy

A.1 Zdrojovy kéd Gmsh

Na nasledujicich strankach uvadime zdrojovy kéd modelace iontové pasti v in-
ternim programovacim jazyce programu Gmsh. Zdrojovy kod ve forméatu past1.geo
prikladame elektronicky.

// Gmsh project created on Tue Apr 19 15:48:08 2016
// Dimensions in millimeters

// Parametry pasti

q = 5.5 ; // polomer iontove pasti
r = 0.5; // polomer valce

v =18 ; // polovyska valce

b =0.4; // jemnost meshe

k =22; // pocet valcu

x0 =0; // pocatecni hodnota x
y0 =0; // pocatecni hodnota y

// Endcaps

s =32; // vzdalenost endcapu
d=9; // vyska endcapu

tl = 3.3 ; // vnitrni polomer
t2 = 3.5 ; // vnejsi polomer

// Parametry geometrie

i =0; // uhel
A=0; // pocatecni uhel
h=v; //vyska (na ose z)

// x, y — polohove indexy

// £ — bodovy index stredu prave vytvarene kruznice

m=3; // pocet kruznicovych dilu
n=0; // bodovy index

1 =0; // krivkovy index

o=0; // index krivkovych smycek
p=0; // povrchovy index

di =4; // domenovy index

sl =4; // index povrchove smycky,
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// 1 pro bounding box, 2 a 3 pro end caps,
// 4 az 25 pro valce

// Bounding box

xbb = 30 ; // x—ova polosirka bounding boxu
ybb =30 ; // y—ova polosirka bounding boxu
zbb = 30 ; // z—ova polosirka bounding boxu

// Vytvori m bodu na kruznici se stredem (x, y, h),
// osou rovnobeznou s osou z, polomerem r, pocatecnim

// uhlem A.

Macro ndil
For i In {1 : m}
Point (n +1i) ={x+r*xCos (A+2*Pix(i—1)/m),
y+r*Sin (A+2%Pix (i —1)/m), h, b};
EndFor
n=mn-+m,;
Return

// Vytvori m kruznicovych vyseci se stredem f,
// osou rovnobeznou s osou z, polomerem r,
// pocatecnim uhlem A.

Macro okruh
ForiIn {1: m— 1}
Circle (1 +1) ={fn—m+i,fn—m+1i+ 1};
EndFor
Circle (I +m) ={n,fn —m + 1} ;
l=14+m;
Return

// Vytvori m usecek mezi 2 kruznicemi

Macro paprsky
For i In {1 : m}
Line (1 +i) ={n—m+in—2+«m—1+4i};
EndFor
l =14+ m;
Return

// Vytvori krivkove smycky na obvodu valce.

Macro obvodO
ForiIn {1: m — 1}
Line Loop (o + 1) ={l = 2+«m +1i,1 —m + i+ 1,
—(1=3*m+1i),—(1—-—m+i};
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EndFor
Line Loop (0 + m) ={l =1+ m,1 —m + 1, — (1 — 2 % m),
O0=0+m;

Return

// Vytvori povrchy na obvodu valce.

Macro obvodP
For i In {1 : m}
Ruled Surface (p +1i) = {— (0 —m + 1)} ;
EndFor
p=p+m;
Return

// Vytvori podstavu valce.

Macro podstava

o=o0+1;
p=p+1;
n=n-+1;

Point (f) = {x,y, h, b} ;

Call ndil ;
Call okruh ;

Line Loop (o) ={l —m + 1:1};
Return

// Vytvori povrch valce.

Macro valec
h=v;
Call podstava ;
Plane Surface (p) = {— o} ;

h=—v;
Call podstava ;
Plane Surface (p) = {o} ;

Call paprsky ;
Call obvodO ;
Call obvodP ;

Physical Surface (di) = {p — m — 1: p};
Surface Loop (sl) ={p —m — 1: p};
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sl =sl + 1;
p=p+1;
Return

// Vytvori podstavu Endcaps.

Macro podstavaEC
n=n-+ 1;
f =n;

Point (f) = {x, y, h, b};

Call ndil;
Call okruh;

o=o0+1;

Line Loop (o) ={l —m + 1 :1};
Return
// Vytvori opacne orientovane povrchy na obvodu valce.
Macro obvod P

For i In {1 : m}

Ruled Surface (p +1i) = {(o — m + i)} ;

EndFor

p=p+m;
Return

// Vytvori endcap.

Macro EndCap
r = t2;

Call podstavaEC;
h=h—d;

Call podstavaEC;
Call paprsky;
Call obvodO;
Call obvodP;

h=h+d;
r = t1;

Call podstavaEC;

h=h-—d;
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Call podstavaEC;

Call paprsky;
Call obvodO;
Call obvod_P;

p=p+L

Plane Surface (p) = {— (0 —2+m —3), (0 — 1 *m — 1)};

p=p+L

Plane Surface (p) = {(0 —2*m — 2), — (0 — 1 xm — 0)};
Return

// Vytvori endcaps.

Macro EndCaps
x = x0;
= y0;
h=0.5x%s +d;

Call EndCap;

h=-—0.5x%s;

Call EndCap;

Physical Surface (2) ={p — 4+ (m + 1) + 1: p};

Surface Loop (2) ={p—4*(m+1)+1:p—2x*(m+ 1)};

Surface Loop 3) ={p =2+« (m+1)+1:p—0x* (m + 1)};
Return
// Vytvori bounding box.
Macro okruhBB

ForiIn {1: m— 1}

Line (1 +i) ={n—m+in—-—m+i+1};

EndFor

Line (I + m) = {n,n — m + 1} ;

l =1+m;

Return

Macro podstavaBB

o=0+1;
p=p+1;
n=n-+1;
f =n;
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Point (f) = {x, y, h, b} ;

Call ndil ;
Call okruhBB ;

Line Loop (o) ={l —m + 1 :1};
Return

Macro obvodPbb
For i In {1 : m}
Plane Surface (p +1i) = {(o —m + 1)} ;
EndFor
p=p+m;
Return

Macro valecBB
h =v;
Call podstavaBB ;
Plane Surface (p) = {o} ;

h=—-v;
Call podstavaBB ;
Plane Surface (p) = {— o} ;

Call paprsky ;
Call obvodO ;
Call obvodPbb ;

Physical Surface (1) = {p —m — 1: p};
Surface Loop (1) ={p —m — 1 : p};
Volume (1) = {1, 2: k + 3};
Physical Volume (1) = {1};

Return

// Vytvarime mesh valcu.

For j In {1 : k}
A=2xPix(j —1)/k+ 1 ;

x =x0 4+ q % Cos (A) ;
y =y0 4+ q * Sin (A) ;

Call valec ;

di =di+1;
EndFor
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// Vytvarime mesh end caps.
b=0.5;
Call EndCaps;

// Vytvarime mesh bounding boxu.

A=0;

fi =0;

m=4;

x = x0 ;

y =y0;

v = zbb ;

r = Sqrt (xbb % xbb + ybb x ybb) ;
b=20;

Call valecBB ;

A.2 Zdrojovy kdéd ke kapitole

In [1]: import numpy as np
import logging
import time
import memory_profiler
import matplotlib
from functools import partial

from memory_profiler import memory_usage
from matplotlib import pyplot as plt
from matplotlib.colors import LogNorm
from IPython.display import Image

matplotlib.rcParams.update({’font.size’: 14})

In [2]: # Eulerova metoda
def smE (a, x0, vO, t, dt = 0.01):

v0 + a (x0, t) * dt
x0 + v x dt

\%
X

return (x, v)
In [3]: # Numerickd integrace metodou Mt,

# trajektorie o m bodech,
# n * k vyhodnocovacich bodid
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In

In

In

In

In

(4] :

[5]:

[6]:

[7]:

[8]:

def intgl (a, Mt, k, n, x, v, t, dt):

x1 = x [0]
vl = v [0]
t1 =t [0]

for j in range (1, n):
for i in range (0, k):
xv = Mt (a, x1, vi, t1, dt)
x1 = xv [0]
vl = xv [1]
tl = tl + dt

x [j] = x1
v [j]1 = v1
t [j1 = t1

# Konstantni el. pole
def E1 (b): # b [V/;m]
def E (x):
return b
return E

# Nasobeni skalaru a funkce
def sxf (s, f):

def h (x, t):
return s * f (x, t)
return h

# Nasobeni cosinu a funkce
def cxf (w, f):

def h (x, t):
return np.cos (w * t) * f (x)
return h

# Efektivni potencial
def effV (q, m, w, E):
def V (x):
return q / (4.0 * m * w **x 2) *x (E (x)) ** 2
return V

# Pohyb castice
def motn (q, m, E, Mt, n, x0, vO, t0, dt = 0.001):

X = np.empty (n)
v = np.empty (n)
t = np.empty (n)
x [0] = x0
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In

In

In

In

In

[9]:

[10]:

[11]:

[12]:

[13]:

vO0
t0

v [0]
t [0]

intgl (sxf (q/m, E), Mt,
10, n, x, v, t, dt)

return (t, x, v)

rv = motn (1, 1, cxf (20, E1 (100)), smE,
100000, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0001)

# 2D bodova mTiZ
def pnt (k, yO, yi1):
plot_grid = np.mgrid [0:10:k*1j, yO:yl:k*1j]
return np.vstack((plot_grid[0] .ravel(),
plot_grid[1] .ravel(),
np.zeros (plot_grid[0].size)))

# Vyhodnocen? funkce mna bodech mriZe
def ePnt (f _eval, f, p):
for i in range (0, p [0].size):
f eval [0, 1] = £ (p [:, iD)

p = pnt (150, 0, 2)

V_eval = np.empty ((1, 150%150))

ePnt (V_eval, effV (1, 1, 20, E1 (100)), p)

def P11 (j, rv, V_eval, yl, y2, n):
plt.plot (rv [0] [:], rv [1] [:], color = ’red’)
plt.ylabel (’x [m]’)
plt.xlabel (’t [s]’)

V_nn = V_eval.reshape ((n, n))

plt.imshow (V_nn.T, extent=(0, 10, yi1, y2),

origin=’lower’, cmap = ’Y1GnBu’)
cbl = plt.colorbar (orientation = ’horizontal’,
pad = 0.2)

cbl.set_label (u’efektivni potencial [V]’)
plt.title (u’Efektivni potencidl a v ném’ +
u’ se pohybujici nabita cCastice’)

plt.savefig (’effPot’ + str (j) + ’.pdf’)

In [14]: P11 (0, rv, V_eval, 0, 2, 150)

(\/Hﬁ!ll)
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In [15]: rv2 = motn (1, 1, cxf (20, E1 (100)), smE,
100000, 1.0, 0.2, 0.0, 0.0001)

In [16]: P11 (1, rv2, V_eval, 0, 5, 150)

In [17]: # Nehomogenni el. pole
def Enh (b):
def E (x):
return b * x ** 2
return E

In [18]: rvNh = motn (1, 1, cxf (20, Enh (10)), smE,
100000, 1.0, 1.0, 0.0, 0.0001)

In [19]: Vnh_eval = np.empty ((1, 150%150))

ePnt (Vnh_eval, lambda x: 2 * x [1] ** 2, pnt (150, -3, 3))
In [20]: P11 (2, rvNh, Vnh eval, - 3, 3, 150)

(\/EEEII)

A.3 Zdrojovy kdéd ke kapitole

In [1]: import bempp.api

from dolfin import (Expression,FunctionSpace,
TrialFunction,TestFunction,
Function, inner, grad, dx,
ds,Constant, solve,
DirichletBC, Point)

import mshr

import numpy as np

import logging

import time

import memory_profiler

import matplotlib

from functools import partial

from memory_profiler import memory_usage
from matplotlib import pyplot as plt
from matplotlib.colors import LogNorm
from IPython.display import Image

matplotlib.rcParams.update({’font.size’: 12})
logging.getLogger (’BEMPP’) .setLevel(logging. WARNING)
# grid — mesh studovaného objektu v Bempp

# mesh — mesh studovaného objektu ve FEniCS

# points, p - body (2D nebo 3D mitZ) na kterych
# provadime evaluact.
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In [2]: # Potencial multipélu
from scipy.special import sph_harm
def mlpl (x, m, n):
r = np.sqrt(x[0]**2 + x[1]*x2 + x[2]*%2)
theta = np.arccos(x[2]/r)
phi = np.arctan2(x[1], x[0])+np.pi
return sph_harm (m, n, phi, theta) . real * r ** (n)

# Konkrétni multipol.
def mlp (x):
return mlpl (x, 5, 11)

In [3]: # Znamé hodnoty potencidlu na hranici gridu
def dirichlet data(x, k, domain_index, result):
result [0] = mlp (x)

In [4]: # Funkce, kterd vytvori pottebné funkcéni prostory
# a hraniéni operdatory na gridu
def eSpBop (grid):
# Nespojity polynomidalni prostor vadu O
kp = bempp.api.function_space (grid, "DP", 0)
# Spojity polynomialnit prostor radu 1
lp = bempp.api.function_space (grid, "P", 1)

# Hraniéni operdtor tdentity.

identity = bempp.api.operators.boundary.sparse.identity(
1p, 1lp, kp)

# Hraniéni dvouvrstvy potencidalovy operator.

dlp = bempp.api.operators.boundary.laplace.double_layer(
1p, 1lp, kp)

# Hranilni jednovrstvy potencialovy operdtor.

slp = bempp.api.operators.boundary.laplace.single_layer(
kp, 1lp, kp)

return (kp, lp, identity, dlp, slp)
In [5]: # Funkce, kterd vytvoti potrebnou Neumannovu a Dirichletovu funkct
def eNDf (SpBop, DD):
# Dirichletova stopa ma hranice.
dirichlet_fun = bempp.api.GridFunction (SpBop [1],
fun = DD)
rhs = (0.5 * SpBop [2] + SpBop [3]) * dirichlet_fun
#Neumannova stopa na hranici.
neumann_fun, info = bempp.api.linalg.cg(SpBop [4],
rhs, tol=1E-3)

return (neumann fun, dirichlet fun)
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In [6]: # Funkce, kterd vytvori potrebné potencidalové operdatory
def ePop (SpBop, p):

# Jednovrstvy potencidlovy operdator.

slp_pot=bempp.api.operators.potential.laplace.single_layer(
SpBop [0], p)

# Dvouvrstvy potencidlovy operator

dlp_pot=bempp.api.operators.potential.laplace.double_ layer(
SpBop [11, p)

return (slp_pot, dlp_pot)

In [7]: # Funkce, kterd provede evaluact na zadanyjch bodech
def uBEM (op, NDf):
return op [0] * NDf [0] - op [1] * NDf [1]

In [8]: # Funkce, kterd vyplni pole u_eval hodnotami uw v bodech p
def aM1pBEM (u_eval, p, h):
# Vytvori grid s poZadovanou jemnosti
grid = bempp.api.shapes.sphere (h = h)
SpBop = eSpBop (grid)

NDf

eNDf (SpBop, dirichlet_data)

Pop = ePop (SpBop, p)

u_eval [:] = uBEM (Pop, NDf)

In [9]: # PL - wytvori vykres pro j <= 0
# Ins - uréi, zda se provede viypoclet teoretické hodnoty
# asgn - vyplni pole u_eval hodnotami u v bodech p

def memt (u_eval, teor, Ins, asgn, p, b, dt = 0.1):

# Uréi vypoletni a casovou narocnost
mem = np.array (memory usage ((asgn, (u_eval, p, b), {}),
interval = dt))

# Celkova kvadratickd odchylka od teoretickfjch hodnot
s = 0.0

for i in range (0, p [0]. size):
if (Ims (p [:, iD)):
s = s + (u_eval [0, i] - teor [0, i]) *x* 2
else:
teor [0, i] =0

t = mem.size
mx = max (mem [:])
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mn = min (mem [:])

ms = sum (mem [:])

ma = ms / float (t)

me = np.sqrt (sum ((mem [:] - ma) *x 2) / float (t))

return np.array ([t * dt, s, mx, mn, ma, me])

In [10]: # Urcé% casovou a vypoletni marocénost pro ruznou
# jemnost gridu
def arr (u_eval, teor, Ins, asgn, 1, p, hf):

z = np.empty ((7, 1))

for i in range (0, p [0]. size):
if (Ins (p [:, i1)):
teor [0, i] = mlp (p [:, il)
else:
teor [0, i] =0

for i in range (1, 1 + 1):
z [0, 1 -1] =1

#Minimalizuje dopad zah7Tadati komponent na mérent
time.sleep (10)

z [1:7, i - 1] = memt (u_eval, teor, Ins, asgn, p, hf (i))

return z

In [11]: # Vykreslt vypoltené hodnoty potencidlu a ochylku
# od teoretickiych hodnot
def mlpPl (j, u_eval, teor, n = 150):

u_nn = u_eval.reshape ((n, n))
tr = teor.reshape ((n, n))

fig = plt.figure (figsize = (10, 10))

plt.imshow (u_nn.T, extent=(- 1, 1, - 1, 1),
origin=’lower’, cmap = "Spectral")

plt.xlabel (u’x’)

plt.ylabel (u’y’)

plt.clim (- 0.3, 0.3)

cbl = plt.colorbar ()

cbl.set_label (u’potencial [V]’)

plt.title (u’Numericky vypoltené hodnoty’ +
u’ multipdlového potencidlu’)

plt.savefig ("Mlp" + str (j) + ".pdf")

fig = plt.figure (figsize = (10, 10))
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In [12]: def

plt.imshow ((u_nn - tr).T, extent=(- 1, 1, - 1, 1),
origin=’lower’, cmap = "Spectral')

plt.xlabel (u’x’)

plt.ylabel (u’y’)

plt.clim (- 0.005, 0.005)

cb2 = plt.colorbar ()

cb2.set_label (u’potencial [V]’)

plt.title (u’Odchylka od teoretickyjch hodnot potencidlu’)

plt.savefig ("Mlp Err" + str (j) + ".pdf")

Ins (x):
return sum (x [:] **x 2) < 0.99

In [13]: # 2D bodovd mriz

ng =

def

150

pnt (n):
plot_grid = np.mgrid [-1:1:nx1j, -1:1:n*1j]
return np.vstack((plot_grid[0] .ravel(),
plot_grid[1] .ravel(),
np.zeros (plot_grid[0].size)))

In [14]: # Koeficient jemmostti gridu

def

hfBEM (i):
return 1.0 / float (1 + i)

In [15]: u_eval = np.empty ((1, ng+*ng))

teor

zZ =

= np.empty ((1, ng+*ng))

arr (u_eval, teor, Ins, aMlpBEM,
30, pnt (ng), hfBEM)

In [16]: mlpPl (1, u_eval, teor, ng)

(Viz BT 2 f3)
In [17]: def t_gPl (j, z):

In [18]: def

plt.plot (z [0, :1, z [1, :1)

plt.xlabel ("hustota gridu")

plt.ylabel (u'"doba vypoctu [s]")
plt.savefig ("time grid" + str (j) + ".pdf")

s_gPl (j, z):

plt.plot (z [0, :1, z [2, :1)

plt.xlabel ("hustota gridu")

plt.ylabel (u"ochylka od teoretickych hodnot [V]")
plt.savefig ("err_grid" + str (j) + ".pdf")
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In [19]: def sl gPl (j, 2):

plt.plot (z [0, :1, z [2, :1)

plt.yscale(’log’)

plt.xlabel ("hustota gridu")

plt.ylabel (u"ochylka od teoretickjch hodnot [V]")
plt.savefig ("errl grid" + str (j) + ".pdf")

In [20]: def m_gPl (j, z):

plt.plot (z [0, :], z [3, :], label = u'"maximum"
plt.plot (z [0, :], z [5, :], label = u"primér")
plt.legend ()

plt.xlabel ("hustota gridu")

plt.ylabel (u'"pamétova narocnost [MB]")

plt.

savefig ("mem_grid" + str (j) + ".pdf")

In [21]: t_gP1 (1,z2)

(Viz[3.3])

In [22]: s_gPl (1,z)

(Viz[3.4)

In [23]: sl_gPl (1, z)

(Viz[3.5])

In [24]: m_gPl (1, z)

(Viz[3.6])

In [25]: class MyExpressionO (Expression):
def eval (self, value, x):
value [0] = mlp (x)
g0 = MyExpression0 (degree = 2)

In [26]: def uFEM (bc, V):

= TrialFunction (V)

= TestFunction (V)

= inner (grad(u), grad(v)) * dx
Constant (0.0)

= Constant (0.0)

=f*xv*xdx +g*xv*xds

o0Q Hh<g e
I

u = Function(V)

# solve(a ==L, u, bc)

solve(a == L, u, bc,
solver_parameters = {

’linear_solver’:’gmres’})

return u
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In [27]: def aM1pFEM (u_eval, p, b):

# Vytvori mesh a definuje funkini prostor
domain = mshr.Sphere(Point(0.0, 0.0, 0.0), 1)
mesh = mshr.generate mesh(domain, b)

V = FunctionSpace(mesh, "Lagrange", 1)

def boundary(x, on_boundary): return on_boundary
bc = DirichletBC (V, gO, boundary)

u = uFEM (bc, V)

p [0].size

[=]
Il

for i in range (0, n):
try:
u_eval [0, i] =u (p [0, i], p [1, il,
p [2, i)
except:
pass

In [28]: def BFEM (i):
return 10 + i

In [29]: u_evalFEM = np.empty ((1, ng*ng))
teorFEM = np.empty ((1, ng*ng))

zFEM = arr (u_evalFEM, teorFEM, Ins, aMlpFEM,
30, pnt (ng), bFEM)

In [30]: mlpPl (2, u_evalFEM, teorFEM, ng)

(Viz[3.7a[.8)

In [31]: t_gPl (2, zFEM)
(Viz )
In [32]: s_gPl (2, zFEM)

(Viz B10})

In [33]: sl_gPl (2, zFEM)

(Viz BIT})

In [34]: m_gPl (2, zFEM)

(VizB12)
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In [35]: plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

(VizB13))

In [36]: plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

(Viz T3

plot (z [2, :], z [1, :], label = "BEM")

plot (zFEM [2, :], zFEM [1, :], label = "FEM")
legend ()

ylabel (u'"doba vypoctu [s]")

xscale ("log")

xlabel (u"odchylka od teoretickjch hodnot [V]")
savefig ("Srovnanil.pdf")

plot (z [2, :]1, z [3, :], label = "BEM")

plot (zFEM [2, :], zFEM [3, :], label = "FEM")
legend (O

ylabel (u'"maximdlni pamétova ndrocnost [MB]")
xscale ("log")

xlabel (u"odchylka od teoretickjch hodnot [V]")
savefig ("Srovnani2.pdf")
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Erratum, 17. kvétna 2018

Opravy se vztahuji na sekce textu, vzorce a ukazky zdrojovych kod na danych

strankach.

Kapitola 3, strany 15 a 16

Vétu

Reseni se vSak pro srovnani pokusime ziskat i numericky, s pouzitim
BEM a FEM, na jednotkové kouli €2 pricemz jako hrani¢ni podminku
pouzijeme hodnoty Y} na hranici ' = 99).

nahradit vétou

Reseni se vSak pro srovnani pokusime ziskat i numericky, s pouzitim
BEM a FEM, na jednotkové kouli €2 pticemz jako hrani¢ni podminku
pouzijeme hodnoty R(Y}(¢,6)) na hranici I = 9.

Definici
n—1
s=> (u— u;)?, {u;};_, zna¢i hodnoty potencidlu v bodech evaluace.
i=0
nahradit definici )
—
s=> (uy; —u;)?,
i=0

kde {ui}?:_ol zna¢i numericky uréené hodnoty potencidlu v bodech eva-
luace, {ut’i}?:_ol znaci teoretické hodnoty potencialu v bodech evaluace.

Funkci memt nahradit funkei

def memt (u_eval, teor, Ins, asgn, j, p, b, dt = 0.1):

mem = np.array (memory_ usage ((asgn, (u_eval, p, b), {}), interval = dt))

s =0.0

for i in range (0, p [0]. size):
if (Ins (p [;, i])):
s =s+ (u_eval [0, i] — teor [0, i]) *x 2
else:
teor [0, i] =0

t = mem.size

mx = max (mem [:])
mn = min (mem [:])

ms = sum (mem |[:])

ma = ms / float (t)

me = np.sqrt (sum ((mem [:] — ma) x 2) / float (t))
return np.array ([t * dt, s, mx, mn, ma, me|)




Funkei arr nahradit funkei

def arr (u_eval, teor, Ins, asgn, 1, p, hf):

for i in range (0, p [0]. size):
if (Ins (p [;, i])):
1 teor [0, i] =mlp (p [:, i])
t(;,or [0, i] =0

z = np.empty ((7, 1))

for i in range (1, 1 + 1):

2 [0, i — 1] =i

time.sleep (10)

z [1:7, i — 1] = memt (u_eval, teor, Ins, asgn, p, hf (i))
return z

Kapitola 4, strana 27
Prvni odstavec nahradit jako

Vytvorime model studované iontove pasti pomoci geometrickych pri-
mitiv (délkové rozmeéry uvadime v milimetrech)

o k = 22 souosych valcu {V;}]f o poloméru r = 0.5, polovysce v =
18, se stfedy ve vrcholech pravidelného k-tihelniku se sttedem s,
s opsanym polomérem ¢ = 5.5, lezici v rovinné «, jehoz osa z je
rovnobézna s osami valet,

’ S P 2 vy v
+ 2 souosd mezivalci (,endcapy®) {M;}] o vnéjsim poloméru ry =
3.5 a vnitinim poloméru r; = 3.2, vysce d = 9, vzdélené od sebe

s = 32, se stfedy na ose z, osami rovnobéznymi s osou z,

o bounding box“, krychle K se stfedem v s, rovnobézna s rovinou
a a osou z, o délce strany a = 60.

Doplnili jsme jednotky délkovych rozmért a délku strany bounding boxu.
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