MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Vojtéch Borak

Metoda Lagrangeovych multiplikatort
ve variacnim poctu

Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalafské prace: doc. RNDr. Cerny Robert, Ph.D.
Studijni program: Fyzika
Studijni obor: Obecna fyzika

Praha 2018



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdrojt.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licen¢éni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Vo dne ............ Podpis autora



Psat podékovani je vidy tézké. Clovek vdédi i za ty nejmensi véci tolika lidem,
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Kapitola 1

Uvod

Kazdy ve fyzice zbéhly ¢tendr si jisté vybavi priklady zalozené na rozkladu
sil. Kvadr na naklonéné plosiné, malé koule valici se po velké kouli, vytah skrze
Zemi nebo priklady s pruzinou ¢i kyvadlem. Tyto na poc¢atku komplikované lohy
se vsak znacné zjednodusi, zabrousime-li do pokrocilejsich uc¢ebnic matematiky a
mechaniky. Nahlédneme-li napriklad do [?], mohou nase o¢i spoc¢inout na takzva-
nych diferencialnich principech fyziky, konkrétné pak na principu virtualni prace.
Hlubsim zkoumanim zminéné knihy se dozvime, ze namisto pracného rozkladu sil
lze mechanické tlohy fesit pokrocilejsi, avsak velmi elegantni metodou. Zavedeme
si za pomoci standardniho fyzikalniho znaceni Lagrangian L

L:R"xR" =R
L(Z V) =T(V) - V(7)

kde T znadi kinetickou a V' potencialni energii (bodového) télesa, jehoz trajektorii
zkoumame. Potom akci S, definovanou jako

S(@) = [ LGH0) dr

nazyvame funkcional. Princip virtualni prace, znamy také jako Hamiltontv prin-
cip, nasledné tvrdi, ze skutecna draha 7 télesa je dana extremalou akce. Snadno
nahlédneme, ze se jedna o nekone¢né-dimenzionalni tilohu, na kterou nastroje pro
hledani extrémii funkci vice proménnych v konecéné-dimenzionalnim prostoru ne-
staci. Hledanim extremal funkcionalti se zabyva variac¢ni pocet. Cilem této prace je
demonstrovat feseni tohoto typu tloh za pritomnosti vazeb. Zamérime se zejména
na podrobnou klasifikaci extremal, ktera byva ve fyzikalni literatufe casto zane-
dbavana. Kromé toho si predvedeme autoriv napad s nesnizovanim dimenze pri
klasifikaci extrému.



Kapitola

Pripomenuti teorie variacniho
poctu a extrému funkci vice
promeénnych

2.1 Extrémy v konecné dimenzi

Variac¢ni pocet studuje kritické body a extrémy funkci, s aplikacemi od geo-
metrie pres optimizace az po mechaniku. S hledanim extrémt jsme se pri studiu
obeznamili jiz v konecné dimenzi, nejprve pti hledani extrémt funkce jedné pro-
meénné, pozdéji jsme tuto teorii rozpracovali pro funkce vice proménnych. Zde
nam pribyl novy typ tloh, extrémy za pritomnosti vazeb. S fesenim tohoto no-
vého typu uloh ndm poméaha nasledujici véta.

Véta 2.1.1 (O extrémech funkei vice proménnych s vazbami). Necht s <1 jsou
prirozend cisla a funkce

f(xl7"'7'2:7‘)791(ajl7"'7$T)a"'7gs(x17"'axr)

necht maji spojité parcidlni derivace 1. ridu v otevrené mnozZine £ C E,.. V
kazdém bode mnozZiny E necht mad matice

91 ... a1

ox1 oz,

811 amr
hodnost s. Budiz M mnozina vsech bodi [x1, ... ;x.], v nichZ jsou proni parcidlni
derivace h .= f — Z/\lgu kde f = f(xy1,... @) a g; = gi(x1, ... ,x,)
pro vsechna i € {1 .,$} podle vsech promeénnych nulové. Potom plati: i) Md-li
funkce f v néjakém bodé a = lay,...,a,] € E lokdlni extrém vzhledem k M, pak
existuji redlnd cisla A1, ..., \s tak, Ze plati

=0Vjed{l,... r}

817]

gr(a) =0Vke{1,... s}



it) Je-li a € E bod a Ay, ... \s Cisla, kterd spliuji posledni dva tdadky i), a maji-li
funkce g; v bodé a totalni diferencial 2. radu, pak sestrojme kvadratickou formu v
promeénnych dxq, ... dx,

~ [ & f(a 0*gx(a)
U(dxy,... dz,) = )\ dz;dz,,.
' j,mzl <axj(()xm Z ;0 m) ’

Necht matice z pocatku véty ma v bodé a hodnost s, je aspon jeden jeji s-radovy
determinant v bodé a ruzny od nuly; budiZ kuprikladu

D(gla <o+ 0s
—_— 0.
(D(xl,... s : | 7
aly...,ar

Napisme s rovnic

Zag’“ doy =0 Vk e {1,... s}

=1

Vypoctéeme z nich dxq, . .., dx jak‘o linedrni formy v proménnych dxs,q,...,dx, a
dosadme tyto linedrni formy do V¥ za dxq, ... ,dx,. Tim prejde ¥ v kvadratickou
formu ®(dxsiq,...,dz,) proménnygch dxgyq, ... ,dx,.. Je-li tato forma ® positivné

(negativné) definitni, md f v bodé a vzhledem k M ostré lokdlni minimum (maxi-
mum); je-li indefinitni, nemd f v bodé a vzhledem k M lokdlni extrém.

Vétu lze nalézt v Jarnikové knize [?, Véta 217]. Prechod z jedné do vice di-
menzi vytvoril nové prekazky v hledani extrémiti. Nase funkce mohou nyni byt
naptiklad konvexni v jedné proménné a konkavni v jiné, coz vytvari utvar po-
dobny sedlu, takzvany sedlovy bod, kde se nenachazi extrém, nebo bude funkce
konvexni na pfimkach x = 0,y = 0 a konkavni na primkach x = +y. Proto nam
jiz nestaci pouze urc¢it druhé parcidlni derivace podle proménnych dané funkce,
musime hledat kvadratickou formu zavedenou v predchozi vété. Prechodem do
nekonecné mnoha dimenzi ve varia¢nim poc¢tu se nam situace bude vice a vice
komplikovat. Ukazeme si vSak, Ze ne vzdy je situace tak komplikovand, jak by se
na prvni pohled zdéalo. Demonstrujeme si standardni postup feseni a porovname
ho s autorovym napadem nesnizovani dimenze diferencidlni formy W.

2.2 Variacni pocet

V této praci se budeme zabyvat predevsim extrémy funkcionalti, tedy zobra-
zeni, jejichz argumentem jsou funkce. Na demonstrativnim prikladu si ukazeme
zjednodusujici situaci v konecné dimenzi a dale pak nékolik ptikladt v dimenzi
nekonecné. Nejdiive se vsak musime ponotit do prislusné teorie. Ve vsi obecnosti
rozumime pod pojmem funkcional zobrazeni z normovaného linearniho prostoru
do R. Piikladem takového funkcionalu jsou urcité integraly. Pravé funkciondly
reprezentované integralem nas budou zajimat. Specidlné funkcionaly které nas
zajimaji, maji v matematickém znaceni tvar

Fy) = [ fee)y/ (@) ds

na mnoziné

M = {y € C'([a,b]): y(a) = A, y(b) = B},



kde a,b,A,B € R,a < ba f € C?([a,b] x R?). Argument funkce f znacime (z,y,z).
Teorie pro hledani extrémi v tomto nekonecéné-dimenziondlnim prostoru, jak je
formulovana naptiklad v [?], pracuje na linedrnich prostorech, coz vsak mnozina
M splnuje pouze pro A = B = 0. Tento problém obejdeme zadefinovanim v jako
afinnf funkee splifujici v(a) = A a v(b) = B (tedy v(z) = A+ 2= (2 —a)), piSeme
y = u + v a pracujeme s funkciondlem

O(u) = F(u+v)
X = {u € C'([a,b]): u(a) = 0,u(b) = 0},

coz uz je linedrni prostor. Pouzivime zde normu

J— /
1wl ot (o) = Mmax lu| + max ']

V dalsim budeme vzdy pod symbolem X rozumét pravé zavedeny prostor. Déle
budeme standardné y/(x) pouzivat pro oznaceni derivace ve vSech bodech, speci-
alné v pripadé krajnich bodu intervalu (a,b) tim pak budeme mit na mysli jedno-

stranné derivace z vnitini strany. Parcialni derivace pak budeme znacit f, = %.

Nejdrive si zadefinujme, co vlastné budeme hledat. Vsechna tvrzeni, véty a defi-
nice v této kapitole byla prejata z [?, kapitoly 6.1, 6.2 a 6.3].

Definice 2.2.1 (Stacionarni bod). Necht X je normovany linearni prostor, F': Dp C
X — R je funkcionél. Rekneme, Ze a € Dp je staciondrnim bodem (nebo extre-
mdalou nebo kritickym bodem) funkciondlu F', jestlize

dF(a)(h) =0 pro vSechna h € X.

Alfou a omegou naseho hledani extremadl funkcionalti bude takzvana FEuler-
Lagrangeova rovnice.

Véta 2.2.2 (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?([a,b] x R?) a yo € M je
staciondrnim bodem funkciondlu F'. Pak funkce

z = f(z,90(),y5(x))

je spojité diferencovatelnd na [a,b] a yo spliuje Euler-Lagrangeovu rovnici

fu(@y0(2) 9o(x)) — Cigfz(:c,yo(fv),y()(ﬂf)) =0 nafab]

O hladkosti nalezenych stacionarnich bodt, pripadné extremal, hovori nasle-
dujici véta.

Véta 2.2.3 (O regularité minimizéru). Necht f € C?*([a,b] x R?), yo € M je
staciondrnim bodem funkciondlu F a zo € (a,b) je takové, Ze

fzz(xmy()(xo);y(l)(l’o)) # 0.
Pak existuje § > 0 takové, Ze yo € C*((xo — 6,20 + 9)).

Nés budou zajimat pripady s vazbou, kterymi se zabyva metoda Lagrangeo-
vijch multiplikdtorii.



Véta 2.2.4 (O Lagrangeovych multiplikatorech). Necht f.g € C?([a,b] x R?),
vy ER ayy € M je minimizérem funkciondlu

Fo) = [ flay(e)y/ @) da

vzhledem k mnoziné {y € M: G(y) = v}, kde

G = [ o)y () d.

Necht 6G(yo) £ 0 (existuje h € X splniujici 0G(yo)(h) # 0). Pak existuje A € R
takové, Ze

dF (yo)(h) — AoG(yo)(h) =0 pro vsechna h € X,
neboli na [a,b] plati

fy(x,yo(x),yé(x)) — Agy(ffayo(x),yf)(x))
~ (i(fz(x,yo(x)ayé(x)) - Agm,yo(x),%(x») e

Vijraz na poslednim radku lze rozderivovat pomoci retizkového pravidla opét aZ
pri dodatecném predpokladu y € C?*((a,b))), ktery ndm miZe ddt véta o regularité
MINIMIZEry zminend vyse.

Jednim z predpokladii Lagrangeovych multiplikator je netrividlnost diferen-
cialu vazby G v bodé extremdly. Pokud si uvédomime, ze diferencial funkcionalu
dava opét funkcional, pomohou ndm pri ovérovani tohoto predpokladu nasledujici
lemmata.

Lemma 2.2.5 (DuBois-Reymondovo lemma). Necht pro funkci g € C([a,b]) plati
b
/ gh'dx =0 pro vsechna h € C*([a,b]) sphiujici h(a) = h(b) = 0.

Pak g je konstantni na [a,b].

Lemma 2.2.6 (Fundamentalni lemma varia¢niho poctu). Necht pro funkci g €
C([a,b]) plati

b
/ ghdz =0 pro vsechna h € C*([a,b]) sphiujici h(a) = h(b) = 0.

Pak g =0 na [a,b].

2.3 Klasifikace extremal

V momenté, kdy mame feseni Euler-Lagrangeovy rovnice, je potfeba rozhod-
nout, zda-li jsme nasli minimum, maximum nebo se nejedna o extrém. Jako v
pripadé extrému funkci konec¢né mnoha proménnych, i zde se setkdme s vicero
moznostmi.



Véta 2.3.1 (Lagrangeova nutnd podminka pro integralni funkciondl). Necht f €
C?*([a,b] x R?) a yo € M je bodem lokdlniho minima funkciondlu F. Pak

fzz(xayO(x)ay(l)(x)) >0 na [aab]‘
Dikaz viz [?, Propositon 6.1.4.].

Véta 2.3.2 (Lagrangeova postacujici podminka pro integralni funkciondl). Necht
f € C*ab] x R?) a yo € M je staciondrnim bodem funkciondlu F. JestliZe
ezistuje 0 > 0 takové, Ze pro kaZdé h € X spliugict ||h||c1(q) < 0 md funkce

p(t) == F(yo + th)
vlastnost
¢"(t) >0  prote(0,1),

pak F' ma v bodé yy lokalni minimum. V pripade, Ze predchozi vlastnost plati
s ostrou merovnosti, jednd se o ostré lokalni minimum.

Zdrojem je pak [?, Theorem 6.1.5.]. Préice s diferencidly dle jejich definic je
krajné naroc¢na, proto si zavedeme pomocné lemma o tvaru téchto diferencialt.

Lemma 2.3.3. Necht F,®,v jsou jako v tdvodu kapitoly 2.2 a u,h € X, pak
(pouzivime y = u + v)

b
0D (u; h) =/a fy(zyy" )+ f.(xyy)h dz

b
5°® (u; h,h) = /a Foy(@y .y B2 + 2, (2y ) Yhb + foo(zyy )W da.

Lemma prejato z [?]. Bohuzel ani toto vySetfovani chovani druhého diferen-
cialu nemusi vzdy stacit. Jemnéjsi vysetrovani chovani druhého diferencidlu nam
pak dava vysledky i v pripadé, kdy hrubym vysetfovanim nic nezjistime, avsak ma
to svou cenu. Budeme totiz poZadovat, aby nase stacionarni body byly z C?, coz
nam omezi prostor feseni. K tomuto ptistupu si je potfeba zadefinovat nasledujici

pojmy.

Definice 2.3.4 (Jacobiho rovnice a konjugované body). Bud f € C3([a,b] x
R?), f.. > 0 na [a,b],y0 € M N C?([a,b]) staciondrni bod funkcionalu F = [? fdz.
Oznacme

P(x) := f..(z,90,y5) > 0 na [a,b] a

Q) = foth) = - ol 0h)

Pak bod z € (a,b] nazveme konjugovanym bodem k a, pokud existuje h €
C?([a,b]), které fesi Jacobiho rovnici

—(Ph") + Qh =0;h(a) = h(xz) = 0.

vvvvvv

druhého diferencidlu, ktery nas zajima, a to Jacobiho vété.



Véta 2.3.5 (Jacobiho véta). Bud fe C3([a,b]xR?),yo € MNC?([a,b]) staciondrni
bod funkciondlu F = ff fdx a necht plati

fzz(xaymyé)) >0 na [a'7b]

a P,Q jsou vjse zminéné. (1)Necht na intervalu (a,b] neexistuje konjugovany bod
k bodu a. Pak je yo bodem lokdlniho minima funkciondlu F' na mnoziné M. (2)Bud
Yo bodem lokdlniho minima funkciondlu F na mnoziné M. Pak na intervalu (a,b)
neezistuje konjugovany bod k bodu a.

Jacobiho véta nam poskytuje mocny nastroj vysetfovani charakteru extre-
mal. Existuje vSak i jina cesta, kterd je v nékterych pripadech mnohem rychlejsi.
Mluvime tu o konvexité funkcionald.

Definice 2.3.6 (Konvexita fukcionalu). Necht X je normovany linedrni prostor,
M C X je konvexni a F': X — R je funkcional. Rekneme, 7e funcional F je
konvexni na M jestlize

FAr+(1-=XNy) < F(Ax)+ F((1—=Xy)  pro vsechna z,y € M a A € [0,1].

Ptejato z [?, Definition 6.1.7].
Specialné pak je funkcional F' = ff fdx konvexni, pokud

fyy207 fzzzov fyyfzz_f;zzo

Véta 2.3.7 (Globalni minimum pro konvexni funkcional). Necht f € C*([a,b] x
R?) je pro kazdé x € [a,b] konvexni v posledni dvojici proménngch a yo € M je
stactondrnim bodem funkciondlu F. Pak F md v bod€ yo globdlni minimum.

Zdroj pak mame [?, Proposition 6.1.8.]. Tyto nastroje nyni vyuZijeme na né-

kolika prikladech.



Kapitola 3

Nékolik demonstrativnich
prikladu

3.1 Funkce konecné mnoha proménnych a ex-
trémy

Na néasledujicich prikladech bych rad prezentoval svou vlastni hypotézu tyka-
jici se snizovani dimenze diferencidlni formy pti identifikaci nalezenych extrémai.
Zalozeno na postiehu autora, nékdy nam standardni snizovani dimenze pouze
prodluzuje nasi cestu k feseni. Pti alternativnim postupu nesnizujeme dimenzi
nasi diferencialni formy druhych derivaci, misto toho rovnou prejdeme k urceni
definitnosti a identifikaci podeztelych bodl. Rozvazme spravnost této hypotézy.
Mize se stat, ze by nas cesta nesnizeni dimenze naopak zavedla na scesti? Ano,
jak si brzy také ukazeme. AvSak pouze v ptripadé, kde bude diferencial v nesnizené
dimenzi hlasit sedlo, zatimco Jarnik detekuje extrém. Pro¢? Uvazme situaci, kde
by diferencidlni forma v plné dimenzi hlasila extrém, v tomto pripadé libovolny.
To znamend, ze ma tato forma stejné znaménko pro vsechny mozné hodnoty
proménnych dané formy. Co ndm udéld redukce dimenze podle Jarnika? Ta néas
necha vybrat jednu proménnou a s ni svaze hodnoty vSech ostatnich proménnych
dané formy presné jako v prikladu vyse. Jenomze pokud pro vSechny mozné kom-
binace hodnot vSech proménnych méa forma dané znaménko, pak musi mit stejné
znaménko pro takové kombinace hodnot proménnych, které jsou navzajem néjak
svazané, presnéji pak které jsou svazané Jarnikovymi rovnicemi

> 8gk(a)dxl =0Vke{l,... s}
= O

Tudiz, pokud nam vysettovani diferencialni formy ptislusné dané funkci
h:=f— Z/\Z-gi, kde f = f(x1,... ;xp1) @ ¢; = gi(x1, ... ;xp )V €{1,... n},
i=1

hlds{ extrém, pak tam jiz dany extrém musi byt. Pokud nam vsak forma v plné
dimenzi hlasi sedlo, neznamend to nutné, ze tam sedlo opravdu je.

Priklad 3.1.1. Na zacatku jsme zminili citaci z legendarnich Jarnikovych knih,
vétu o extrémech za pritomnosti vazby v konecné dimenzi ?77. Aplikace teorie ko-
necné dimenze nalezneme vsak napiiklad ve statistice. Méjme Sestisténnou hraci
kostku, o niz vime nasledujici informace. Pravdépodobnost, ze na kostce padnou
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¢isla 2,3,4 a 5 jsou stejné, tedy py = p3 = ps = p5s = p. Pravdépodobnost hodu
Sestky je dvakrat vétsi nez pravdépodobnost hodu jednicky, to jest ps = 2p;. Na-
6

konec, jelikoz se jedna o pravdépodobnosti, plati norma Z p; = 1. Nasim cilem je

1=
urceni hodnot jednotlivych pravdépodobnosti maximalizaci takzvané Shannonovy
entropie (viz [?]). Shannon definuje entropii

6

=1

Stejné jako v predchozim prikladé piseme

h = —4plog(p) — p1log(p1) — pe log(ps) + A1 (p1 + ps + 4p — 1) + Xa(ps — 2p1).

Nabizi se otézka, pro¢ pouzivame pouze dva multiplikdtory, kdyz mame jesté

dodatecné vazby svazujici ps az ps. Diky témto dodateénym vazbam vsak lze

trivialné funkci h prevést na funkci pouze 3 proménnych. Jelikoz vsak v pripadé
5

oznaceni py = ps = ps = ps = p plati h, = th, dojdeme ke spravnému
i=2
vysledku tak i tak. V podstaté jsme v zadani v dimenzi 6, podminka p, = p3 =

ps = ps; = p nam pak prevede tlohu do dimenze 3 a zbylé 2 vazby uvazujeme
jiz jako standardni vazby a vyuzijeme multiplikatory. Nejprve dle predpokladii
hledame matici parcidlnich derivaci vazeb

1 41
Dy = (—2 0 1) ’
u niz opét vidime hodnost dvé a pokracujeme ve vypoctu. Derivaci podle pro-
ménnych p; ziskame

hy, = —log(p1) =1+ XN —2X=0&p = eM1m2h

h, = —4log(p) — 14+ A\ =0&p;, = M i€ {2,3,4,5),

hps = —log(p1) =1+ A + XA =0 & pg = 12,

Ar—1

Vyjadrime pravdépodobnosti p;, vytkneme vyraz e a dosadime do prvni va-

zebni podminky
6
> pi= M4 et p o) =1,
i=1

7, druhé vazebni podminky nyni umime vyjadrit

1
44 etz 4 =20

log(2)
3

(282 —e™) =0 Ny = —
Oznacme jestée
d4e e =7
a upravme do konvencéniho tvaru
1 _ 2log(2)

plZEe 3y,
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1
pi = Eal € {2737475}7a

1 1os2
Pe = 26 3
Napisme si jesté druhé parcidlni derivace
., 1
hpip; =0 proi#jahy, =——.
pi

Nyni je potifeba prejit k identifikaci nalezeného podezielého bodu. Zde si uka-
zeme dva postupy. Standardni postup z 77 a ten posléze porovname s autorovym
postupem vysvétlenym pred timto prikladem. Podle Jarnikova navodu napiseme
rovnice s proménnymi diferencidlni formy druhych derivaci (k,l,m)

—2k4+m=0 = m = 2k,

k+l+4m =0 = [ = —9k.
Nase forma poté nabira tvaru

1 4 1
dh(k,lm) = ——k* — -1 — —m?.
p1 p Ps
Podle Jarnika je nasledné potieba dosadit jak za pravdépodobnosti, tak za [ a m,

abychom dostali finalni tvar

2 10‘3;(2) log(

dh(k,l,m)——Zk2<e 52 | e 32)+324>.

Teprve zde pak Jarnik zkoumd definitnost. My vSak miizeme byt rychlejsi nez Jar-
nik, upustime-li od snizovani dimenze a prejdeme rovnou k urcovani definitnosti,
coz je presné autoruv napad. Forma druhych derivaci v plné dimenzi

1 4 1

dh(klm) = ——k* — —I*> — —m?

P1 p Pe
je diky nezapornosti pravdépodobnosti p;, p a pg negativné definitni, odkud pak
mame lokalni maximum. Tedy vypocet jsme zkratili ze 4 tadkl na jeden. V tomto
pripadé nam tedy tento nahradni postup znac¢né urychlil cestu k feseni.

Priklad 3.1.2. V predchozim prikladé jsme rozebirali extrémy funkce konec¢ného
poctu proménnych a vSimli jsme si, ze ne vzdy je pro klasifikaci extrému potreba
snizovat dimenzi. Opravdu je to ale vzdy tak snadné? Ukazeme si, Ze nikoliv.
Méjme tedy funkci f = 2% + y?> + 2% s vazbami g1 = 2%y — 1 a g = 2%y — 1.
Hledejme extrémy f na mnoziné M = {z,y,z € R;g1 = 0;92 = 0}. Nejprve
ovérme z predpokladi hodnost matice parcialnich derivaci vazeb.

2xy 22 0
Dg_(O 22 2zy>'
Matice m4 tedy hodnost zavislou na (x,y,z), coz pro nas znamend potiebu dosadit
a jeji hodnost oveérit v kazdém podezielém bodé zvlast. Méjme tudiz funkci h :=

f=2(g1 —1) = Xa(g2 — 1)

1
hy =2z —2M\zy =0 odtud 2z(l—-XM\y)=02=0VA =—
Y

11



1
h,=22z42Xzy=0 odtud 22(1—XAy)=0&2=0V A\ =—
Y
Pro z = 0 a 2z = 0 nemame splnény vazebni podminky, tedy dostavame \; =

%, Ay = i Postupujme tedy dale. Dostavame
hy =2y — M2 — X2 =0
2y* — M (2%y) — Ma(2%y) = 0.

Pokud nyni dosadime vazebni podminky a vyrazy pro nase lambdy, ziskame
2
2 — =0 y=1
Y

Zameéime se na fakt, ze jak nase funkce f, tak i vazby, jsou sudé v proménnych z
a z. Muzeme se tedy snadno omezit na oblast x,y > 0 s tim, Ze nalezeny extrém
bude poté sidlit v bodech (£x¢,yo, & 29). Odtud pak mame jediny podeztely bod
(1,1,1). Hodnost nasi matice D, je v tomto bodé 2 jako pocet vazeb, presné dle
pozadavku prislusné véty. Nyni tedy, majice jediny podeztely bod, je tfeba urcit
kvadratickou formu druhého diferencialu.

V této praci vsak predevsim autor demonstruje svou hypotézu. Ta se zaméruje
na sestaveni diferencidlni formy z druhé ¢asti ??. Nejprve tedy podle Jarnika. Nase
forma pak nabyva tvaru

dh(k,l;m) = 2k* + 217 4+ 2m* — (A\y)k* — (Agy)m?® — 2\ okl — 2 92ml.

Pokud pak napiseme rovnice

dg1 Og Og1 2

—k+ —l+ —m = 2zyk =0
r + dy + py m TYyk + a
092 095 992 9

—k+ =l+="m=2z1+2 =
B + Dy + 8zm 270+ 2zym = 0,

muizeme vyjadiit proménné nasi formy k& a m pomoci tfeti proménné [ a dosadit.
Vznikl4 forma

2, .2 2 2

¥+ z 3)\11‘ + 3)\22 9

dh(k,l;m) = 21
je zajisté pozitivné definitni, jelikoz obé lambdy i proménnd y jsou nezaporné
a r a z se vyskytuji pouze v druhych mocninidch. V tomto pripadé jsme pro
Jarnikiav postup udélali celkem okliku, jelikoz tato tiloha ndm umoznuje vyuzit
konvexity v jedné dimenzi a ukazat tak globalni minimum. Pokud bychom vsak

zadné snizovani dimenze v nasi diferencidlni formé neprovadéli, vysledna forma
dh(k,l,m) = 21> — 2\ 2kl — 2\y2ml

naptiklad v bodé (z,y,2) = (1,1,1) nabyva pro (k,[;m) = (1,1,1) hodnoty -2,
zatimco pro (k,l,m) = (1,1, — 1) je to 2, coz ndm déava sedlovy bod.

Mizeme si pak povsimnout, ze se da k celému prikladu pristoupit jesté trosku
jinak. V nasem ptipadé je nase h nezavislé na x a z, tudiz ndm postaci teorie v
jedné dimenzi. Druhou derivaci dostaneme okamzité

2
hyy =2+ —,
vy yg

coz nam dava konvexitu, vime tedy, ze jsme nasli globalni minimum bez potieby
sestavovat prislusné formy.
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3.2 Funkcionaly a varia¢ni pocet

Priklad 3.2.1. Jiz od zacatku se chceme vénovat prikladiim na variacni pocet.
Predevsim pak za pouziti metody Lagrangeovych multiplikdtori. Podivejme tedy
se spolecné na funkcional

Flay(z)y () = /0 ") 2dz

na M = {y € C*((0,r)) : y(0) = y(7) = 0,G := /07T y?’dr = I;1 € R}.

Tento jednoduchy problém vytesime vysetfovanim nahradniho funkcionalu

H(xy(x),y (r)) = /Oﬂ(y’)2 — \2dz.

Pouziti techniky Lagrangeovijch multiplikatori 77, o které se snazime, je podmi-
néno nenulovosti prvniho diferencialu G. Ovérme.

5G@mh%z[f%m¢r20¢>g50,

kde posledni rovnost je ddna Fundamentdlnim lemmatem variacniho poctu 77.
Zde zvazime nékolik moznosti. Prvni, co se da nahlédnout, je trividlni feseni
y = 0, jez vyhovuje pouze vazbé G = 0. To jest krajné nezajimavy pripad, ktery
nebudeme déle uvazovat. Z diuvodu konvence budiz dale [ > 0. Pojdme se podivat,
zda-li nelze néco tici o Teseni jiz v tomto momenté. Protoze

hzz = fzz = 27

lze jiz diky regularite minimizéru ??7 pocitat dale s védomim, ze nase stacionarni
body budou alespori t¥idy C?. Dosadime do E-L rovnic:

d
h, — @hz =-2\y—2y" =0,

y = asin(vV/Az) + beos(VAx) pro A > 0.

Koeficient \ uvazujeme pouze kladny nebot pro zaporné hodnoty vychazi jako te-
Seni realné exponenciely, které jisté nemohou splnovat podminky nulovosti v nule
a 7. Vycisleni koeficienti probéhne dosazenim do pocatecni a koncové podminky
na y a vazby G. Méjme na paméti taktéz predpoklady z Veéty o Lagrangeovich
multiplikatorech 7?7, kde predpokladame A € R. Odtud okamzité muzeme psat
substituci vA = k,k? = \. Pokra¢ujme ve vjpoctu.

y(0)=0=b=0,

ym)=0=VA=keZ=xeNuU{0}.

Dosazenim do pocatecni a koncové podminky jsme tedy dostali tvar extremaly
yo = asin(kz).
V dalsim kroku potfebujeme zajistit splnéni vazebni podminky nabyvajici tvaru

G(yo) = /07T a® sin®(kx)dx = 1.
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" ™ 51— cos(2k in(2k
/ a? sin®(kx)dr = / Q2de 2T sin(2k) _
0 0 2 2 4k

Odtud piseme vztah mezi konstantami a, k a [
a®(2km — sin(2km)) = 4kl = a2g =1
Zde se nam TesSeni rozveétvi na pripad [ =0 a [ # 0:
[=0= (a=0V2kr =sin(2kr) = k =0).

V tomto pripadé jsme dostali trividlni feseni. Déle tedy bud I # 0 a pouzijeme
nulovost funkce sinus v bodech 2kw, k € Z:

a2<ﬂ>:l:a: 2—l,
2 s

2
Yo = |/ 2 sin(kzx).
T

Nyni je potteba Tici, co jsme to vlastné nasli. Krok ¢islo jedna, dosazeni do nutné
podminky nulovosti prvniho diferencialu:

dH (yo; h) = /07r 2uoh’ — 2k*yohd.

Aplikujeme per-partes na prvni ¢ast integralu s vyuzitim nulovosti funkce h v
okrajovych bodech a dosazenim funkce y, dostaneme (uvazme vyznam h jako
tecnych vektort, specialné pak h(0) = h(r) = 0)

dH (yo; h) = [2y,hlh / 2y h + 2k*yohdx = 0.

Nutna podminka minima je v platnosti a my pokracujeme dale v uré¢ovani minim
a maxim naseho funkcionalu. Nejjednodussi bude piimo dosadit do funkcionalu
F a divat se, jakych hodnot bude pro dana k nas funkcional nabyvat. Jelikoz jsme
psali H = F' — A\(G — 1), plati rovnost funkénich hodnot funkcionali F a H na

mnoziné M. ol o112
F = / “— cos*(kx)dx = / “— (1 —sin®)dx
0

™

2
— 2lk<7r— W) e
T 2
Nyni je potieba se na nas vysledek podivat kritickym okem. To, co jsme oznacovali
jako yo, je ve skutecnosti posloupnost yo(k). JelikoZ jsme zadné jiné extremdly
nenasli (zduraznéme, ze nulovost prvniho diferencidlu v bodé neboli feseni Euler-
Lagrangeovy rovnice je nutna podminka extrému!), zkusme se na to podivat jako
na extrémy F(yo(k)) = F(k) jakozto funkce skaldrni proménné k. Pro fixni [ # 0
(tedy i k # 0, jinak nelze splnit vazebni podminku) vidime minimum F(k) v
bodé yo(k = £1). Nyni je nutné ovérit nasi hypotézu. Podivame se na druhy
diferencial

52 H (yo: hh) = / Ton? — 2k2h2da.
0
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Bohuzel z tohoto vyrazu nemuzeme okamzité fici nic o znaménku druhého dife-
rencialu, a tudiz jsme nepokro¢ili. Je o¢ividné, ze zde ndm Lagrangeova postacujici
podminka 7?7 nepomize. Obratime se tedy na Jacobiho teorii ?7. Napisme funkce
Paq@:

P=2Q=-2k* odtud —2n"—-2k*h=0<h"+k*h=0.

Resenim rovnice napravo je linedrni kombinace sinti a kosinti, pti aplikaci podmi-
nek ~(0) = h(z) = 0 mame FeSeni

h(k) = Asin(kz), k € Z.

Pro k£ = %1 neexistuje konjugovany bod a tudiz jsme prokazali spravnost naseho
podezieni. Pro £ = 0 mame trivialni Teseni které opét nespliuje vazbu a pro
jind k existuji konjugované body a tudiz tam nemame minima. Pfi opétovném

pohledu na nés vztah
21
Yo = |/ — sin(kx),
™

si mizeme vsimnout, Ze tento funkciondl neni shora omezeny, tedy nema maxi-
mum. Nékdy se nam stane, ze funkcional H = F'— AG muze byt konvexni a tudiz
mame minimum urcené bez prace. V tomto pripadé nam to vSak nepomohlo a
museli jsme sdhnout po mnohem pokrocilejsi teorii.

Priklad 3.2.2. Vysetfeme nyni tedy celkem jednoduchy funkcionél

a

Flay(e)y(@) = [ oyde

—a

na M ={y € C'((0.1)) : y(—a) = y(a) =0,

G(zy(x)y (z)) := /aa V1+y?de =1;1> 0},

Na prvni pohled vidime neexistenci extrému pro funkcional bez vazby. Avsak
zafixovanim délky kiivky y(x) se to zméni a extrém se ndm objevi. Vydejme se
tedy cestou Lagrangeovych multiplikdatori 77, pro coz nejprve ovéiime nenulovost
variace vazby. V prubéhu vypoctu jesté bude obcas potfeba vyhodnotit vztah
integracnich mezi a délky krivky, kterou drzime jako vazbu. Mame

b b !
5G ;h:/ U+ g.(zy.y ) d :/Lh/d.
(yih) = | gul@yy)h+g:(zyy)h da ey z

Z duBois-Reymondova lemmatu dostavame, ze variace vazby je nulova pouze v
pripadée
/
(%o) _ C
1+ (o)’

V pripadé C' = 0 je fesenim jediné trividlni funkce y;, = 0, coz je pro nas neza-

jimavy pripad. Pro C' = £1 nem4 rovnice feseni a ve vSech ostatnich pripadech

. v v v ’ 7 .’ , v N , _ L
je opét TeSeni pro nds nezajimavé. Ve vSech pripadech by muselo byt a = 3.

na [—a,a).
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Vsechny ostatni extremdly ziskdme ze standardni Euler-Lagrangeovy rovnice pro

funkcional H := F — A\(G —1) :

/
d Yy’

Zde si povSimneme nékolika véci. Zaprvé, pokud bychom zménili znaménko u
funkcionalu F', zméni se pouze znaménko pred lambdou z — na +. Za druhé pak
pro pripad A = 0 nemé tato rovnice feseni, tj. funkciondl F' nema bez pritomnosti
vazeb extremaly a tedy ani extrémy. Jako TeSeni poté pro A # 0 dostavame

L_-Z+¢

v\ 1 dtud S
VItgZ) x PN T gr T

c¢emuz odpovidaji krivky

yw:i¢v;4x+xcy+zm

Nasim vyslednym fesenim je poté teoreticky jesté slepenec kiivek +yy a —yp.
JelikoZ vSak musi byt nase feSeni alespon t¥idy C'([—a,a]), mtiZeme slepovat
pouze v mistech nulové derivace xy = AC. Podle Véty o reqularite minimizéru(??)
(v nasem piipadé f..—\g.. = 0—A\—L— # 0, jelikoZ neuvazujeme pifpad \ # 0)

3
(1+2%)2
jsou extremaly t¥idy C?. Pf{imo pak muzeme spocist y (o) = :F|—}\|, slepovat tedy
nemuizeme ani v bodé xy a Euler-Lagrangeova rovnice ma pouze nase dvé teseni.
Nyni dosadime do pocateénich podminek yo(—a) = yo(a) =0 :

yo(a) = £/A2 — (a+AC)2 + D =0 =£,/A2 — (—a+ AC)? + D = yy(—a),

odkud ziskdme tvar extremaly (mame C=0)

/ 2 / a?

Zéaroven s tim z feseni FEuler-Lagrangeovy rovnice mame A > 0. Podivame-li se
nyni na druhou derivaci, dostaneme vyraz

hee = —%,
(1+y2)>

kteryzto je diky znaménku lambdy zaporny nenulovy. VSechny ostatni druhé par-
cialni derivace jsou nulové. Pokud bychom tedy vzali funkcional —F, coz by opét
pouze zménilo znaménko u lambdy z — na +, dostali bychom konvexitu a globalni
minimum. Z toho lze prohlésit, ze nami nalezena nezaporna funkce

2 a?

je globalni maximum funkcionalu H, a tedy i funkcionalu F' na mnoziné M.
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Ve fyzice je bézné pracovat s vice dvojicemi proménnych (y;,y:), obvykle sou-
radnicemi v daném systému. Nase dosavadni teorie vsak byla formulovana cisté
pro jednu dvojici proménnych. Ve fyzice je zcela bézné provést zaménu souradnic
tak, aby nové souradnice automaticky splnovaly vazebni podminky, coz v pri-
kladech klasicky zmensi pocet dvojic proménnych y;,y.. Mnohdy se pak v novych
soufadnicich celd tloha tesi jako tloha pro jednu zobecnénou souradnici y. V praxi
pomoci této substituce nejprve prepiseme Lagrangidn jako L = L(t,y(t),y'(t)).
Poté jiz hleddme extremaly akce v novych soutradnicich. Matematicky miizeme
na Lagrangidny v kanonickych a transformovanych souradnicich pohlizet jako na
naprosto separatni ulohy, jez pak propoji pouziti Lagrangeovy teorie z mechaniky.

Jelikoz autor je studentem fyziky, zminme jesté nékolik detailtt z aplikace
varia¢niho poctu ve fyzice. Implicitné se predpoklada existence extrému a Ha-
miltontiv princip nepozaduje urceni, zda je nami nalezeny extrém minimum ¢i
maximum. Nalezli-li jsme extremaly, pricemz fyzikalni smysl mé obvykle pouze
jedna, pak to jiz musi byt mij extrém a jsem hotov.

Priklad 3.2.3. Budeme hledat extremaly u jedné z nejzakladnéjsich uloh fyziky,
rovinného kyvadla a klasifikujeme je. Pracujeme tedy v rovinné (z,y). Vazbu v
nasem pripadé tvori rameno kyvadla

2+ -1 =0.

Lagrangian pro hmotny bod v tihovém poli bez vazby vypada jednoduse
1 .9 .9
L= §m(:1: +9°) — mgy.

Nejprve vezmeme Lagrangian L a dosadime do néj substituce z = Isin(y),y =
—l cos(y). Zavedenim téchto novych soutadnic je jiz vazba x?+y*—1? = 0 splnéna
automaticky. Dostaneme funkcional

F(ay(@)y (v) = / %(le’Q) +mig cos(y) da.

a

Zadanim nasi ulohy tedy je najit a identifikovat vsechny extremdly funkcionalu
F. Nez prejdeme k E-L rovnici, mizeme o feSeni jiz nyni ukazat nezapornost
druhé derivace

f 2z — le.

Odtud poté diky Regularité minimizéru 7?7 vime, ze nase extremala bude t¥idy
C?. Regeni E-L rovnice
—mglsin(y) — ml*y" =0

mame ve tvaru y” = 9sin(y), kde y predstavuje ihlovou vychylku od rovnovaz-
ného stavu. Toto TeSeni je v kazdé ucebnici teoretické mechaniky a neni tézké
ho ziskat. Co jiz ucebnice neuvadi je klasifikace ziskané extremdly. Jelikoz plati
rovnice y” = —9sin(y), mizeme z ni dosadit do F' a pfejit do tvaru

=

Flay(@)y'@) = [ 5

l2y12) . ml2y" dl’
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Zde se nam hodi vyuzit jedno z kritérii extrému, Lagrangeova postacujici pod-
minka ?7. NapiSme si funkci

b
o(t) = / %(12(?/ +th")?) — mi*(y" +th") dx
a jeji druhou derivaci
b
@'(t) = [ mih? da,

kterazto je diky nezdpornosti m a realnym hodnotam [ a b’ jisté vétsi nebo rovnd
nule dokonce pro viechny realné funkce h(z). Odtud diky ?? vime, Ze ndmi nale-
zend funkce, urcend predpisem ® = —4sin(®), je hledanym lokalnim minimem.
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Kapitola 4
Zaver

V tvodu jsme zminili jako cile prace demonstrovat feseni variac¢nich uloh za
pritomnosti vazeb. Po obsahlém vypisu podstatnych definic a vét potiebnych
jednak pro hledani, tak nasledné i pro klasifikaci extremal, jsme presli k feseni
specifickych problémii. Prvni feseny piiklad byl na extrémy v konecné dimenzi,
kde jsme si ukazali celkem jednoduchy a nazorny priklad standardniho postupu
reseni, uvedeného napriklad v ?7. Na tom samém prikladu byla demonstrovana
autorova hypotéza s nesnizovanim dimenze, coz se ukazalo jako rychlejsi cesta k
cili. Hned na nasledujicim ptikladu jsme si vsak ukéazali, jak vrtkava cesta to je.
Tam, kde nam predtim nesnizovani dimenze formy pomohlo v rychlejsim rozho-
dovani, nas hned v dalsim ptikladé zavedlo na sedlo, zatimco Jarnik jednoznacéné
urcil lokdlni minimum. Kratkou rozvahou jsme nasledné dosli k zavéru, ze zahlasi-
li metoda nesnizovani dimenze extrém, pak tam dany extrém opravdu je, zatimco
v pripadé urceni sedla v plné dimenzi jsme nikam nepokrocili. Snazit se snizovat
dimenzi v nekonecné dimenzi by pak vedlo spise ke zesloziténi celé tlohy, a tedy
se 0 to nebudeme pokouset. Avsak z autorovy hypotézy, aplikované na prikladech
v kone¢né dimenzi, vyplynulo, Ze ani tam neni vzdy snizeni dimenze potieba! Po-
sledni priklad jesté ukazal vzacné pouziti metody Lagrangeovych multiplikatora
v klasické mechanice, pricemz v relativité je nasledné lze potkat vice. Jako tres-
nicku na dortu jsme poté provedli ve fyzikalni literature obvykle nezminovanou
klasifikaci extrému. Identifikovali jsme minimum.
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