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Uvod

Hlavnim cilem této prace je poskytnout prehled o metodach mnohonésobného
porovnavani pro nalazeni odlisnosti mezi dvojicemi stfednich hodnot.

V prvni kapitole je definované mnohonasobné testovani a chyby, které pri
ném mohou vzniknout, navic jsou rozebrané metody, ktera kontroluji pravdépo-
dobnost chyby prvniho druhu na trovni «. Ve druhé kapitole je struéné popsana
konstrukce analyzy rozptylu jednoduchého tridéni a jsou predstaveny vybrané
metody mnohonasobného porovnavani. V dalsi kapitole je popsand metoda mno-
honésobného porovnavani s jednou kontrolou a jeji praktické implementace. V za-
véru je popsana metoda mnohonasobného porovnavani s vice kontrolami.



1. Mnohonasobné testovani

Ve statistice k mnohonasobnému testovani dochazi, kdyz soucasné potrebu-
jeme testovat vice nez jednu hypotézu. V této kapitole budeme uvazovat m nu-
lovych hypotéz Hy,..,H,,.

Pri testovani mohou vzniknout chyby 1. a 2. druhu. Chyba 1. druhu nastava,
pokud zamitame platnou nulovou hypotézu, zatimco chyba 2. druhu vznika, po-
kud nezamitame neplatnou hypotézu. Jinymi slovy, pravdépodobnost chyby 1.
druhu je podminéna pravdépodobnost, ze zamitneme nulovou hypotézu H, za
predpokladu, ze Hy plati P(T > t|Hy), kde T oznacuje testovou statistiku, ¢ je
kritickd hodnota.

Tabulka ukazuje mozné vysledky pri mnohonasobném testovani, kde my
je celkovy pocet platnych hypotéz, V' oznacuje pocet chyb 1. druhu, R je celkovy
pocet zamitnutych hypotéz, T" je pocet chyb 2. druhu, W oznacuje celkovy pocet
nezamitnutych hypotéz. Navic R a W jsou pozorované hodnoty, zatimco U, T,
V', S jsou nepozorované hodnoty, m a mg jsou pevné hodnoty a mg je neznama.

Hypotézy Nezamitdame Zamitame Celkem
Plati U % mo
Neplati T S m —myg
Celkem w R m

Tabulka 1.1: Chyby 1. a 2. druhu pii mnohonasobném testovani

Standardni ptistup pfi testovani jednoduchych hypotéz (m = 1) je volba vhod-
ného testu, ktery udrzuje chybu 1. druhu na predem stanovené hladiné vyznam-
nosti a. Pokud budeme rozhodovat o zamitnuti m > 1 hypotéz, za predpokladu
nezavislosti testli, pravdépodobnost toho, ze alespon 1 rozhodnuti bude chybné
se Tovna:

P(Udélame alespon 1 chybu 1. druhu) = 1 — P(Neudélame zadnou chybu) =
1 —(1—a)™, coz je dost velkd hodnota i pti malych m.

Zobecnénim chyby 1. druhu pfi testovani rodiny hypotéz je FWER (familywise
error rate), kterd je definovana jako pravdépodobnost, Ze nastane alespon 1 chyba
1. druhu, neboli P(V > 1). Kontrola FWER na hladiné vyznamnosti o znamena,
ze plati nerovnost FWER < «. Existuje nékolik metod pro kontrolu FWER.

1.1 Bonferroniho metoda

Bonferroniho metoda tvrdi, Ze pro kontrolu FWER na trovni a sta¢i zamit-
nout vSechny hypotézy H; pro které p; < = kde p; je p-hodnota ziskana pri
testovani hypotézy H;.

7 Booleho nerovnosti vyplyva, ze pro konec¢ny soubor nahodnych jevi Aq,..,A,
pravdépodobnost, zZe nastane alespon jedna z nich neni vétsi nez soucet pravde-
podobnosti jednotlivych udalosti. Formalné lze psat:

P<zn1 Ai> < Zi:P(AZ-). (1.1)
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V tomto pripadé pro celou rodinu hypotéz je Groven vyznamnosti fixovana na
trovni a, tedy kazdy jednotlivy test bude kontrolovdn na tirovni vyznamnosti .
Pouzitim vzorce (L.1)) mame:

FWER:P(V21):P{@ (pz.SO‘)}S

i=1 m

20 o o o
SZP<M§> <my— <m— =«
i—1 m m m

S ohledem na mnohonasobné porovnavani upravime p-hodnoty a budeme za-
mitat nulové hypotézy H; pokud p; < = < pym < «, kde hodnota p;m je
p-hodnota upravend pomoci Bonferroniho metody a budeme ji znacit pPONF".

Tento postup umoznuje omezeni FWER, ale jeho sila je nizka, protoze kazda
z hypotéz je kontrolovdna na rovni vyznamnosti -, tedy s vétsim m se pravde-

podobnost zamitnuti nulové hypotézy snizuje.

1.2 Sidikova metoda

Necht je ddno m réznych nulovych hypotéz, pfi pouziti Siddkovy metody

budeme zamitat nulovou hypotézu, pokud jeji p-hodnota je mensi nez ag =1 —
1

(1—a)m.
Chceme vyjasnit, za jakych predpokladt tato metoda kontroluje FWER na
urovni a.

Metoda je zalozend na vétach[I] a2 které nyni uvedeme. V uéebnicich se uvadi
s odkazem na [Sidak| (1967).

Véta 1. Necht Y = (Y1,..,Y,,) je vektor ndhodnijch veli¢in z m-rozmérngm nor-
mdlnim rozdélenim s nuloviymi strednimi hodnotami, rozptyly o3,03,...0%, a po-
zitivné definitnd korelacni matici R = {p;;}. Potom pro libovolnd kladnd cisla
C1,C2,..,Cm, plati:
P(’le’ S 017‘3/2‘ S 027"7‘Ym’ S Cm)
> P(|Yi| < Cl)P(|Yé| < CQ?"7’Ym| < Cm)'

Diikaz. Necht ndhodné veli¢iny Y,Y3,..,Y,, maji sdruzenou hustotu f(y1,y2,..,Ym)-
Podobné, necht f(y1) a f(y2,..,ym) definuji odpovidajici marginalni hustoty
a f(y2,-,Ym|y1) je podminéna hustota pro Y; = y;. Polozime

F(e1) =/_c; /_22 .'/_C:Lf(y1,yz,-',ym)dyldyz.-dym
—/_C:l /_22 /_W; ) f (W2, ym)dyrdys...dyy,.
Z toho plyne, ze
Fleo =2 [ [ [ (F o) = F02) W) s,
= 2/001 f(yl){/c; --/c;[f(yz,-.,ymlyl) = JW2seym)]dys. . dym ydyr.



Proto

dF (c
) Cl / / y27 ,ym|01) (yQaaym>]dy2dym
C1 —c2 —Cm

Déle se zkouma chovani funkce F'(c¢;) a dokazuje se, ze F(c;) > 0 pro vSechna
0< ¢ <.
Podrobny dikaz véty lze nalézt v |Sidak| (1967)).

Disledek 1. Za predpokladu véty [I] dostédvéame:

m

P(|Yi| < c1yn[Vin| < ) H (V] < ). (1.2)

Pokud budeme uvazovat ndhodny vybér n vektort Y; = (Yi;,..,Yn,), J =
1,..,n, kde Y; ma m-rozmérné normalni rozdéleni s nezndmymi stiednimi hodno-
tami fi1,.., /b, Zndmymi rozptyly o%,..,02 a positivné definitni korelacni matici
R = {pi;}, pak veliciny X; = \/ﬁYZU;Z’“, i=1,.,m,kde Y; = % 1 Yi; spliuji
predpoklady véty [1] a dasledku [T}

Pokud chceme najit intervaly spolehlivosti pro i1, .., 4., s hladinou spolehlivosti
1 — a, stanovime hodnoty cy,..,c,,, tak, aby prava strana byla rovna 1 — «

a pozadovany interval spolehlivosti je tedy roven:

Ci0; —+ G0y
Y+

P I, i € I, kde I; = (Y; — Y
(ﬂle Lyeoslm € € < \/ﬁ \/ﬁ

y,i=1,..,m)>1-—a.

Tedy chceme aby platilo
1—05:(1—0_,S)m<:>(1_a)1/m:1_a5¢>1_(1_a)1/m:a5

Ukazuje se, ze k dosazeni dané hladiny o musime prizptsobit hodnoty ag pouzité
pro kazdy konfiden¢ni interval. Mizeme polozit ¢; = ¢ = .. = ¢, = ¢, tak, aby
¢o spliiovala ®(c,) = 3[1 — (1 — @)/™], kde ® definuje standardni normalni
rozdéleni. Tim jsme ukazali, Ze Siddkova metoda funguje pro norméalni rozdéleni
se znamymi rozptyly.

Nésledujici véta je rozsiteni na situaci kdy mame odhady rozptyli.

Véta 2. Uvazujme ndsledujici dvé pravdépodobnostni rozdéleni P, Py ndhodnyjch
velic¢in Zy,..,2m,s. Pri P, necht vektor Z = (Zy,..,Z,,) md m-rozmérné normdlni
rozdéleni s nulovgmi strednimi hodnotami, rozptyly o%,...,02, a korelacni matici
R = {pi;}. Pri Py, necht vektor Z = (Zy,...Z,,) md stejné rozdélent, ale navic
7y je nezavislé na Zs,..,Zy (jingmi slovy p1a = p13 = .. = pm = 0). Navic
predpokladejme, Ze s je kladnd nahodna velicina nezdvisla na Zy,..,Z,, a md stejnd
rozdeleni pri P a Py. Pak pro libovolnd kladnd cisla cq,..,c,, plati:

| Z4| 22| |Zl| | 5| | Zom|

Lm
P(TS < 277|S| ) ( < Coyey—™— Scm)
YA A
> pl 2l < oypdZl o, 1Enl
S S S



Diikaz. Pomoci véty [1| mtzeme ziskat nasledujici podminéné pravdépodobnosti

P(|Z1| < e18,|Zs| < ca8y.0)| Zim| < ems|s)
2 p1<‘Zl| S 01$,|ZQ‘ S CQS,..,'Zm‘ S Cm5|8).

Vzhledem k tomu, ze s méa stejna rozdéleni pti P a Py, muzeme vzit stfedni hod-
noty s ohledem na toto rozdéleni na obou stranach, z ¢ehoz plyne prvni nerovnost
vety.

Pro diikaz druhé nerovnosti, pouzijeme nerovnost uvedenou v Kimball| (1951)),
kterd 1ikd, ze E{F(§)G(&)} > E{F(&)}E{G(§)}, coz plati pro nezaporné rostouci
funkce F,G ndhodné velic¢iny £. Z toho plyne, ze

Pi(|Z1| < e18,|Za| < casyo)| Zim| < ems)
= E{P\(|Z1| < c15,|Z2] < 28,..| Zi| < Cms|s)}
= E{P(|Z1| < e18|8)P(|Za| < 28,..,|Zim| < cims|s)}
> E{P(|Z1| < c15]8)}E{P(|Z2| < c25,.,| Zin| < cm$|s)}
= P(|Z1| < c18)P(|Z3| < 28,.,| Zim| < em$).

O

Diisledek 2. Necht rozdéleni P vektoru Z = (Z4,..,Z,,) je definovano stejné jako
ve veté 2l Necht pfi rozdéleni P, vektor Z = (Zy,..,Z,,) ma m-rozmérné normalni
rozdéleni s nulovymi stfednimi hodnotami, stejnymi rozptyly o? = .. = 02, = o?
a vsechny Z4,..,Z,, jsou nezavislé. Navic predpokladejme, Ze s je kladna nahodna
veli¢ina nezavisla na Z1,..,7,, a ma stejna rozdéleni pti P a P,,. Pak pro libovolna
kladné ¢isla ¢q,..,c,, plati:

pddl e Bl Mmooy p, Bl <o Bl <, Pl oo
S S S S S
>HP |Z|<cZ

Nyni se vratime k intervalim spolehlivosti odvozenym za disledkem [T}, ale
neznadmé rozptyly nahradime jejich odhady. Tedy budeme predpokladat, Ze 0% =

05 = ..= 02, =02, kde 02 je neznamé. Miizeme odhadnout o? pomoci
1 & —
-1 Z(Y] -
=1

kde i je néjaky pevny index vybrany z 1,..m. Pak veli¢iny Z; = /n(Y; — ),
i=1,..,ma s’ = % ™, 57 spliuji predpoklady véty [2| a disledku . Interval
spolehlivosti pro p1,..,4, je roven:

S —  GS

Y+
\/_ \/_
a muzeme ucinit zavér o hladiné spolehlivosti obdobny tomu, pro zndmé rozptyly.
Uvedend metoda je ve ¢lanku [Sidakl (1967) odvozend pouze pro vybéry z nor-
malniho rozdéléni se znamymi rozptyly nebo s odhady rozptyli.

P(,u1 € b, i € Ly, kde I; = <Y; > . 1,..,m)

6



Tedy, pti testovani sady m nulovych hypotéz H; s ohledem na mnohonasobné
porovnavani upravime prislusné p-hodnoty a budeme zamitat nulové hypotézy H;
pokud: p; < ag=1—(1—a)/™ <1 —(1—p;)™ < a, kde hodnota 1 — (1 —p;)™
je p-hodnota upravens pomoci Sidékovy metody a budeme ji znadit pS/P,

Tato metoda kontroluje FWER na trovni «, pokud vSechny testové statistiky
T; splnuji predpoklady véty [I] nebo véty 2]

m

P(|T1| < t1,oo|Tin| < t) > [ P(T3| < ), V1t

=1

Porovnani Bonferroniho a Sidikovy metody

Chceme zjistit, jakd hodnota pPONF nebo p°TP je vétsi, tim padem kterd

metoda je slabgi. Definujme rozdil téchto dvou hodnot: f,,(p) = pPONE — pS1P =
pim — 1+ (1 — p;)™, kde m > 1 je pevné, p; € (0;1) a chceme se dozvédét,
jestli tento rozdil je vétsi nebo mensi nez 0. Abychom zjistili prubéh dané funkce,
zderivujeme ji, polozime derivace rovnou 0 a podivame jak se tato funkce chova.

0
o, cm—m(l—p)" =0
1L —pi= m_\l/ﬂ
m
pi=20

Nasli jsme, ze funkce f,,(p) mé jediny extrémni bod pro p; = 0 a diky tomu,
ze dana funkce je spojitd, mize neomezené rust nebo klesat napravo od tohoto
bodu. Abychom dozvédeéli, jestli tato funkce roste nebo klesa pro p; > 0, zvolime
libovolnou hodnotu p;, napt. p; = 0.4, dosadime ji do nasi derivace a zkoumame
chovani dané funkce pro vsechna m > 1.

m=1:1—-1x0.6"=0
m=2:2-2x06">0
m=3:3-3x%x0.6%>0at.d

BONF _ 1)SID 3 pro

Z toho plyne, Zze pro m = 1 nas rozdil je nulovy, tedy p
vechna m > 1 : pBONE > pSID,

V statistickém softwaru R, ktery se v této praci pouziva pro numerické vypo-
¢ty, upravé pomoci Bonferroniho metody odpovida funkce

p.adjust(p,"bonferroni" ,n=lenght(p)), kde p je vektor p-hodnot, n je
pocet porovnani a musi byt nejméné roven délce p. Aby upravend p-hodnota

nepresahovala 1, tato funkce je definovana nasledujicim zptsobem:

p.bonf = fuction(p){pmin{p * length(p),1}}

Protoze pro Siddkovu metodu v R nenf definované funkce p.adjust, pro tcely
teto prace byla definovana nova funkce:

p.sidak = function(p){1 — (1 — p)le"gth(l’)},



1.3 Holmova metoda

Holmova metoda je silnéjsi nez Bonferroniho metoda a fesi problém poklesu
sily s rostoucim poctem hypotéz.

Necht py < .., < pemy jsou trovné vyznamnosti p;, sefazené od nejmensich
po nejvétsi a H(yy,.., Hiyy jsou odpovidajici nulové hypotézy. Holmova metoda je
definovana nésledovneé:

L. Je-li pay > 2, nezamitdme nulové hypotézy Hy),.., Hi,) a zastavime se.
V opacném pripadé, pokud p) < -, zamitneme nulovou hypotézu H)
a pokracujeme v kontrole zbyvajicich hypotéz na tirovni vyznamnosti —.

2. Je-li poy > %5, nezamitdme nulové hypotézy Hy),.., H(;) a zastavime se.
V opacném piipadé, pokud pp) < —%5, zamitneme nulovou hypotézu Hy)
a pokracujeme v kontrole zbyvajicich hypotéz na tirovni vyznamnosti —*
a t.d.

Véta 3. Holmova metoda kontroluje FWER na hladiné vijznamnosti .

Diikaz. Necht Iy je mnozina indexti odpovidajicich (nezndmym) platnym nulovym
hypotézam, kterych je celkové mgy. Pfedpokladejme, Ze nespravné zamitame plat-
nou nulovou hypotézu. Musime prokazat, ze pravdépodobnost této udalosti je ma-
ximalné a. Necht Hj, je prvni zamitnuta platna hypotéza. Pak Hyy,..,H 1) jsou
zamitnuté neplatné nulové hypotézy a h — 1 < m —my. Tedy plati ——-—= < —-
. Protoze zamitdme h, plati pp) < ;=55 podle definice metody. Z
plyne, Ze prava strana je maximalné rovna m%) Tedy, pokud jsme chybné zamitli
platnou hypotézu, musi existovat platna hypotéza s p-hodnotou nejvyse rovnou
(]

mo "’

Definujme A = {pi < . bro nékterd i € IO}. Pro libovolny soubor platnych
nulovych hypotéz Iy plati, ze P(A) < «a (podle Bonferroniho nerovnosti). Proto

pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy je nejvyse a.
O

1.4 Benjamini-Hochbergova metoda

Dalsi hodnota, ktera zobecnuje chyby 1. druhu pti mnohonasobném testovani
rodiny hypotéz je FDR (False Discovery rate), navrzend v ¢lanku Benjamini a
Hochberg| (1995). Postupy kontroly FDR poskytuji méné presné kontroly chyb
1. druhu ve srovnani s postupy kontroly FWER. Postupy kontroly FDR maji
vyssi silu, a to za cenu zvyseného poctu chyb 1. druhu. FDR je definovana jako
stfedni hodnota podilu chyb mezi zamitnutymi hypotézami. Definujme @ jako
pomér poctu chybné zamitnutych hypotéz V ke vsem zamitnutym hypotézam R:
Q= %, hodnoty V' a R jsou definovane v tabulce

FDR:Qe:E[Q}:E[vZS] :E[;],pﬁR>O.

Kontrola FDR na trovni a znamena, ze E {%} < a. Jednou z metod pro kontrolu
FDR je Benjamini-Hochbergova metoda.
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Jednd se o postup shora doli (podobny Holmové metodé) s nasledujicimi
Grovnémi vyznamnosti: oy = &, ..., a; = %, ey Oty = QU

Necht pay <,...,< pam) jsou trovné vyznamnosti p;, sefazené od nejmen-
sich po nejvétsi a Hy, ..., Hy) jsou odpovidajici nulové hypotézy. Benjamini-

Hochbergova metoda je definovand nésledovneé:

1. Je-li pqy > -, pfijmeme nulové hypotézy Hy,..., Hin) a zastavime se.
V opacném pripadé, pokud py < -, zamitneme hypotézu H2 (1) a pokracu-
jeme v kontrole zbyvajicich hypotéz na trovni vyznamnosti <.

2. Je-li poy > %‘”‘, ptijmeme nulové hypotézy H ), ..., H,) a zastavime se.
V opacném piipadé, pokud pe) < %O‘, zamitneme hypotézu H sy a pokracu-
jeme v kontrole zbyvajicich hypotéz na trovni vyznamnosti %" a t.d.

Podrobnéjsi popis metody a dikaz lze nalézt v |[Benjamini a Hochberg| (1995).



2. Analyza rozptylu
jednoduchého tridéni

Cilem analyzy rozptylu je ovérit, zda na stfedni hodnotu nezavislych nahod-
nych veli¢in, které pochazi z normalniho rozdéleni se stejnym rozptylem, ma vliv
hodnota jednoho (analyza rozptylu jednoduchého t¥idéni) nebo vice faktortu (vi-
cefaktorova analyza rozptylu). Zde se zamérime pouze na analyzu rozptylu jed-
noduchého ttidéni. Pokud zamitneme nulovou hypotézu, budeme hledat vybéry,
které se od sebe signifikantné 1isi. To se provadi pomoci metod mnohonasobného
porovnavani.

Predpokladame, ze mame ndhodné vybéry Yi1,Yio..,Yin,, 1 <7 < m, které jsou
nezdvislé a maji rozdéleni N(u;,0%). Pokud ny = ny = .. = n,,, fikdme, 7e jde
o vyvazené tiidéni, jinak jde o nevyvazené ttidéni. Testujeme nulovou hypotézu
Hy : py = po = .. = p,, proti alternativé Hy : hypotéza Hj neplati. Podrobny
popis algoritmu, ktery nyni struéné uvedeme, lze nalézt v |Andél (1998)).

1. Necht n = ny +nqo+.. +n,, je celkovy pocet pozorovani a m oznacuje pocet
vybért.

2. Utvorime tabulku dat a pomocnych vysledkt

data cetnost soucet prumeér
Yit,Y1n, n1 Y1 Yi
}/;'1 e 7}/;ni n; }/; ?z
le yer 7Ymnm N Ym Yi’m
celkem n Y Y

Tedy: Y; = Z?;l Y;; je soucet hodnot v i-tém vybéru; Y. = >, Y; celkovy
soucet; ¥; = 1Y; odhad stfedni hodnoty p; Y. = 1Y, odhad stfedni
hodnoty pu.

Potom pro rezidualni soucet ¢tverctt S, dostaneme:
Se =517 —Sa=3, Z}Zl(Y;j - }/i.)Qu kde

m ng
Sr = Z Z(Yij —Y.)? definuje celkovy soucet Gtvercii
i=1j=1

Sy = an (Y;, — Y.)? oznacuje soucet ¢tvercti skupin.

Za platnosti nulové hypotézy Hy dostavame, Ze hodnota S, mé x? rozdéleni
s fa = m — 1 stupni volnosti a hodnota Sy ma x? rozdéleni s f;r =n — 1
stupni volnosti.
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3. Vypocteme hodnotu testové statistiky

n—mSy n—m Sy

m—1S., m—-1Sr—8,

kterd ma rozdéleni F,_1 .

4. Pokud prekroci veli¢ina F' kritickou hodnotu F,—1 (1 — ) zamitneme
Hjy na hladiné a.

V pripadé zamitnuti nas zajima, pro které dvojice je p; # ;. K témto uceliim
slouzi metody mnohonasobného porovnani. Metody, kterd se nejcastéji pouzivaji
v tlohéach analyzy rozptylu, jsou Tukeyova a Scheffého metoda.

2.1 Tukeyova metoda mnohonasobného porov-
navani

Tukeyova metoda mnohonasobného porovnavani je obdobou t-testu a pouziva
se v pripadé vyvazeného tiidéni, tedy pokud n; = .. = n,, = r. Testuje se nulova
hypotéza Hy : j; = pj, oproti alternativé Hy : p; # pj, tj. testujeme hypotézu,
ze stredni hodnoty porovnavanych skupin ¢ a j jsou stejné. Testova statistika ma
tvar:

.- %)
Qij=——, (2.1)
NG
kde s? je nestranny odhad rozptylu o2 a pro shodné pocty pozorovani r ve sku-
pindch i a j je ve tvaru s = m(ffil) a testovd statistika ();; ma za platnosti

Hy rozdéleni, které se nazyva studentizované rozpéti a porovna se s prislusnou
kritickou hodnotou ¢, ,—m () (viz Andel (1998)).

Definice 1. Necht X1,..,X,, jsou nezdvislé a stejne rozdélené nahodné veliciny
s rozdélenim N (p,0?). Necht s> je odhad o* s v stupni volnosti, ktery je nezdvisly
na pozorovdnich X; a ”0—522 ~ x%. Pak hodnota QQ = %, kde R = max (X1,..,.X,) —
min (X71,..,X;) se nazyvd studentizované rozpéti.

Pokud je hodnota testového kritéria ;; vétsi nez kriticka hodnota, potom za-
mitame nulovou hypotézu. Tento test musime provést pro vsechny mozné dvojice
skupin. Tukeyho test patfi k nejuzivanéjsim a povazuje se také za jeden z nej-
lepsich z hlediska vhodného kompromisu sily testu a moznosti vyskytu chyby
prvniho druhu.

Y, - Y, .
1 —FWER = P(Qij < Gmn—m,Vi,j) = P(¥ < Gmn—m:Vi,7)
\/F
max Y; — minY; R
= P( 5 ] < Qm,n—m) = P(Z < Qm,n—m) - P(Q S Qm,n—m) =1- «,
NG VT
kde Y; ~ N(ui,Z) a < je odhad 2.



2.2 Scheffého metoda mnohonasobného porov-
navani

Scheffého metoda umoznuje porovnavat rozdily mezi stfednimi hodnotami jak

u vyvazeného, tak u nevyvazeného tridéni (viz |Andel (2007))). Nulova hypotéza

je definovana stejné jako u Tukeyho testu, ktery je popsan v sekci a testova
statistika je definovana nasledujicim zptisobem:

S:

(2.2)

Gt a)

1
i nj

kde s? = &

n—m’

Kriticka hodnota je \/ Fr—1n-m(1l — ), coz je kvantil Fisher-Snedecorova roz-
déleni.

2.3 Dunnettova T3 metoda mnohonasobného
porovnavani

Dunnetova T3 metoda se pouziva, pokud mame nevyvazend data a navic pred-
pokladame, ze nase ndhodné vybéry Y;;,Yis..,Y,., 1 <4 < m pochazi z normalniho
rozdéleni se stfedn{ hodnotou y; a rozptyly o? (viz|[Dunnett| (1980)). Tato metoda
je zalozena na studentizovaném maximalnim modulu.

Definice 2. Necht X1,..,X,, jsou nezdvislé a stejne rozdélené nahodné veliciny
s rozdélenim N(0,0%). Necht s* je odhad o* s v stupni volnosti, ktery je nezd-
visly na pozorovdinich X; a %2 ~ X2. Pak hodnota M,,, = %‘X" se nazyvd

studentizovany maximdlni modul.

Dunnettova T3 metoda se pouziva, kdyz jsou velikosti vzorku a pocet stupni
volnosti malé, tj. n; < 50 a v < 50.
Tato metoda testuje nulovou hypotézu Hy : p; = p;,Vi # j = 1,..,m proti
alternativé Hy : p; # p; alespon pro jeden par.
Testova statistika je definovana nésledujicim zptisobem:
tij = L, kdei # j=1,..,m.

=)

F%
+
u; ‘le\:)

Budeme zamitat nulovou hypotézu, pokud ¢;; > M, + ., kde k* = m(m—1)/2
je pocet porovnani a M, i+, je horni o kvantil studentizovaného maximalniho
modulu. Obecné je obtizné vypocitat presnou hodnotu M, i+, jeden ze zpiisobu
je zalozen na Siddkové nerovnosti, kterd je popsand v sekei |1.2l Dunnettova T3
metoda kontroluje FWER na trovni « (viz Stoline, (1981)),Field| (2009)).

Y-,
1 - FWER = P(tu < Ma7k*7y,v2’;j) = P(|7]2’ < Ma,k*,uavz.vj)
n; n;
=Y ij | X
:P(maxM<Mak*y):P(m<Mak*,,):1—a,

J

(2.3)
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T m 2ei=1 5

kde Xij — ?21_71 as2=L1S™ &2 Nerovnost plati, pokud Xij splnuji pred-
Ly

n n

i g
poklady véty . Protoze X;; jsou zavislé, pouzitim Siddkové nerovnosti dostavame,

7el —-FWER =1 —«a.

2.4 Dunnuv test

Bez predpokladu normality lze pouzit Dunniv test(viz Dunn| (1964]), Dunn
(1961))), ktery je vhodny po pouziti Kruskal-Wallisova testu. Kruskal-Wallistuv
test, ktery je neparametrickym analogem ANOVA, je testem nulové hypotézy,
ze zadnda z m skupin stochasticky neptrevlada. Jinymi slovy, méjme nezavisly na-
hodny vybér Y;,...Y;,,, ktery pochéazi z rozdéleni se spojitou distribucni funkei F;,
pro ¢ = 1,..,m. Testuje se hypotéza, ze distribuc¢ni funkce vsech vybért je shodna,
tedy Hy : Fi(z) = .. = F,,(x),Yx proti alternativé H; : alespon jedna distribu¢ni
funkce se lisi. Pokud zamitneme nulovou hypotézu, je tieba rozhodnout, které
skupiny se od sebe signifikantné lisi.

Ozna¢me n = ;" n; celkovy rozsah vSech vybéra Yj;, pro i = 1,..,m, j =
1,..,n;. VSech n hodnot uspordddme do rostouci posloupnosti a urc¢ime poradi R;;
kazdé velic¢iny Y;;. Soucet poradi vSech hodnot i-tého vybéru, ¢ = 1,..,m, oznacme
W;. Pro kontrolu musi platit, ze celkovy soucet poradi je Wy + .. + W, = n(n +
1)/2. Vstupem do testu je prumérnd hodnota poradi v jednotlivych skupinach,

W; = >+, Testova statistika pro srovnani dvou skupin je definovana nasledujicim

ng

vztahem:

Zij = .7, (24)

kde o, = [%](% + %) je rozptyl W; — W;. Pokud se v datech vyskytujf
shody, tak se obvykle pracuje s primérnym poradim a vypocet rozptylu se mirné
zkomplikuje.

Prohlasime, ze distribu¢ni funkce i-tého a j-tého vybéru jsou pro hladinu
vyznamnosti « statisticky vyznamné, pokud z;; > z1_q 0%+, kde k* = m(m —1)/2
je pocCet porovnani a z;_q /o, je upraveny kvantil normalniho standardizovaného
rozdéleni.
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3. Mnohonasobné porovnavani
s kontrolou

Na rozdil od predchozich metod, kde jsme porovnavali stfedni hodnoty vsech
skupin, pti porovnani s kontrolou budeme porovnavat jednotlivé skupiny se sku-
pinou kontrolni.

Méjme celkem (m+1) skupin, z nich jedna je kontrolni a oznacime ji jako
0. skupinu. V této kapitole budeme predpokladat vyvazena data, tedy n = n; =
.. = Ny, Necht Y;, kterd odpovida j-té experimentalni jednotce, ziskané pri i-tém
oSetfeni (j = 0, ...,n) m& normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou p; a rozptylem
o%. 7 toho plyne, ze vzajemné nezdvislé aritmetické priméry Y; = % 1Y
maji rozdéleni N (u;,02/n), pro i = 0,..,m. Kromé& toho necht s? je nestrannym
odhadem o2, ktery je nezéavisly na vSech aritmetickych priimérech a % mé y?

o2
rozdéleni s v = 7", n — (m + 1) stupni volnosti.

3.1 Dunnettova metoda

Budeme testovat hypotézy Hy, : p; < o proti alternativé Hy, : p; > po, pro
1 =1,...,m.
Definujme testovou statistiku nasledujicim zptsobem:

Yo-Y;
ti=—2 "' kdei=1,.m. (3.1)

[T, 1
S n + o
Kazd4 testova statistika (3.1)) ma jednorozmérné t-rozdéleni. Tedy vektor tes-
tovych statistik 7' = (t1,..,t,,) m& m-rozmérné Studentovo rozdéleni s v stupni
volnosti a korela¢ni matici R = (p;;);;, kde, za predpokladu vyvazenych dat, p;; je
konstantni a pro vSechna i # j se rovna

oYy ~ V.5 ~ V) cou(Y.Yo)
Pij = - v = o\ /1 1 1 1
var(Yy — Y;)\/var(Yo — Y; 0?4 o[-0+ o?
\/ (70 )\/ . (20 .7) \/no n \/no n (32)
_warYy 00 _on
D7 " G DA
Necht ¢ = i, ,, je horni a-kvantil max;<;<xt;, pro k = 1,..,m. Pro k = 1

¢ = t, horni a-kvantil jednorozmérného rozdéleni s v s.v. Stanovime hodnotu
¢, tak, aby FWER< a.

Single-Step (SS) testing

Pouziva stejnou kritickou konstantu ¢, pro vSechny testy a zamita H,, pokud
t; > ¢, pro @ = 1,..,m v ostatnich pfipadech hypotézu H,, nezamitame. Pro
kontrolu FWER na hladiné « stanovime kritické hodnoty ¢ pomoci Bonferroniho
nebo Sidédkovy metody, které byly popsany v sekcich a .
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Step-Down (SD) testing

Nejdiiv setiidime testové statistiky ¢, < .. < t,, (a prislusné hypotézy jako
Hy,,..,Hy,,). Za¢indme z t,, a pokracujeme t,, 1 a t.d pokud t; > ¢;, v takovém
pripade zamitame Hy,. Kdy poprvé pozorujeme t; < ¢;, napr. @ = k, nezamitame
vSechny hypotézy H,,..,Hy,. Pro kontrolu FWER na hladiné « 1ze hodnotu kri-
tické konstanty ¢; stanovit pomoci Holmovy metody, ktera byla popsana v sekci
1.3l

Podrobnéjsi popis metody lze nalézt v Dunnett a Tamhane (1992)).

3.2 Priklad

Necht nase pozorovani patii do dvou disjunktnich skupin, které jsou pak roz-
délena do 13 kategorii a necht pozorovani Xj; v j-té skupiné a i-té kategorii
jsou shrnuté pomoci jejich vybérovych prumeéra X;; a rozptyla 6, j € {1,2},
¢ = 1,..13. Tabulka ukazuje pozorované prumérné maximalni rychlosti pfi
vyskoku a smérodatné odchylky pro chlapce a divky ve 13 vékovych kategorii.

Vékové Divky Chlapci

kategorie | X; 61 ni | Xo Gy ng
6-7 1.89 0.17 33 | 1.87 0.18 19
7-8 200 0.21 431|198 0.20 38
8-9 201 0.21 33]|206 021 38
9-10 206 0.18 42| 2.14 0.18 29
10-11 219 0.22 42| 2.17 0.19 45
11-12 223 0.15 301231 0.23 37
12-13 226 0.13 411235 0.23 40
13-14 230 0.22 321|253 021 36
14-15 228 023 311266 0.19 20
15-16 237 0.17 291|272 022 26
16-17 233 0.19 17283 028 9
17-18 235 0.18 251|276 0.16 13
18-19 233 0.17 341|287 010 14

Tabulka 3.1: Pozorované priumérné maximalni rychlosti pri vyskoku a smérodatné
odchylky pro chlapce a divky ve 13 vékovych kategoriich.

Pro tcely dalsich vypoct definujeme hodnotu Y; = X;, — X, i = 1,..,13,
kterd vyjadruje rozdil v primérnych rychlostech skoku mezi chlapci a divkami ve
stejnych vékovych kategorii.

Predpokladejme, ze data jsou realizaci nezavislych ndhodnych vybéra, které
pochézi z normélniho rozdéleni se stejnym rozptylem, ktery odhadneme nasledu-
jicim zpusobem:

§2 — Zizl 21121 6131- (ng; — 1)
1 ity — 26

Nyni aplikujeme nékolik metod na nase data.

=0.039
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Dvouvybérovy t-test

Budeme testovat nulovou hypotézu Hy, : Y; = 0, pro ¢« = 1,..13 proti alterna-
tivé Hy, : hypotéza H; neplati.
Testova statistika je definovana predpisem:

fp= et =1,.13
g 1 + 1

P-hodnoty spocitdme podle vzorce: p; = 2(1 — F(|t;])), kde t; je pozorovana
hodnota testové statistiky a F je distribuéni funkce t-rozdéleni s >2_, 3232 ny, —
26 stupni volnosti.

Vysledné p-hodnoty, uvedené v tabulce [3.2] upravime pomoci metod, které

jsou popsané v sekcich [I.1] az

Vekové t-test

kategorii || p-hodnoty Bonferroni Siddk Holm BH
6-7 0.724 1.000 1.000 0.724 0.724
7-8 0.648 1.000 1.000 1.000 0.701
8-9 0.285 1.000 0.987 1.000 0.370
9-10 0.092 1.000 0.715 0.552 0.141
10-11 0.635 1.000 1.000 1.000 0.701
11-12 0.098 1.000 0.737 0.552 0.141
12-13 0.040 0.514 0.408 0.277 0.073
13-14 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
14-15 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
15-16 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
16-17 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
17-18 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
18-19 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000

Tabulka 3.2: p-hodnoty dvouvybérového t-testu, jejich upravené hodnoty pomoci
Bonferroniho, Siddkovy, Holmove a Benjamini-Hochbergove metody

7, tabulky je vidét, ze dvouvybérovy t-test bez kontroly FWER proka-
zal statisticky vyznamny rozdil v rychlosti vyskokti mezi chlapci a divky od 12
let (vékova kategorie 12-13), zatim co p-hodnoty upravené pomoci Bonferroniho,
Sidédkovy, Holmovy a Benjamini-Hochbergovy metody prokazuji statisticky vy-
znamny rozdil v rychlosti vyskoku mezi chlapci a divkami od 13 let (vékova
skupina 13-14).

Dunnetova metoda

Nyni aplikujeme Dunnetovu metodu, kterd je popsana v sekci [3.1] na nase
data. V puvodnim ¢lanku Hlavka a Huskova (2017)) se uvadi, ze statisticky vy-
znamny rozdil v rychlosti vyskokii mezi chlapci a divky pozorujeme v 11,5 let.
Za kontrolni skupinu zvolime rozdil ve vékovych kategorii od 6-7 az 10-11 pro
chlapce a divky a prislusna data shrneme pomoci vazenych praméru, které defi-
nujeme nasledujicim zptsobem:

Yy = K| — Ky = 0.0002642794,
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o 3 Ny, . v /v / o v v , ./
kde K; = Z‘Z—:gxl’“ = 2.037306 vyjadruje vazeny prumér vékovych kategorii
i=1"1

6-7 az 10-11 pro divky a K, = M = 2.037041 vyjadifuje vaZeny primér
i=1 "2
vekovych kategorif 6-7 az 10-11 pro chlapce. -
Budeme testovat hypotézu H,, : Y; = Yy proti alternativé H,;, : Y; > Y,
1 =6,..,13.
Testova statistika je ve tvaru:

ti = Yo% i=6,.,13
(2 s 1 + 1 + 1 + 1 A A .
DY BT » Y

Vysledné p-hodnoty, spolu z p-hodnotami upravenymi pomoci metod, které
jsou popsané v sekcich [I.1] az jsou uvedené v tabulce [3.3]

Vékové Dunnet
kategorii p-hodnoty Bonferroni Siddk Holm BH
6-7
7-8
8-9
9-10
10-11
11-12 0.127 1.000 0.662 0.127 0.127
12-13 0.062 0.496 0.401 0.124 0.071
13-14 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
14-15 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
15-16 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
16-17 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
17-18 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
18-19 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000

Tabulka 3.3: p-hodnoty Dunnetova testu a p-hodnoty upravené pomoci Bonferro-
niho, Sidédkovy, Holmovy a Benjamini-Hochbergovy metody

Z tabulky [3.3|je vidét, ze Dunnetova metoda jak bez kontroly chyby 1. druhu,
tak i p-hodnoty upravené pomoci Bonferroniho, Siddkovy, Holmovy a Benjamini-
Hochbergovy metody prokazuji statisticky vyznamny rozdil v rychlosti vyskokt
mezi chlapci a divky od 13 let (vékova kategorie 13-14).

Modifikace Dunnetovy metody

Nyni modifikujeme predchozi metodu tak, Zze budeme testovat hypotézu Hy, :
Y; = 0 proti alternativé Hy, : Y; > 0,7 =6,..,13.
Testova statistika je ve tvaru:

kde 2 13 A2
2 _ D k1 2aisg Ok, (ng; — 1)
Zi:1 1126 ng; — 16
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Vysledné p-hodnoty, spolu z p-hodnotami upravenymi pomoci metod, které

jsou popsané v sekcich [I.1] az jsou uvedené v tabulce [3.4]

Vékové Dunnet (modifikace)
kategorii p-hodnoty Bonferroni Siddk Holm BH
6-7
7-8
8-9
9-10
10-11
11-12 0.097 0.775 0.557 0.097 0.097
12-13 0.039 0.313 0.273  0.078 0.045
13-14 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
14-15 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
15-16 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
16-17 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
17-18 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000
18-19 0.000 0.000 0.000  0.000 0.000

Tabulka 3.4: p-hodnoty modifikovaného Dunnetova testu a p-hodnoty upravené
pomoci Bonferroniho, Siddkovy, Holmovy a Benjamini-Hochbergovy metody

Z tabulky [3.4]je vidét, ze modifikovand Dunnetova metoda bez kontroly chyby
1. druhu spolu z p-hodnotami upravenymi pomoci Benjamini-Hochbergovy me-
tody prokazuji statisticky vyznamny rozdil v rychlosti vyskokt mezi chlapci a div-
kami od 12 let (vékova kategorie 12-13), zatim co p-hodnoty upravené pomoci
Bonferroniho, Sidékovy a Holmovy metody prokazuji statisticky vyznamny roz-
dil v rychlosti vyskoku mezi chlapci a divkami od 13 let (vékova skupina 13-14).

3.3 Porovnavani s vice kontrolami

V odborné literature existuji dalsi vylepseni. Napriklad, v ¢lanku Dunnett
a Tamhane| (1997) je popsdna modifikace predchozi metody. Cilem je klasifiko-
vat nové osetfeni s ohledem na nékolik norem: specifikovat normy, kterym je
nové osetteni nadrazené, ty, kterym je nové osSetieni ekvivalentni a ty, pro které
nelze prokazat ani nadrazenost ani rovnocennost. Divodem soucasného testovani
nadrazenosti a rovnocennosti je skutecnost, ze v mnoha ptipadech si vyzkum-
nik pfeje, aby nejprve zjistil, zda je nové osetfeni lepsi nez standard, v takovém
pripadé se stava moznym kandidatem na nahrazeni tohoto standardu. Za druhé,
jestlize nadfazenost nemuze byt stanovena, pokud nové osetfeni ma ekvivalentni
ucinnost jako norma, pak se stava moznym kandidatem k pouziti jako alterna-
tivni metoda osetfeni. Nemoznost prokazat bud prevahu ¢i rovnocennost nového
oSetfeni naznacuji, ze je nelze doporucit pro pouziti, protoze ve skutecnosti muze
mit nizsi c¢innost nez standard.

Ozna¢me p; nezndmou stredni uc¢innost pro i-té osetfeni (i = 0,..,m), kde 0
oznacuje nové osetfeni.

Porovnani nového osetteni se standardni metodou je zalozeno na testovani
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nasledujicich dvojic hypotéz:

Hy, : o — p; < 0 proti alternativé Hy, @ pg — p; > 0
a

Hy, o — pi < —0 proti alternativeé Hy, : pg — p1; > —0,

kde 6 > 0 oznacuje klinicky nevyznamny rozdil v dc¢innosti. Zamitnuti hypo-
tézy Hjp, znamena, ze ucinnost testovaného osetfeni je lepsi nez ucinnost i-tého
standardu, zatimco nezamitnuti Hy, spoletné se zamitnutim Hj, zjisti, Ze oSet-
feni nemuze byt horsi nez standard o vice nez o ¢, a proto je z definice klinicky
ekvivalentni. Nezamitnut{ obou nulovych hypotéz Hy, a Hj) znamena, Ze jsme ne-
prokéazali, ze nova lécba je bud nadrazend, nebo ekvivalentni s i-tym standardem
a proto ji nemuzeme doporucit jako nahradu.
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Z.aver

V dané prace jsme definovali mnohonasobné testovani a rozebrali metody,
které udrzuji pravdépodobnost chyby prvniho druhu na trovni a.. Podronéji jsme
se zabyvali odvozenim Siddkovy metody a pfedpokladii potfebnych pro jeji pou-
ziti. Hlavnim cilem bylo seznamit ¢tenéare s vybranymi metodami mnohonasob-
ného porovnavani, pro nalezeni rozdilu mezi dvojicemi strednich hodnot. Dalsim
cilem bylo rozsitit prehled téchto metod, ktery je v mnoha statistickych ucebni-
cich omezen pouze na Scheffého a Tukeyovu metodu. Hlavni ¢ast prace se vénuje
porovnani s kontrolou a jeji praktické implementace.
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