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Kapitola 1

Zakladni definice a véty

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme v celé této praci predpokladat, ze f
je realna funkce jedné realné proménné, tj. f : M — R, kde mnozina M C R.
Intervalem budeme rozumét i prazdnou mnozinu a bod.

1.1 Zakladni definice a znaceni

Definice 1. Rekneme, Ze f md na intervalu I Darbouxovu vlastnost, jestlize
f(J) je interval, kdykoliv J C I je interval.

Definice 2. Funkce f je proni Baireovy tridy na intervalu I, jestlize je limitou
posloupnosti spojitych funkci na intervalu I.

Definice 3. Variaci funkce f : [a,b] — R definujeme predpisem
Vif) = sup{z |f(z;) — fzim)|; {zi}l, je délent [a,b]}.
i=1

Rekneme, Ze funkce g : I — R md na intervalu I C R omezenou vari-
aci, jestlize evistuje K € R takové, ze V(g) < K pro kazdy interval [a,b] C I.
MnoZinu vsech funkci s omezenou variaci na intervalu I znac¢ime BV (I).

Definice 4. Rekneme, Ze funkce f - [a,b] — R je absolutné spojitd, jestlize
pro kazZdé € € R, € > 0, existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze pro kaZdou konecnou

posloupnost bodu a < a; < by < ... <a, <b, <b spliujici Y_ |b; — a;| < 6 plati
i=1

STUf(b:) — flay)] < e. MnoZinu vsech absolutné spojitiych funkei na intervalu |a,b]
=1

znacime AC([a,b]).

Definice 5. Necht M C R, pak M je typu

1. Gg, pokud je spocetnym prunikem oteviengych mnozin v R,

2. ¥, pokud je spocetnym sjednocenim uzavrenych mnozZin v R.

Definice 6. Necht M C R, pak M je perfektnd, pokud je uzaviend a nemd
Zadné izolované body.



Definice 7. Hustotou méritelné mnoZiny M C R v bodé x € R rozumime
¢islo

_ o MM N B(ar))
dM) = =B )

pokud tato limita existuje, pricemz B(x,r) znaci uzavienou kouli se stredem = a
o poloméru r a \ znaci Lebesqueovu miru na R.

Definice 8. Necht x € R, M C R, pak x je

1. bodem oboustranné akumulace mnoziny M, jestliZe pro kazdé r > 0
magi intervaly (x —r,z) a (z,z + 1) neprdzdny prinik s M,

2. bodem oboustranné kondenzace mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0
magji intervaly (x —r,x) a (z,x 4+ r) nespocetny prunik s M,

3. bodem hustoty mnozZiny M, jestlize M je meritelnd a hustota mnozZiny M
je v tomto bodé rovnd 1.

Definice 9. Perfektni cesta funkce f v bodé x € R je perfektni mnozina P C R
takovd, Ze

1. = je bodem oboustranné akumulace mnoziny P a zdroven
2. f restringovand na P je spojitd v x.

Definice 10. Oscilact funkce f na neprdzdném intervalu I C R budeme ro-
zumét ¢islo
wi(I) = sup f(x) — inf f(2).

z€l zel

Definice 11. Oscilact funkce f v bodé x € R budeme rozumét cislo

wr(r) = limws((z —rx+1)),

r—0

pokud tato limita existuje.

Znaceni 1. Jako DBy(I) budeme znacit tridu takovijch funkci, jenz maji na in-
tervalu I C R Darbouzovu vlastnost a zdroven jsou na ném proni Baireovy tridy.

Znaceni 2. Jako A'(I) budeme znacit tridu funkci, které maji na otevieném
intervalu I C R primitiont funkci.

1.2 Zakladni lemmata a véty

Lemma 1 (Darbouxova vlastnost derivace). Necht f € A'(I). Potom f md na [
Darbouxovu vlastnost.

Diikaz. Necht J C I je interval. Vezméme y1, y2 € f(J), y1 > y2 a 2 € (y1,42).
Déle naleznéme z; a xo takové, ze f(z1) = yi a zéroven f(z3) = yo. Necht
11 < 9. (Pipad z; > x4 lze dokdzat analogicky.) Necht F je primitivn{ funkce
k funkci f na intervalu I. Definujme funkci H nasledovné:

H(z) = F(x) — zx pro x € [x1,xs).
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Funkce H je spojitd, nebot F je spojita. Existuje tedy bod x, € [x1,25], ktery
je bodem minima funkce H na [x,z5]. Dokdzeme, ze minimum nelezi v krajnich
bodech. Plati, ze

H(z)=F(x)—z=f(z) — 2z, x € (x1,12).
Déle pocitejme

Hl (1) = f(z1) =2 =y — 2 <0,
H' (13) = f(x2) —2=1ya —2>0.

7 tohoto plyne, ze

351 > OVzx € P+(£L‘1,51) : H(JZ) < H(Il),
352 > OVx € P+(l’2,52) : H(I) < H(.’EQ)

Potom tedy z, € (x1,z5) a plati, ze
H'(z,) = f(z,) — 2 =0,
tedy z tohoto plyne, ze f(z.) = z, tedy z € f(J). Tudiz f(J) je interval.

3

Véta 2. Necht I = (a,b) C R je otevieny interval, pak plati, ze A'(I) C DBy(I).

Diikaz. Necht f € A'(I) a necht F je primitivn{ funkce k funkci f na intervalu
1. Plati, ze F' je na intervalu [ spojita. Pro kazdé x € I plati, ze

F(x+ h) — F(x)

flz) = Jim h
_ lim F(x+h) — F(z)
h—0t+ h
_ F(z+ )~ F(x)
= lim =
n—00 =

Pokud b = oo, polozme f, = %T

vSechna n € N.

Pokud b < oo , nalezneme ng € N takové, ze a < b — n% Pak pro n > nyg
definujme funkce f,, nasledovneé:

F(z+1)—F(x)

, proz € (ab— %)
fn(®) =4 ro-1

2 :
PO~ prox € [b—2)

S | 30

Funkce f,, jsou spojité pro vsechny n > ng. Timto je dukaz hotov.



Véta 3 (Cantoruv-Baireuv princip). Pro kazdé o < wy, kde wy znaci proni ne-
spocetny ordindl, méjme uzaviené mnoziny F, C R takové, Ze a < [ implikuge,
Ze F, D Fs. Pak miZeme najit ¢islo p < wy takové, Ze

F,=F, pro p < a < wi.
Véta 4. Necht M C R je mnoZina takovd, Ze ji lze zapsat jako
M=AUAU---UA,, neN,

kde mnoziny Ay jsou typu F, pro viechny k € {1,...n}. Pak ezistuje rozklad
{B;}"_, mnoziny M takovy, Ze

M =B UByU---UB,,
kde mnozZiny By, jsou typu F,, zdroven By, C Ay a navic jsou po dvou disjunktnd.

Véta 5. Pro kaZdou neprdzdnou mnoZinu F C R, kterou lze zapsat jako ne-
konecéné sjednoceni mnozin typu F,, tj. F' = F1 U Fy U F3U ..., existuje interval
(A\u) C R an takové, zZe (A\,u) N F C F,.

Véta 6. Necht funkce f : [a,b] — R nabjvd pouze koneénijch hodnot ¢; < -+ <
Cp. Jestlize kazdd z mnozin {z € [a,b] : f(x) = e} je typu F,, pak je funkce f na
intervalu [a,b] prund Baireovy tridy.

Dukazy Vét 3-6 lze nalézt v [2] na strandch 140-146.
Véta 7. Necht f : [a,b] — R. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) funkce f je pruni Baireovy tridy,

(i1) pro kazZdé redlné A jsou mnoziny {z € [a,b] : f(x) < A} a {z € [a,b] :
f(x) > A} typu F5,

(#i) kazdd neprdzdnd uzaviend podmnozZina P C |a,b] obsahuje bod x takovy, Ze
restrikce f na P je spojitd v x.

Du}?zlzz) — (i) : Nejprve predpokladejme, ze f je omezend funkce. Tedy existuji
konstanty [,L € R takové, ze
[ < f(z) < L pro kazdé z € [a,b)].
Rozdélme interval [[,L] na n stejnych casti. To jest
=l<c<cp<---<c, =1L,

pricemz cgyq — cp = LT_Z pro kazdé k € {0,1,...,n — 1}.

Déle oznac¢me A = {z € [a,b] : cx—1 < f(x) < cgq1} pro k =1,2,...,n — 1.
Dle predpokladu jsou tyto mnoziny typu F, a plati, ze

[a,b] :Al UAQU"'UAnfl.
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Podle Véty 4 existuje rozklad intervalu [a,b] takovy, ze
[a,b] = B1 U B2 U---u anl,

kde By, jsou typu F, po dvou disjunktni a takové, ze By C Ap prok € {1,2,...,n—

1}.

Necht f, je funkce takova, Ze
fn(x) = ¢k pro x € By, kde k € {1,2,...,n —1}.

Tedy plati, ze | < f,(z) < L pro vechna x € [a,b]. Podle Véty 6 je funkce f,
prvni Baireovy ttidy.
Zvolme libovolny bod zy € [a,b]. Potom plati, ze

ro € By C Ay pro néjaké k€ {1,2,....n—1}.

To znamend, ze f,(xg) = ¢k a plati, ze ¢;_1 < f(xg) < cxr1. Tudiz

o) — ool < 2L

Pro n — oo funkce f, stejnomérné konverguji k funkci f, tudiz podle [3] para-
grafu 24.4. je funkce f prvni Baireovy tridy.

Piejdéme nyni k obecnému piipadu. Uvazujme funkci

g(x) = arctg(f(x)).

Funkce g(z) je omezena. Pro —§ < A < 7 plati, ze

{z €lab]:g(x) > A} ={x € lab]: flz) > tg(A)}.

Jestlize A > 7, pak je mnozina {x € [a,b] : g(x) > A} prazdna. Pokud je oviem
A < =7, pak plati, ze {z € [a,b] : g(x) > A} = [a,b]. Tudiz mnozina {x € [a,b] :
g(x) > A} je typu F, pro vSechny A. To samé plati i pro {x € [a,b] : g(x) < A}.
Podle jiz dokézaného plati, ze funkce g je prvni Baireovy tiidy, tedy plati, ze
g(x) = lim,,_, g, kde funkce g,, jsou spojité pro viechna n € N a takové, ze

—g < gn(z) <

B

Plati, ze
fla) = lim t(gu(z)).

Tedy plati, ze funkce f je prvni Baireovy tiidy.

(i) — (#4) : Necht P C [a,b] je neprdzdnd uzaviend mnozina. Pokud P
obsahuje alespon jeden izolovany bod, pak bude tento bod pozadovanym bodem
spojitosti. Proto dale predpoklddejme, ze P je perfektni mnozina.

Necht D je uzavieny interval obsazeny v [a,b] a pfedpoklddejme, Ze ve vnitiku
D je obsazeny alespon jeden bod z P. P je perfektni, tudiz ve vnittku D je ne-
kone¢né mnoho bodu z P.



Ukéazeme, zZe existuje uzavieny interval d lezici ve vnitiku D, obsahujici body
z P ve svém vnitiku, takovy, ze oscilace funkce f na PNd je mensi nez libovolné
predepsané cislo.

Nejprve se presvédéime o existenci uzavieného intervalu £ C D takového, ze
E NP je neprazdnd perfektni mnozina. Krajni body intervalu D oznac¢me jako ag

a by. Tedy D = [ag,bo].

Nekoneénd mnozina D N P je uzaviena a zadny z bodiu, moznd kromé ag
nebo by, neni izolovanym bodem této mnoziny. Pokud ag ani by neni izolovanym
bodem mnoziny DN P, definujme mnozinu F jako E := D. Pak plati, ze ENP je
perfektni. Pokud ag je izolovanym bodem mnoziny D N P, potom mnozina D; :=
(DN P)\ {ap} je uzaviena. Jedinym izolovanym bodem mnoziny D; N P muze
byt bg. Pokud by neni izolovanym bodem mnoziny D; N P, definujme mnozinu E
jako E := D;. Pak plati, ze E'N P je perfektni mnozina. Pokud by je izolovanym
bodem mnoziny D N P, definujme mnozinu E := (D;) \ {bo}. Pak plati, ze ENP
je perfektni mnozina. Pokud ag neni izolovanym bodem mnoziny DN P a zaroven
by je izolovanym bodem mnoziny D N P potom mnozina Dy := (D N P) \ {by}
je uzaviend. Definujme mnozinu F jako E := D,. Pak plati, ze E je perfektni
mnozina.

Podle predpokladu muzeme funkci f psat jako

f(z) = lim f,(x) pro vsechna z € [a,b],

kde f, jsou spojité funkce. Zvolme ¢ > 0 a definujme mnoziny A, ,, nasledovné:
Apm i ={z € E:|fo(x) = fogm(z)| < e} mn eN.

Mnoziny A, ,, jsou uzaviené, coz plyne ze spojitosti funkci fi. Dale definujme
mnoziny B,, nasledovneé:

B, = ro-.jl A

Rovnéz mnoziny B, jsou uzaviené a ukdzeme, ze E = J —, B,,.

Tedy, jestlize je xy € E, pak posloupnost {f,(z¢)}>2; konverguje, a proto
pro dostatecné velké n a libovolné m mame, ze |f,.(20) — frim(x0)| < €, tudiz
xo € B,. Obracend inkluze je trivialni.

Rovnost E = |J 7, B, ndm také dava, ze

EﬂP—GBnﬂP.

n=1

Podle Véty 5 existuje interval (A,u) majici s £ N P neprazdny prunik a n € N
takové, ze
(Au)NENPCPNB,.

Necht = € (A\,u) N E N P, poté méme, Ze
|fn(x) - fn+m<~r>| S €
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pro libovolné m.

Diky limitnimu pfechodu m — oo dostavame, ze

(@) — fz)] < e

Mnozina E N P je perfektni a interval (\,u) obsahuje nejméné jeden bod z
této mnoziny. To ndm déavd, ze mnozina £ N P N (A\,u) je nekonecnd.

Necht g je bod z mnoziny E N P N (A u), ktery ale neni koncovym bodem
intervalu F. Vezméme uzavieny interval d, ktery obsahuje bod xy ve svém vnitiku
a je tak maly, ze

(i) lezi v intervalu (A,pu),
(ii) lezi ve vnitiku intervalu E, tedy ve vnitiku intervalu D,
(iii) oscilace funkce f,, na intervalu d je méné nez e.

Necht z; a x5 jsou dva body z mnoziny P N d. Pak plati, ze
[fu(@1) = f(@)] S &, [fal@1) = falz2)] S €| fala2) — fla2)] <e.

Coz nam dava, ze
|f(21) — fla2)| < 3e.

Tedy oscilace funkce f je na mnoziné P N d méné nez €.

Timto jsme dokazali, ze pro kazdy uzavieny interval D C [a,b], obsahujici
body z P ve svém vnitiku, existuje jiny uzavieny interval d, lezici ve vnittku D,
ktery také ve svém vnitiku obsahuje body z P a v némz plati, Ze oscilace funkce
f na PNd je libovolné mala.

Nyni vezméme uzavieny interval d; C [a,b] obsahujici ve svém vnititku body z
P, délky l4, < 1 a takovy, ze oscilace funkce f na mnoziné P N d; je méné nez 1.
Daéle najdeme uzavieny interval ds, lezici ve vnitiku dy, obsahujici ve svém vnitiku
body z P, majici délku [y, < % a takovy, ze oscilace funkce f na mnoziné PNd, je
méneé nez % Déle pokracujeme v procesu, ¢imz vytvorime posloupnost uzavienych
intervalu.
di DdyDds---.

Kazdy z téchto uzavienych intervalu lezi ve vnitiku predchoziho intervalu, obsa-

huje ve svém vnittku body z P a oscilace funkce f je na mnoziné P N d,, mensi
-1
nez -.
n

Necht ¢ je bod spoleény pro vsechny intervaly d,. Bod & patif do P, protoze

P je uzaviena. Nyni je jiz snadno vidét, ze funkce f restringovana na P je spojita
v bodé &.

(i13) — (11) : Necht g, h jsou dvé redlnd ¢isla, g < h. Definujme mnoziny G a
H nasledovné:

G:={xe€lab]: f(x)>g}, H:={x€lab]: f(x) <h}.
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Plati, ze [a,b) = G U H.

Necht P C [a,b] je neprdzdnd uzaviend mnozina. Necht zy je bodem spojitosti
funkce f restringované na P. Je jasné, ze musi platit alespon jedna z téchto dvou
nerovnosti:

f(xzo) > g, f(zo) < h.

Necht napiiklad plati, ze f(xo) > g. Ze spojitosti funce f v bodé x( existuje
interval 9, ktery obsahuje bod z( a je tak maly, ze f(z) > g pro vSechny z z
mnoziny P N ¢. Definujme mnozinu

P*:=P\ (PnNJ).
P* je uzaviend mnozina, nebot plati, ze P* = P N 6¢. Zde tedy
P\ P =PnNnéCQaG.

Kdyby platilo, ze f(zo) < h, pak bychom mohli analogicky najit uzavienou
mnozinu P* C P takovou, ze P\ P* C H.

Timto jsme ukazali, ze pro kazdou neprazdnou uzavienou mnozinu P, muzeme
najit uzavienou podmnozinu P* C P takovou, ze mnozina P\ P* je neprazdna a
. ’ ~ ’ >
je celd obsazena bud v G nebo v H.

Ozna¢me Py = [a,b] a najdéme uzavienou mnozinu P; C Py takovou, ze Py\ Py
je neprazdnd a je celd obsaZend bud v G nebo v H. Jestlize P, neni prazdné, na-
jdeme uzavienou mnozinu P, takovou, ze P; \ P, je neprazdnd a je celd obsazend
bud v G nebo v H. V tomto procesu pokrac¢ujeme dale a nachdzime bud’ prazdnou
mnozinu P, anebo zkonstruujeme posloupnost mnozin P, takovych, ze P, \ P,11
je neprazdnd pro vSechna piirozend ¢isla n a kazdd z mnozin P, \ P, pati{ bud
do H nebo do G.

Necht plati druhd moznost. Definujme mnozinu P,, ndsledovné:

P, = ﬁpn.

V piipadé toho, ze ani P, neni prazdnéd pokracujeme dale v konstrukci mnozin
Bot1, Poya, o+

Necht a < wy je transfinitn{ ordindl a predpoklddejme, ze vSechny mnoziny Pg
pro 8 < a byly jiz zkonstruovany a jsou neprazdné. Jestlize je « izolovany ordinal,
je P, uzaviend podmnozina mnoziny P, ; takova, ze P, 1 \ P, je neprazdna a
cela obsazend v H nebo G. Jestlize je ale o limitni ordindl, definujme mnozinu

P, jako
P,:= ) Ps.
B<a
Predpokladejme tedy, ze vSechny mnoziny P, pro a < w; jsou neprazdné. Podle

Cantorova-Baireova principu muzeme najit takové pu, ze

Pu:Pu+17



a zaroven takové, ze neprazdnost P, implikuje neprazdnost P,\ P,;;. Tento proces
definovani mnozin P, nemuzeme provést pro vSechny limitni ordinaly. Tedy nutné
existuje A < w; takové, ze

P,#0proa<XaP,=10.

V tomto piipadé muzeme pocatecéni interval Py = [a,b] zapsat ve tvaru

0] = J(Pa\ Para).

a<<\

Tedy, pokud je z € [a,b], pak muzeme najit takové o < A, ze * ¢ P,. Necht
B je prvni takové cislo. Je jasné, ze 3 je izolovany ordinal, kdyby 3 byl limitni
ordinal, pak by z, které je ve vSech P, pro vsechna o < 3, bylo i v pruniku P;.
To znamend, ze x € (Ps_; \ P3) a ze plati

[a7b] C U (Pa \ Pa+l)'
a<
Opacna inkluze je trivialni.

Kazd4 z mnozin P, \ P, je bud v mnoziné H nebo v mnoziné G. Oznacéme
jako T" mnozinu vsech o < A takovych, ze

P,\ P,.1 CG.

Necht U := Wy \ T. Kde W, je mnozina vSech ordinidlu mensich nez \.
Je jasné, ze UNT = () a ze

[a.8] = | (Pa\ Pas1) U | (Pa\ Pasr)-
acT aclU
Kazdé z mnozin P, \ P,11 je typu Fy, jejich sjednoceni
A= LJ \<Fh+l B = LJ \<Fh+1
a€eT aclU

jsou také typu F, protoze mnoziny 7', U jsou spocetné. Poznamenejme, ze A C G
a B C Haze Aa B jsou disjunktni (protoze mnoziny P, \ P,i1 a Py \ Pyy1 maji
prazdny prunik pro p # 6 ).

Tedy mame, ze pro kazdé dveé realnd cisla g, h, g < h, muzeme nalézt rozklad
intervalu [a,b] na dvé disjunktni mnoziny typu F,, to jest, [a,b] = AU B, kde

Ac{zelab]: f(z)>gtaB C{xelab]: f(z) <h}.

Zafixujme nyni g a h a uvazujme posloupnost redlnych ¢isel {h;}52, takovou,

ze
hi > hy > hs > SN lim h,, =

Pro kazdé n € N nyni mame, ze [a,b] = A,, U B, kde A, a B,, jsou mnoziny typu
I, a plati, ze

A, C{z € lad]: f(x) > g}, B, C{zx € [ab]: f(x) < h,}.
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Definujme mnoziny R a S nasledovné:

R:QMS:ﬁ&

Plat, ze RNS = () a ze [a,b] = RUS. Mnozina R je typu F,. Ukdzeme, ze
{z €lab]: f(x) > g} =R.

Plati, ze jestlize je f(xo) > g, pak pro dostatecné velké n € N mame, ze
f(zo) > hy, a tedy x¢ ¢ B,,. To znamen4, ze x¢ ¢ S, a tedy zo € R.

Z tohoto plyne, ze {z € [a,b] : f(z) > g} C R. Opacnd inkluze je ziejmé.
Tedy {x € [a,b] : f(x) > g} je typu Fy.
Obdobny dikaz muzeme provést i pro {z € [a,b] : f(z) < h}.

J

Véta 8. Necht je funkce f diferencovatelnd na intervalu [a,b] C R a f € BV ([a,b]),
pak plati, ze f € AC([a,b]).

Diikaz. Pokud mé funkce f konecnou variaci na [a,b], pak ji lze zapsat ve tvaru
f = g—h, kde g, h jsou neklesajici funkce. Z [5][Véta 22.7] vime, ze ¢, ' €
LY([a,b]). Plati, ze f' = g’ — h' skoro v8ude. Z tohoto plyne, ze i f' € L([a,b]).
Tudiz mame, ze

f(2) — fa) = / Py (a < <b).

Podle zndmé charakterizace [4][Véta 7.18] dostdvame, ze f € AC([a,b]). Tim je
dukaz hotov.
a

11



Kapitola 2

Zahorského tridy

Definice 12. Necht E C R je neprdzdnd mnoZina typu F,. Rekneme, e E je
tridy

e My, jestlize kazdy bod z E je bodem oboustranné akumulace mnoZiny F,
o My, jestlize kaZdy bod z E je bodem oboustranné kondenzace mnoZiny F,

e My, pokud kazdé jednostranné prstencové okoli kaZdého bodu x z E md s
prunik kladné miry,

e Ms, jestlize pro kazdé x z E a pro kaZdou posloupnost uzavienyjch intervalu
takovou, Ze {I} konverguje k x, N(I, N E) =0 a x ¢ I,, pro kazdé n € N,
plati, zZe lim \(I,)/dist(z,I,) =0,

n—o0

o My, jestlize existuje posloupnost uzavienych mnozin {K,} a posloupnost
kladnych cisel {u,} tak, e E = |J K, a Ze pro kazdé x € K, a kazdé

n=1
¢ > 0 existuje cislo e(x,c) > 0 takové, Ze pro jakékoliv h a hy spliugici
nerovnosti hhy >0, h/hy < ¢, |h+ hi| < €(x,¢) plati

MEN h h+h
( (:c+’h,a‘c+ + 1>)>un,
1

o Mj, jestlize kazZdy bod z E je bodem hustoty mnoziny E.
Poznamka. Prazdnou mnozinu radime do vSech trid.

Definice 13. Necht f: I — R, k € {0,1,...,5}. Rekneme, Ze f je tiidy My,
pokud kaZda uroviiovd mnozina funkce f patri do tridy M.

Urovitovou mnoZinou funkce f rozumime mnozinu ve tvaru {x € I : f(z) < o}
nebo {x € I : f(x) > a}, kde a € R.

Veéta 9. Plati, zZe M1 D My D M3z D My D Ms.
Dukaz Véty 9 lze nalézt v [0].

Véta 10. Necht I C R je uzavieny interval a necht f € DB,. Pak plati, Ze graf
funkce f je souvisly.

Dikaz Véty 10 1ze nalézt v [I] na strané 10.
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Véta 11. Necht I je uzavieny interval, pak plati, Ze DB,(I) = My = M.

Dukaz. 7 definic tiid My a M, plyne, ze M C M.
Déle dokézeme, ze DB1(I) C Mjy:

Necht f € DBy(I). Z Véty 10 vime, Ze graf funkce f je souvisly. Necht zy € 1.
Zvolme €, > 0. Definujme mnozinu F nasledovneé:

E:={xel:|f(x)— f(zo)| <e} N (xo,x0+ ).
Nejprve ukazeme, ze mnozina £ ma mohutnost kontinua.

Pro vSechny z € (z9,79+0) bud M, tsecka s poc¢ateénim bodem (zg, f(xq)+¢)
a koncovym bodem (z,f(xo)).
Déale bud N, usecka s pocdtecnim bodem (xg,f(z9) — €) a koncovym bodem

(,f(20)).

Necht P, = M, U N, U {(z0,y) : |y — f(z0)] > €}. P, je sjednocenim dvou
tusecek a dvou polopiimek. Graf G(f) je souvisly, tudiz P, graf protiné. Je jasné,
ze bod pruniku lezi v M, U N,. Toto plati pro vSechna x € (zg,x9 + d). Z to-
hoto plyne, Zze mnozina £ ma mohutnost kontinua. Protoze f je prvni Baierovy
ttidy, je mnozina E typu F, z ¢ehoz plyne, ze E obsahuje neprazdnou perfektni
mnozinu.

Polozme g1 = §; = 1 a zvolme perfektni mnozinu P; tak, ze
01 y
P, C (zo,mo + 5) a |f(x) — f(xo)] <1 pro vSechny = € P,.

Necht d; = min{z — zg : © € P, } a déle pokracujme indukei. Tedy polozme

1
En=—ad, =min{r —xy:2 € P, 1}
n

Mnozina P, je takova, ze
O, 1 L
P, C (zg,x0 + 5) a |f(z) — f(xg)| < — pro kazdé = € P,.
n

Definujme mnozinu @ tak, ze @ := {zo} UlJ,—, P,. Mnozina Q je perfektni, bod
Zo je bodem akumulace mnoziny () zprava a funkce f restringovani na () je spo-
Jlté vV Zp.

Obdobné sestrojime mnozinu R, kde xy bude bodem akumulace zleva a funkce
f restringovana na R bude spojitda v zy. Mnozina P U R tvoii potom perfektni
cestu funkce f v bodé x. Bod z( byl volen libovolné, tudiz plati, ze funkce f ma
perfektni cestu v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

Déle si uvédomme, ze pokud ma funkce f v kazdém bodé svého definiéniho

oboru perfektni cestu, pak uz nutné musi platit, ze pro kazdé a € R jsou mnoziny
{rel:f(x)<a}la{rel: f(x)>a} vetiidée M.

13



My C DB;(I): Tento dukaz muzeme nalézt v [6].
Nyni tedy mame, ze DBy (I) C My C My C DBy(I). Tim je dukaz hotov.
4

Véta 12 (Clarksonova-Denjoyova véta). Necht Iy je otevreny interval, f € A'(1y),
a<faFE={xely:a< f(x)<p}. Pakje E prdazdnd nebo \(E) > 0.

Diikaz. Protoze f € A'(ly) pak mame, ze f € DBy(ly), a tudiz je mnozina E
typu F,. Oznacme F' primitivni funkci k funkci f na intervalu Ij.
Pro spor predpokladejme, ze mnozina E je neprazdnd a zaroven A\(E) = 0.

Zvolme xp, ay a [y takové, ze a < oy < f(xg) < 1 < 5. Definujme
Ei={zecl: ap < f(x)< B }aP =E,.

Protoze f € DB, pak plati, ze E; je oboustranné hustd sama v sobé, jak plyne
z Véty 10, tudiz P; je perfektni z definice.

Necht z; je bod spojitosti funkce f restringované na P,. Protoze E; je husta
v Pj, existuje uzavieny interval I takovy, ze x1 € I, I N P, je perfektni a plati, ze

a < f(x) < B pro véechna z € I N P;.

Protoze I NP, C E, pak A(I N P;) = 0.

Necht [c,d] je nejmensi mozny interval obsahujici I N P; a necht {(c,dy)} je
posloupnost intervalu v [¢,d| doplnkovych k P;. Pro kazdé = z kazdého intervalu
(ck,dy) plati, ze f(x) > 51 nebo ze f(x) < ay. Protoze f ma Darbouxovu vlast-
nost, muze platit pouze jedna z téchto dvou nerovnosti na intervalu (cy,dy).

Necht Z; (respektive Z, ) sestdvd ze vSech intervalu [cg,d| takovych, ze f
na nich spliiuje prvni (respektive druhou) nerovnost. Necht A; (respektive Ay)
oznacuje mnozinu koncovych bodu intervalu z Z; (respektive z Zy).

Pokud f restringovana na (P, N [¢,d]) ma bod spojitosti, nemuze se stat, ze
A1 1 Ay by byly husté v P, N [e,d]. Proto existuje interval I} C [e,d] takovy, ze
mnozina I; N P; je neprazdna a na kazdém intervalu J C I disjunktnim s I1 N P,
plati bud, Zze f < a; nebo f > ;. Bez tijmy na obecnosti predpoklddejme, Ze
plati druha nerovnost, tj. f > 1 na J. Timto jsme dospéli k nésledujici situaci:

o< fle)<Piproze [ NP a

f(LL’)ZﬁlpI'Ol’GII\Pl.

Tudiz mame, ze na intervalu I; je funkce f zdola omezena ¢islem oy a také, ze
f > 1 skoro vsude.

Dosud jsme pracovali s tim, ze f € DB;(ly), nyni vyuzijeme toho, ze f €
A'(Iy). Jestlize plati, ze F' = f a F' > ay na I;, pak F mé na I; konetnou
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variaci. Protoze F' je na I diferencovatelnd, je F' na I; podle Véty 9 i absolutné
spojita. Tudiz plati, ze

y
F(y) — F(x) = / fdX pro kazdé x,y € 1.
7 toho, ze f > 31 skoro vsude na Iy, vyplyva, ze

(F(y) — F(x))/(y — ) > p1 pro vsechna 2,y € ;.

Tedy nerovnost F’ > (1 plati na celém I;. Ale I; obsahuje body z Fi, ¢imz
dochazime ke sporu a dukaz je timto hotov. 0
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Zaver

V prvni ¢asti praci jsme mimo jiné zadefinovali pojmy Darbouxova vlastnost
a funkce prvni Baireovy tiidy. Dokézali jsme, Zze kazda derivace ma Darbouxovu
vlastnost a je prvni Baireovy ttidy. Dale jsme charakterizovali funkce prvni Baire-
ovy tfidy pomoci Darbouxovy vlastnosti a irovitovych mnozin. Ve druhé kapitole
jsme zavedli pojem Zahorského tiid, abychom poté mohli dokazat Clarksonovu-
Denjoyovu vétu pojednéavajici o iroviiovych mnozinach derivace.
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