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Závěr 16

Literatura 17

1



Kapitola 1

Základńı definice a věty

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme v celé této práci předpokládat, že f
je reálná funkce jedné reálné proměnné, tj. f : M → R, kde množina M ⊂ R.
Intervalem budeme rozumět i prázdnou množinu a bod.

1.1 Základńı definice a značeńı

Definice 1. Řekneme, že f má na intervalu I Darbouxovu vlastnost, jestlǐze
f(J) je interval, kdykoliv J ⊂ I je interval.

Definice 2. Funkce f je prvńı Baireovy tř́ıdy na intervalu I, jestlǐze je limitou
posloupnosti spojitých funkćı na intervalu I.

Definice 3. Variaci funkce f : [a,b] → R definujeme předpisem

V b
a (f) = sup{

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|; {xi}ni=0 je děleńı [a,b]}.

Řekneme, že funkce g : I → R má na intervalu I ⊂ R omezenou vari-
aci, jestlǐze existuje K ∈ R takové, že V b

a (g) < K pro každý interval [a,b] ⊂ I.
Množinu všech funkćı s omezenou variaćı na intervalu I znač́ıme BV (I).

Definice 4. Řekneme, že funkce f : [a,b] → R je absolutně spojitá, jestlǐze
pro každé ε ∈ R, ε > 0, existuje δ ∈ R, δ > 0, takové, že pro každou konečnou

posloupnost bod̊u a ≤ a1 ≤ b1 ≤ . . . ≤ an ≤ bn ≤ b splňuj́ıćı
n∑

i=1

|bi − ai| < δ plat́ı

n∑
i=1

|f(bi)−f(ai)| < ε. Množinu všech absolutně spojitých funkćı na intervalu [a,b]

znač́ıme AC([a,b]).

Definice 5. Necht’ M ⊂ R, pak M je typu

1. Gδ, pokud je spočetným pr̊unikem otevřených množin v R,

2. Fσ, pokud je spočetným sjednoceńım uzavřených množin v R.

Definice 6. Necht’ M ⊂ R, pak M je perfektńı, pokud je uzavřená a nemá
žádné izolované body.
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Definice 7. Hustotou měřitelné množiny M ⊂ R v bodě x ∈ R rozumı́me
č́ıslo

d(M,x) = lim
r→0

λ(M ∩B(x,r))

λ(B(x,r))
,

pokud tato limita existuje, přičemž B(x,r) znač́ı uzavřenou kouli se středem x a
o poloměru r a λ znač́ı Lebesgueovu mı́ru na R.

Definice 8. Necht’ x ∈ R, M ⊂ R, pak x je

1. bodem oboustranné akumulace množiny M , jestlǐze pro každé r > 0
maj́ı intervaly (x− r, x) a (x, x+ r) neprázdný pr̊unik s M ,

2. bodem oboustranné kondenzace množiny M , jestlǐze pro každé r > 0
maj́ı intervaly (x− r, x) a (x, x+ r) nespočetný pr̊unik s M ,

3. bodem hustoty množiny M , jestlǐze M je měřitelná a hustota množiny M
je v tomto bodě rovná 1.

Definice 9. Perfektńı cesta funkce f v bodě x ∈ R je perfektńı množina P ⊂ R
taková, že

1. x je bodem oboustranné akumulace množiny P a zároveň

2. f restringovaná na P je spojitá v x.

Definice 10. Oscilaćı funkce f na neprázdném intervalu I ⊂ R budeme ro-
zumět č́ıslo

ωf (I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x).

Definice 11. Oscilaćı funkce f v bodě x ∈ R budeme rozumět č́ıslo

ωf (x) = lim
r→0

ωf ((x− r,x+ r)),

pokud tato limita existuje.

Značeńı 1. Jako DB1(I) budeme značit tř́ıdu takových funkćı, jenž maj́ı na in-
tervalu I ⊂ R Darbouxovu vlastnost a zároveň jsou na něm prvńı Baireovy tř́ıdy.

Značeńı 2. Jako ∆′(I) budeme značit tř́ıdu funkćı, které maj́ı na otevřeném
intervalu I ⊂ R primitivńı funkci.

1.2 Základńı lemmata a věty

Lemma 1 (Darbouxova vlastnost derivace). Necht’ f ∈ ∆′(I). Potom f má na I
Darbouxovu vlastnost.

D̊ukaz. Necht’ J ⊂ I je interval. Vezměme y1, y2 ∈ f(J), y1 > y2 a z ∈ (y1,y2).
Dále nalezněme x1 a x2 takové, že f(x1) = y1 a zároveň f(x2) = y2. Necht’

x1 < x2. (Př́ıpad x1 > x2 lze dokázat analogicky.) Necht’ F je primitivńı funkce
k funkci f na intervalu I. Definujme funkci H následovně:

H(x) = F (x)− zx pro x ∈ [x1,x2].
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Funkce H je spojitá, nebot’ F je spojitá. Existuje tedy bod x∗ ∈ [x1,x2], který
je bodem minima funkce H na [x1,x2]. Dokážeme, že minimum nelež́ı v krajńıch
bodech. Plat́ı, že

H ′(x) = F ′(x)− z = f(x)− z , x ∈ (x1,x2).

Dále poč́ıtejme

H ′
+(x1) = f(x1)− z = y1 − z < 0,

H ′
−(x2) = f(x2)− z = y2 − z > 0.

Z tohoto plyne, že

∃δ1 > 0∀x ∈ P+(x1,δ1) : H(x) < H(x1),

∃δ2 > 0∀x ∈ P+(x2,δ2) : H(x) < H(x2).

Potom tedy x∗ ∈ (x1,x2) a plat́ı, že

H ′(x∗) = f(x∗)− z = 0,

tedy z tohoto plyne, že f(x∗) = z, tedy z ∈ f(J). Tud́ıž f(J) je interval.

k

Věta 2. Necht’ I = (a,b) ⊂ R je otevřený interval, pak plat́ı, že ∆′(I) ⊂ DB1(I).

D̊ukaz. Necht’ f ∈ ∆′(I) a necht’ F je primitivńı funkce k funkci f na intervalu
I. Plat́ı, že F je na intervalu I spojitá. Pro každé x ∈ I plat́ı, že

f(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
n→∞

F (x+ 1
n
)− F (x)
1
n

.

Pokud b = ∞, položme fn =
F (x+ 1

n
−F (x)

1
n

. Pak fn jsou spojité funkce pro

všechna n ∈ N.

Pokud b < ∞ , nalezneme n0 ∈ N takové, že a < b − 2
n0
. Pak pro n ≥ n0

definujme funkce fn následovně:

fn(x) =

⎧⎨⎩
F (x+ 1

n
)−F (x)
1
n

, pro x ∈ (a,b− 2
n
)

F (b− 1
n
)−F (b− 2

n
)

1
n

, pro x ∈ [b− 2
n
,b)

.

Funkce fn jsou spojité pro všechny n ≥ n0. T́ımto je d̊ukaz hotov.
k
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Věta 3 (Cantor̊uv-Baire̊uv princip). Pro každé α < ω1, kde ω1 znač́ı prvńı ne-
spočetný ordinál, mějme uzavřené množiny Fα ⊂ R takové, že α < β implikuje,
že Fα ⊃ Fβ. Pak m̊užeme naj́ıt č́ıslo µ < ω1 takové, že

Fµ = Fα pro µ ≤ α < ω1.

Věta 4. Necht’ M ⊂ R je množina taková, že ji lze zapsat jako

M = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, n ∈ N,

kde množiny Ak jsou typu Fσ pro všechny k ∈ {1, . . . ,n}. Pak existuje rozklad
{Bi}ni=1 množiny M takový, že

M = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn,

kde množiny Bk jsou typu Fσ, zároveň Bk ⊂ Ak a nav́ıc jsou po dvou disjunktńı.

Věta 5. Pro každou neprázdnou množinu F ⊂ R, kterou lze zapsat jako ne-
konečné sjednoceńı množin typu Fσ, tj. F = F1 ∪ F2 ∪ F3 ∪ . . ., existuje interval
(λ,µ) ⊂ R a n takové, že (λ,µ) ∩ F ⊂ Fn.

Věta 6. Necht’ funkce f : [a,b] → R nabývá pouze konečných hodnot c1 < · · · <
cn. Jestlǐze každá z množin {x ∈ [a,b] : f(x) = ck} je typu Fσ, pak je funkce f na
intervalu [a,b] prvńı Baireovy tř́ıdy.

Důkazy Vět 3-6 lze nalézt v [2] na stranách 140-146.

Věta 7. Necht’ f : [a,b] → R. Pak jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

(i) funkce f je prvńı Baireovy tř́ıdy,

(ii) pro každé reálné A jsou množiny {x ∈ [a,b] : f(x) < A} a {x ∈ [a,b] :
f(x) > A} typu Fσ,

(iii) každá neprázdná uzavřená podmnožina P ⊂ [a,b] obsahuje bod x takový, že
restrikce f na P je spojitá v x.

D̊ukaz.
(ii) → (i) : Nejprve předpokládejme, že f je omezená funkce. Tedy existuj́ı

konstanty l,L ∈ R takové, že

l < f(x) < L pro každé x ∈ [a,b].

Rozdělme interval [l,L] na n stejných část́ı. To jest

c0 = l < c1 < c2 < · · · < cn = L,

přičemž ck+1 − ck =
L−l
n

pro každé k ∈ {0,1, . . . ,n− 1}.

Dále označme Ak = {x ∈ [a,b] : ck−1 < f(x) < ck+1} pro k = 1,2, . . . ,n − 1.
Dle předpokladu jsou tyto množiny typu Fσ a plat́ı, že

[a,b] = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An−1.
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Podle Věty 4 existuje rozklad intervalu [a,b] takový, že

[a,b] = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn−1,

kdeBk jsou typu Fσ, po dvou disjunktńı a takové, žeBk ⊂ Ak pro k ∈ {1,2, . . . ,n−
1}.

Necht’ fn je funkce taková, že

fn(x) = ck pro x ∈ Bk, kde k ∈ {1,2, . . . ,n− 1}.

Tedy plat́ı, že l < fn(x) < L pro všechna x ∈ [a,b]. Podle Věty 6 je funkce fn
prvńı Baireovy tř́ıdy.

Zvolme libovolný bod x0 ∈ [a,b]. Potom plat́ı, že

x0 ∈ Bk ⊂ Ak pro nějaké k ∈ {1,2, . . . ,n− 1}.

To znamená, že fn(x0) = ck a plat́ı, že ck−1 < f(x0) < ck+1. Tud́ıž

|fn(x0)− f(x0)| <
L− l

n
.

Pro n → ∞ funkce fn stejnoměrně konverguj́ı k funkci f , tud́ıž podle [3] para-
grafu 24.4. je funkce f prvńı Baireovy tř́ıdy.

Přejděme nyńı k obecnému př́ıpadu. Uvažujme funkci

g(x) = arctg(f(x)).

Funkce g(x) je omezená. Pro −π
2
< A < π

2
plat́ı, že

{x ∈ [a,b] : g(x) > A} = {x ∈ [a,b] : f(x) > tg(A)}.

Jestliže A ≥ π
2
, pak je množina {x ∈ [a,b] : g(x) > A} prázdná. Pokud je ovšem

A < −π
2
, pak plat́ı, že {x ∈ [a,b] : g(x) > A} = [a,b]. Tud́ıž množina {x ∈ [a,b] :

g(x) > A} je typu Fσ pro všechny A. To samé plat́ı i pro {x ∈ [a,b] : g(x) < A}.
Podle již dokázaného plat́ı, že funkce g je prvńı Baireovy tř́ıdy, tedy plat́ı, že

g(x) = limn→∞ gn, kde funkce gn jsou spojité pro všechna n ∈ N a takové, že

−π

2
< gn(x) <

π

2
.

Plat́ı, že
f(x) = lim

n→∞
tg(gn(x)).

Tedy plat́ı, že funkce f je prvńı Baireovy tř́ıdy.

(i) → (iii) : Necht’ P ⊂ [a,b] je neprázdná uzavřená množina. Pokud P
obsahuje alespoň jeden izolovaný bod, pak bude tento bod požadovaným bodem
spojitosti. Proto dále předpokládejme, že P je perfektńı množina.

Necht’ D je uzavřený interval obsažený v [a,b] a předpokládejme, že ve vnitřku
D je obsažený alespoň jeden bod z P . P je perfektńı, tud́ıž ve vnitřku D je ne-
konečně mnoho bod̊u z P .
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Ukážeme, že existuje uzavřený interval d lež́ıćı ve vnitřku D, obsahuj́ıćı body
z P ve svém vnitřku, takový, že oscilace funkce f na P ∩ d je menš́ı než libovolné
předepsané č́ıslo.

Nejprve se přesvědč́ıme o existenci uzavřeného intervalu E ⊂ D takového, že
E ∩P je neprázdná perfektńı množina. Krajńı body intervalu D označme jako a0
a b0. Tedy D = [a0,b0].

Nekonečná množina D ∩ P je uzavřená a žádný z bod̊u, možná kromě a0
nebo b0, neńı izolovaným bodem této množiny. Pokud a0 ani b0 neńı izolovaným
bodem množiny D∩P , definujme množinu E jako E := D. Pak plat́ı, že E∩P je
perfektńı. Pokud a0 je izolovaným bodem množiny D∩P , potom množina D1 :=
(D ∩ P ) \ {a0} je uzavřená. Jediným izolovaným bodem množiny D1 ∩ P může
být b0. Pokud b0 neńı izolovaným bodem množiny D1 ∩ P , definujme množinu E
jako E := D1. Pak plat́ı, že E ∩ P je perfektńı množina. Pokud b0 je izolovaným
bodem množiny D1∩P , definujme množinu E := (D1)\{b0}. Pak plat́ı, že E∩P
je perfektńı množina. Pokud a0 neńı izolovaným bodem množiny D∩P a zároveň
b0 je izolovaným bodem množiny D ∩ P potom množina D2 := (D ∩ P ) \ {b0}
je uzavřená. Definujme množinu E jako E := D2. Pak plat́ı, že E je perfektńı
množina.

Podle předpokladu můžeme funkci f psát jako

f(x) = lim
n→∞

fn(x) pro všechna x ∈ [a,b],

kde fn jsou spojité funkce. Zvolme ε > 0 a definujme množiny An,m následovně:

An,m := {x ∈ E : |fn(x)− fn+m(x)| ≤ ε} m,n ∈ N.

Množiny An,m jsou uzavřené, což plyne ze spojitosti funkćı fk. Dále definujme
množiny Bn následovně:

Bn :=
∞⋂

m=1

An,m.

Rovněž množiny Bn jsou uzavřené a ukážeme, že E =
⋃∞

n=1Bn.
Tedy, jestliže je x0 ∈ E, pak posloupnost {fn(x0)}∞n=1 konverguje, a proto

pro dostatečně velké n a libovolné m máme, že |fn(x0)− fn+m(x0)| < ε, tud́ıž
x0 ∈ Bn. Obrácená inkluze je triviálńı.

Rovnost E =
⋃∞

n=1Bn nám také dává, že

E ∩ P =
∞⋃
n=1

Bn ∩ P.

Podle Věty 5 existuje interval (λ,µ) maj́ıćı s E ∩ P neprázdný pr̊unik a n ∈ N
takové, že

(λ,µ) ∩ E ∩ P ⊂ P ∩Bn.

Necht’ x ∈ (λ,µ) ∩ E ∩ P , poté máme, že

|fn(x)− fn+m(x)| ≤ ε

7



pro libovolné m.

Dı́ky limitńımu přechodu m → ∞ dostáváme, že

|fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Množina E ∩ P je perfektńı a interval (λ,µ) obsahuje nejméně jeden bod z
této množiny. To nám dává, že množina E ∩ P ∩ (λ,µ) je nekonečná.

Necht’ x0 je bod z množiny E ∩ P ∩ (λ,µ), který ale neńı koncovým bodem
intervalu E. Vezměme uzavřený interval d, který obsahuje bod x0 ve svém vnitřku
a je tak malý, že

(i) lež́ı v intervalu (λ,µ),

(ii) lež́ı ve vnitřku intervalu E, tedy ve vnitřku intervalu D,

(iii) oscilace funkce fn na intervalu d je méně než ε.

Necht’ x1 a x2 jsou dva body z množiny P ∩ d. Pak plat́ı, že

|fn(x1)− f(x1)| ≤ ε, |fn(x1)− fn(x2)| ≤ ε, |fn(x2)− f(x2)| ≤ ε.

Což nám dává, že
|f(x1)− f(x2)| ≤ 3ε.

Tedy oscilace funkce f je na množině P ∩ d méně než ε.

T́ımto jsme dokázali, že pro každý uzavřený interval D ⊂ [a,b], obsahuj́ıćı
body z P ve svém vnitřku, existuje jiný uzavřený interval d, lež́ıćı ve vnitřku D,
který také ve svém vnitřku obsahuje body z P a v němž plat́ı, že oscilace funkce
f na P ∩ d je libovolně malá.

Nyńı vezměme uzavřený interval d1 ⊂ [a,b] obsahuj́ıćı ve svém vnitřku body z
P , délky ld1 < 1 a takový, že oscilace funkce f na množině P ∩ d1 je méně než 1.
Dále najdeme uzavřený interval d2, lež́ıćı ve vnitřku d1, obsahuj́ıćı ve svém vnitřku
body z P , maj́ıćı délku ld2 <

1
2
a takový, že oscilace funkce f na množině P ∩d2 je

méně než 1
2
. Dále pokračujeme v procesu, č́ımž vytvoř́ıme posloupnost uzavřených

interval̊u.
d1 ⊃ d2 ⊃ d3 · · · .

Každý z těchto uzavřených interval̊u lež́ı ve vnitřku předchoźıho intervalu, obsa-
huje ve svém vnitřku body z P a oscilace funkce f je na množině P ∩ dn menš́ı
než 1

n
.

Necht’ ξ je bod společný pro všechny intervaly dn. Bod ξ patř́ı do P , protože
P je uzavřená. Nyńı je již snadno vidět, že funkce f restringovaná na P je spojitá
v bodě ξ.

(iii) → (ii) : Necht’ g, h jsou dvě reálná č́ısla, g < h. Definujme množiny G a
H následovně:

G := {x ∈ [a,b] : f(x) > g}, H := {x ∈ [a,b] : f(x) < h}.
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Plat́ı, že [a,b] = G ∪H.
Necht’ P ⊂ [a,b] je neprázdná uzavřená množina. Necht’ x0 je bodem spojitosti

funkce f restringované na P . Je jasné, že muśı platit alespoň jedna z těchto dvou
nerovnost́ı:

f(x0) > g, f(x0) < h.

Necht’ např́ıklad plat́ı, že f(x0) > g. Ze spojitosti funce f v bodě x0 existuje
interval δ, který obsahuje bod x0 a je tak malý, že f(x) > g pro všechny x z
množiny P ∩ δ. Definujme množinu

P ∗ := P \ (P ∩ δ).

P ∗ je uzavřená množina, nebot’ plat́ı, že P ∗ = P ∩ δc. Zde tedy

P \ P ∗ = P ∩ δ ⊂ G.

Kdyby platilo, že f(x0) < h, pak bychom mohli analogicky naj́ıt uzavřenou
množinu P ∗ ⊂ P takovou, že P \ P ∗ ⊂ H.

T́ımto jsme ukázali, že pro každou neprázdnou uzavřenou množinu P , můžeme
naj́ıt uzavřenou podmnožinu P ∗ ⊂ P takovou, že množina P \P ∗ je neprázdná a
je celá obsažená bud’ v G nebo v H.

Označme P0 = [a,b] a najděme uzavřenou množinu P1 ⊂ P0 takovou, že P0\P1

je neprázdná a je celá obsažená bud’ v G nebo v H. Jestliže P1 neńı prázdná, na-
jdeme uzavřenou množinu P2 takovou, že P1 \P2 je neprázdná a je celá obsažená
bud’ v G nebo vH. V tomto procesu pokračujeme dále a nacháźıme bud’ prázdnou
množinu Pn anebo zkonstruujeme posloupnost množin Pn takových, že Pn \Pn+1

je neprázdná pro všechna přirozená č́ısla n a každá z množin Pn \Pn+1 patř́ı bud’

do H nebo do G.

Necht’ plat́ı druhá možnost. Definujme množinu Pω následovně:

Pω :=
∞⋂
n=1

Pn.

V př́ıpadě toho, že ani Pω neńı prázdná pokračujeme dále v konstrukci množin
Pω+1, Pω+2, · · · .

Necht’ α < ω1 je transfinitńı ordinál a předpokládejme, že všechny množiny Pβ

pro β < α byly již zkonstruovány a jsou neprázdné. Jestliže je α izolovaný ordinál,
je Pα uzavřená podmnožina množiny Pα−1 taková, že Pα−1 \ Pα je neprázdná a
celá obsažená v H nebo G. Jestliže je ale α limitńı ordinál, definujme množinu
Pα jako

Pα :=
⋂
β<α

Pβ.

Předpokládejme tedy, že všechny množiny Pα pro α < ω1 jsou neprázdné. Podle
Cantorova-Baireova principu můžeme naj́ıt takové µ, že

Pµ = Pµ+1,
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a zároveň takové, že neprázdnost Pµ implikuje neprázdnost Pµ\Pµ+1. Tento proces
definováńı množin Pα nemůžeme provést pro všechny limitńı ordinály. Tedy nutně
existuje λ < ω1 takové, že

Pα ̸= ∅ pro α < λ a Pλ = ∅.

V tomto př́ıpadě můžeme počátečńı interval P0 = [a,b] zapsat ve tvaru

[a,b] =
⋃
α<λ

(Pα \ Pα+1).

Tedy, pokud je x ∈ [a,b], pak můžeme naj́ıt takové α < λ, že x /∈ Pα. Necht’

β je prvńı takové č́ıslo. Je jasné, že β je izolovaný ordinál, kdyby β byl limitńı
ordinál, pak by x, které je ve všech Pα pro všechna α < β, bylo i v pr̊uniku Pβ.
To znamená, že x ∈ (Pβ−1 \ Pβ) a že plat́ı

[a,b] ⊂
⋃
α<λ

(Pα \ Pα+1).

Opačná inkluze je triviálńı.

Každá z množin Pα \ Pα+1 je bud’ v množině H nebo v množině G. Označme
jako T množinu všech α < λ takových, že

Pα \ Pα+1 ⊂ G.

Necht’ U := Wλ \ T . Kde Wλ je množina všech ordinálu menš́ıch než λ.
Je jasné, že U ∩ T = ∅ a že

[a,b] =
⋃
α∈T

(Pα \ Pα+1) ∪
⋃
α∈U

(Pα \ Pα+1).

Každá z množin Pα \ Pα+1 je typu Fσ, jejich sjednoceńı

A =
⋃
α∈T

(Pα \ Pα+1), B =
⋃
α∈U

(Pα \ Pα+1)

jsou také typu Fσ, protože množiny T , U jsou spočetné. Poznamenejme, že A ⊂ G
a B ⊂ H a že A a B jsou disjunktńı (protože množiny Pρ \Pρ+1 a Pθ \Pθ+1 maj́ı
prázdný pr̊unik pro ρ ̸= θ ).

Tedy máme, že pro každé dvě reálná č́ısla g, h, g < h, můžeme nalézt rozklad
intervalu [a,b] na dvě disjunktńı množiny typu Fσ, to jest, [a,b] = A ∪B, kde

A ⊂ {x ∈ [a,b] : f(x) > g} a B ⊂ {x ∈ [a,b] : f(x) < h}.

Zafixujme nyńı g a h a uvažujme posloupnost reálných č́ısel {hi}∞i=1 takovou,
že

h1 > h2 > h3 > · · · , limhn = g.

Pro každé n ∈ N nyńı máme, že [a,b] = An ∪Bn, kde An a Bn jsou množiny typu
Fσ a plat́ı, že

An ⊂ {x ∈ [a,b] : f(x) > g}, Bn ⊂ {x ∈ [a,b] : f(x) < hn}.
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Definujme množiny R a S následovně:

R :=
∞⋃
n=1

An, S :=
∞⋂
n=1

Bn.

Plat́ı, že R ∩ S = ∅ a že [a,b] = R ∪ S. Množina R je typu Fσ. Ukážeme, že
{x ∈ [a,b] : f(x) > g} = R.

Plat́ı, že jestliže je f(x0) > g, pak pro dostatečně velké n ∈ N máme, že
f(x0) > hn, a tedy x0 /∈ Bn. To znamená, že x0 /∈ S, a tedy x0 ∈ R.

Z tohoto plyne, že {x ∈ [a,b] : f(x) > g} ⊂ R. Opačná inkluze je zřejmá.
Tedy {x ∈ [a,b] : f(x) > g} je typu Fσ.

Obdobný d̊ukaz můžeme provést i pro {x ∈ [a,b] : f(x) < h}.
k

Věta 8. Necht’ je funkce f diferencovatelná na intervalu [a,b] ⊂ R a f ∈ BV ([a,b]),
pak plat́ı, že f ∈ AC([a,b]).

D̊ukaz. Pokud má funkce f konečnou variaci na [a,b], pak ji lze zapsat ve tvaru
f = g − h, kde g, h jsou neklesaj́ıćı funkce. Z [5][Věta 22.7] v́ıme, že g′, h′ ∈
L1([a,b]). Plat́ı, že f ′ = g′ − h′ skoro všude. Z tohoto plyne, že i f ′ ∈ L1([a,b]).
Tud́ıž máme, že

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(y)dy (a ≤ x ≤ b).

Podle známé charakterizace [4][Věta 7.18] dostáváme, že f ∈ AC([a,b]). T́ım je
d̊ukaz hotov.

k
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Kapitola 2

Zahorského tř́ıdy

Definice 12. Necht’ E ⊂ R je neprázdná množina typu Fσ. Řekneme, že E je
tř́ıdy

• M0, jestlǐze každý bod z E je bodem oboustranné akumulace množiny E,

• M1, jestlǐze každý bod z E je bodem oboustranné kondenzace množiny E,

• M2, pokud každé jednostranné prstencové okoĺı každého bodu x z E má s E
pr̊unik kladné mı́ry,

• M3, jestlǐze pro každé x z E a pro každou posloupnost uzavřených interval̊u
takovou, že {Ik} konverguje k x, λ(In ∩ E) = 0 a x /∈ In pro každé n ∈ N,
plat́ı, že lim

n→∞
λ(In)/dist(x, In) = 0,

• M4, jestlǐze existuje posloupnost uzavřených množin {Kn} a posloupnost

kladných č́ısel {µn} tak, že E =
∞⋃
n=1

Kn a že pro každé x ∈ Kn a každé

c > 0 existuje č́ıslo ϵ(x, c) > 0 takové, že pro jakékoliv h a h1 splňuj́ıćı
nerovnosti hh1 > 0, h/h1 < c, |h+ h1| < ϵ(x, c) plat́ı

λ(E ∩ (x+ h, x+ h+ h1))

|h1|
> µn,

• M5, jestlǐze každý bod z E je bodem hustoty množiny E.

Poznámka. Prázdnou množinu řad́ıme do všech tř́ıd.

Definice 13. Necht’ f : I → R, k ∈ {0,1, . . . ,5}. Řekneme, že f je tř́ıdy Mk,
pokud každá úrovňová množina funkce f patř́ı do tř́ıdy Mk.
Úrovňovou množinou funkce f rozumı́me množinu ve tvaru {x ∈ I : f(x) < α}
nebo {x ∈ I : f(x) > α}, kde α ∈ R.

Věta 9. Plat́ı, že M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ M4 ⊃ M5.

Důkaz Věty 9 lze nalézt v [6].

Věta 10. Necht’ I ⊂ R je uzavřený interval a necht’ f ∈ DB1. Pak plat́ı, že graf
funkce f je souvislý.

Důkaz Věty 10 lze nalézt v [1] na straně 10.
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Věta 11. Necht’ I je uzavřený interval, pak plat́ı, že DB1(I) = M0 = M1.

D̊ukaz. Z definic tř́ıd M0 a M1 plyne, že M1 ⊂ M0.
Dále dokážeme, že DB1(I) ⊂ M1:

Necht’ f ∈ DB1(I). Z Věty 10 v́ıme, že graf funkce f je souvislý. Necht’ x0 ∈ I.
Zvolme ε, δ > 0. Definujme množinu E následovně:

E := {x ∈ I : |f(x)− f(x0)| < ε} ∩ (x0,x0 + δ).

Nejprve ukážeme, že množina E má mohutnost kontinua.

Pro všechny x ∈ (x0,x0+δ) bud’ Mx úsečka s počátečńım bodem (x0,f(x0)+ε)
a koncovým bodem (x,f(x0)).
Dále bud’ Nx úsečka s počátečńım bodem (x0,f(x0) − ε) a koncovým bodem
(x,f(x0)).

Necht’ Px = Mx ∪ Nx ∪ {(x0,y) : |y − f(x0)| ≥ ε}. Px je sjednoceńım dvou
úseček a dvou polopř́ımek. Graf G(f) je souvislý, tud́ıž Px graf prot́ıná. Je jasné,
že bod pr̊uniku lež́ı v Mx ∪ Nx. Toto plat́ı pro všechna x ∈ (x0,x0 + δ). Z to-
hoto plyne, že množina E má mohutnost kontinua. Protože f je prvńı Baierovy
tř́ıdy, je množina E typu Fσ z čehož plyne, že E obsahuje neprázdnou perfektńı
množinu.

Položme ε1 = δ1 = 1 a zvolme perfektńı množinu P1 tak, že

P1 ⊂ (x0,x0 +
δ1
2
) a |f(x)− f(x0)| < 1 pro všechny x ∈ P1.

Necht’ δ2 = min{x− x0 : x ∈ P1} a dále pokračujme indukćı. Tedy položme

εn =
1

n
a δn = min{x− x0 : x ∈ Pn−1}.

Množina Pn je taková, že

Pn ⊂ (x0,x0 +
δn
2
) a |f(x)− f(x0)| <

1

n
pro každé x ∈ Pn.

Definujme množinu Q tak, že Q := {x0} ∪
⋃∞

n=1 Pn. Množina Q je perfektńı, bod
x0 je bodem akumulace množiny Q zprava a funkce f restringovańı na Q je spo-
jitá v x0.

Obdobně sestroj́ıme množinu R, kde x0 bude bodem akumulace zleva a funkce
f restringovaná na R bude spojitá v x0. Množina P ∪ R tvoř́ı potom perfektńı
cestu funkce f v bodě x. Bod x0 byl volen libovolně, tud́ıž plat́ı, že funkce f má
perfektńı cestu v každém bodě svého definičńıho oboru.

Dále si uvědomme, že pokud má funkce f v každém bodě svého definičńıho
oboru perfektńı cestu, pak už nutně muśı platit, že pro každé a ∈ R jsou množiny
{x ∈ I : f(x) < a} a {x ∈ I : f(x) > a} ve tř́ıdě M1.
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M0 ⊂ DB1(I): Tento d̊ukaz můžeme nalézt v [6].
Nyńı tedy máme, že DB1(I) ⊂ M1 ⊂ M0 ⊂ DB1(I). T́ım je d̊ukaz hotov.

k

Věta 12 (Clarksonova-Denjoyova věta). Necht’ I0 je otevřený interval, f ∈ ∆′(I0),
α < β a E = {x ∈ I0 : α < f(x) < β}. Pak je E prázdná nebo λ(E) > 0.

D̊ukaz. Protože f ∈ ∆′(I0) pak máme, že f ∈ DB1(I0), a tud́ıž je množina E
typu Fσ. Označme F primitivńı funkci k funkci f na intervalu I0.
Pro spor předpokládejme, že množina E je neprázdná a zároveň λ(E) = 0.

Zvolme x0, α1 a β1 takové, že α < α1 < f(x0) < β1 < β. Definujme

E1 = {x ∈ I0 : α1 < f(x) < β1 } a P1 = E1.

Protože f ∈ DB1, pak plat́ı, že E1 je oboustranně hustá sama v sobě, jak plyne
z Věty 10, tud́ıž P1 je perfektńı z definice.

Necht’ x1 je bod spojitosti funkce f restringované na P1. Protože E1 je hustá
v P1, existuje uzavřený interval I takový, že x1 ∈ I, I ∩P1 je perfektńı a plat́ı, že

α < f(x) < β pro všechna x ∈ I ∩ P1.

Protože I ∩ P1 ⊂ E, pak λ(I ∩ P1) = 0.

Necht’ [c,d] je nejmenš́ı možný interval obsahuj́ıćı I ∩ P1 a necht’ {(ck,dk)} je
posloupnost interval̊u v [c,d] doplňkových k P1. Pro každé x z každého intervalu
(ck,dk) plat́ı, že f(x) ≥ β1 nebo že f(x) ≤ α1. Protože f má Darbouxovu vlast-
nost, může platit pouze jedna z těchto dvou nerovnost́ı na intervalu (ck,dk).

Necht’ I1 (respektive I2 ) sestává ze všech interval̊u [ck,dk] takových, že f
na nich splňuje prvńı (respektive druhou) nerovnost. Necht’ A1 (respektive A2)
označuje množinu koncových bod̊u interval̊u z I1 (respektive z I2).

Pokud f restringovaná na (P1 ∩ [c,d]) má bod spojitosti, nemůže se stát, že
A1 i A2 by byly husté v P1 ∩ [c,d]. Proto existuje interval I1 ⊂ [c,d] takový, že
množina I1∩P1 je neprázdná a na každém intervalu J ⊂ I1 disjunktńım s I1∩P1

plat́ı bud’, že f ≤ α1 nebo f ≥ β1. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že
plat́ı druhá nerovnost, tj. f ≥ β1 na J . T́ımto jsme dospěli k následuj́ıćı situaci:

α1 ≤ f(x) ≤ β1 pro x ∈ I1 ∩ P1 a

f(x) ≥ β1 pro x ∈ I1 \ P1.

Tud́ıž máme, že na intervalu I1 je funkce f zdola omezena č́ıslem α1 a také, že
f ≥ β1 skoro všude.

Dosud jsme pracovali s t́ım, že f ∈ DB1(I0), nyńı využijeme toho, že f ∈
∆′(I0). Jestliže plat́ı, že F ′ = f a F ′ ≥ α1 na I1, pak F má na I1 konečnou
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variaci. Protože F je na I1 diferencovatelná, je F na I1 podle Věty 9 i absolutně
spojitá. Tud́ıž plat́ı, že

F (y)− F (x) =

∫ y

x

fdλ pro každé x, y ∈ I1.

Z toho, že f ≥ β1 skoro všude na I1, vyplývá, že

(F (y)− F (x))/(y − x) ≥ β1 pro všechna x, y ∈ I1.

Tedy nerovnost F ′ ≥ β1 plat́ı na celém I1. Ale I1 obsahuje body z E1, č́ımž
docháźıme ke sporu a d̊ukaz je t́ımto hotov.

k
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Závěr

V prvńı části práci jsme mimo jiné zadefinovali pojmy Darbouxova vlastnost
a funkce prvńı Baireovy tř́ıdy. Dokázali jsme, že každá derivace má Darbouxovu
vlastnost a je prvńı Baireovy tř́ıdy. Dále jsme charakterizovali funkce prvńı Baire-
ovy tř́ıdy pomoćı Darbouxovy vlastnosti a úrovňových množin. Ve druhé kapitole
jsme zavedli pojem Zahorského tř́ıd, abychom poté mohli dokázat Clarksonovu-
Denjoyovu větu pojednávaj́ıćı o úrovňových množinách derivace.
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