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Abstrakt: Prace je zaméfena na pouziti matic s nizkou hodnosti v numerické
matematice. Nejprve uvadime metodu sdruzenych gradient a jeji predpodmi-
néni, které pak vyuzivame v dalsich castech. Nasledné popisujeme Ctyri rtzné
zpusoby aproximace pomoci matic nizké hodnosti. Uvadime zde klasickou apro-
ximaci pomoci singularniho rozkladu. Déale na modelovém prikladu popisujeme
hierarchické matice, které jsou tizce propojené s aplikacemi ve fyzice a technice.
Nésledné se v kapitole o algebraickych pristupech vénujeme pseudo-skeletnimu
rozkladu. Uvedeme a dokdzeme vétu o odhadu chyby tohoto rozkladu a zmi-
nime také algoritmus Maxvol, pomoci kterého je mozné pseudo-skeletni rozklad
spocitat pro tizké matice. Dalsi ¢ast vénujeme pravdépodobnostnim pristuptim
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experimentl zamérenych na predpodminéni pomoci algoritmu Maxvol.
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Abstract: This thesis is focused on using low rank matrices in numerical mathe-
matics. We introduce conjugate gradient method and its preconditioning which
we use in other chapters. Then we describe four different approaches to appro-
ximation using low rank matrices. First we discuss classical approximation using
singular value decomposition. Next, using a model problem, we describe hierar-
chical matrices, which are connected with applications in physics and technique.
Then pseudo-skeleton decomposition is introduced. We formulate and prove a
theorem about error estimate of this decomposition. We also mention algorithm
Maxvol which can compute pseudo-skeletal decomposition of tall matrices. Next
chapter is dedicated to probabilistic algorithms and to least-squares solver Blen-
denpik. In conclusions we show results of experiments focused on preconditioning
using algorithm Maxvol.
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Uvod

Popisovani fyzikalnich jevt v prirodnich védach vede velmi casto na problém
feSeni integralnich nebo parcialnich diferencialnich rovnic. Vétsinou neni mozné
najit feseni analyticky, je proto tfeba pouzivat numerické metody. Mezi nékteré
z nich patii napriklad metoda konecnych diferenci ¢i metoda konecénych prvki.
Tyto metody prevadéji pivodni problém na feSeni soustavy linedrnich rovnic,
kterou je tfeba vyftesit pomoci pocitace. Matice téchto soustav mohou dosahovat
velkych rozmért a je tedy tfeba optimalizovat vyuziti paméti a ¢asovou narocnost
vypoctu. Hlavnim nastrojem pro feseni tohoto problému je ale ndvrh a analyza
novych algoritm.

Zékladni numerické metody pro obecnou matici, jako jsou Gaussova eliminace
nebo QR rozklad, maji kubickou slozitost a jejich pouziti tedy neni moc praktické
pro matice velkych rozmért. Je treba pouzivat metody sofistikovanéjsi. Jednou
z moznosti, jak zmensit casové a pamétové naroky metody, je vénovat pozornost
struktute problému. Ta se na soustavé rovnic muze projevit napiiklad ridkosti
matice.

Je tieba rozlisovat dva typy ridkosti. Prvni z nich je strukturalni ridkost. Ma-
tice A je strukturalné fidka, pokud je pocet jejich nenulovych prvka podstatné
mensi nez jeji celkovy pocet prvki. Matice tohoto typu je vyhodné reprezento-
vat v jiném formatu nez matice obecné. Jednou z moznosti je napriklad ukladat
pouze hodnoty nenulovych prvki a jejich souradnice. Pokud ma matice dosta-
tecéné nizky pocet nenulovych prvki, velmi se snizuji paméfové naroky. Nasobeni
matici je také podstatné rychlejsi, nez v obecném pripadé. To vede k alternativni
definici strukturalni fidkosti. Matice A je strukturalné ridkéa, pokud je vyhodné
ji reprezentovat v ridkém formatu. Vice o reprezentaci v ridkém formatu lze najit
napiiklad v [12].

Druhym typem ridkosti je fidkost datova. Matice tohoto typu se vyznacuji tim,
ze jejich bloky nebo i celou matici 1ze velmi dobre aproximovat pomoci matic nizké
hodnosti. Tento pristup také velmi snizuje pamétové naroky. Misto celého bloku
matice je treba ulozit pouze dvé matice nizké hodnosti, jejichz soucin jej dobte
aproximuje. I v tomto pripadé dochézi nejenom ke snizeni narok pameéfovych,
ale i ¢asovych.

V této praci se budeme vénovat hlavné datové tidkosti a zptisobiim, jak ma-
tici aproximovat pomoci matic nizké hodnosti. Kapitoly 2-5 se vénuji rtiznym
pristuptim k této problematice. Prvni z téchto ¢asti vénujeme klasické aproxi-
maci pomoci singularniho rozkladu. Pak néasleduje ¢ast o hierarchickych maticich,
které jsou vhodné napiiklad pro TeSeni integralnich rovnic. Ve ¢tvrté kapitole se
budeme vénovat pseudo-skeletnimu rozkladu, ktery je zakladem pro nase experi-
menty. Posledni ze zde zminénych pristupt je zalozen na pravdépodobnosti. To
je vhodné napriklad pro aproximaci oboru hodnot matice. Kapitolu 1 jsme vé-
novali zejména metodé sdruzenych gradientii, ktera je dilezitou soucasti nasich
experimentu.



1. Iteracni metody

Dilezitou skupinou metod pouzivanych v numerické matematice jsou iteracni
metody. Jejich spoleénym rysem je pocitani priblizného teseni z; v zavislosti na
predchozich iteracich, dokud neni splnéno jejich zastavovaci kritérium. Klasické
itera¢ni metody pro feSeni soustav linedrnich rovnic jsou zaloZeny na Stépeni
matice soustavy a patfi mezi né napriklad Jacobiho metoda a Gauss-Seidelova
metoda. Dalsi rozsahlou skupinou itera¢nich metod jsou Krylovovské metody. Do
této skupiny patii napriklad sdruzené gradienty, které pouzijeme v experimentech.

1.1 Sdruzené gradienty
Metoda sdruzenych gradientii se pouziva pro feseni soustav linearnich rovnic
Az =10 (1.1)

s realnou symetrickou pozitivné definitni matici A a patii mezi Krylovovské ite-
rac¢ni metody. Jednou z jejich vyhod je, Ze nema veliké paméfové naroky. V paméti
pocitace je pri vypoctu potreba udrzovat pouze Ctyri vektory. V kazdé iteraci je
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gradienty ani vypocetné narocné.
Sdruzené gradienty odvodime pomoci minimalizace kvadratického funkcionalu
jako v [5]. Uvazujme funkcional

F(x) = ;QZTASC —z7b. (1.2)

7 postacujici podminky pro extrém pak ziskame
0=VZF(z)=Az —b.

Z této tvahy plyne, Ze Teseni soustavy (1.1)) je ekvivalentni minimalizaci funkcio-
nalu ([1.2). Uvazime-li aproximaci feSeni z, muzeme F(xy) vyuzitim (1.1) napsat
ve tvaru

1 1
Fla) = ¢l — il — 2l
kde || - || 4 je tzv. A-norma definované predpisem
oI = 7 Az,

Oznac¢me rezidua r, = Axp — b. Posloupnost feseni x je konstruovana podle
predpisu
Ty = Tp_1+ Ve-1Pre-1, k=12,...,
kde
Pk =Tk + OxPr—1
je smérovy vektor. Skalar ,_; je mozné dopocitat z podminky minimalizace

A-normy chyby v kazdé iteraci. Hodnota d; plyne z podminky A-ortogonality
vektort pg. Cely algoritmus pak vypada nasledovné.



Algoritmus 1: Metoda sdruzenych gradientii

Input: A, b,

ro := b — Axg
DPo ‘= To
for k=1,2,... do
T
o Te—aTk-1
Te—1 - Pr_ Apk—1

Tp = Tp—1 + Ve—1Pk—1
Tk = Tk—1 — %—114]%—1

T
Op 1= kit
K Tho1Tk—1
Dk = Tk + OkDr—1
end

1.2 Predpodminéni

Pro sdruzené gradienty je mozné odhadnout relativni chybu pomoci

k
I|e®]| 4 <5 k(A)—1
He©@lla = \\/e(A) +1)
kde k(A) je ¢islo podminénosti matice A. I kdyz je zavislost rychlosti konvergence
sdruzené gradienty jsou silné nelinearni metodou, odhad napovidé, Zze malé ¢islo
podminénosti matice mize byt uzitecné. To nas vede k moznosti fesit misto pi-
vodni rovnice rovnici predpodminénou.

Uvazujme reguldrni matici M. Vynasobime-li soustavu Ax = b matici M~
zleva, ziskame soustavu

M ‘Az = M~ 'b, (1.3)

kterda ma stejné reseni jako soustava puvodni. Pokud zvolime M tak, aby M ~ A,
bude platit M'A ~ I a tedy i k(M ~*A) ~ 1. To pro soustavu (1.3 muze
vést k rychlé konvergenci sdruzenych gradientii. Tento postup se nazyva levé
predpodminéni.

Dalsi moznosti je pravé predpodminéni, které spociva feseni soustav

AM ™'y =b, Mz =y. (1.4)

Z podobnych divodu jako vyse pak konverguje metoda sdruzenych gradient pro
prvni ze soustav v (|1.4)).

Je také mozné pouzit levé i pravé predpodminéni zaroven. Najdeme-li vhodné
matice M; a M,, aby M; M, ~ A, pak plati M;*AM;' ~ I a pfedpodminéna
soustava ma tvar

M{YAMy 'y = M, Myx = y.

Zabyvejme se nyni levym predpodminénim, které je vhodné pro metodu sdru-
zenych gradientli. Zde je tfeba dodat, ze pro metodu sdruzenych gradienti je
potieba, aby matice soustavy byla symetricka a pozitivné definitni, coz v pripadé
(1.3) nemusi viibec platit. Formalné by bylo tedy tfeba matici M na soustavu
aplikovat takto ) ) ) )

M 2AM 2y =M"2b, M2x=y.
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Pocitat M3 je vsak vypocetné narocné a rezidua, kterd ziskame z takto pred-
podminéné metody sdruzenych gradientii, se nebudou rovnat b — Axy. Z téchto
divodu se pouziva predpodminéni ve tvaru , coz odpovida zméné skalarniho
soucinu v metodé.

Zbyva vytesit volbu matice predpodminéni. Nejrychlejsi konvergence sdruze-
nych gradientu by bylo dosazeno pro M = A. To by ale bylo ve vysledku stejné
vypocetné narocné jako teseni ptivodni soustavy Az = b. Je tedy potieba na-
jit matici M, jejiz vypocet nebude prilis naroc¢ny. Vypocetné nejjednodussim by
bylo zvolit M = I. Toto predpodminéni by ale nijak nepomohlo urychlit kon-
vergenci. Je tedy tfeba volit M nékde mezi témito extrémy. Napriklad v pripadé
diagonalné dominantni matice A je moznosti volby M diagonalni matice tvo-
rena diagonalnimi prvky matice A. Takové predpodminéni se nazyva Jakobiho.
Jednim z nejpouzivanéjsich oboustrannych predpodminéni je netiplny Choleského
rozklad. Nésledujici algoritmus pro jeho vypocet je z [5].

Algoritmus 2: Netuplny Choleského rozklad
Input: A
C = tril(A)
for k=1,...,n do
Ck = m
for i=k+1,...,n do
if ¢;x # 0 then

Cik
Ch,k

Cik ‘=

end

for j=k+1,...,i do
if Cij 7é 0 then

Cij = Cij — Ci,kCik

end

end

end
end

V této praci budeme pouzivat predpodminénou metodu sdruzenych gradienti
a netplny Choleského rozklad v kapitole [6] vénované experimenttm.



2. Klasicka aproximace

Jednim ze zakladnich nastroji, které je mozno pouzit pro tucely aproximace, je
singularni rozklad. Ten spociva v rozlozeni obecné komplexni obdélnikové matice
na soucin dvou unitarnich matic a jedné obdélnikové diagonalni matice. Ze sin-
gularniho rozkladu matice je mozné vycist napriklad hodnost matice, jeji normu
nebo bazi jadra, ¢i oboru hodnot. Vypocet tohoto rozkladu je ale obvykle ¢asové
narocny.

2.1 Odvozeni singularniho rozkladu

Toto odvozeni singuldrniho rozkladu vychazi z [5] a ¢astecné také z [2], [6]. Du-
lezitou roli pii odvozeni spektralniho rozkladu matice A hraji spektralni rozklady
matic A*A a AA*.

Uvazujme obecnou obdélnikovou matici A € C™"*™. Matice A*A a AA* jsou
pak c¢tvercové hermitovské pozitivné semidefinitni matice. Podle spektralni véty
pro hermitovské pozitivné definitni matice z [2] je lze napsat jako soucin matic
UDU*, kde U je matice unitarni a D je matice diag(\, ..., \x), A; > 0 pro kazdé
i € {1,...,k}. Zaroven také plati, ze i-ty sloupec matice U je vlastni vektor
prislusny vlastnimu ¢islu ;. Tento rozklad se nazyva spektralni.

Pouzijeme-li tedy spektralni rozklad na matici A*A, pak s vyuzitim definice
vlastniho ¢isla dostaneme vztah

A*Avj :)\j’l)j, j = 1,...,m, (21)

kde A; jsou vlastni ¢isla A*A a v; jsou k nim prislusné vlastni vektory. Pfedpo-
kladejme, ze

M>2X>2XN>0, ANyg=---=X\,=0. (2.2)
Oznacime-li V' = (vq,...,v,), pak plati

A"A=VDV* D =diag(A,... . \,0,...,0).
Nésledujici lemma popisuje vztah mezi v; a vlastnimi vektory matice AA*.

Lemma 1. UvazZujme spektralni rozklad matice A*A se znacenim zavedenym v

a . Potom jsou vektory
UjEAUj/\/)Tj, jzl,...,T’,

ortonormadlni vlastni vektory matice AA* a plati
AA*U]‘:AJ‘U]‘, jzl,...,’l”.

Ditkaz tohoto lemmatu je zaloZen na vyndsobeni vztahu (2.1]) matici A zleva.
Z definice vlastniho ¢isla pak plyne, ze Av; je vlastni vektor AA* prislusny vlast-

nimu ¢islu A;. Norma Av; je rovna 4/, coz ditkaz dokoncuje. Jeho celé znéni je
obsazeno v [5].



Z lemmatu [1] plyne, ze
Avp =\, j=1,...m (2.3)
Oznacime-li U = (uq, ..., u,), pak plati
AA* = UDU*, D = diag(h,...,\,0,...,0).

Definice 1. Bud A € C™*™. Odmocniny z nenulovych vlastnich cisel matice A*A
se nazyvaji singuldrni c¢isla matice A,

aj:\//\j j=1...,r, r=rank(A).
Vztah lze tedy napsat ve tvaru
Avj =oju;, j=1,...,7
Po zapséani do maticového tvaru dostavame pozadovany rozklad.

Véta 2. Pro kaZdou matici A € C™™ hodnosti v existuji unitdrni matice U €
C™™ q Ve C™™ q kladnd cisla o1 > 09 > ... > 0, > 0 tak, Ze plati

A=UxV*,

5o (Eo 8) €TV, %, = diag(oy,...,0,) € T

Singularni rozklad je také mozné zapsat pomoci dyadického rozvoje
A= Z O'jUj’U;. (24)
j=1

Dalsim moznym zptisobem zapisu je tak zvany ekonomicky singularni rozklad
A=U% V" 3N.=dag(oy,...,0.), U.=(ui,...,u.), Vp,=(v1,...,0.).

Ten je vyhodny, protoze v aplikacich neni potfeba ukladat nadbytecéné ¢asti uni-
tarnich matic U a V.

2.2 Vyuziti singularniho rozkladu k aproximaci

Budeme se nyni zabyvat otazkou, jak k matici A hodnosti r najit aproximaci
hodnosti nejvyse k < r. Nejprve je tfeba definovat normu na prostoru matic.

Definice 2. Funkciondl || - || : C"*™ — R definovany predpisem

|A]] = max |[Az|l,, AeC™™

|||2=1

nazveme spektrdalni normou.



Jako aproximaci matice A hleddme tedy matici By tak, aby platilo

rank(By) <k, ||A— Bi|| = Xmin [|A — X]||. (2.5)

e@nXm

rank(X)=k

Nyni pouzijeme dyadicky rozvoj matice A. Kazdy z jeho sc¢itanci je souc¢inem
skalaru o; a dvou jednotkovych vektorti. V normé je tedy kazdy z nich roven o;.
Matice U a V' jsou unitarni, plati tedy w; Lu; a v; Lvj, ¢ # j. Je tedy ziejmé,
ze pocet sc¢itancti urcuje hodnost vysledné matice. Proto mizeme pro hledanou
matici By, pouzit nejvyse k ¢lenti. Nasim cilem je minimalizovat chybu aproximace.
Zvolime tedy

k
*
Bk = Z UjUj’Uj,
J=1

protoze o; jsou sefazena podle velikosti. Kvalitu této aproximace potvrzuje nésle-
dujici véta z [5].

Véta 3. (Eckart, Young, Mirsky) Nechl je dina matice A € C™*™ hodnosti r a
necht k je prirozené cislo, k < r. UvaZujme singuldrni rozklad matice A zapsaniyj
pomoci dyadického rozvoje . Potom je matice

k
AW =3 ojuu;
j=1

nejlepsi aproximaci matice A hodnosti k ve smyslu a plati

min_ |4 — X|| = |4 — AD[| = oy,
Xegrxm
rank(X)=k

2.3 Vypocet singularniho rozkladu

Pocitani singularniho rozkladu souvisi s hledanim vlastnich ¢isel matic A*A
a AA*. Vlastni ¢isla matice je mozné spocitat jako kotfeny jejiho charakteristic-
kého polynomu. Pro polynomy stupné 5 a vyssiho bohuzel neexistuje zpusob, jak
obecné najit presné koreny. Pro matice vétsich rozmeéri je tedy potieba vyuzit
numerickych metod pro aproximaci vlastnich ¢isel. To samé plati i pro singularni
rozklad. Na jeho vypocet se pouzivd Golub-Kahanova iterac¢ni bidiagonalizace.
Tato itera¢ni metoda je vsak velmi ¢asové narocna. V pripadé ¢tvercové matice
A € C™™ je pro vypocet singularnich ¢isel potieba vice nez §n3 operaci a pro
vypocet celého singularniho rozkladu je potteba dokonce vice nez %n?’ operaci.
Aproximace pomoci singularniho rozkladu tedy neni vhodnda pro matice velkych
rozmert.



3. Aproximace motivovana
aplikacemi

Mnoho numerickych metod pro feseni parcialnich diferencidlnich nebo inte-
gralnich rovnic prevadi puvodni problém na soustavu linearnich rovnic. Jsou to
naptiklad metoda konecnych prvka a metoda hrani¢nich prvkia. Struktura pi-
vodniho problému se zde projevi na matici soustavy. Diky tomu je vhodné zavést
a studovat tzv. H-matice, které pravé strukturu problému vyuzivaji.

3.1 Modelovy priklad

Pro ilustraci postupu feseni zde uvedeme konkrétni priklad problému. Budeme
postupovat obdobnym zptsobem jako v [4].
Uvazujme integralni rovnici

1
| Yogle —ylU(dy = F). @€ 0.1 (3.1)
kde F':[0,1] — R je vhodnd pravé strana a hleddme feseni U : [0,1] — R.

3.1.1 Prevedeni na soustavu linearnich rovnic

Pro diskretizaci rovnice pouzijeme Galerkinovu metodu. Ta spoc¢iva v projekci

rovnice na n-dimenzionalni prostor funkei V,, s bazi {¢o, ..., pn_1}. Obé strany
rovnosti (3.1) vyndsobime ¢;(z) a zintegrujeme pres interval (0,1) pro kazdou
bazovou funkci p;,7 =1,...,n — 1. Tim ziskdme rovnost
11 1
| [ eiaiogle = lUldyde = [ gi@)F@ydz, 0<i<n,  (32)
0 Jo 0

Mizeme si povsimnout, ze pokud najdeme U, které splnuje , pak urcité
spliuje i . Obréacena implikace ale obecné neplati. Rovnost se proto
nazyva slaba formulace rovnice .

Na V,, promitneme také U a novou hledanou funkci oznacime U,. Z vlastnosti
béaze prostoru plati, Ze existuji koeficienty u;, tak ze U,, = ;‘:—& ujp;. Po dosazeni

do (3.2) dostédvame
n-1 .1 01 1 .
> || e@ogle —ylesdyde = [ (@) F(@)de, 0<i<n,
§=0

coz lze prepsat jako soustavu linearnich rovnic

Gu=1f, Gy=[ [ wle)logle ~vles)dvr, fi= [ oilo)F()iz. (33)

Nyni uptesnime volbu béaze {¢y, ... ¢, 1}. Pro tento konkrétni piipad volme

1 pokud % <z< %
pi(z) = ..
0 jinak

Diky tomu se vztahy z (3.3)) zjednodusi do podoby

Gz']:/ ' /]n log |z — y|dydz, fl:/i" F(x)dz.

n



a b [¢] d

B e i SE—

diam(7) dist(t,0)

Obrazek 3.1: Podminka pripustnosti

3.1.2 Aproximace jadra log|x-y|

Matice G je v tomto pripadé husta, lze ji vSak aproximovat matici G , ktera je
datové 1idka, s vyuzitim Taylorova rozvoje funkce log |z — y|. Pro z = y funkce
g(x,y) = log |z —y| diverguje, budeme proto uvazovat intervaly 7 := [a, b] C [0, 1]
a o :=[c,d] C[0,1] takové, ze TN o = . Diky této podmince mame zajisténo, ze
g(x,y) 1ze parcidlné derivovat podle x vSude v 7 x 0. Stied Taylorovy fady zvolme
jako zg := 2. Oznatme gi(z) := (z — z0)* a hy(y) := %0¥g(z,y). Funkei g(z,y)
budeme pro m € IN aproximovat Taylorovym polynomem

m—1 1

9(zy) = Z_: 7009y (x = z0)"

m=l (V=1 [ o\
=log|zo —y| + > ( k) < 0> (3.4)
k=1

To—Y
m—1

= 2 9k () e (y).-

Odhadem chyby aproximace se zabyva nésledujici lemma z [4].

Lemma 4. Necht x € 7, y € 0 a §(z,y) je definovand jako v (3.4)). Pak plati

. |zg — al lc — b _k
— < 1 3.5
9(2,y) — 9(z.y)| < =0 + p— (3.5)

Mizeme si vSimnout, ze pokud se bude vzdalenost mezi b a ¢ zmenSovat,
prava strana nerovnosti (3.5)) poroste do nekone¢na. Z toho duvodu je vhodné
podminku 7 N o = () nahradit siln¢jsi podminkou pripustnosti

diam(7) < dist(r, o), (3.6)

neboli v tom pripadé podminkou |b — a| < |c — b, jak je vidét z obrazku
Pokud ddme dohromady nerovnost (3.5)) z predchoziho lemmatu s podminkou
pripustnosti a definici bodu zy = ‘%“b, dostaneme novy odhad chyby

2

9(z,y) — §(z.y)| < ; (1 - 1)_ < ;3’“ (3.7)

Podminka pripustnosti tedy zajistuje odhad pro chybu aproximace, ktery zavisi
pouze na k tadu Taylorova polynomu.
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3.1.3 Aproximace blok® matice

Vratme se nyni zpét ke vztahu (3.3)), specialné k rovnosti

G = [ [ eit@oeito)dyds 35)

Oznaéme I = {0,...,n — 1} mnozinu indext bazovych funkei ¢; a zafixujme dvé
libovolné podmnoziny ¢ a s mnoziny I. Budeme zkoumat, blok matice G|;s. Déle
oznacme

7:=Jsuppy;, o= suppy;. (3.9)

1€t Jj€Es
Pokud 7 a o spliuji podminku piipustnosti (3.6)), mizeme g(z,y) aproximovat
pomoci §(z,y) diky nerovnosti (3.7)). Po dosazeni do (3.8)) ziskavame

Gy = [ Mmil 2)hi(y) 5 (y)dyda
/D/Osomgjgk()k(y)w(y)y

/////

tegral byl nahrazen soucinem dvou vyrazné jednodussich ¢lenti. Druha vyhoda
spoCiva v moznosti rozepsat G|xs jako soucin dvou matic hodnosti m, coz miu-
zeme napsat jako

é|t><s — ABT, Ac :[R‘tx{O,..A,k:fl}7 Be Rsx{O,...,kfl}’

kde A a B jsou definovany pomoci

1 1
An= [ @@z, Bu= [ oi@)hiy)dy.
Tento postup je motivaci pro nasledujici definici.

Definice 3. Blok matice t x s C I x I nazveme pripustny, pokud T a o z
splnugi podminku pripustnosti z (@

3.1.4 Deéleni matice

Zbyva vytesit pouze otazku, jak matici vhodné rozdélit do blokt. K tomuto
ucelu se pouzivaji H-stromy.

Zavedme nejprve znaceni pro zjednoduseni zépisu. Pro strom 7" oznac¢me S(t)
mnozinu vSech synt ¢t € T'a L(T) mnozinu vsech listt 7'. Jinymi slovy

Lit)y={teT:S(t) =0}
Nésledujici definice H-stromu je z [9].

Definice 4. Necht J je mnoZina indexi. Strom T nazveme H-strom (zaloZeny
na J), pokud plati:

(i) JeT.

(ii) #S(t) #1, VteT.

(iii) Pokud t ¢ L(T), S(t) obsahuje disjunktni podmnoziny J a t je sjednocenim
svych syni, neboli

t= Uses(t)s'

11



{0,1,2,3,4,5,6,7}

/N

{0,1,2,3} {4,5,6,7}

/NN

{0,1} {2,3} {4,5} {6,7}

ARARARYY

{03 {1} {23 {3} {4} {5} {6}{7}

Obréazek 3.2: H-strom Ty pro I = {0,1,2,3,4,5,6,7}

Obrazek 3.3: Déleni I x I pomoci stromu 717

V nasem ptipadé bude H-strom obsahovat podmnoziny I x I. Ty pak vytvori
déleni matice na bloky:.

Predpokladejme nyni pro jednoduchost navic, ze n = 2P pro néjaké prirozené
¢islo p. Nejprve si definujeme pomocny H-strom 77 obsahujici déleni mnoziny I.

Mnozina ]1(0) ={0,...,n— 1} je koten T;. Jeji syny jsou I{l) ={0,...,5 -1}

a 12(1) =1{%,...,n—1}. Kazd4 dalsi mnozina ]Z-(j ) obsahujici dva nebo vice prvki
ma prave dva syny [2(511 ) a [2(:Z+1). Kazdy z nich obsahuje pravé polovinu prvkiu

rodice. Mnoziny obsahujici pouze jeden prvek jsou listy. Strukturu stromu 77
ilustruje obrazek [3.2]

Pomoci tohoto stromu nyni zkonstruujeme H-strom 77, ; mnoziny I x I. Kotfen
stromu 17y definujme jako I x I. Pak pro kazdy neptipustny list ¢ x s stromu
Ty definujeme

S(txs):={t'x st eSt),s €S(s)}

To budeme opakovat, dokud nebudou vsSechny bloky pripustné, nebo dokud
nenarazime na listy stromu 77. Tyto listy nemusi byt sice pfipustné, zato budou
velice malé. Postupné déleni mnoziny I x I ilustruje obrézek [3.3] P¥ipustné bloky
jsou vybarveny cervené a nepripustné modre.

Vysledné bloky déleni matice se vyskytuji v listech stromu 17, ;. Je tedy pfi-
rozené definovat P := L(T'), P nazveme déleni [ x I.

3.1.5 Hierarchicka matice

Po rozdéleni matice zbyva uz jen vyhodnotit jednotlivé listy T'. Zde je tieba
rozlisovat listy pripustné a nepripustné.

12



Nepripustné listy

Prvky v nepiipustném bloku ¢ x s € P matice G nespliuji nerovnost (3.7) a
nemuzeme tedy pouzit aproximaci pomoci §(x,y) z |D Je nutné spocitat Gj;
numericky z definice

it1 G+

G’ij :/in /]n log |z — y|dydx, i€t,j€s.
To ale neni takovy problém, protoze nepripustné bloky jsou z pravidla velmi malé.

Pripustné listy

U piipustnych bloki ¢ x s € P mame k dispozici odhad chyby (3.7) pro
aproximaci g(x,y) pomoci g(x,y), kterd plyne z podminky pripustnosti. Pouzitim
rovnosti odvozenych v sekci dostavame vztahy

G|t><s - ABT7
i+l
A = / " (2 — x)Fdu,
n (3.10)
J;™ loglao — yldy, k=0
Bjpy=4q " 41
(=Dt [ (w0 — y) Fdy, k> 0.

g
Pfipomenme jesté, ze xq je stied intervalu 7 = ;e suppy;.

Pomoci se vypoditaji matice A € R {0-k=1} 5 B ¢ Re*{0-k=1} Blok
t X s je pak v paméti reprezentovan pomoci jejich souc¢inu. To vyzaduje ulozeni
(|t] + |s|)k cisel misto obvyklych |¢||s| ¢isel.

Dohromady je pak matice G tvofena bloky, které jsou tvoreny bud souc¢inem
dvou tzkych matic, nebo jsou reprezentovany jako klasickd husta matice. Tento
zpusob ulozeni matice G vyrazné urychluje operace s ni a zaroven Setii pameét.
Maticim tohoto tvaru se fikd H-matice. Nasledujici definice je z [9].

Definice 5. Bud P déleni I x I a k € IN.
MnozZinu H-matic indukovanou déelenim P definujeme jako

Map(I x IP) :={M € R : rank(M|,) <k Vb€ P}.

3.2 Operace s H-maticemi

S ‘H-maticemi je mozné provadét operace jako s¢itdni, nasobeni nebo inverto-
vani efektivnéji. Touto problematikou se zabyva naptiklad [4].

Mnozina My, (I x I,P) neni bohuzel uzaviend na s¢itani ani nasobeni, proto
je treba definovat sefezavaci operator Ty, ktery zajisti, ze vysledek operaci bude
mit spravny format. Ten vyuziva vétu |3 z predchozi kapitoly na jednotlivé bloky
déleni.

Definice 6. Necht M € R"™ " k € N a P déleni mnoZiny I x I. Serezdvaci
operdator Ty, )
Ti : R™" — My (I x I,P), M w— M

13



definujeme blokové pro kazZdé t x s € P predpisem

Nps = M|§]§)S, pokud je t x s pripustnd
e M|t><57 jinaka

kde M]gl;)s je aproximace hodnosti k ve smyslu vety @

Bloky ptipustné bloky hierarchické matice jsou reprezentovany ve tvaru ABT.
Diky tomu je mozné pocitat jejich singularni rozklad efektivnéji ve tfech krocich.

1. Spocitat ekonomické QR rozklady matic A, B: A = QaRa, B = QpRp.
2. Spoditat ekonomicky rozklad matice RyRL = U'SV".
3. Spocitat U := Q U,V :=QgV".

Tim ziskdme singuldrni rozklad ABT = UXV odpovidajici sefezdvacimu opera-
toru 7.

3.2.1 Scitani

S¢itani hierarchickych matic se provadi po slozkach. Vétsina jejich bloki je
vsak definovana pomoci sou¢inu matic nizké hodnosti. Je proto tieba vyresit, jak
tyto bloky scitat.

S¢itani matic ABT a C' DT hodnosti k je moZné zapsat

AB" +0D" = (4 C) (B D)T.

Z toho plyne, ze soucet matic hodnosti k je vzdy hodnosti maximéalné 2k. Protoze
je potfeba zachovat format, aplikujeme na vysledny soucet matic operator 7y,
¢imz ziskame aproximaci souctu s pozadovanym forméatem.

3.2.2 Nasobeni a inverze

vvvvvv

Obé tyto operace postupuji rekurzi a sé¢itani diskutované vyse spole¢né s dalsimi
technikami.

Narocna implementace reprezentace hierarchickych matic a operaci s nimi je
jednim z hlavnich divoda, pro¢ jsme se je rozhodli nepouzit v experimentech.
Naopak dvodem, proc¢ jsme zde tuto metodu popsali, je, ze predstavuje novy
a rychle se rozvijejici pristup, ktery propojuje konkrétni aplikace s numerickou
linearni algebrou.
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4. Algebraické pristupy

Dalsi z moznosti aproximace matice velkych rozméri pomoci matic nizké hod-
nosti je pouzit tzv. pseudo-skeletni aproximaci. Ta je zalozena na vybirani urci-
tého poctu radku a sloupcti matice, které ji dobie reprezentuji. Zde budeme cerpat
prevazneé z [8] a [13].

4.1 Motivace

Uvazme matici A € R™*" hodnosti r. Pak A obsahuje regularni podmatici
A € R™". Ozna¢me R € R™" a C' € R™*" podmatice radkt a sloupcii matice
A, které obsahuji podmatici A. Pak plati

A=CA'R.

Tento rozklad matice A se nazyva skeletni.

Predpoklddejme nyni, ze rank(A) =~ r ve smyslu rank(A — E) = r, kde
[|E|| = 0. V nasledujicim se budeme zabyvat hleddnim R € R™", C € R™*"
a G € R, aby A ~ B = CGR. Takova matice B se nazyva pseudo-skeletni
komponenta matice A. V tomto pripadé muze byt matice G zvolena jinak nez
A='. Za predpokladi rank(A) ~ r totiz A mize byt velmi Spatné podminéna,
nebo dokonce singularni.

4.2 (Odhady pro pseudo-skeletni aproximaci

Zabyvejme se nyni otazkou, jak dobré aproximace je mozné dosahnout za
predpokladii rank(A — E) =~ r a ||E||s < €. Pokud ¢ je dostatecné malé a A neni
singularni, je mozné dokazat, ze

1A= CA™' R, = O (||AIBIIA7"I3¢)

Pokud bychom tedy chtéli za matici G zvolit A, je tieba, aby ||A~Y|| bylo do-
statecné malé. V takovém pripadé muze spravna volba radk a sloupci vyrazné
vylepsit aproximaci. Ukazuje se, ze ||/Al*1|| je dostatecné malé, pokud A je pod-
matice s maximalnim determinantem v absolutni hodnoté. Hledanim takovych
podmatic se budeme zabyvat v dalsi sekci.

Véta 5. Necht A,E € R™", rank (A — E) < r a ||E||ls < & pro néjaké ¢ > 0.
Pak existuje r sloupci a r radki, které urcuji pseudo-skeletni komponentu CGR
takovou, Ze plati

4= 0GRl < & (14 (it + i) )

kde

t(r,n) !

rn) =

’ min_ max o, (P)’
U PeEM(U)

UTU = LU € R, r < n. M(U) znaci mnoZinu viech r X r podmatic U a
Omin(P) znaci nejmensi singuldrni ¢islo matice P.
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Diikaz. Uvazujme singularni rozklad
A—-FE=UXV, (4.1)

kde ¥ = diag(oy,...,0,) a 0; < -+ < g, < 0. Oznacme U,V € R podmatice
U, V s maximéalnim objemem. Pak plati

10l < t(r;m),

V)5 < t(rn).

Matice U,V oznacuji vybér radki a sloupci matice A do pseudo-skeletniho roz-
kladu. Oznacme C' a Ec podmatice r sloupci matic A a E. Stejnym zptisobem
ozna¢me R a Eg podmatice r fadki. Symboly A a F budeme znacit r x r pod-
matice A a E, které odpovidaji stejnym sloupeckiim a radkim jako v C' a R.
Bud G € R™" zatim libovoln4d matice. Pak CGR je pseudo-skeletni aproximace
matice A. Tu lze napsat pomoci nédsledujicich rovnosti.

CGR = (USV + Ec) G (UXV + Eg)
—USVGUSV + F (4.2)
=UU'®GOV 'V + F,

F = (USV + Ec) GEg + EcG (USV + Eg) — EcGEg
U0 (USVG) Ep+ Ec (GUSV) V'V + EcGEpg (4.3)
UU' (8G) Eg + E¢ (GO) V™'V + EcGER,

kde o o
d=UXV=A-F.
Prepiseme-li i pomoci &, ziskame
A—E=UU"'oV V. (4.4)
Uvazme nyni singularni rozklad matice ¢
d=U%V, ¥ =diag(sy,...,q,)

a Cislo 7 > 0 zatim libovolné. Oznacime-li

Y= dlag((}‘f'z)? Ori =

~ o; pokud o; > T,
0 jinak

—1
S = diag(s%), o+ = {01 pokudoizT, (4.5)
T T T O jinak
®, = U%,V,
o =VISHuT,
plati
PO P = B, . (4.6)
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Zvolme

G = o,
pak z (4.3) plyne
1F[ly < U |a]|@9F |2l Erll2 + [|Ecll2]|®F @[]V |2 + | Ecll2|9F ||2] | Erll2
< e (1072l @2F ||z + [|0F @[] [V |2 + |8 []2) -

Vyuzitim nerovnosti

1
lod7fle <1, fl0f @l <1 [l < .

které plynou ze znaceni (4.5)), dostavame odhad
~ N €
11l < 2 (10 + 10+ 5)

Z rovnosti (2), () a (E6) pak plyne

|A— CGR||; = ||[E+UU'®V'V —UU 'OV 'V — F|,
<||Ells + |UT1(® — 207 ) V1V ||y + || FJ2
e+ 107 l|@ = @)Vl + (12 (4.7)

2
A N 5 ~A N
<e+7[UTRIV T o+ — +ellUT 2 + el Ve

K dokonceni dikazu zbyva zvolit 7 = ¢/ \/ |1 |2||V=1]. Po dosazeni do
(4.7) mame

14— CGRIl2 < & (1 210l V= + 10l + 11712

<e (14 (VITT + VIFTIR) )
<c <1 + (et + \/t(r,m)>2> ,

coz jsme chtéli dokazat. O

Véta |5 bohuzel pouziva znalost matice chyby FE, neni tedy prakticky pouzi-
telna. V nasledujici vété uvazujeme matici GG, kterou je mozné vybrat bez znalosti
matice chyby. Zde ji uvedeme bez dikazu, ktery je mozné najit v [8].

Véta 6. Za predpokladi vety @ existuje G vybrané pouze na zdklade A, které
splnuje

|A — CGRI|y < &\/(1 + 2(rp)) (1 + (\/t('r’,n) + \/t(r,m)>2> ,

kde p = min{m,n}.

17



4.3 Algoritmus Maxvol

Pro nalezeni dobré pseudo-skeletni aproximace je potfeba algoritmus pro hle-
dani podmatic s maximalni absolutni hodnotou determinantu. O tomto tématu
pojednava ¢lanek [7].

Zde budeme uvazovat matici A € R™*" a hledat mezi podmaticemi r x r.
Vybirame tedy pouze radky matice A a nikoli jeji sloupce.

Definice 7. Ctvercovou podmatici Ayax matice A velikosti r x r nazveme matici

s maximdlnim objemem, pokud plati

| det(Apax)| = max | det(fl)|,
A

kde A jsou r X r podmatice matice A.

Definice 8. Ctvercovou podmatici Ap matice A velikosti r x r nazveme domi-
nantni, pokud viechny proky matice AAL' maji absolutni hodnotu mensi nebo
rovnu 1.

Ukazuje se, ze podmatice s maximalnim objemem je vzdy dominantni. Zaroven

také pro kazdou dominantni podmatici plati
| det(Amax)|

Tento odhad je sice pesimisticky, ukazuje ale, Zze misto podmatice A,,., muzeme
hledat matici dominantni. K tomu slouzi algoritmus Maxvol.

Algoritmus 3: Algoritmus Maxvol
Input: A € R
Zvolit A € R™" podmatici A4, preusporadat fadky A tak, aby A byla v
prvnich r rfadcich
for k=1,2,... do
B=AA"
l;ij = arg max |b13|
if ’l;ljl > 1 then
Vymeénit i-ty a j-ty radek v A

end
if |b;;| = 1 then
return A
end
end

Algoritmus v kazdé iteraci provadi nékteré vypocetné naroc¢né operace, jako
naptiklad hledéni inverze matice ¢i souc¢in dvou matic. Vyssi efektivity je mozné
dosahnout pomoci Sherman-Morrisonova vzorce.

Véta 7. Necht A € R™" je invertovatelnd matice a u,v € R™ jsou sloupcové
vektory. Pak je matice A+uv? invertovatelnd prdvé tehdy, kdyz 1 +vT A= u #£ 0.
Pokud je matice A+ uv® invertovatelnd, pak plati

A T AL

(A+uvT)_1 — AT -
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V kazdé iteraci algoritmu se vyméni dva radky matice A. Oznac¢ime-li sym-
bolem a;. i-ty fadek matice A, miZeme tuto operaci napsat ve tvaru

A= A+ej(a; —aj) +elaj —a.) = A+ (ej —e)(a; —aj) = A+uv’. (4.8)
Stejnym zpiisobem lze zapsat zména matice A jako
A=A+e(a; —a;)=A+ "
Pomoci véty [7| mtizeme tedy spocitat A1y predchozi iterace predpisem

R R AT A1
I QL R (4.9)
1+0TA 14
Pouzitim vzorca (4.8)), (4.9) a nékolika jednoduchych vztahu je pak mozné vyja-
drit B ve tvaru

B = AAfl =B — (b] —€j + 61') (bl — 6?) /bija (410)

kde symbol b.; znaci j-ty sloupec matice B. Vice podrobnosti k odvozeni vzorce
je mozné nalézt v clanku [7].

Dalsim zptsobem, jak zkratit dobu vypoctu, je zména zastavovaciho kritéria.
Pokud misto |lA7w| = 1 pouZijeme podminku |lA7U| <1+, miZe to vyrazné snizit
pocet iteraci.

Tento algoritmus je mozné vyuzit napriklad pro hledani prvku s maximélni
absolutni hodnotou v matici nizké hodnosti UVT. To je potieba Tesit napiiklad
v maximalizaci dvourozmérné separabilni funkce na pevné mrizce. My tento al-
goritmus budeme pouzivat v experimentech pro pocitani predpodminéni.
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5. Pravdépodobnostni pristupy

Velmi zajimavou a novou skupinu metod aproximaci maticemi nizkych hod-
nosti tvori pravdépodobnostni pristupy. Metody na nich zalozené jsou vhodné na-
priklad k hledani oboru hodnot matice, ale maji i dalsi siroka uplatnéni. Mnoha z
nich se vénuje napriklad [10]. V této kapitole se budeme zabyvat hlavné myslen-

Veve

pro feSeni problému nejmensich ¢tvercu z [I].

5.1 Hlavni myslenky

Pocitani aproximace nizké hodnosti matice A € R™*" pomoci pravdépodob-
nosti je mozné rozdeélit na dvé faze. V prvni z nich je potfeba najit podprostor
nizké dimenze, ktery zachycuje akci matice A. To znamend, Ze je tfeba spocitat
bézi R(A). Hledame tedy matici @ takovou, aby méla ortogondlni sloupce a

A~ QQ*A.

Ve druhé fazi vypoctu je matice @ vyuzivana ke spocteni pozadovaného rozkladu.
Hlavni otazkou tedy je, jak najit matici Q).

Predpokladejme nyni, ze matice A je hodnosti k a my se snazime najit bazi
R(A). Uvazujme nadhodny vektor w a spocitejme y = Aw. Vektor y pak bude na-
hodny vzorek z R(A). Budeme-li tento proces opakovat k-krat, ziskdme mnozinu
{yW, i=1,2,...,k} vektorti z R(A). Pravdépodobnost, Ze néjaky z vektori w®
je linearni kombinaci predchozich, je nulova. Z toho plyne, ze {y(i),z' =1,2,...,k}
je baze R(A) skoro jiste.

Obecné musime pocitat s tim, ze matice A je tvaru B + E. Matice B je
hodnosti k, kterd nas zajima, a matice E je urcita chyba. Z rovnosti

Y9 = Bw® 4 B

je patrné, Ze ¢len Ew® vychyluje vektory z podprostoru R(B). To by mohlo v
vysledku znamenat, ze baze, kterou nalezneme, nebude tplna. Proto je potieba
vzit o p € IN vzorku vic. Dle [10] staci zvolit p = 5 nebo p = 10. Tento postup
muzeme zapsat pomoci algoritmu, ktery funguje ve trech krocich.

1. Ziskat ndhodnou n x (k + p) matici €,
2. Spocitat matici Y = A€,
3. Zkonstruovat matici @, jejiz sloupce tvori ortonormalni bazi R(Y").

Timto algoritmem jsme vytesili prvni fazi celého procesu.

Ve druhé fazi je treba pomoci matice () spocitat pozadovany rozklad matice
A. Tento postup je mozné pouzit napriklad vypocet singularniho rozkladu. Misto
A budeme pocitat s matici

B =Q*A. (5.1)
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Ta je mala a muzeme tedy spocitat jeji singularni rozklad s malymi vypocetnimi
naklady. Oznaéime-li B = UXV*, pak mizeme spocitat singularni rozklad A z

rovnosti (5.1])
Q*A=UxV*,
A=QUxV*.

Po oznadeni U = QU je singuldrn{ rozklad matice A hotov.

5.2 Blendenpik

Na pravdépodobnostnich metodach je zalozen napiiklad fesi¢ problému nej-
mensich ¢tverci Blendenpik. Jeho autori v [I] pravé tuto metodu pouzili, aby
vylepsili vypocetni rychlost klasického fesice problému nejmensich ¢tvercti pro
vyrazné preurcené ulohy.

5.2.1 Problém nejmensich ¢tvercu

Uvazujme matici A € R™*" a vektor b € R™, ktera predstavuji data pro
soustavu linearnich rovnic

Az =b.

Tato rovnice nemusi mit feseni, proto se snazime najit alespon co nejlepsi priblizné
reseni. To lze napsat napriklad takto

= argmin || Az — b]]2.

Predpokladejme nyni, ze m > n, vyberme maly vzorek radk matice a oznac¢me
jej R. Pokud spocitame QR rozklad matice R, mizeme jeho faktor R pouzit jako
predpodminéni pro iteracni fesi¢ LSQR. Pokud byla matice R vybrana spravneé,
s velkou pravdépodobnosti se zmensi pocet iteraci potfebnych k nalezeni feseni.

To, jak je matice R vhodnd, zavisi hlavné na matici A a také poctu radku
vzorku. Vlastnost, ktera dobte vystihuje, zda tento pristup bude dobte fungovat
na matici A, se nazyva koherence.

5.2.2 Koherence

Predstavme si situaci, ze matice a ma v j-tém sloupci samé nuly, kromé i-
té pozice. Pak by kazdy vybér neobsahujici i-ty radek matice byl singularni. To
by ve vysledku zptsobilo selhani LSQR. Pocet vybranych radka by se v tomto
pripadé musel blizit k ¢islu m, aby k selhani nedoslo. Pak by ovsem cely postup
ztracel smysl, protoze by nebyl efektivni.

Velic¢ina, kterd ukazuje, do jaké miry je TeSeni zavislé na urcitych radcich, se
nazyva koherence.

Definice 9. Bud A € R"™*" s plnou sloupcovou hodnosti a U € R™*™ matice,
jejiz sloupce tvori ortonormdlni bdzi sloupci A. Koherence matice A definujme
predpisem

u(A) = max ||Us.2

1<i<m
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Koherence matice je vzdy mezi ¢isly n/m a 1 s tim, Ze ¢im je vétsi, tim je
potieba vybrat vice Tadk pro dobré predpodminéni. Nasledujici véta dava do
vztahu koherenci matice A, pocet vybranych radki a kvalitu predpodminéni.

Véta 8. Bud A € R™" matice s plnou sloupcovou hodnosti a S operdtor, ktery z
matice A ndhodné vybere r > n radki. Definujme T = C\/mu(A)log(T)/r, kde C
je urcitd konstanta. Predpoklddejme, Ze —'1 < 1. Pak s pravdépodobnosti alespor

1 — 9 md matice SA plnou sloupcovou hodnost a pokud SA = QR je ekonomicksy
QR rozklad SA, plati

< 1+6 17

HART < 15

7 vety [§ plyne nékolik dilezitych pozorovani. Bude-li pocet vybranych radki
r maly, pak pravdépodobnost ziskani velkého ¢isla podminénosti § bude vysoka.
Pottebny pocet vybranych radku zavisi na koherenci matice A. Pokud bude mit
matice A koherenci rovnou 1, pak je pro potieby predpokladu véty nutné r zvolit
jako O(mlog(m)). Naproti tomu pro nejlepsi ptipad p(A) = n/m bude potieba
r pouze O(nlog(n)). Z predpokladu m > n je tedy zfejmé, Ze koherence je
dulezitym faktorem pri vybirani poctu radk.

5.2.3 Algoritmus

Jednim z problém je, ze pu(A) je slozité urcit predem. Algoritmus Blendenpik
tento problém fesi michanim radk. Tento pristup vyuziva pozorovani, ze unitarni
transformace méni koherenci, ale ne ¢islo podminénosti. Vhodné transformace
pak s vysokou pravdépodobnosti zajistuji nizkou koherenci nezavisle na koherenci
puvodni matice A.

Cely algoritmus lze pak zapsat pomoci tii krok.

1. Michani radki matice A pomoci vhodné unitarni matice F: B = F A,

2. Nahodny vybér r radka matice B: B =8B,
QR rozklad matice B: B = QR,

3. Iteracni reseni tlohy Ax =~ b pomoci metody LSQR s predpodminénim R.

Pravdépodobnostni algoritmy byly do vypoctové matematiky zavedeny po-
meérné nedavno, ackoli jejich teoretické pozadi proslo dlouhym vyvojem. Jejich
dosud nedostateéné vyzkousena robustnost je diivodem, pro¢ se experimentalni
cast této prace zaméri na jeden z uvedenych algebraickych pristupi. Experimen-
talni vysledky, kterych dosahuje algoritmus Blendenpik v [I], jsou velmi slibné.
Predpoklad m > n je ale bohuzel velmi omezujici.
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6. Experimenty

V této kapitole budeme tesit problém nejmensich ¢tvercti pomoci pseudo-
skeletniho rozkladu z kapitoly |4, Tento pristup jsme si vybrali mezi diskutova-
nymi technikami pro svoji inovativnost a realizovatelnost. Podmatici vypocitanou
pomoci algoritmu Maxvol budeme pouzivat k predpodminéni metody sdruzenych
gradienti pro feseni soustavy normalnich rovnic.

6.1 Problém nejmensich ¢tverct
Méjme matici A € R™*" s vektorem pravé strany b € R™ a feSme tlohu
Ax =~ . (6.1)

Nema-li soustava Ax = b presné Teseni, budeme hledat aproximaci s co nejmensi
odchylkou. V nasem pripadé budeme predpokladat, ze vektor b obsahuje chyby.
Opravime tedy pravou stranu o vektor f a budeme Tesit rovnici

Az =b+ f. (6.2)

Nasim cilem je najit feSeni, které je co nejblize feseni puvodniho problému (6.1]).
Proto se budeme snazit minimalizovat f. Z rovnosti (6.2) pak FeSeni spliuje

min || Az — b]l». (6.3)

Takové feseni se nazyva feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercli. Poznamenejme jeste,
ze pokud bychom uvazovali chyby nejen v b, ale i v A, pak by se jednalo o problém

vvvvvv

6.2 Soustava normalnich rovnic

Zabyvejme se nyni otazkou, jak najit feSeni ve smyslu nejmensich c¢tverct.
Podminku (6.3)) je mozné preformulovat pomoci nésledujici véty z [3].

Véta 9. Oznacme S mnoZinu vsech resend splnujici . Pak x € S prdve tehdy,
kdyz plati
AT(b— Az) = 0. (6.4)

Diikaz. =: Predpokladejme, ze 2 spliiuje (6.4) a ozna¢me # = b — Az. Pak pro
kazdé z € R™ plati

r=b—Ar=0—- AT+ AT — Az =7+ A(Z — z).

T

Spocteme-li nyni rr = ||r||3, s vyuZzitim pfedpokladu A7 = 0 dostaneme

rfr =P+ T A@E —x) + (&8 — )T ATP + (A(Z — 2))"A(Z — 2)
171z = 117115 + [|A(E — )]l

Norma r = b — Az je tedy minimalni pro z = z.
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b-A
b ‘ X

Ax

Obrézek 6.1: Problém nejmensich ¢tverct

<: Piedpokladejme nyni, ze AT# = z # 0 a zvolme z = & + 2. Pak plati
r=b—Ar=b— Al +ez)=7—cAz
a odtud vyuzitim AT# = z dostaneme

rlr = TP —erT Az — e(A2)T7 4+ 2(A2)T Az (6.5)

7[5 = 17115 = 2¢l[2]]3 + €| A2] 5. '
Epsilon bylo libovolné malé, z (6.5 tedy plyne ||r||3 < ||#||3. Vektor & tedy neni
feseni ve smyslu nejmensich ¢tverci. O]

Z véty [9] je zfejmé, Ze vektor r = Az — b musi byt kolmy na R(A). To ilustruje
obrazek [6.11
Preusporadanim ¢lent v (6.4)) ziskdme soustavu normalnich rovnic

AT Ax = ATb. (6.6)

Diky vété [0l méme zajisténo, Ze x je FeSenim Az =~ b ve smyslu nejmensich ¢tverci
pravé tehdy, kdyz je feSenim soustavy normélnich rovnic.

Matice soustavy norméalnich rovnic AT A je zfejmé symetrickd. Pro pouZiti me-
tody sdruzenych gradientt je vak potieba, aby AT A byla také pozitivné definitni.
Tento problém fesi nasledujici véta.

Véta 10. Matice AT A je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyZ sloupce A jsou
linedrné nezdvislé, neboli rank(A) = n.

Diikaz. =-: Pokud jsou sloupce A linearné nezavislé, pak plati Az # 0 pro vSechny
x # 0. Odtud pak plyne 27 AT Az > 0, coZ je definice pozitivni definitnosti matice
AT A.

<: Pokud jsou sloupce A linearné zavislé, pak existuje vektor xy # 0 takovy,
7e Azy = 0. Pak ale plati ] AT Azy = 0, proto AT A nenf pozitivné definitni. [

Véta [10] tedy zarucuje splnéni predpokladi pro pouziti sdruzenych gradient,
pokud budeme pracovat s matici plné sloupcové hodnosti.

Je tfeba dodat, ze TeSeni soustavy normalnich rovnic neni optimalni zpisob
feseni problému nejmensich ¢tvercili, protoze soustava ma ¢islo podminénosti
x(A?%). Pro §patné podminénou soustavu to miZze znamenat vyrazny nartst chyb.
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Presto jsme si tento zplisob vybrali, protoze neni prilisS naroény na realizaci, ale
hlavné je zakladnim postupem pro kombinaci s iteraéni metodou. Prindsi také
vyhody pokud m > n. Matice soustavy AT A mé pak rozméry n x n a je tedy
mensi nez puvodni matice A.

6.3 Predpodminéni pomoci Maxvol

Pro predpodminéni budeme pouzivat algoritmus Maxvol z kapitoly 4], ktery
umi najit dominantni podmatici Ap € R™"™ matice A € R™*". Obor hodnot
matice Ap pak aproximuje obor hodnot matice A. Matici predpodminéni tedy
budeme volit jako AL Ap. Pfedpodminéna soustava méd pak tvar

(AL Ap)'AT Az = (AT Ap) b

Matice AL Ap je symetrickd a pozitivné definitni, miiZzeme proto vypocitat jeji
neuplny Choleského rozklad

AgAD ~ LTL

Timto zptsobem predpodminéni navazujeme na navrh primé metody, kterou dle
[3] v roce 1961 navrhl Lauchli. N4$ hlavni zamér je ukazat, Ze tato transformace
je efektivni a mize umoznit kombinaci s dalsimi zptisoby pfedpodminéni.

6.4 Realizace

Kod pro experimenty jsme psali ve Fortranu a diky tomu jsme mohli pouzit
nekteré existujici spolehlivé rutiny. Zamérili jsme se na fidké matice, proto matice
ukldddame v ridkém formatu pomoci tif poli, viz [12]. P¥i implementaci jsme kladli
diraz na funkénost vice nez na efektivitu. Kéd je vsak mozné optimalizovat, aby
byl pouzitelny i na matice vétsich rozmérid, nez jsou nami pouzivané testovaci
matice. To vSak neni nasim cilem. Kostra kédu je zachycena v algoritmu [ Ta
je z dtivodu prehlednosti psana velmi schématicky pomoci metod diskutovanych
nize.

6.4.1 Regularizace

Pti hleddani dominantni podmatice pomoci algoritmu Maxvol je potieba v
prvni iteraci pocitat inverzi podmatice, ktera se nachazi v prvnich n radcich ma-
tice A. Je tedy nutné zajistit, aby tato podmatice byla regularni. Tento problém
jsme vyTesili prictenim konstantniho nasobku jednotkové matice k matici A. To
zaroven zajistuje plnou sloupcovou hodnost matice A a tedy i pozitivni definitnost
matice AT A dle véty [10]

V praxi dosahneme téhoz prvnim preusporddanim radkt matice kombinato-
rickymi metodami, coz by ale slo uz nad ramec této prace.

6.4.2 Funkce Maxvol

Funkei Maxvol jsme implementovali podle algoritmu [3] v sekci Jeji hlavni
souddsti je vypocet matice B = AA~!, ktery v dalsim popiSeme.
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Algoritmus 4: Pseudokéd experimentt

Input: A € R™", be R, ce€ R, maxk € N

// regularizace:

fori=1,...,ndo
Qi *= Qi+ C

end

// hledani dominantni podmatice s maximdlné maxk iteracemi:

Ap = Maxvol(A, maxk)

// matice a pravad strana soustavy normdlnich rovnic:

A=ATA

b= ATb

// pfedpodminéni:

L =icvl(AL Ap)

// TeSeni soustavy pomoci sdruZenjch gradientl s
pfedpodminénim L:

CG(A,b,L)

Diky ridkému forméatu matice A mame jednoduchy pristup k radkim matice,
nikoli vsak k jejim sloupcim. Pomoci ekvivalentnich tiprav tedy rovnici pro matici
B prepiseme do tvaru

ATRT — 4T
Tuto rovnost je mozné prepsat m soustav rovnic
AT, T T
A'b; =a;, i=1,...,m,

kde b;. a a;. znadci i-ty radek matice B a A. Tyto rovnice nasledné vyresime pomoci
LU rozkladu matice A7.

Efektivnéjsi alternativou by bylo pouzit Sherman-Morrisoniiv vzorec z véty
[7, jak je popséno v sekci Pro pouziti na nase testovaci matice to vsak neni
nutné.

Pro zastavovaci kritérium funkce Maxvol jsme volili max; ; |b;| > 1+ 1077,
Tato volba prakticky neovlivni vyslednou matici Ap, muze vsak zabranit zbytec-
nym iteracim zavinénym zaokrouhlovacimi chybami.

6.5 Vysledky

Matice pro experimenty jsme véetné jejich obrazki ziskali ze SuiteSparse Mat-
rix Collection. Tyto matice jsme transponovali, aby odpovidaly nasemu pozadav-
kiim m > n. Experimentovali jsme s maticemi lp_ beaconfd, Ip_israel, Ip_ sharelb
a lp_share2b, které jsou zobrazeny na obrazku [6.2] Vsechny tyto matice maji
hustsi sloupce, které je vyrazné charakterizuji. Po transponovani maji tedy husté
radky, coz je postacujicim predpokladem pro to, aby nase metoda mohla fungovat
dobre.

Pro kazdou matici jsme porovnavali pocet iteraci CG s predpodminénim domi-
nantni podmatici Ap a puvodni podmatici Av prvnich n radcich matice. Pravou
stranu b problému Az ~ b jsme zvolili jako b = (1,2,...,m)T. Jednotlivé po-
¢ty iteraci a grafy norm rezidui jsou zaznamenany v nasledujicich tabulkach a

obrazcich [6.3 a [6.6]
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Obrazek 6.2: Testovaci matice Ip_ beaconfd, Ip_israel, Ip_sharelb a lp_ share2b

Ip_ beaconfd s c=1.5 ‘ iterace Maxvol ‘ iterace CG
predpodminéni CG pomoci A: 0 137
predpodminéni CG pomoci Ap: 19 32

100 120 140

Obrazek 6.3: rezidua CG pro matici Ip__beaconfd

Vysledky, které jsme z experimentti ziskali napovidaji, ze predpodminéni po-
moci dominantni podmatice mize vyrazné snizit pocet iteraci sdruzenych gradi-
entll. Zalezi vsak velmi na strukture puivodni matice. Pokud by naptiklad matice
obsahovala nahodné rozmisténé prvky stejné hodnoty, predpodminéni by nejspis
nemélo moc velky ucinek. Je tedy treba problém znéat predem a predpodminéni
mu adaptivné uzpusobit.

Je také potreba uvazit vypocetni a ¢asovou narocnost iteraci funkce Max-
vol, které jsou drazsi nez iterace CG. Tento postup by byl tedy vyhodny, pokud
bychom pouzivali urc¢itou matici pro vice vypoctl s riznymi pravymi stranami.

Dalsi moznosti je pocitat jen nékolik iteraci Maxvol a vysledek pouzit pro
skalovani, nebo v kombinaci s dalsimi predpodminénimi. Myslime si, Ze v tom by
mohl byt hlavni novy prinos této metody.
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Ip_israel s c=0 ‘ iterace Maxvol ‘ iterace CG

predpodminéni CG pomoci A: 0 601
predpodminéni CG pomoci Ap: 83 35
Obrézek 6.4: rezidua CG pro matici Ip_ israel
Ip_ sharelb s c =10 ‘ iterace Maxvol ‘ iterace CG
predpodminéni CG pomoci A: 0 2385
predpodminéni CG pomoci Ap: 35 24

Obrézek 6.5: rezidua CG pro matici Ip_ sharelb

Ip__share2b s ¢ = 0.5 ‘ iterace Maxvol ‘ iterace CG

predpodminéni CG pomoci A: 0 368
predpodminéni CG pomoci Ap: 48 32

Obrézek 6.6: rezidua CG pro matici Ip_share2b
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali ¢tyfem riznym pristupim k aproximaci pomoci
matic nizkych hodnosti. Singularni rozklad je nejstarsim z nich. Jeho vypocet je
¢asové narocny, proto neni prilis vhodny pro pouziti na matice velkych rozmeért.
Jeho vyhodou naopak je, Ze z néj lze vycist obor hodnot, jadro i singularni ¢isla
rozlozené matice.

Déle jsme se vénovali hierarchickym maticim. Ty jsou silnym nastrojem napii-
klad pro feseni integralnich rovnic ¢i parcidlnich diferencialnich rovnic. Popsany
pristup vyuziva symetrii problému a tim snizuje pottebné pamétové i ¢asové na-
roky. Zpusob, jakym se tyto matice konstruuji, je vsak velmi svazuje s konkrétnimi
aplikacemi. Proto tento pristup neni ptilis vhodny pro pouziti na obecné matice.

Pristupy zalozené na pravdépodobnosti jsou vhodné pro aproximace oboru
hodnot matice a feseni problému nejmensich ctvercii, coz dosvédcuje algoritmus
Blendenpik, ktery vyuziva ndhodny vybér fadki. Vysledky, které autori ¢lanku [I]
uvadéji, jsou velmi dobré, obavame se vSak, ze predpoklad m > n je prilis ome-
zujici. Pravdépodobnostni metody vsak urcité naleznou své vyuziti na néjakych
uzsich tridach matic.

Algebraické pristupy, které v této praci reprezentuje pseudo-skeletni rozklad,
jsou pouzitelné na jakykoli typ matice. Pro spravnou volbu radki a sloupct pro-
zatim nebyl nalezen idedlni algoritmus, zndame vsSak alespon odhady chyb takové
aproximace a také algoritmus Maxvol, ktery umi najit dominantni podmatici r xr,
pokud je matice rozmérti m x r ¢i r X n. Tento algoritmus se ukazal jako uzitecny
pri predpodminovani metody sdruzenych gradientii, kterou jsme pouzivali v expe-
rimentech. Vysledky, které jsme ziskali, napovidaji, ze pro matice s hustymi radky
muze predpodminéni pomoci algoritmu Maxvol vyrazné snizit pocet iteraci sdru-
zenych gradienti pri feseni problému nejmensich ¢tverci. Pravdépodobné by bylo
vhodné pocitat jen nékolik iteraci Maxvolu a néasledné ho kombinovat s dalsim
predpodminénim. To by mohlo byt predmétem dalsitho zkouméani v této oblasti.
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