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1 Uvod

Konformni zobrazeni je téma, které elegantné spojuje péknou abstraktni matematiku (komplexni ana-
Iyzu) s ruznymi aplikacemi ve fyzice a inZenyrstvi. Nejprve si ukdzeme, jak se holomorfni funkce s
nenulovou derivaci daji vnimat jako zobrazeni mezi dvourozmérnymi oblastmi, které zachovavaji thly
vsech kiivek. V ¢asti o harmonickych funkcich vysvétlime, jak to vSe souvisi s Laplaceovou rovnici, coz
posléze pouzijeme pro analytické feseni vybranych tloh elektrostatiky a proudéni tekutin.

Pro pochopeni textu se predpoklada zakladni znalost komplexni analyzy — pouzivat budeme Cauchy-
Goursatovu vétu, Cauchy-Riemannovy podminky, vétu o otevieném zobrazeni, vétu o derivaci inverzni
funkce, Laurentovy rady a klasifikaci izolovanych singularit. Tato latka je pokryta v fadé ucebnic kom-
plexni analyzy, viz napt. [R]. Neobejdeme se pochopitelné ani bez nékterych topologickych pojmi, jako
je oblast, jednoduse souvisld mnozina, hranice, homeomorfismus, apod. Naopak predchozi znalost teorie
parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR) neni potfeba.

Protoze se nejednd o prili§ obtiznou matematiku, vysledky, ke kterym dospéjme, jsou jiz znamé —
puvodni je zpracovani tématu a nékteré dukazy. Hlavnim zdrojem je ucebnice [MAF5|, kniha [R] a
poznamky [O].

Co se znadeni tyce, budeme vSude ztotoziiovat R? s C. Napi. bude-li A = (z,y), pak také budeme
psat A = x + yi. Bude-li f : C — C komplexni funkce, pak ji budeme soucasné chépat jako zobrazeni
f(z +iy) = f(z,y), které mizeme parcidlné derivovat podle z nebo y. Uéelem tohoto pohodlného (a
trochu nepofddného) znacen je snaha vyhnout se prili§ velkému mnoZstvi symbola ve vétach a prikladech,
v nichz se transformuji feSeni{ PDR pomoci komplexnich zobrazeni z jedné oblasti do druhé. Déale bude-li
u spojitd funkce definovana v 2 C C, pak pro body zp € cloQ U {o0}, které nelezi v Q, budeme nékdy
znacit

u(zp) = lim wu(z)

z—20

(pokud prava strana m4 smysl). Kromé toho budeme pouzivat symboly uvedené v nasledujici tabulce:

(-, standardni skalarni sou¢in v R?
int Q vnitfek mnoziny (2

cloQ2 uzaveér {2

o0 hranice €2

Re f,Im f realnd a imaginarni ¢ast f
ul, u? prvni a druhd slozka u

Ug, Uy parcidlni derivace podle x resp. y
Vo gradient (skaldrni) funkce ¢
divu = ul +u? divergence funkce u (v R?)
rotu = u? — u, rotace funkce u (v R?)
H={zeC:Imz > 0} horni polorovina
U={zeC:|z| <1} otevieny jednotkovy kruh

S =0U jednotkova kruznice
C*=C\ {0} propichnutéd komplexni rovina
C=CuU{co} Riemannova sféra

Inz logaritmus v R

log z hlavni ¢ast komplexniho logaritmu



2 Konformné ekvivalentni mnoziny

Definice. Necht 2 C C je otevienda mnozina. Zobrazeni f : 2 — C se nazyva konformni v €, jestlize je
holomorfni v 2 a plati

f(z)#0, Vze.

Mimo oblast komplexni analyzy se konformni zobrazeni muze definovat jako funkce, ktera zachovava
thly regularnich ktivek H O konzistenci téchto definic hovori nésledujici tvrzeni.

Véta 1. Necht f je konformni v otevrené Q C C. Predpoklddejme, Ze ¢, : I — Q jsou requldrni krivky,
které v case tg € I prochdzeji bodem zg € C a sviraji zde thel v. Pak f o ¢, f o jsou requldrni krivky,
které v case to prochdzeji bodem f(zo) a sviraji zde tentyz ihel 5.

Diikaz. Oznacme qAS = foq, 1& = f o). Regularita plyne ihned z pravidla pro derivovani slozené funkce:
¢ =(fog)p #£0, Vtel

(analogicky pro ). Pfipomerime, Ze v je definovdno jako ¢islo z intervalu [0, 7] spliiujici

(¢/(t0), ' (to))
|9 (o) 19" (to)|

Pouzijeme nasledujici trik: skalarni soucin 1ze napsat v komplexnim tvaru:

cosy =

(a,b) = Re(ab), Va,be C.

Tedy v case tg lze spocitat:

Re (§'0") _ Re(f'¢'f) _ Re(¢')
@l PP T T

Tim je dikaz dokoncen. O

= cos".

Za predpokladu dostatecné hladkosti f lze dokazat i opacnou implikaci, tedy ze zobrazeni zachova-
vajici (orientované) uhly kiivek je konformni ve smyslu nenulové komplexni derivace - dukaz nalezneme
v Rudinové knize [R]. Toto obrdcené tvrzeni vSak nebudeme v tomto textu potfebovat. Na holomorfni
funkce lze alternativné nahliZet jako na zobrazeni z R2, jejichZ totalni diferencidl ptisobi na vektory v R?
(komplexni ¢isla) jako ndsobeni komplexnim skaldrem, tedy jako kombinace Skdlovani a rotace. Odtud
je pak vlastnost zachovdvani dhla (pro nenulovou derivaci) ziejma.

P¥iklad 1. Nésledujici piiklad ukazuje, proé¢ je predpoklad nenulové derivace diileZity: Zvolme f(z) = 2.
Pak f je holomorfni v komplexni roviné a s vyjimkou pocatku mé vsude nenulovou derivaci. Zvolme

o) =t, (t)=it, te(-1,1).
Tyto kiivky evidentné sviraji v ¢ase 0 pravy thel. Po transformovani funkci f ovSem
foo(t) =12, fou(t)=—1>, te(—1,1).

I kdyZz pomineme, ze tyto krivky nejsou v case 0 regularni, jejich obrazem jsou usecky, jez se stretavaji
pod thlem 180° — o zachovani tthlu nemuzeme viibec hovorit.

Podobné jako v analyze funkci jedné redlné proménné, i pro komplexni funkce existuje souvislost mezi
invertovatelnosti a nenulovosti derivace. Pro nas bude zvlasté dulezita néasledujici véta.

Véta 2. NechtQ C C je oblast a f holomorfni a prostd funkce v Q. Pak f'(z) # 0 pro vsechna z € Q. Ddle
f() je otevrend mnoZina, inverzni funkce g k funkci f je holomorfni v f() a pro kazdé ¢ = f(z) € f(Q)
plati:

1
f(z)
1Pod pojmem reguldrni kiivka rozumime spojité diferencovatelnou funkci ¢ : I — C, jejiz derivace je nenulové ve vech

bodech intervalu I, ktery muze otevieny nebo uzavieny. V pripadé uzavieného intervalu pak v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace.

Jg) =




‘o 2o
2i 2i
1.5i 1.5i
1 1
05i 05i
2 -5 1 |-05 o0 05 1 15 2 25 2 15 1 05 0 TH 1 25
-05i -05i
=1t =1
150 1.5i
-2i -2i

Obrazek 1: Piiklad obdélniku a jeho obrazu podle exponencidly

Diikaz. Toto tvrzeni je jednim z dusledkt véty o otevieném zobrazeni. Jeho diikaz lze nalézt v [R] (kap.
10). O

Pokud pro holomorfni funkei f ukézeme, Ze je prosta na jisté mnoziné 2, na zakladé predchozi véty jiz
budeme védeét, ze f je konformni, aniz bychom potiebovali vysetfovat nulové body jeji derivace. Pozna-
menejme jesté, ze opacnd implikace obecné neplati. Jeden piiklad za vSechny je komplexni exponenciila
f(z) = e?, ktera je konformni v C, ale neni prostd — ma totiz periodu 27i.

Definice. Oblasti 2, c C jsou konformné ekvivalentni, jestlize existuje vzajemné jednoznacné kon-
formni zobrazeni f z £ na ).

Definice vyse zavadi relaci ekvivalence na mnoziné oblasti v C. Symetrie je dtusledkem véty [2] tran-
zitivita plyne z véty o derivovani slozené funkce a reflexivita je zfejma4.

Piiklad 2. Kazdé afinni zobrazeni f(z) = az + b, kde a,b € C, které je reguldrni (a # 0) je konformn{
a prosté v C. Afinni zobrazeni je libovolna kombinace translace, rotace a skalovani. Lze tedy tvrdit, ze
primo podobné oblasti EI jsou konformné ekvivalentni.

Pfiklad 3. O néco zajimavéjsi je vySe zminénd exponencidla f(z) = e, kterd je konformni a prostd,
omezime-li se na pas

Q=R x (—m, ).

RozepiSeme-li z do algebraického tvaru z = x + yi, pak f(z) = e®(cosy + isiny). Odtud je patrné, ze f
zobrazi konformné obdélnik
B = (a,b) x (¢,d) CQ

na vyse¢ z mezikruzi
eB={zecC:e"<|z|<e c<argz < d}.

Specialné:
1. By :=(—00,00) x (—m,m) je konformné ekvivalentni{ komplexni roviné bez poloptimky (—o0, 0].

2. By := (—00,0) x (—m,7) je konformné ekvivalentni otevienému jednotkovému kruhu bez tsecky
[_ 1’ O}

3. Bs:=R x (0, 7) je konformné ekvivalentni horni poloroviné H = {Im z > 0}.

Piiklad 4. Mé&jme X € (0, 2] a uvazujme funkci

fr(z) = 2* = exp(Mlog(z)), z€Q={Rez>0}.

2ty, jez jsou vztazeny afinni transformaci



Zobrazeni f) je holomorfni v Q a plati pro néj polarni predpis:

fr:z=re? s rreM

pro kazdé r > 0a 6 € (—7n/2,7/2). Odtud lze vidét, Ze diky volbé A < 2 je f prosté na Q a jeho obrazem

je mnozina
A : AT AT
Q= 0 0,6 - —
{re r >0, E( 2,2>}

Dostéavame tak konformni ekvivalenci ruznych uhli, neboli oblasti vymezenych dvéma poloprimkami.
Inverzni funkci je

9(Q)=¢* cet
Definice. Pojem zobecnénd kruznice souhrnné oznacuje kruznice a primky v C.
Véta 3 (Rovnice pro zobecnénou kruznici). Z C C je zobecnénd kruznice, pravé kdyz je popsdna rovnici:
alz]> +bz+bz+c=0, z€C (1)
kde a,c € R, b € C jsou parametry spliugici |b|? > ac.
Diikaz. Vime, ze kruznice se stfedem s a polomérem r > 0 je ddna rovnici:
2 =|z—s>=(2—5)(z—5) = |2]*> =52 — 57+ |s]?

coz je rovnice tvaru (1) pti zavedenf a = 1, b = —3, ¢ = |s|?> — r2. Podminka |b|?> > ac zde odpovid4
pozadavku 72 > 0. Postup lze invertovat za piedpokladu, %e v rovnici (1) miizeme délit éslem a # 0.
V pripadé a = 0 sta¢i nahlédnout, Ze rovnice

bz+bz+c=0 z2€C
je pri znaceni z = x + yi, b = u + vi ekvivalentni rovnici:
2uxr — 2vy + ¢ =0,

co# je rovnice pifmky. Podminka |b|> > ac = 0 zde odpovid4 poZadavku nenulovosti alespoti jednoho z
¢lenu w, v, coz vyluCuje pravé degenerované pripady, kdy rovnice 2ux — 2vy + ¢ = 0 popisuje celou rovinu
nebo prazdnou mnozinu. O

Definice. Mdébiova transformace El je komplexni zobrazeni tvaru:

az+b

f(z) = P

pricemz a, b, ¢, d € C jsou libovolné parametry splniujici ad — bc # 0. Mnozinu vSech Mébiovych transfor-
maci budeme znacit M.

Véta 4 (Vlastnosti Mébiovych transformaci). Plati:

1. Kazdd f € M je prostd a holomorfni na svém definicnim oboru, ktery obsahuje vsechny body C s
vjimkou nejvyse jednoho bodu.

2. M je grupa s operaci sklddani gemerovand mnozinou reguldrnich afinnich zobrazeni z — az + b a

inverzi z — 2z~ L.

3. Obor hodnot f € M je komplezni rovina s vgjimkou nejvyse jednoho bodu, a sice limity f(co).

4. Kazdd f € M zobrazuje édsti zobecnéngch kruznic na édsti zobecnéngjch kruznic.

3téz linedrni lomend funkce



Diikaz. Z podminky ad — be # 0 plyne, Ze alespon jedno z ¢isel ¢, d musi byt nenulové, a tedy

az+b

)=y

je dobfe definovand a holomorfni vSude az na nejvyse jeden bod —d/c. Vsimnéme si, ze podminka ad — bc
odpovidéd pozadavku nekonstantnosti f. Snadno tedy nahlédneme, ze je-li

gEM,

az+f
9(z) = oy
pak
a2 4 b (aa+by)z + (af + bO)

flg(2)) = Cc;zi,g +d  (ca+dy)z+ (cf+df)

je nekonstantni funkce spravného tvaru, tedy fog € M EI Ziejmé reguldrni afinni zobrazeni a inverze
jsou specidlni pripady Mobiovych transformaci. Necht f € M je tvaru:

az+b
z4+d’

flz) =

Pak f lze rozlozit na dil¢i transformace:

1 b—ad b—ad

d
Zw— z+ Hz+de+de+d

+a=f(2),

kde prvni krok je posunuti, druhy inverze, tfeti vynasobeni konstantou b—ad # 0 a ¢tvrty opét posunuti.
Tim jsme dokézali, ze kazdé f € M lze vyjadrit jako slozeni regularnich afinnich transformaci a inverze
(v ptipadé ¢ = 0 je f ptimo afinni, pro ¢ # 0, 1 1ze krdcenim pfevést na predchozi piipad). Protoze kazda
z téchto transformaci je prostd a md inverzi v .M, je také f prostd a ma inverzi v .M (z jiz dokdzané
uzavienosti viiéi skladani). Obor hodnot f je tak celé C az na moznou singularitu f !, kterou lze (z véty
o limité sloZené funkee) spodist jako f(00). Zbyva dokézat, ze Mobiovy transformace zobrazuji zobecnéné
kruznice do zobecnénych kruznic, coz staci ovérit pro generujici mnozinu. Pfipad afinnich zobrazeni je
ziejmy. Pro inverzi f : z — 1/z pouZijeme vétu Necht zobecnéna kruznice Z je popsana rovnici:

alz*+bz+bz+c=0, ze€C

a necht z € Z \ {0}. Dosadime-li do této rovnice

_1_w
Cw o fwf?
dostaneme: .
|§|2 +b |Z“5|2 +b |Zj|2 +e=0,
a+ bw + bw + clw|* = 0,
coz je opét rovnice zobecnéné kruznice. O

Piiklad 5. Jako pifklad na pouziti véty [f] 1ze uvést analyticky dikaz véty o dhlu vepsaném v kruZnici,
ktera tvrdi, Zze ze vSech bodi na daném kruhovém oblouku, jsou jeho okraje vidény pod stejnym dhlem.
Uvazujme pevné 6 € (0,7) a mnozinu

O={zeH: £(-1,21)=46.}
Pro fixni z € H 1ze pouzit (konformni) afinni transformaci

zZ—w

w— —,
z4+1

4Formélné vzato miize byt nutné dodefinovat f o g v bodé —d/7, ale to je trivialita.



ktera zobrazi z na nulu, —1 na 1 a

z—1 (]2 =1)+2iImz

= e H
z+1 |z 4+ 12

1—

)

z+1

Tato podminka je i postacujici a muzeme tedy psat:

Oz{z'E]H[: arg(jli):&}.

Nyni je jiz vidét, ze O je zobrazena Mobiovou transformaci

z—1
z+1

f(z) =
na polopiimku {argz = 0} = {re’’,r > 0}. Z véty @ tak mizeme odvodit, ze O je kruhovy oblouk v
horn{ poloroving, ktery jako limitni body obsahuje f=1(0) =1 a f~!(c0) = —1.
Priklad 6. Uvazujme Mobiovu transformaci danou predpisem:

11—z

f(z) =

zZ—1

Dosazenim ovéfime, ze f(0) =i, f(1) = 1 a f(i) = co. Podle véty[l]tedy f zobrazuje jednotkovou kruznici
S bez bodu i na ¢ast realné pfimkyﬂ Obor hodnot funkece f je komplexni rovina bez f(c0) = —i. Odtud
plyne, ze f je konformni bijekce z C\ S na C\ (RU{—i}). Protoze f zachovivi komponenty souvislosti
a f(0) = ¢, zobrazuje f otevieny jednotkovy kruh U na horni polorovinu H. Mnoziny U, H jsou proto
konformné ekvivalentni.

Moébiovy transformace se daji také uvazovat na Riemannové sféfe C=cu {0}, ¢imz ziskaji né-
které hezké vlastnosti: Mobiovy transformace jsou bijekce C na C, jsou vsude konformni a zobrazuji
zobecnéné kruznice na zobecnéné kruznice. V kontextu Riemannové sféry se primky interpretuji jako
kruznice prochézejici komplexnim nekonec¢nem. Bohuzel, kazda pekna vlastnost s sebou nese urcité ome-
zeni. Chceme-li najit konformni zobrazeni z kruhu ¢i poloroviny na jiné zajimavé oblasti, s Mébiovymi
transformacemi si nevystac¢ime.

Definice. Komplexni funkce
z zZ+ >

se nazyva Zukovského zobrazend.

5Jedn4 se vlastné o klasickou stereografickou projekci ve 2D.



Véta 5 (Vlastnosti Zukovského zobrazeni). Necht f je definovdina jako vijse. Pak plati:
1. f je holomorfni na C* a konformni na C\ {—1,0,1}
2. [ zobrazuje jednotkovou kruznici S na dsecku [—2,2] a mnoZinu C\ cloU na C\ [-2,2].
3. Necht K je uzavreny kruh obsahujici body —1,1. Pak f je prostd v oblasti C\ K.

Diikaz. Pro kazdé z € C* plati:
1
flla)=1-—

22’
tedy f je holomorfni na C* a f’(2) = 0 pravé jen v bodech +1. Necht z = e'’. Potom

f(z) =e" +e " = 2cost.

Nechdme-li tedy t prochazet R, body f(z) vyplni tsecku [—2,2]. Uvazujme nyni w € C a zabyvejme se
reSenim rovnice: .

kde z € C je nezndmd. Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici

22 —wz+1=0,

o niz vime, Ze ma koreny:
1
Z1,9 = i(w:t w? — 4).

Tato Feseni jsou ve vztahu z129 = 1. Pro w = £2 neexistuje jiné feseni nez z = w/2 a pro w € (-2, 2) obé
feSen{ lez{ na jednotkové kruznici (ta jsme jiz nalezli pti hleddn{ obrazu S). Mame tedy f(C\ cloU) C
C\ [-2,2]. Necht w € C\ [—2,2]. Pak z; ani 2z nelezi na jednotkové kruznici a |z;||z2] = 1. Prévé jedno
z téchto ¢isel tedy spliuje |z| > 1. Odtud plyne, Ze f je prosté zobrazeni C \ cloU na C\ [—2,2].

Zajimavé je, ze f definuje prosté zobrazeni i na vnéjsku jiného uzavieného kruhu K, ktery obsahuje
body 1 a —1. Toto tvrzeni dokazme nejprve pro kruh, jehoz hranice body +1 protina. Necht tedy

K = {|=—bi| <1},

kde r,b € R a
b2 +1=r2

Pak —1,1,(b+r)i,(b—7r)i € OK a
(b+r)i(b—r)yi=r>—b*=1.

7 Véty tak plyne, Ze inverze g(z) = 1/z zobrazuje kruznici 9K na zobecnénou kruznici obsahujici body
—1,1, (b+7)i, (b—r)i. Tedy inverze zachovava celou kruznici 0K . Funkce g tak definuje homeomorfismus
zobrazujici prostor C* \ 0K sdm na sebe. Vnitfek int K \ {0} je souvisld komponenta tohoto prostoru
obsahujici okoli nuly. Pak je nutné g(int K \ {0}) neomezend komponenta mnoziny C*\ 0K, coz je prévé
C\ K. Odtud plyne, Ze pro kazdé w € C muze C\ K obsahovat nejvyse jedno feseni rovnice f(z) = w
(nebot vzdy alespon jedno z ¢isel z,1/z lezi v K).

Pro obecny kruh K obsahujici oba body +1 situaci jednoduse prevedeme na ptredchozi piipad. Bez
Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze K ma stfed a + bi, kde a < 0. Pak existuje bod ui, kde 1 € R na
useCce mezi a 4+ bi a 1. Necht L je uzavieny kruh se stfedem pi a polomérem |ui + 1. Snadno se oveéri,
7e OL protind body +1 a zéroveni L C K. Z pfedchoziho kroku je f prostd na C\ L a tedy tim spis je
prostd na C\ K. O



Obrézek 2: Kruznice se stfedem b (zelené) a jeji obraz pii Zukovského transformaci (modie). Protoze
zvoleny uzavieny kruh obsahuje body =+1, jsou vnéjsi oblasti ohranicené zelenou a modrou kiivkou
konformné ekvivalentni.

Zukovského transformace se pouziva v aerodynamice. Pii experimentovani zjistime, Ze riizné umis-
téné kruznice s riznymi poloméry se zobrazi na tvary, které pripominaji profily idealizovanych kridel.
Zukovského zobrazeni tak umoziiuje pievést problém potencidlového proudéni vzduchu kolem kiidla na
oblast v doplnku kruhu, kterou je mozné snadno vyresit. K tomu ale budeme nejprve potiebovat jistou
netrividlni davku teorie.



3 Harmonické funkce
Definice. Laplaceova rovnice je parcidlni diferencidlni rovnice tvaru
Au(z,y) =0, Vz=z+iy € Q,
kde © C C je oblast El, u je neznamd funkce u : @ — R a A oznacuje Laplacetv operdtor:
AU = Ugy + Uyy.
Funkce u € C?(Q), kterd fesi Laplaceovu rovnici se nazyva harmonickd funkce ﬂ

Ukazuje se, ze mezi holomorfnimi a harmonickymi funkcemi existuje tésna souvislost. Radu diile-
zitych vysledku z komplexni analyzy, které plati pro holomorfni funkce, lze totiz dokazat i pro tridu
harmonickych funkei. Klicem k tomuto poznatku bude nasledujici véta:

Véta 6. Necht f : Q — C je holomorfni. Pak uw = Re f je harmonickd v ). Naopak je-li u : Q@ — C
harmonickd a je-li navic Q0 jednoduse souvisld, pak existuje holomorfni f : Q@ — C takovd, Ze u = Re f,
kde f je urcena jednoznacné az na ryze imagindrni konstantu.

Diikaz. Prvni ¢ast véty je jednoduchy diisledek Cauchy-Riemannovych podminek. Holomorfni funkci f
miuzeme rozdélit na redlnou a imaginarni ¢ast:

f(z) =u(z)+iv(z), z=z+iyeQ.
Pak wu,v jsou nekonec¢né diferencovatelné a plati:
Uy = Vy, Uy = —Up,

Ugg + Uyy = Vyz — Vgy = 0,

ze zaménnosti parcidlnich derivaci. Naopak je-li u harmonickd, pak plati:
Ugy = —Uyy,

Ugy = Uyzx,

coz jsou presné C-R podminky pro funkci @: (uz, —uy), kterd je tedy holomorfni. Je-li Q jednoduse
souvisld, dle Cauchy-Goursatovy véty ma Vu primitivni funkci f. Pouzijeme-li opét C-R podminky,
dostaneme:

V(Re f) = (Re f)s +i(Re f), = (Re f), — i(Im f), = f' = V.

Zvolime-li f tak, Ze Re f = u v alesponi jednom bodé €2 pak ze souvislosti a rovnosti derivaci Re f = u v
celém Q. Nutné podminky Re f = u, f’ = Vu urcuji f jednoznacné, az na imagindrni konstantu. O

Protoze pro kazdy bod lze nalézt jednoduse souvislé okoli (kruh), dusledkem véty@ je, ze harmonické
funkce jsou nekonecné diferencovatelné. V dikaze jsme také odvodili uziteény vzorecek pro holomorfni
funkei:

V(Re f) = f,
ktery stoji za to si zapamatovat, protoze jej budeme pouzivat Casto.

Priklad 7. Centralnim piikladem harmonické funkce, jiz nelze globédlné vyjadrit jako redlnou slozku
holomorfni funkce je
u(z) =Inlz|, =ze€C",

kterou lze téz vyjadrit ve tvaru:

1
u(z,y) = B In(z? + y?).

Tato funkce je tfidy C*°(C*) a pfimym vypoctem muzZeme ovéfit, Ze splituje Laplaceovu rovnici. AvSak
k u nelze najit holomorfn{ funkei f z véty [6} kdyby existovala, az na imagindrni konstantu by musela
byt rovna komplexnimu logaritmu f(z) = log z v jednodusSe souvislé oblasti C\ (—oo, 0]. Ale log z nelze
spojité rozsitit na C*.

6Rovnici lze samoziejmé uvazovat i ve vyssich dimenzich. Potom jiz neni k dispozici ptirozens struktura komutativniho
télesa, jako je tomu v R2.

TUveden4 definice se tyka jen tzv. klasickych resent. Existuje i slabd formulace Laplaceovy rovnice, jez umoziiuje hledat
feseni v daleko vétsich prostorech funkci. Tim se zde nebudeme zabyvat.
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Véta 7 (O odstratiovani singularit). Necht u je harmonickd funkce v mezikruZi
Q={r<|z—a| <R},
kde 0 <r < R < o0, a € C. Pak existuje redlné cislo v a holomorfni funkce f takovd, zZe
u(z) =Re f(z) +yln|z—al, ze€Q.

Ddle pokud r =0 a
o u(z)
lim

22—
z—aln|z — a ’

pak existuje harmonickd funkce @, kterd je rozsirenim u na U(a, R).

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti budeme predpokladat a = 0. Stejné jako pti diikazu piedchozi véty plati,
ze Vu je holomorfni na €2 a lze tedy vyjadrit Laurentovou radou:

Vu = Z cnz":f’(z)—i—l,
=00 z

kdey=c_1 a
Zn+l

f(z)= Z Cnn—i—l'

n#—1

Necht nyni I je kladné orientovana kruznice se stfedem 0 a polomérem p € (r, R). Pak plati

2 2
Re(2miy) = Re (/vmr) = / Re (VuoT I') dt = / (VuolI,I') dt = 0.
r 0 0
(Integral gradientu po uzaviené kiivce je nulovy). Tedy ~ je redlné ¢islo. Dostavame pak
Vu = V(Re f(z) +vIn|z])

a protoze 2 je souvisla, pripadnym posunutim f o konstantu dostaneme pozadovanou rovnost.
Predpokladejme nyni r =0 a
u(iz) _ .. Ref(z)

li =1 =0.
zlg(l)ln|z\ ey In |z| +

Pro existenci rozsifeni u na U(0, R) stadi ukazat, Zze f m4 odstranitelnou singularitu v 0, nebot potom
f je omezend v okoli 0 a tedy nutné v = 0. Miizeme pak zvolit @ = Re f, kde f je holomorfni rozsifeni f
na U(0, R).

Zvolme N € Z tak velké (v absolutn{ hodnoté), ze

Re(f) _ = <1 1>.

z—0 In|z| 77N€ 2" 2

Pak existuje 6 > 0 tak malé, Ze pro |z| < § plati:

f 1
— ] <=1
Re(N 2n|z|7

o ()] ()] - )
by o () -0

Tedy holomorfn{ funkce exp(f/N) mé odstranitelnou singularitu v 0 a existuje limita

. I\
ilg%) exp(N =ceC.
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Protoze analogie plati i pro N nahrazené za —N, musi byt ¢ # 0. Pak f ma vlastni limitu v 0, nebot
exponencidla je lokdlné invertovatelnd a f je spojitd. Podrobnéji, existuje okoli U(c) C C* bodu ¢ a
holomorfni funkce [ takovéEI , 7€

exp(l(2)) =2z, ze€U(e).

Uvazujme nyni, ze A > 0 je tak malé, ze

exp (j\;) €eU(c), VzeP:=U(0,A)\{0}.

Pak pro kazdé z € P plati:

o~

-exp <]{f> — % € 2mZ.

Levéa strana je vSak spojitd a mnozina P souvisla, takze existuje konstanta k € Z takova, ze

_exp (]{[>_ - % = 2mik,

o~

pro vSechna z € P. Limitnim pfechodem dostaneme:

lim f(z) = N(l(c) — 2mik) € C.

z—0
Odtud jiz plyne, ze f ma v 0 odstranitelnou singularitu a tim je dukaz dokoncen. O

Véta 8 (Vlastnost pruméru). Necht u je harmonickd v oblasti  a necht K = cloU(a,r) C £, r > 0.

Pak ) )
u(a) = —/ u(z) dz = —5 [ u(z) dz.
2rr Jox mre Ji
Diikaz. Funkci u vyjddifme s pomoci véty [6] jako redlnou ¢dst holomorfni funkce f na K. Véta pak plyne
ihned porovnanim realnych ¢asti z analogického tvrzeni pro holomorfni funkce. O

Véta 9 (Princip maxima). Necht u je harmonickd v oblasti Q2. Nabjuvd-li u lokdlniho mazima v Q, pak
je u konstantni. Specidlné, je-li 2 omezend a u spojité rozsiritelnd na clo €2, pak u nabjvd svého mazxima
na 0. Analogie plati i pro minimum.

Nésledujici dikaz je pfevzat z Evansovy knihy [E].

Diikaz. Predpokladejme, ze M je lokdlni maximum funkce u na Q. Pak pro kazdé z € {u = M} existuje
r > 0 takové, ze K = cloU(a,r) C Q a tedy z vlastnosti pruméru

1 1
W/KMdz:M:u(a):ﬂTQ/Ku(z)dz.

Protoze u(z) < M pro vSechna z € M a protoZe u je spojitd, rovnost integralit miZe nastat jen pro
u(z) = M pro kazdé z € K. ProtoZe z bylo libovolné, plyne odtud, Zze mnoZina {u = M} je oteviend. Ze
spojitosti u je vSak také relativné uzaviend v Q, procez {u = M} = Q, nebot Q je souvisld mnozina. [

Jako jednoduchy disledek dostavame nésledujici tvrzeni o jednoznacnosti Laplaceovy tlohy s okrajo-
vou podminkou. Protoze mame linearni rovnici, staci dokazat, ze pro nulova vstupni data je jediné feseni
nulové.

Véta 10 (O jednoznacnosti). Necht Q C C je oblast, funkce u je harmonickd na S, md spojité rozsireni
na 09 spliujici u(z) = 0 pro vsechna z € O0. Ddle necht oblast Q je bud omezend nebo u(z) — 0 pro
z — 00. Paku=0 v celém Q2.

Diikaz. Pro spor necht napiiklad u(p) > 0 pro n&jaké p € Q. Z predpokladu lze zvolit R > 0 tak velké,
7e

u(z) <u(p), VzedU(p,R)NN).

To je ale spor s vétou [0} podle niz v mus{ nabyvat maxima na hranici. O

8vzdy lze zvolit log z na C \ (—oo, 0] anebo im + log(—z) na C \ [0, 00)

12



Na nfisledujicich strénkéch budeme v oblastech se zajimavymi geometriemi hledat feéeni Laplaceovy

vvvvv

polorovmu), kde le bude umét najit explicitni feseni. Protoze ztratit se v tranbformacmch identitach
nebyva vibec tézké, budeme pro prehlednost pouzivat konzistentni znaceni. Proto 2 bude vzdy vychozi
oblast, v niz je feSeni tlohy znamé, Q) bude transformovand oblast, f bude primd transformace, tj.
konformni prosté zobrazeni z {2 na Q k nému prislusnou inverzni funkci budeme znadit g a nazyvat
zpétnou transformaci. Dale je vyhodné zavést odlisnd znaceni pro prvky v € resp. Q. Body v oblasti Q2
budeme oznacovat standardné z, zatimco pro body v Q) budeme pouzivat fecké pismeno ¢ a bude-li h
néjakd funkce (veli¢ina) definovand v €, pak analogickou funkci v Q budeme vzdy znaéit h.

Véta 11 (Transformace TeSeni Laplaceovy rovnice). Necht Q, Q jsou oblasti v komplexni rovine, f : Q —
Q, g:Q — Q vzajemné inverzni konformni prostd zobrazeni a u : Q — R harmonickd. Pak plati:

1. Funkee 6(¢) := u(g(¢)) je harmonickd v <,
2. Je-li ddile v= Vu, v =V, pak
2(Q) =g (Qv(g(Q), ¢

3. Je-li ¢ : I — Q diferencovatelnd krivka a ¢ = f o c, pak v kaZdém bode t € I:

_ dc — de
(voc)a =(boe)— 7

Specidlné: je-li ¢ vsude rovnobézné s polem v, pak ¢ je vsude rovnobézné s v.
4. Necht ¢y € 0Q, predpoklidejme, Ze g md spojité rozsvirvem’ﬂ na QU {Co} a oznaéme zy = g({y). Pak

20 € 0 a
lim u(z) = lim 4(¢),

zZ— 20 ¢—<Co
md-li levd strana smysl. F_UI

Diikaz. Prvni ¢ast plyne téméf okamzité z véty IEI Pro kazdy bod ¢ = f(z) € Q lze najit jednoduse
souvislé okoli G C € bodu z a holomorfni i : G — C tak, ze u = Rep na G. Pak také

~

@ =wuog=Re(uog)

je redlnd ¢ast holomorfni funkce na oteviené mnoziné f(G), kterd je okolim bodu ¢ a tedy 4 spliuje
Laplaceovu rovnici v bodé ¢. Derivovanim slozené funkce pak dostaneme:

8(¢) = Va(¢) = (rog) (€) = g (O (9(C)) = ¢'(¢) v(g(C))-
Tim byly dokézany prvni dvé c¢asti. Treti ¢ast plyne ihned dosazenim

de ) de
SO = F(e) T

9ne nutné konformni

10Tedy za predpokladu spojitosti na hranici se okrajovi podminka pro u pfenasi na .
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a s pouzitim transformacni identity

o(e(t) = ) v(e(t)),

ktera plyne z druhého tvrzeni. Podminka rovnobéznosti ¢, v lze vyjadrit ve tvaru:

0= <j§,ivoc> Re(i(voc)jj) =Im <(UOC)3§)’

na intervalu I, kterd je vzhledem k jiz dokazané rovnosti splnéna i pro ¢, ©. Zbyva posledni, ¢tvrta ¢ast.
Predpoklddejme, Ze g je spojitd na QU {(y}. UkdZeme nejprve zg := g({p) € 9 = clo N\ Q. Ze spojitosti

musi byt zg € clo (). Pro spor predpokladejme zy € 2. Pak f je spojitd v zp a tedy

Go = Jim f(9(0)) = F(9(G0)) = f(z0) € 2,

coz je spor. Rovnost
lm 4(c) = i
Jim a(C) = lim u(z)

plyne z véty o limité slozené funkce, jejiz predpoklady jsou splnény, nebot

9(¢) = g(Co), pro¢ —¢o

ze spojitosti a g(¢) # ¢({o) pro kazdé ¢ € Q, nebot 9(¢o) je hranicnim bodem, zatimco ¢({) lezi uvnit¥

Q.
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4 Elektrické pole

V této sekci se pokusime aplikovat vybudovanou teorii pro modelovani elektrického pole. Pritom samo-
ziejmé nardzime na jeden zasadni problém: metody komplexni analyzy se daji vyuzit pro dvourozmérné
dlohy, zatimco nas vesmir ma t¥i prostorové dimenze. Musime se tedy omezit jen na ty fyzikalni pro-
blémy, které maji translacni symetrii a staci se u nich proto zabyvat rovinou fezu, ktera je na prislusnou
translaci kolma. Vyjdeme z diferencidlniho tvaru Gaussova zakona, jenz pro elektrickou intenzitu E ve
vakuu dava [}

divE="2,
€

(kde p je hustota ndboje a € je permitivita). Ve statickém piipadé lze E vyjadfit pomoci elektrického
potencialu jako EF = —Vy. Dosazenim dostaneme

—Ap = P
€
Nyni pfiddme predpoklad elektrické neutrality (p = 0) a translacni symetrie ve sméru osy z (., = 0),
coz nas dovadi k Laplaceové rovnici:

Ap=0

na dvourozmeérné oblasti {2. Pfedpokladame rovnéz, ze mame pevné zvolenou jednotku délky, kterda nam
umoznuje vyjadrit body v Q bezrozmérné pomoci komplexnich ¢isel. Diky této imluvé nemusime byt
rozpaciti kvili vyraztum typu

z+ 1,

z
které by nemély smysl, pokud bychom interpretovali z jako fyzikalni veli¢inu s jednotkou 1 metr. Dalsi
problém, ktery musime vyfesit, je otdzka, jak formélné pracovat s bodovymi ndboji (pojem bodovy
naboj zde ovSem chapeme ve dvou dimenzich po aplikovani transla¢ni symetrie — ve skutec¢nosti by
bylo spravnéjsi mluvit o elektricky nabitych tycich zanedbatelného pruméru, které jsou vedeny kolmo ke
zkoumané roviné). Bodovy naboj umistény do zy indukuje logaritmicky potenciél
-1

w(z) = 5 In|z—2|; 2z€C\ {2},

kde g je konstanta tmérna nébojiEl Potencial ¢ lze interpretovat jako slabé reseni nehomogenni rovnice
_A(p = q 6207

kde 0., znaci tzv. Diracovu delta distribuci. Tento pfistup vyzaduje znalost slabych feseni ve smyslu
distribuci, coz patii k pokrocilejSim partiim matematiky. Tomu se nastésti muzeme vyhnout, kdyz budeme
 interpretovat jako klasické feseni Laplaceovy rovnice

Ap(z) =0, zeC\{0}

s predepsanou singularitou
i P _ @
z—z In |z — z] 2

Toto pozorovani (s vyuzitim linearity) ndm umozni matematicky formulovat rizné problémy s bodovymi
naboji skrze klasickou teorii parcidlnich diferencialnich rovnic.

Piiklad 8. Necht zy € H. Budeme hledat FeSeni Laplaceovy rovnice v oblasti H \ {2} spliiujici

lim p(z) =0, w e dHU {co},

zZ—w

RIS
z—z In |z — 2] 27

1 Nebudeme vektory odliSovat tuénym pismem od skaldri, jak je ve fyzice obvyklé. Zahy totiz budeme na dvourozmérné
vektory nahlizet jako na komplexni skalary, takze by dodrzovani této konvence nemélo valny smysl.

12T je jedna z téch tloh, jiz lze kompletné vyfesit pomoci integrdlniho Gaussova zdkona s pouzitim symetrie. Zde
odkazujeme na slavné Feynmanovy prednésky: [Feyn]

15



Tedy Fesime tlohu bodového ndboje (nabité tyce) v blizkosti vodivé (tudiz ekvipotencidlni) desky s
hranici OH. Reseni lze uhadnout trikem, ktery se nazyva metoda obrazi. Odmyslime si hranici OH a do
protéjstho bodu Zy umistime opa¢ny naboj, ¢imz dostaneme potencial

zZ— 20

90(2):—%ln|z—zo|+%ln\z_go| —_14,

2w zZ—Zo

Myslenka je, Ze takto zformovand funkce diky linearité fesi Laplaceovu rovnici na H\ {20} a diky své hezké
reflexivni symetrii spliuje i okrajovou podminku na 9H, coz se da dokazat jednoduchym dosazenim:

z€H=R = |z—z|=|z— 20| =|2—Zo| = ¢(2) =0.

Stejné snadno se overi také podminka v co. Protoze jsme feseni pouze uhadli, mize nas nyni trapit otazka
jednoznacnosti, tedy zda ndhodnou neexistuji také jind reseni. Odpovéd je, Ze nikoliv. Je-li totiz ¢ jiné
feSeni, pak ¢ — ¢ m4 podle véty [7] odstranitelnou singularitu v zy a podle véty [I0]je pak po dodefinovéni
1) —  identicky nulova. Ted kdyz mame k dispozici jednozna¢né urcené feSeni, muzeme jej vykreslit.
Idealné bychom chtéli zndzornit siloc¢ary pole E = —V¢. K tomu je obvykle zapotrebi vyresit obycejnou
diferencidlni rovnici

dc
) = Be(t).

V tomto pfipadé vSak miizeme vytdhnout z rukavu dalsi trik. VSimneme si, ze na H bez bodi z piimky
P = {Re(z — z9) = 0} lze ¢ vyjadrit jako realna ¢ast holomorfni funkce

q 2= 20
F(z)=—Log (2220
(Z) 2w Og(Z—Z())
a polozime n = Im F. Pak z C-R podminek dostaneme ortogonalni vztah:
0= (Vn,Vy) =(Vn, E)
a tedy kazda silo¢ara c splituje v bodech c(t) ¢ P:

00 = (Va5 ) = (V. =

Pozadavek konstantniho n dava implicitni rovnici pro siloc¢éary:

arg (Z_ZO) = 0 = konst.

zZ—2p

Podobné jako v prikladu [5| se feSeni této rovnice lisi od polopiimek argz = # o Mdbiovu transformaci,
jez je zobrazuje na ¢asti zobecnénych kruznic s koncovymi body zg, Zp.

ol
151
: TITIresIIlTe.
// ad ///////////I\\\\\\\\\\\ > \\
, / ///////|\\\\\\\ \ \
L VAN WHY VNN
05 / VR A R RN \
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Obréazek 3: Znazornéni silo¢ar pro zy = i.

Elektrickou intenzitu miiZeme kvantitativné vyjadiit s vyuzitim —FE = Vo = F’ (coZ trochu useti{

préci s derivovanim):
— 1 1
B - Q( B )
2r\z—29 2Z—2p
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Tato rovnost samoziejmé musi platit i na bodech z vylouéené primky P, diky spojitosti. Déale by nas
mohlo zajimat rozlozeni niboje, jez se indukuje na hranici. Pro nabojovou hustotu ¢ na povrchu vodice
obecné plati F_gl

_ 9o _
=3, =

kde v je vnéjsi jednotkova normaéla, coz v nasem piipadé dava (po nékolika algebraickych tpravach):

o (E,v),

- q Yo
olz)=—ImE(zr)=— ————5, TR,
) R
kde zg = zg +iyp je algebraicky tvar komplexniho ¢isla zp. VSimnéme si, ze integral o pres celou redlnou
osu je —q, tedy na hranici se indukuje presné opacny naboj, nez je ten, ktery jej vyvolal. |E|

Nyni muzeme ziskat feseni v jinych oblastech tim, Ze celou ulohu pretransformujeme pomoci kon-
formniho zobrazeni. Nejprve budeme ale chtit ovérit, ze bodovy ndboj se pri konformni transformaci
zachovava.

Véta 12 (Zachovani bodového nédboje). Necht €2, Q jsou konformné ekvivalentni oblasti a f, g prislusnd
primd resp. zpétnd transformace (tj. stejnd situace jako ve vété . Necht zy € Q, q je redlné cislo,
@ : Q= R je funkce spliujici

i P

z—z In |z — 2] 2w
Oznacime-li $ = pog, (o = f(20), pak plati:

im 2@ __ ¢

oIl —C 2

Diikaz. Dtikaz dostaneme piimym vypoétem s pouZzitim véty o limité slozené funkce (predpoklady jsou
splnény, protoze f je prostd a spojitd):

p(¢) . ©(2) . ©(2)

. ¥
lim ———— im —————— = lim =
=G In|¢ =G ==z In[f(2) = f(20)] 220 In|z — z| +In |7f(z;:£(zo) |

0

In |G =f(za) |\ -1 / -1
lim & lim (1+Z—ZO|> :_q(1+1r1]”(,z(])|) :_ﬂ.

z—z0 In |z — zg| 2—%20 In |z — 2] 27 27

Je dobré si povSimnout, Ze jsme v dikaze potFebovali f/(zg) # 0. O

Piiklad 9. Necht A € (0,2] je pevné a méjme zobrazeni:
f(z)=2" 2€Q:={Rez>0}.

V piikladu [4] jsme jiz ukdzali, Ze se jednd o konformni a prosté zobrazeni z pravé poloroviny 2 na thel
o velikosti A7, ktery miizeme znacit Q. Inverzni funkei je g(¢) = ¢ 1/X N&§ plan je nyni vyfesit tlohu
v  a posléze ji pretransformovat pomoci funkce f resp. g. V analogii predchoziho prikladu je feSenim
Laplaceovy tlohy na € s nabojem ¢ v bodé 1 potencial, ktery je dan superpozici s opa¢nym nabojem v
"zrcadlovém bodé"—1:

q z—1
= —— —_— O\ {1}
o) =-LnZt ccavy
Na, zakladé vét [T1] a [T2] vime, Ze funkce
o q Cl/)‘*l A
=——In|>—++— Q 1
20 =[S ] ceon

je feSeni Laplaceovy rovnice na Q* s bodovym nabojem ¢ v 1. Komplexni odmocnina g je spojitd na
C\ R~ takze pro A < 2 je podminka ¢ = 0 na hranici zachovdna. Pro A = 2 se ve skutecnosti nic
nepokazi, jenom je treba provést diskuzi, kdy se k hrani¢nimu bodu (y < 0 muzeme blizit bud z horni

B3¢0z Ize odvodit z integralniho Gaussova zdkona - viz [Feyn|

Ve skutecnosti kdy# priblizime elektricky nabity objekt k neutralnimu vodiéi, ze zakona zachovani se kromé nédboje —q
musi na jiné ¢asti povrchu indukovat opa¢ny naboj +q, ktery zde zamlcujeme, protoze predpokladame, ze se po ustédleni
nachézi velmi daleko. Toho se d& prakticky docilit pomoci uzemnéni.
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poloroviny — pak $(¢) — ¢(v/Co) = 0 anebo z doln{ poloroviny — potom $(¢) — ¢(—+/Co) = 0. Je patrné,
7e ¢(¢) = 0, pro ¢ — oo.

K vykresleni silocar na pocitaci staci pouzit kruhové oblouky v 2 a zobrazit je pomoci primé trans-
formace f (viz tfeti ¢ast véty .

\ 5F \
1 \ A ’
\ 1 4t A\ /
\ | L \ /
\ \ / - T~ \ /
NNy / 3 e N | 7
051 NS , / \ | /
NV M / v 2r / e~ N //
NNV, s e / - N
N N , / s -\ /
R\ - 1 / / // M, //
0 == | oy NI
NS 0 ! ! =
ST I~ | \ NSRS
v T S
SV IIIANNIEN \ NRNRNS/INN
R RN 1 \ Ny ~
05F VA BN \ N N
A A 2F \ - / \ N
/ ! ! \\ // ! N
\ \
// 1 3 S -7 / \
5 | / \
; 41 / \
. L . . ) L . . /. . N
05 0 0.5 1 1.5 2 25 6 -4 2 0 2 4
(a) A = 0.4 (b) A=2

Obrézek 4: Znézornéni silocar pro ruzné hodnoty A

Elektricka intenzita v €2 je dana predpisem:

E(z)—q< L 1 >—fr 21_1, 2eQ\ {1},

z—liz—I—l z

Po transformaci dostavame:

= 1N q Cl/)\ A
E(Q) =g'(Q)E(9(C)) = T AT Ce M\ {1}.

Pro A < 2 Ize E dodefinovat spojité na hranici bez pocatku. Protoze konformni zobrazeni nezméni thel
mezi silo¢arou a hrani¢nimi polopfimkami, pro indukovany néaboj plati:
1/ 1/A
; r r
eEAT/2)| = @ - __ 4 r > 0.

TiAT/2y _ 1 - __1 _
e ) AT |r2/Aeim — 1] TAr r2/A 4+ 17

o —sgngq |E (r
Je zajimavé, Ze pro A < 1 je nédboj v blizkosti poc¢atku nulovy, zatimco pro A > 1 diverguje (je-li ¢
nenulové) k +oo. Nicméné celkova velikost indukovaného naboje zistava —g, coz miizeme ovérit integraci
se substituci p = r’/*. V meznim pifpadé A = 2 obé polopifmky splyvaji a indukovanému naboji tak
odpovida:
r 1
o(—r)=—2 L VT __ 4

-2 — =— , > 0.
2mr r+1 m/r r+1 "

Priklad 10. Budeme nyni fesit Laplaceovu rovnici uvniti jednotkového kruhu U s pocatecni podminkou
$¢(¢) = 0na QU a s nabojem q v bodé ing, kde 19 € (—1,1). Pouzijeme Mobiovu transformaci z pfikladu@,

tj.
1—14C 2
= =—i+—, el.
9(¢) = it ¢
Tato funkce zobrazi kruh U na horni polorovinu H. Inverzni zobrazeni je
2 iz + 1
fe) =i+ — =211 cem
zZ+1 zZ+1
P1i tomto zobrazeni bod ing odpovida bodu iy, kde
. . L= 1=
ino = f(iyo) = - =— .
(o) i(1+ o) 1+yo
Nyni do zndmého potencidlu v horni poloroviné
q zZ — 1Yo .
=——1 , cH
P(2) = —5en| L e H (i)
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dosadime z = g({), ¢imz ziskdme "kandidéta"na FeSent:

g ln’(l—iC)—iyo(C—i)

2 |(1—iC) +iyo(C — 1)
_ g |ZiCA+y)+ A —wo)| g, | {—ino .
T o In —iC(1—yo)+ (L +wy)|  2r  |in¢+1]| ¢ €U\ {ino}-

MizZeme si povSimnout, ze pro 19 = 0 se ¢ neprekvapivé redukuje na logaritmicky potencidl bodového
niboje a pro 79 # 0 je vysledek (aZ na bezvyznamnou konstantu) superpozic{ dvou opaénych bodovych
naboja v ing, i/no, které jsou navzajem vztazeny kruhovou inverzi. Funkce g mé spojité rozsiteni na
cloU \ {i} a dosazenim (s vyuzitim spojitosti logaritmu) lze spocitat limitu ¢(i) = 0. To dokazuje, Ze
@ = 0 na hranici dU. Silo¢ary jsou opét ¢asti zobecnénych kruznic, tentokrat prochazejicich body iny,
Z/?’]O

L \ /
0.8 \ ,
\ /
06 ‘o \ / L
\\ \ / //
0.4} \ /
- \\ \\ // // -

2+ T~ N 4 -~

0 SN S
~ \ /
0 ——— \\\ ///// -
TR AN RS

2 N Vo
0 = \\\\\\///// ’’’’’ -
04l P SRS
04 T TN IS T~

| // //// ZARN \\\\ \\
-0.6 P //////|\\\\\ ~
KAV AN
08[ AN T AN
AT EN TR TR
-1 .
1 0.5 0 0.5 1

Obréazek 5: Naboj uvnitt kruhu.

Na konformni zobrazeni a elektrické pole lze vymyslet celou fadu dalSich piikladi — nékteré lze
najit v uéebnici [MAF5]. Nicméné velké omezeni této metody je nutnost najit konformni zobrazeni f z
silnd Riemannova véta o zobrazeni, podle které pro kazdou jednoduse souvislou oblast 2 # C existuje
prosté konformni zobrazeni f z otevieného jednotkového kruhu na €. Dukaz této véty vSak neposkytuje
analyticky predpis pro f (viz [G]).
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5 Potenciadlové proudéni

Dalsi vyznamné oblast, v niz se vyskytuje Laplaceova rovnice, je aerodynamika. Proudéni vzduchu
popisujeme rychlostnim polem v, jez kazdému bodu z z oblasti Q a ¢asu t € Rt piifadi okamzitou
rychlost fiktivni ¢astice, ktera se v okamziku ¢ nachézi v bodé x. Mnozinu {2 si muzeme predstavit jako
vnéjsi oblast kolem télesa, které se pohybuje v atmosfére a které zkoumame z jeho klidové soustavy.
Opét zavedeme Tadu predpokladii. Pfedné budeme studovat stacionarni proudéni, tedy takové, kdy pole
v se neméni v Case a lze tak popsat jako funkce v = v(zx). Dédle budeme uvazovat, ze béhem proudéni

nedochézi ke stlacovani vzduchu F_SI, coz lze matematicky formulovat pozadavkem E
dive = 0.

Za treti budeme predpokladat lokalni nevitivost. To je motivovano experimentalnim pozorovanim, kdy
pro nizké rychlosti nedochazi k turbulencim — proudéni je tzv. lamindrni. Dostavame tak druhou rovnici:

rotv = 0.
Nulova rotace pak prirozené vede ke snaze namisto v hledat rychlostni potencidl u : 2 — R, splnujici
v = Vu.

Najdeme-li totiz potencidl u € C?(Q) pak podminka rotv = 0 je splnéna ze zdménnosti parcialnich
derivaci a dosazenim do divv = 0 ziskdme Laplaceovu rovnici

Au=0 na Q.

Abychom mohli pouzit komplexni analyzu, budeme opét studovat tlohy s transla¢ni symetrii, kdy vsechny
derivace podle jedné proménné kartézské soustavy (Feknéme z) jsou identicky nulové a lze tak predpo-
kladat, ze € je dvourozmérnéd oblast. Budeme hledat takova reseni, jez splnuji nulovou Neumannovu
okrajovou podminku, kterou lze interpretovat jako pozadavek, ze 92 je neprostupnd prekazka, a tedy v
blizkosti hranice svird pole v pravy thel s vnéjsi (resp. vnitin{) normdlou.

Definice. Necht Q C C je oblast. Rekneme, 7e pole v : Q — C spliiuje nulovou Neumannovu podminku
na N C 01, jestlize lze spojité rozsitit na QU N, existuje regularni kiivka ¢: I — C splﬁujicﬂ c(I)=N
a pro kazdé zg = c(tg) (kde to € I) plati:

<v(z0),ij§(to)> = 0.

Priklad 11. Hleddme potencidlové lamindrni proudéni na vnéjsku kruhu C \ cloU spliujici nulovou
Neumannovu podminku na S = 90U a majici limitu

v(o0) = 1.

Tato tloha fyzikalné odpovida proudéni kolem valce, ktery se pohybuje v atmosféte s konstantni rychlosti
1 (anebo pusobeni vétru na staticky valec). Ve vété [5| bylo dokazéno, Ze Zukovského zobrazeni:

mo=<+%

je konformni ekvivalence zobrazujici C\ cloU na C\ [—-2, 2]. Intuitivné muzeme oc¢ekévat, Ze tisecka nema
7&dny efekt na rovnobézné proudéni vzduchu, a tedy FeSenim analogické ilohy na C\ [—2, 2] je jednoduse:

u(z) =x =Re(z), z=z+1iyecC\[-2,2].

Myslenka je nyni hledat Feseni na C\clo U pomoci konformni transformace g ve smyslu Véty Definujme
tedy:
1

W%uwm%@+a,<dxmu

15Coz je pfiblizné splnéno pro subsonické rychlosti, kdy vzduch mé "dostatek ¢asu obtéci prekazku".
16]ze odvodit z predpokladu konstantni hustoty a zdkona zachovani hmoty - viz [Feist)
17¥ikdme pak, Ze ¢ je requldrni parametrizaci N
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Vidime, ze 4 je realnd ¢dst holomorfni funkce, tedy je harmonicka. Rychlostni pole snadno spocteme s
vyuzitim VRe g = ¢’ jako:

- 1
Q) =4g()=1- a
Pak plati v(co) = 1. Je také zfejmé, ze v lze spojité rozsifit na hranici. Vnéjsi normdla jednotkové

kruznice S = 9U v bodé ¢ € S je (pro libovolnou parametrizaci) rovna ¢, takze nulovou Neumannovu
podminku mizeme ovérit vypoctem:

ol =1 = (8(¢o),¢o) = Re(9({o) ¢o) = Re (Co - g(%) =Re((o — o) = 0.

Vyfesili jsme tak tlohu na C \ cloU. Navic, stejné jako v piikladu [§] dostdvdme implicitni rovnici pro
proudnice |§| :

Im (C + 2) = konst.,

<1 — |z|> Im ¢ = konst.

v riznych dalsich oblastech. K tomu se ndm bude hodit nésledujici tvrzeni:

Véta 13. Necht Q C C je oblast, N C 9Q a u : Q — R je teseni Laplaceovy rovnice v Q splnugict
nulovou Neumannovu podminku na N. Ddle predpoklidejme, Ze V je oblast, QUN C V a f:V = C
je konformni a prostd, g :Af_l. Pak @ := uw o g je resenim Laplaceovy rovnice v ) splriujici nulovou
Neumannovu podminku na N := f(N).
Diikaz. 7 Véty plyne, Zze At = 0 na Q a zdroven (znacime-li opét v = Vu, o = Va):

8(¢) = g'(¢) v(g(Q), (e
Nyni v i g jsou spojité, g(N) = N, takze tento vzorec definuje spojité rozsiteni ¢ na QUN. Predpokladejme
nyni, Ze ¢ : I — C je reguldrni parametrizace N. Pak, protoze f je konformni, ¢ = f o ¢ je reguldrni
parametrizace N a pro kazdé (o = f(z0) = f(c(to)) € N plati:

~

(006 G ta) ) = Re (3c0) G tt0)) = e (5/(o) ) :0) G 0)) =

18¢j. kiivky, které jsou v kazdém bodé rovnobéiné s rychlostnim polem a tedy, diky stacionarité, uréuji trajektorie
fiktivnich éastic vzduchu.
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= Re (WO) j:(t@) - <v(z0), jj(to)> = 0.
O]

Priklad 12. Necht b € C patii do uzaviené levé poloroviny, tj. Reb < 0 a zvolme p > 1. Pak uzavieny
kruh K se stfedem b a polomérem p|b — 1| obsahuje body +1 (dokonce ve svém vnitiku). Ve vété [5| jsme
ukézali, ze Zukovského funkce:

1
Z(z) = -
(2) =2+ -

pak definuje prosté konformni zobrazeni oblasti C\ K na oblast Z(C\ K), kterd v praxi miize reprezentovat
vnéjsi oblast kolem profilu kridla. Protoze chceme zkoumat Uc¢inky pod riznymi thly nabéhu, zavedeme
dalsi parametr a € [0,2) a oznacime:

a=plb—1]e™,

flz) = % Z(az +b).

Diky rotacni symetrii jednotkového kruhu je f prosté a konformni zobrazeni z oblasti Q = C \ cloU na
Q= f(Q)=Z(C\ Q). Necht g : @ — Q je inverzni transformace k f. Protoze f ma konformni a prosté
rozsifeni na

V=p'Q=C\(ptclolU)Dclo®,
podle véty [L3| a vysledku predchoziho piikladu je

4=ReZog

fesenim Laplaceovy tlohy na Q) s nulovou Neumannovou podminkou na celé hranici. Transformované
rychlostni pole lze vyjadrit jako
—  w(z) 1—272 R

Q=9 E) = 503 = T s g 2=90 (€0

>

Na vyjadreni © pomoci z mizeme nahlizet jako na jistou prirozenou volbu souradnic v 2. Z tvaru inverzni

funkce Z3' pro Zukovského funkci['”|na C\ K:

1
Zg'(Q) =2 2= §(C:|: V(2 —4), pod z¢K
muzeme vidét, ze Z;(I(oo) = 00. Zpétnou transformaci g lze vyjadrit jako:

Zi'(a¢) b .
9(¢) = F=——, (e
a
Odtud vidime g(o0) = o0, a tedy po dosazeni do vzorce #(co) = 1. Miuzeme konstatovat, Ze transformace
zachovala smér i intenzitu proudéni. Pro vykresleni proudnic sta¢i pouzit primou transformaci f na

(implicitné zadané) proudnice v oblasti C\ cloU.

predpis zévisi na volbé K
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(¢) p=1,01; b=0; «a=0,2

Obrézek 7: Refeni pro vybrané hodnoty parametri.

Nutno rict, ze uvedend reseni maji dva nedostatky: za prvé jsme se vsude museli omezovat volbou
p > 1. Pokud totiz zkusime dosadit p = 1, dostaneme tvary s ostrymi hranami a v blizkosti neregularnich
hranic¢nich bodt pak absolutni hodnota rychlosti muze divergovat do 400, coz jisté neodpovida fyzikalni
realité. Druhym nedostatkem je nejednoznac¢nost feseni. To, ze potencidl u lze libovolné posunout o
konstantu ndm nevadi, protoze nas prirozené zajima vice v = Vu. Problematictéjsi je samotné otazka
existence potencidlu. Z rovnosti
rotv=20

na oblasti € totiz obecné neplyne, ze v musi mit potencidl. V oblastech €2, které nejsou jednoduse
souvislé ﬂ i lokalné nevirivé proudéni muze cirkulovat, coz znamena, Ze integral v podél uzavienych
kiivek (kolem profilu kiidla) muze byt nenulovy. Kombinace téchto poznatki vede ke Kuttuovu modelu

v

proudéni, coz je asi nejjednodussi teoreticky model, ktery lze pouzit k objasnéni principu fungovani
kiidel.

Priklad 13. Vratme se nyni k diferencidlni rovnici
o1 2 _
divv = v, + vy, =0,
2 1_
rotv =v; —v, =0

na vnéjsi oblasti jednotkového kruhu © = C\ cloU s nulovou Neumannovou podminkou na hranici S a
s podminkou v nekoneénu v(oco) = 1. V pifkladu [11] jsme nalezli feSeni s potencidlem:

u(z) = Re (z—i— %)

Tutéz rovnici ale Fesi také rychlostni pole

1z
2>

v=Vu

20¢oz je presné nas piipad
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kde v € R je libovolné konstanta. To plyne ze skutecnosti, ze v mé lokalni harmonické potencidly:

1
u1(z) = Re (z—i— 2 —l—ivlogz) na Q\R7,

uz(2) = Re (z + % + iy 10g(—z)), na Q\ RT.

Déle je jasné, ze v lze spojité rozsifit na hranici, spliiuje v(co) = 1 a pro kazdé z € S je splnéna i nulovd
Neumannova podminka:

Re Kvu - Q;) z] — Re(Vu %) — Re(iy) = 0,

nebot Vu ji spliiuje a &islo  redlné. Zvolme nyni b € C tak, Ze Reb < 0. Necht a € [0,2) a definujme:

a=b—1] ™,

f(2) = ¢ Zlaz+1),

kde Z opét znadi Zukovského funkci. Necht g je inverzni transformace k f. Na ) = f (Q) uvazujme
transformované rychlostni pole ¢ definované rovnici :

—  v(z — 272 4yt A
=900 = i = g 2= a0, Cef

|

Mnozina modeluje oblast kolem profilu kfidla s ostrou odtokovou hranou v bodé:

1—-0
Co = f(20), kde ZOZTES.

Nyni lze aplikovat vétu [I3] na potencidly us,uz, abychom odvodili, Ze 9 Fesi rovnici
divo =0

rotv =0

vQla splnuje nulovou Neumannovu podminku na regularni ¢asti hranice 8@\ {¢o} '} Kuttouvo proudéni
pak odpovida specidlni volbé
b—1
vy=-2Imzy=2Im <>7
a

kterda umoznuje vyjadrit 0 ve tvaru:

— (az+b)? 22—1+iyz (az+0b)? (z+7Z0) (2 — 20)
0(¢) = 2 2_1 2 _ =
z (az+0)2 -1 z (az4+b—1) (az+b+1)
~(az+b)?  z+7% B A
 az? az+b+1’ 2=9(Q), ¢

Tim dojde k odstranéni singularity funkce 9(¢) pro hodnoty z = ¢({) blizko zy. Fyzikdlni zdavodnéni
spociva v myslence, ze treci sily neumoznuji proudéni s prilis vysokymi rychlostmi v blizkosti odtokové
hrany ¢y, ¢imz si vynuti nenulovou cirkulaci kolem kiidla, ktera je urcena koeficientem ~. Tato cirkulace
se v pripadé dobfe zvoleného profilu projevuje tak, ze proudéni vzduchu nad k¥idlem je rychlejsi nez
pod nim. Vyssi rychlost je provazena nizsim tlakem, a tedy rozdilné rychlosti proudéni umoznuji kridlu
vytvaret dynamicky vztlak (viz [Feist]).

21 Jako mnozinu V zde mfizeme volit vnéj$i oblast kolem uzavieného kruhu, ktery lez{ uvniti clo U, dotyka se jednotkové
kruznice v bodé zg a obsahuje bod —(1 + b)/a € U.
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(b) a=0.1
Obrézek 8: Profil urceny parametrem b = —0,1 4 0,2i pro dva rizné hly nabéhu «. Barva vyznacuje

absolutni velikost rychlosti proudéni.
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