Univerzita Karlova v Praze
Matematicko—fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Véclav Vlasak
Idealy kompaktnich mnozin a borelovské funkce
Katedra matematické analyzy
Vedouci diplomové prace: Doc. RNDr. Miroslav Zeleny, Ph.D.
Studijni program: matematika, matematické analyza



Dékuji vedoucimu diplomové prace, Doc. RNDr. Miroslavu Zelenému, Ph.D.; za za-
jimavé téma a za trpélivou a Gc¢innou spolupraci pii tvorbé diplomové préace. Dale bych
chtél podékovat svému bratrovi, Miloslavu Vlasakovi. V neposledni fadé dékuji i svym
rodi¢im za hmotnou i moralni podporu po celou dobu studii.

Prohlasuji, Zze jsem svou diplomovou praci napsal samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych prament. Souhlasim se zapijc¢ovanim prace.

V Praze dne Vaclav Vlasak



Obsah

1 Uvod 4
2 Zakladni vlastnosti prostoru K(X) 9
3 Pomocna tvrzeni 13
4 Nové vysledky _ 21
4.1 Vliv borelovskosti mnozin C(f), respektive C(f) na slozitost funkce f . 21
4.2 Tiidy funkei aidedl C(f) . . . . . . .. 29



Nazev prace: Idealy kompaktnich mnozin a borelovské funkce

Autor: Vaclav Vlasak

Katedra: Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové prace: Doc. RNDr. Miroslav Zeleny, Ph.D.

e-mail vedouciho: zeleny@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Necht X Y jsou polské prostory a f: X — Y je funkce. Oznac¢me C(f)
systém vSech kompaktnich mnozin K C X takovych, Ze f,. je spojita. Podobné
definujeme C (f) jako systém vSech kompaktnich mnozin K C X takovych, ze f|, je
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Abstract: Let X, Y be Polish spaces and f: X — Y be a function. Denote C(f)

the system of all compact sets K’ C X such that f|,. is continuous. Similarly we define

C(f) as the system of all compact sets K C X such that f|, is continuous and K has
exactly one limit point. We study connections between descriptive properties of C(f)
or C (f) (with respect to the Vietoris topology on /(X)) and complexity of f. We show
that if C'(f) is analytic then f is Borel. This extends results of Francis Jordan ([J1],
[J2]). Further we show that C(f) is Borel if and only if f is Borel. We also solve

the problem, which classes M of functions have the property that if a function f € M
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Kapitola 1

Uvod

Tato diplomové préace se zabyva vztahem vlastnosti funkce f a systému kompaknich
mnozin, na nichz je funkce f spojité a jenz budeme znacit C(f).

V tvodni kapitole zavedeme zékladni znaceni a uvedeme vysledky Francise Jordana
([J1], [J2]) tykajici se tohoto tématu. V dalsi kapitole uvedeme nékolik zakladnich tvrzeni
o prostoru K(X). V kapitole Pomocna tvrzeni si dokdZeme nékteréa specialnéjsi tvrzent,
jez budeme potiebovat k dokazani hlavnich vysledkd. V zavéreéné kapitole si uvedeme
hlavni vysledky, jez jsou obsazeny v této diplomové praci.

V podkapitole 4.1 dokazeme, Ze borelovskost mnoziny C(f) implikuje borelovskost
funkce f. Dale v této podkapitole fesime to, jak velkd muze byt pro urc¢ity ideal kom-
paknich mnozin Z mnozina takovych funkei f, ze C'(f) = Z. Nakonec v této podkapitole
budeme pracovat s novym pojmem C (f). Mnozina C (f) jednozna¢né urcuje mnozinu
C(f), tedy je jakousi podstatnou ¢asti této mnoziny, proto je zajimavé zjistit, zda nam
vlastnosti mnoziny C (f) nedaji nové informace o funkei f. Vlastnostmi mnoziny C (f) a
funkce f se zabyva Véta 4.5.

V Podkapitole 4.2 se zabyvame otézkou, jaké mnoziny M funkei maji tu vlastnost,
ze jestlize funkce f € M a C(f) = C(g), tak i funkce g € M.

Nyni si zavedeme zékladni pojmy a znaceni, jez budeme déle pouzivat.

Definice 1.1. Necht X je topologicky prostor. Pak fekneme, ze X je polsky prostor,
jestlize X je separabilni, iplné metrizovatelny prostor.

Znaceni 1.2. Necht X, Y jsou metrické prostory, K C X je kompaktni mnozina,
ry,z>0,re X, GCXaf:X —Y jefunkce. Pak zavedeme nésledujici pojmy:

(
o P(z,y,2):= B(z,2)\B(z,vy),
e P(K,y,2):= B(K,2)\B(K,y), pokud K # 0,
(

e P(K,y,z) =X, pokud K = (),



osc(f, @) := diam(f(G)),
fr2¥—2", f(M):= f(M),
graf(f) == {(z,y) € X xY :y = f(2)},

® U, = systém otevienych okoli bodu z,

e f|. je restrikce funkce f na mnoZinu G.

Znadeni 1.3. Necht X a Y jsou mnoziny. Pak definujeme zobrazeni II¥ : X x Y — X
all¥ : X xY — Y jako projekci z prostoru X x Y na prostor X, respektive Y. Jestlize
bude zfejmé, na jaky prostor projektujeme, tak budeme znacit projekci pouze znakem
IT.

Znaceni 1.4. Necht N = {1, 2,3...} je prostor pfirozenych ¢isel s diskrétni topologii. Pak
definujeme Bairetiv prostor NV jako prostor posloupnosti pfirozenych &isel se souc¢inovou
topologii.

Nyni si zavedeme znaceni borelovskych a projektivnich t¥id mnozin.
Znadeni 1.5. Necht X je polsky prostor a I' C 2%. Pak zavedeme nasledujici pojmy:
e G(X):={G C X : G je oteviena},
e F(X):={F C X : F je uzaviena},
o Iy i ={U,enGn: VR EeN: G, €T},
o I's:={NenGn: VneN: G, €T},
o 3V(X) = G(X),
o ITY(X) := F(X),

o 30(X) = (Uﬁ@ H%(X)) Lo > a1,

o I0X) = (Upeo BH(X)) : wn>a> 1,

e B(X):={B C X : B jeborelovska},

o 3 (X):={II*(A) Cc X: A€ B(X x N} (analytické mnoziny)
o I}(X):={AC X: X\A¢€ X}(X)}, (ko-analytické mnoziny)

e IM'(X):={ACX: X\Ade X (X)}: neN,

e X (X)={I¥A) CcX: AcII,(X xNY}: neN.



Definice 1.6. Necht X je polsky prostor, I' je tfida podmnozin polskych prostori a
A C X. Pak tekneme, Ze mnozina A je I-hard, jestlize pro kazdou B € T'(Y), kde
Y je nuldimenzionélni polsky prostor, existuje spojita funkce f : Y — X takova, Ze
fH(A) = B. Jestlize A je I'-hard a soucasné A € T', pak fekneme, %e mnoZina A je
['-complete.

Nyni uvedeme néktera klasicka tvrzeni tykajici se borelovskych a projektivnich tiid
mnozin.

Véta 1.7. Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y je spojitd funkce a n € N. Pak
jestlize A € 3} (X)), tak f(A) € ZL(Y).

Dikaz je uveden v [K, 37.1].

Véta 1.8. Necht X je polsky prostor. Pak je systém E,{L(X ) uzavieny na spocetné praniky
a spocetnd sjednocend.

Dikaz je uveden v [K, 37.1].

Véta 1.9. Necht X je polsky prostor a A,B € X1(X) jsou disjunkini. Pak existuje
C' C X borelovska spliiugici A C C C X\B.

Dikaz je uveden v [K, 14.7|.

Véta 1.10. Necht X je polsky prostor a A C X. Jestlize A € £}1(X) a soucasné
X\A € X}(X), pak A je borelovskd.

Diikaz. Pouzijeme Vétu 1.9 na mnoziny A a X\A. Tedy existuje borelovskd mnozina
C C X takova, ze A C C C A, z ¢ehoz plyne, 7ze A = C, a tedy A je borelovska.
O

Uvedme jesté dalsi dvé obecné znamé tvrzeni.

Vé&ta 1.11. Necht X je polsky prostor a A € £1(X). Pak existuje mnoZina
F € F(X x N takovd, ze A =T1%(F).

Véta 1.12. Necht X je polsky prostor. Pak £1(X) D B(X).
Nyni si definujeme prostor (X).

Znaceni 1.13. Necht X je Hausdorffiiv topologicky prostor a U je jeho libovolna pod-
mnozina, pak oznacme:

My = {K CU: K je kompaktni},
Ny = {KCX: K jekompaktni A\ K NU # 0}.



Definice 1.14. Necht X je Hausdorffuv topologicky prostor. Pak definujeme IC(X) jako
mnozinu vSech kompaktnich podmnozin X opatfenou topologii, jez je generovana subbézi
W, kde

W = {My:U jeoteviena} U {Ny : U je oteviena}.
Tuto topologii nazyvame Vietorisovou topologii.

Definice 1.15. Necht (X, d) je metricky prostor a d < 1. Pak na mnoziné vSech kom-
paktnich podmnozin X definujeme Hausdorffovu metriku dy nasledujicim predpisem:

da(K,L) = 0, K=L=0
= 1, K=0&L#0
= max{max{dist(z, L) : x € K}, max{dist(z,K): x € L}}.

Tvrzeni 1.16. Necht (X, 7) je metrizovatelny prostor, V je Vietorisova topologie ge-
nerovand topologii T, p < 1 je kompatibilni metrika na prostoru (X, ) a dy je Hausdorf-
fova metrika generovand metrikou p. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(i) V je topologie na prostoru K(X).
(11) dg je metrika na prostoru K(X).
(111) Metrika dy indukuje topologii V.

Poznamka 1.17. Necht X je polsky prostor, pak z Tvrzeni 1.16 plyne, Ze existuje tiplna
metrika p < 1 takova, ze ji prislusici Hausdorffova metrika dy indukuje Vietorisovu
topologii na prostoru K(X). V piipadé, ze budeme v budoucnu pracovat s polskym
prostorem a budeme na tomto prostoru pouzivat metriku p, tak budeme predpokladat
p < 1 aplnou metriku.

Nyni definujeme baireovské tiidy funkei.

Definice 1.18. Necht X, Y jsou polské prostory. Pak definujeme B;(X,Y") jako mnozinu
vSech funkci f : X — Y takovych, Ze pro kazdou V otevienou podmnozinu Y je

Y V) € F,(X). Dale rekursivné pro 1 < a < w; definujeme B, (X,Y’) jako mnozinu
v8ech funkei f : X — Y takovych, Ze existuji posloupnost ordinalt {3, }22 ; a posloupnost
funkei {f,}5°,, jez splhuji:

1 < 06, < a,
fn S Bﬂn(X7Y>’

oy

Nyni si uvedeme Lebesque-Hausdorff-Banachovu vétu o vztahu mezi baireovskymi
tridami funkci a borelovskymi tiidami mnozin.



Véta 1.19. [K, 24.3] Necht X, Y jsou polské prostory a 1 < o < wy. Pak funkce
f: X =Y je prokem mnoziny B,(X,Y') prdavé tehdy, kdyz pro kaZdou' V- C Y otevienou
je f7H(V) € B (X).

Nyni si definujeme t¥idy funkei &,, jez zkouma Francis Jordan.

Definice 1.20. Necht X, Y jsou metrické prostory, f: X — Y je funkce a2 < o < wy.
Jestlize pro kazdé v € X a e > 0 existuji U € Uy, V € U5, L < B<aa G e H%(X),
které splimji G O (f~H(V)NU) a osc(f,G) < ¢, pak fekneme, ze f € E,(X,Y).

Poznamka 1.21. Tridy funkci &, jsou nadefinovany na metrickych prostorech, ale je
snadné si rozmyslet, Ze se jedna o topologicky pojem, nebot f € £,(X,Y) pravé tehdy,
kdyZz pro kazdé z € X a kazdé W € Uj()) existuji U € Uy, V € Uy, 1 < B < aa
G € TI(X), které splimji G O (f~1(V)NU) a f(G) CW.

Nyni definujeme klicovy pojem jehoz studiem se tato préace zabyva.

Definice 1.22. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Pak definujeme
C(f) jako mnozinu vSech kompakti, na nichZ je restrikce funkce f spojita.

Nyni uvedeme nékteré vysledky Francise Jordana, na néz tato diplomova prace navazuje.

Véta 1.23. [J1, Theorem 1] Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce.
Pak funkce f je spojita prave tehdy, kdyz C(f) € Gs(K(X)).

Poznamka 1.24. Predchazejici tvrzeni trivialné plyne z Tvrzeni 2.6 a Véty 4.14.

Poznamka 1.25. 7Z Véty 4.1 plyne, Ze nasledujici Jordanova tvrzeni plati i bez pted-
pokladu borelovskosti funkce f.

Véta 1.26. [J1, Theorem 5] Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je borelovskd
funkce. Pak ndsledugici tri tvorzent jsou ekvivalentni:

(1) graf(f) € Gs(X xY),
(i) C(f) € B(K(X)),
(iii) C(f,) neni II;-hard pro A € K(X).

Véta 1.27. [J2, Theorem 3] Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y je borelovskd
funkee a 2 < a < wy. Jestlize C(f) € IO, (K(X)), pak f € E,(X,Y).

Véta 1.28. [J2, Theorem 6, Theorem 7| Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y je
borelovskd funkce a o = 1,2. Pak funkce f € E,(X,Y) pravé tehdy, kdyz C(f) € 1L, ;.

Véta 1.29. [J1, Theorem 3] Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je borelovskd
funkce. Pak (i) = (i) = (i), kde

(i) C(f) € T(K(X)),
(i) f € Bi(X,Y),
(iii) C(f) € TL(K(X)).
Poznamka 1.30. Predchézejici véta plyne z Véty 1.28 a Disledku 4.21.



Kapitola 2

Zakladni vlastnosti prostoru (X))

V této kapitole si uvedeme nékolik zékladnich tvrzeni o prostoru K(X), jez budeme déle
pouzivat.

Definice 2.1. Necht X je polsky prostor a A je podmnozina X, pak definujeme O(A)
jako mnozinu vSech kompaktu obsazenych v A, které maji pravé jeden hromadny bod.
Dale definujeme O<“(A) jako mnozinu vSech kone¢nych podmnozin mnoziny A.

Definice 2.2. Necht X je Hausdorffuv topologicky prostor a Z C K(X). Pak fekneme,
ze mnozina Z je idedlem kompaktnich mnozin, jestlize plati nasledujici dvé implikace:
K, Lel = KULEeTI,
KeINLeK(K) = Lel.

Je snadné nahlédnout, Ze pro libovolnou funkci f je mnozina C(f) idedlem kom-
paktnich mnozin.

Definice 2.3. Necht X je Hausdorffuv topologicky prostor a Z C K(X). Pak fekneme,
ze mnozina Z je o-idedlem kompaktnich mnozin, jestlize plati nasledujici dvé implikace:

(VneN: K,eD)A|JK, eK(X) = |JK.eT,
neN neN

KeINLeK(K) = Lel.

Nésledujici tvrzeni ndm ukazuje, ze pokud X je polsky prostor, tak lze najit spo¢etnou
subbazi W prostoru KC(X) slozenou pouze z mnozin uréitého typu. To ndm pak pomaha,
protoze pokud dokdzeme néjaké tvrzeni T' pro tento typ mnozin, pak je tvrzeni 7" pravdivé
pro kazdy prvek subbéaze W, ¢ehoz pak vyuzijme v Lemmatu 3.8.

Tvrzeni 2.4. Necht X je Hausdorffuv topologickij prostor a D je bdze otevienyjch mnozZin
na prostoru X. Oznacme:

D = {UUS: neN, U;eD, s=1,..,n},
s=1
W = {My: UeD}U{Ny: UeD}.

9



Pak W je subbdze oteviengch mnozin prostoru KC(X).

Diikaz. Necht U C X je libovolné otevifena mnozina. Pak trivialné

MU = U MV7
{VeD: vcU}

NU = U Nv.
{VeD: VcU}

Tvrzeni 2.5. Necht X je Hausdorffiv topologicky prostor a mnoziny K, K,, € K(X),
n € N, jsou takové, Ze

K, — K. (2.1)

Pak mnozina |, . Kn U K je kompaktni.

neN

Diikaz. Necht U C G(X) je libovolné oteviené pokryti mnoziny

K = |JK.UK,

neN

pak U je otevienym pokrytim kompaktu K. Z tohoto plyne existence V C U kone¢ného
podpokryti kompaktu K. Z tohoto plyne, Zze mnozina M := My, _ v je otevienym
okolim kompaktu K. Z ¢ehoz spolu s (2.1) plyne, Ze existuje ng € N, které splije:

G K,UK C M.

i=ng+1

Dale si sta¢i uvédomit, ze U je otevienym pokrytim kompaktu (J;%, K;, tedy existuje
kone¢né oteviené pokryti W C U kompaktu (J;°, K;. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze
Y UW C U je konetné oteviené pokryti mnoziny K, tedy K je kompaktni.

m

Tvrzeni 2.6. Necht X je Hausdorffiv topologicky prostor. Pak A € Gs(X) prdveé tehdy,
kdyz IK(A) € Gs(K(X)).

Diikaz. Necht A € G5(X), pak existuji U, C X oteviené takové, ze A =)
7 tohoto plyne, ze

nGN

K(A) = K( U,

K((\Ua) = KU € G(K(X)).

10



Necht naopak K(A) € Gs(K(X)). Pak definujme funkei f: X — K(X) nésledovné:
flz) = {z}: zeX.
Funkce f je spojita, tedy

A = [HKA) € Gs(X).

Tvrzeni 2.7. [KLW] Necht X je polsky prostor a T € II}(K(X)) je o-idedl. Pak
7 € G5(K(X)) nebo T € TI1(K(X))-complete.

Nyni si uvedeme tvrzeni o idedlech kompaktnich mnozin, jez ptivodné dokazal
Daugherty.

Tvrzeni 2.8. [K2[ Necht X je polsky prostor a T C K(X) je idedl. Jestlize
T € G5s(K(X)), pak T je o-idedl.

Tvrzeni 2.9. Necht X je polsky prostor a mnoZina A € F,(X)\Gs(X). Pak mnoZina
K(A) € TI}(K(X))-complete.

Diikaz. Mnozina K(A) je o-ideal. Z Tvrzeni 2.6 plyne, ze C(A) ¢ Gs(KC(X)). Tvrzeni 2.7

nam tedy dava K(A) € I (K(X))-complete, pokud K(A) € IT;(K(X)). K dokonéeni

ditkazu nam tedy staci ukazat, ze K(A) € IT;(K(X)). Z definice K(A) plyne, Ze
KXN\KLA) = {KeKk(X): Ire X\A: =€ K}. (2.2)

Mnozina X\A € Gs(X), tedy X\A je polsky prostor, tedy prostor (X)) x (X\A) je
rovnéz polsky. Definujme mnozinu:

M = {(K,z)eKX)x(X\A4): ze€ K}.
Z (2.2) plyne, ze
KXON\CA) = 159,
z ¢ehoz spolu s uzavienosti mnoziny M v polském prostoru K(X) x (X\A) plyne

K(A) € TIHK(X)).

Nyni ukdzeme dvé lemmata, jez pak vyuzijeme k dikazu Véty 4.1 a Véty 4.5.

Lemma 2.10. Necht X je polsky prostor a M C X je spocetnd mnoZina, pak
{K e K(X): KNM = K} je Fos(K(X)).

11



Diikaz. X je polsky prostor, tedy X ma spocetnou bazi otevienych mnozin W. Pak pro
A, B C X plati:

A=B & YWeW: (AnNV=0&BnV =0).
Coz dava:

{(KeK(X):KNM=K} = {KeKX):YWeW(KNV=0)V
(FdeVNnNM:de K))}.

Oznacéme si:

NV {KeK(X): KnV =0},
Ny = {KeKX):deK}.

Pak trividlné Ny, NV jsou uzaviené pro viechna d a V a
{(KekK(X):EnM=K} = () (NVU U Nd> .
Vew devVnM

Coz dava dokazované tvrzeni.

[]

Lemma 2.11. Necht X je polsky prostor. Jestlize V C K(X) je analytickd mnoZina, pak
je analytickd také mnoZina N := Jpe, K.

Diikaz. Protoze V C K(X) je analytickd mnozina, tak existuje uzavienad mnozina
F C K(X) x NN takova, Ze

V = II(F). (2.3)
Oznacme:
M = {(z,K,s)e X xKX)xNV: 2 € KA(K,s) € F}.
Je snadné nahlédnout, ze M je uzaviend mnozina. Déle si sta¢i uvédomit, ze x € N praveé
tehdy, kdyz existuje K € V tak, ze x € K, a to je podle (2.3) pravé tehdy, kdyz existuje
(K,s) € F spliwjici x € K. Z definice mnoziny M je tedy ziejmé, ze N = 11X (M), z

¢ehoz plyne, ze mnozina N je analyticka.
O
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Kapitola 3

Pomocna tvrzeni

Nyni si uvedeme nékolik tvrzeni, jez pak vyuzijeme v nasledujici kapitole.

Definice 3.1. Necht X, Y jsou polské prostory a f: X — Y je funkce. Pak definujeme
C(f) jako mnozinu v8ech kompakti s pravé jednim hromadnym bodem, na nichz je
restrikce funkce f spojita.

Z Heineho véty je ziejmé, ze ideal C(f) je jednozna¢né uréen mnoZzinou C (f)-

Definice 3.2. Necht X je polsky prostor a K C X je kompaktni mnozina. Definujme
d(K) jako mnozinu vSech hromadnych bodit kompaktu K. Zobrazeni d : K(X) — KC(X)
budeme nazyvat derivaci.

Lemma 3.3. Necht X, Y jsou Hausdorffovy topologické prostory a necht f : X —Y je
spojitd funkce. Pak f zobrazuje KC(X) do K(Y).

Diikaz. Tvrzeni plyne ze zndmého faktu, ze spojity obraz kompaktu je kompakt.
O

Lemma 3.4. Necht X, Y jsou polské prostory a By C X, By C Y jsou borelovské
mnoziny. Pak mnoZina By X By C X XY je také borelovskd.

Lemma 3.5. Necht X1, Xo, Y1, Y5 jsou polské prostory a f1 : X1 — Y a fo: Xo = Y,
jsou borelovské funkce, pak funkce F : X1 x Xo — Y] X Y5 definovand predpisem:

Flz,y) = (fi(2), fo(y))
je také borelovska.
Diikaz. Necht V; je spocetna béaze otevienych mnozin prostoru Y, i = 1,2. Oznac¢me:
W = {BixBy: B;eV;, i=1,2}.

Tedy W je spocetné baze otevienych mnozin Y; X Y5, z ¢ehoz plyne, Ze staci ovérit, ze
f7Y(B;1 x By) je borelovskd pro kazdou B; x By € W. Necht je tedy By x By € W
libovolnéa, pak

FHBix By) = fil(B1) x f;1(Be) = (fi'(By) x X2) N (X1 x f51(Ba)),
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coz je borelovskd mnozina.

Nyni si uvedeme dvé klasické véty z deskriptivni teorie mnozin.

Véta 3.6. (Lusinova véta) Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je spojita
funkce. Jestlize A C X je borelovskd mnozina a f|, je prosta, pak i mnozina f(A) je
borelovska.

Diikaz. Dikaz je uveden v [K, 15.1].
[

Véta 3.7. (Hurewiczova véta) Necht X je polsky prostor a B C X je ko-analyticka
mnozina. Jestlize B ¢ Gs(X), pak existuje kompaktni mnozina C' C X takova, ze
mnozina C'N A je husta v C' a homeomorfni Q.

Diikaz. Diukaz je uveden v [K, 21.18].
[

Nésledujici lemma nam dava néstroj jak zjistovat borelovskou t¥idu u funkei, jejichz
cilovym prostorem je prostor K(X) pro né&jaky polsky prostor X. Toto lemma pak pouzi-
jeme pri dikazu Lemmatu 3.9 a Lemmatu 3.14.

Lemma 3.8. Necht X, Y jsou polské prostory, D je spocetnd bdaze otevienijch mmnoZin
na prostoru X a f:Y — K(X) je funkce. Pak jestlize pro kaZdou U C X otevienou je
fH M) € Bo(Y), tak f € Ba(Y,K(X)).

Diikaz. Necht mnozina D je definovana stejné jako v Tvrzeni 2.4, pak z Tvrzeni 2.4,

spocetnosti baze D a Véty 1.19 plyne, Ze staci ovérit, ze pro kazdou U € D plati:
fTiMy) € Z(Y), (3.1)
fi M) € B0 (3.2)

Vztah (3.1) plati podle predpokladu. Staci tedy ukazat platnost vztahu (3.2). Mé&jme

tedy U € D pevné zvolenou a naleznéme oteviené mnoziny V,, C X, n € N, takové, ze

X\U = (]Va

neN

Pak z definic mnozin Ny a My, snadno plyne, Ze

Ny = lC(X)\(ﬂMvn),

neN

z ¢ehoz plyne, Ze

fT{Ny) = Y\ <ﬂ f_l(MVn>> :

neN

z ¢ehoz spolu s predpokladem naseho lemmatu jiz snadno plyne (3.2).
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Lemma 3.9. Necht X je polsky prostor a d : K(X) — K(X) je derivace, pak d € Bs.

Diikaz. 7 Lemmatu 3.8 plyne, ze staci ukazat:
YU eG(X): d'My) € F(K(X)). (3.3)

Zvolme pevné U C X otevienou. Pak existuje systém otevienych mnozin {U*}$2,, spliu-
jict:

VieN: Ul c U™, (3.4)
v o= (JU. (3.5)
ieN
Oznacme:
M = U{K € K(X): card(K\U?) < i}. (3.6)
ieN
Nyni ukidzeme, ze
d'(My) = M. (3.7)

Bud tedy nejprve K € d~!'(My) libovolny, neboli d(K) C U. Z (3.4), (3.5) a kompakt-
nosti d(K) plyne, Ze existuje iy € N takové, ze

d(K) c U".

Odtud a z kompaktnosti mnoziny K plyne, ze existuje s > ip € N takové, ze
card(K\U™) < s. Z &ehoZ spolu s (3.4) plyne:

card(K\U?) < s. (3.8)

Tedy z (3.6) plyne, ze K € M.
Jestlize K € M, pak z (3.6) plyne existence s € N, Ze plat{ (3.8), z ¢ehoz vyplyv,
ze d(K) Cc Us C U, tedy K € d~"(My), ¢imz jsme ukazali platnost (3.7).
Déle oznacime H; := {K € K(X) : card(K\U?) < i} a ukdzeme, 7Ze
VieN: H; € F(K(X)). (3.9)
Dikaz povedeme sporem. Necht tedy existuji ¢ € N, {K,, € K(X): n € N} C H; a
K ¢ H;, které splhuji:
K, — K. (3.10)
Z K ¢ H; plyne existence mnoziny 7" C K \U?, ktera spliije card(T) = i + 1. Prvky
T ozna¢me po tadé xq,..., x;11. Protoze U' je uzaviend a T je konefnad mnozina, tak
existuje r > 0 takové, ze
B(x,,r) ¢ X\U' :1<n<i+],
B(zp,m) N B(xy,r) = 0 :1<n<m<i+1. (3.11)
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Z (3.10) plyne existence n € N takového, ze dy (K, K,,) < r. Tedy prokazdé 1 < m <i+1
existuje y,, € B(zm,r) N K,, z ¢ehoz spolu s (3.11) plyne, Ze

card(K,\U?) > card{ym: 1<m<i+1} = i+ 1.

Tedy K, ¢ H;, coz je spor.
Z definice H;, (3.9), (3.6) a (3.7) jiz plyne (3.3).
]

Lemma 3.10. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Pak je funkce f
borelovskd prave tehdy, kdyZ pro kazdou uzavienou mnoZinu F CY je f~(F) analytickd
mnozina.

Diikaz. Jestlize je f borelovska funkce, pak pro kazdou F C Y uzavienou je mnozina
J7Y(F) borelovska, tim spiSe analyticka.

Necht naopak plati, Ze
VE C Y uzavienou: f'(F) € X}(X). (3.12)

Bud H C Y libovolna uzaviend mnozina, pak pro dokoncéeni dikazu sta¢i ukéazat,
ze f~Y(H) je borelovskd mnozina. Prostor Y je metrizovatelny, tedy existuji uzaviené
mnoziny F,, C Y,n € N takové, ze

Y\H = [JF.
neN
7 ¢ehoz plyne, ze

X\ H) = | FE.

neN
Z ¢ehoy spolu s Vétou 1.8 a (3.12) plyne, Zze X\ f~!(H) je analytickd mnoZina. Tedy

podle Véty 1.10 je f~(H) borelovska mnoZina.
]

Nésledujici lemma ndm ukazuje, Ze pro kazdou uzavienou podmnozinu F' prostoru Y
existuje spocetna mnozina, jez spolu s idedlem C(f) jednozna¢éné generuje vzor mnoziny
F. Toto lemma je klicové pro celou podkapitolu 4.1.

Lemma 3.11. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Jestlize mnoZina
F CY je uzaviend a mnozina D C X XY je hustou podmnozinou mnoZiny
(ITY)~Y(F) N graf(f), pak oznacime-li

V = C(f)n{KeK(X): K=KnIIX(D)}, (3.13)
tak plati
) = |JK (3.14)
Key
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Diikaz. Nejprve oznacme:
A = (IIY)"Y(F)ngraf(f). (3.15)

Mnozina D je husta v mnoziné A, tedy

IX(D) > IIY(A) = fYF). (3.16)
Nyni ukidzeme, ze
Ur c . (3.17)
Key

Necht tedy K € V a x € K jsou libovolné, pak z (3.13) plyne, Ze existuje posloupnost
{z,}2, v K N 1I¥(D) takova, Ze x,, — z. Déle vime, 7e

{z,: neN}u{z} C Kel(f),
tedy f(z,) — f(x), coz dava
(@, f(2n)) — (2, f(x)). (3.18)
Vime, ze
(@n, f(za)) € D C(IIV)7N(F),
coz spolu s uzavienosti (ITY)71(F) a (3.18) dava

(z, f(x)) € (IT)7H(F).
Z ¢ehoz spolu s (3.15) plyne, Ze (z, f(z)) € A, tedy x € f~1(F), tedy plati (3.17).

Dale ukazeme, ze

Urx o> r4(p). (3.19)

Key

Bud tedy z € f~(F) libovolny, pak z (3.15) plyne, 7Ze (z, f(x)) € A. Protoze mnoZina
D je husta v mnoziné A, tak existuje posloupnost {(z,, f(x,))}>2; v D, ktera spliwje:

(@, f(2n)) — (2, [(2)).

Z tehoz plyne, Ze {z, : n € N}U{z} € V, tedy = € |Jj ), K. Dokazali jsme tedy (3.19).
Tvrzeni (3.14) jiz trivialné plyne z (3.17) a (3.19).
[

Nyni si uvedeme vztah mezi idedlem C(f) a mnozinou KC(graf(f)).

Lemma 3.12. Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y je funkce, pak

~

C(f) = I(K(graf(f)))-
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Diikaz. Nejprve ukazeme, ze
C(f) < T(K(graf()).
Necht tedy K € C(f) je libovolny prvek, pak
K = ()" (K).
Staci tedy ukazat, ze
(M) (K) € K(graf(f)). (3.20)

Necht je tedy {z,}32,; libovolna posloupnost v (IT__ ., )~ (K) pak {II(x,)}72, je posloup-
nost v K. Tedy existuji podposloupnost {z,, }32, a y € K takové, ze

O(z,) — . (3.21)
Odtud a z K € C(f) plyne, ze
fM(zn,)) = f(y).
7 tehoz spolu s (3.21) plyne, 7e
(M(wne), fM(20,) = (0, f(Y) € () ().

Tedy (T1,,,. )~ ' (K) je kompaktni, z cehoz spolu s (I, )"HK) C graf(f) plyne (3.20).

Nyni ukdZzeme, Ze

graf(f)

C(f) > I(K(graf(f))).

Vezméme tedy libovolné K € TI(K(graf(f))), {z.}>2, posloupnost v K a z € X takove,
ze

Tn, — T, (3.22)

a ukazme, ze
r € K, (3.23)
flz,) —  f(x). (3.24)

Mnozina K je kompaktni, nebot je to spojity obraz kompaktu, coz spolu s (3.22) dava
(3.23). Protoze

(@n, f(z)) € (M),,) 7 (K) € K(graf(f)),

tak pro kazdou podposloupnost {,, }32, existuji podposloupnost {,, }%; a
y € (0., " (K), které spliwj:

CON )
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Z ¢ehoz spolu s y € graf(f) a (3.22) plyne, ze

f(an,) — f2).

Z kazdé podposloupnosti posloupnosti { f(z,)}22, lze vybrat podposloupnost konvergu-
jici k f(x), tedy plati (3.24).

O
Diisledek 3.13. Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y je funkce, pak
C(f) = M(O(graf(f))). (3.25)
Diikaz. 7 Lemmatu 3.12 plyne, Ze
C(f) = T(K(graf(f))). (3.26)
Déle plati, Ze pro libovolny K € O(graf(f)) je
I(K) e O(X).
7 &ehoz spolu s (3.26) a definici C(f) plyne:
C(f)=0(X)nC(f) > TM(O(grat(f))). (3.27)
Necht K € C(f), pak K = {z, : n e N} U {z} a
(@, [(@0)) — (2, f(2)),
7Z ¢ehoz plyne, Ze
K = T({(zn, f(xa)) :n € N}U{(x, f(2))}) € T(O(grat(f))).
7 &eho? spolu s (3.27) jiz plyne (3.25). .

Lemma 3.14. Necht X je polsky prostor, v > s > 0 a f : O(X) — K(X) je funkce
definovand predpisem:

f(K) = KnPK),s,v), K€ O(X). (3.28)
Pak f je borelovska.

Diikaz. Definujme funkce [ : O(X) — (O(X))%, ¢t : {{z} € K(X): z € X} — X,
k:(O(X))? = (O(x) x X) ag: (O(X) x X) — K(X) piedpisy:

(K) = (K K), KecO(X), (3.29)
t{z}) = =z, z€eX, (3.30)
RE.D) = (KHd(L), (K1) € (O(X)P, (331)
g(K,z) = KnP(zx,s,v), (K,z)€ (O(X)x X). (3.32)
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Z (3.29) a (3.30) je ziejmé, ze funkce [ a t jsou dobie definovany a Ze jsou spojité. Funkce
d zobrazuje prostor O(X) do prostoru {{z} € K(X) : z € X}, tedy slozeni t o d je
korektni, tedy je korektni téz definice (3.31). Z Lemmatu 3.9, Lemmatu 3.5 a spojitosti
t plyne borelovskost funkce k. Protoze je mnozina P(z,s,v) uzaviena pro kazdé r € X,
tak je mnozina K N P(z, s, v) kompaktni pro kazdé z € X, K € O(X), z ¢ehoz plyne, ze
g je také definovano korektné. 7 (3.28)-(3.32) plyne, ze f = g o k o, tedy k dokonéeni
ditkazu staci ukazat, ze funkce g je borelovska.
Z Lemmatu 3.8 plyne, ze staci ukazat, ze

YU €G(X) : g (Myp) € G(O(X) x X). (3.33)

Diikaz tvrzeni (3.33) provedeme sporem. Necht tedy existuje (K,z) € g~ '(My) a
pro kazdé n € N existuje (K, z,) ¢ g1 (My) takové, Ze

(Ky,z,) — (K, z). (3.34)

Z definice My a (3.32) plyne existence z, € (K, N P(x,,s,v))\U. Z (3.34) plyne, ze
KU (U,en K7) je kompakt, tedy existuji z € X a podposloupnost z,, takove, ze z,, — z.
Z tohoto, volby z, a (3.34) plyne, ze z € (K N P(x,s,v))\U, coz je ale spor.

]
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Kapitola 4

Nové vysledky

4.1 Vliv borelovskosti mnozin C(f), respektive C(f)
na slozitost funkce f

Nyni si uvedeme vétu, jez uvadi souvislost mezi slozitosti idealu C(f) a grafu funkce f.
V této vété rozsitfujeme poznatky Francise Jordana obsazené ve Vété 1.26 o implikaci:
"(i73) implikuje (iv)" a dale zjednodusujeme dikazy zbylych implikaci.

Véta 4.1. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — 'Y je funkce, pak ndsledujici ctyri
torzent jsou ekvivalentni:

(i) grat(f) € Gs(X x V),

(ir) C(f) € B(K(X)),

(i) C(f) € Z(K(X)),

(iv) C(f) € SHK(X)) a f je borelovskd.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze (1) implikuje (7).
7 Lemmatu 3.12 plyne:

C(f) = M(K(graf(f))). (4.1)
Z (1) a Tvrzeni 2.6 plyne, zZe
K(graf(f)) € Gs(K(X xY)). (4.2)

Protoze f[}‘gmf(f) (X xY) — K(X) je spojita a prosta funkce, tak z (4.2), (4.1) a
Lusinovy véty (Véta 3.6) plyne (7).

Tvrzeni (4i) implikuje tvrzeni (i4i) trivialné.
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Nyni ukazeme, ze (i) implikuje (iv).
Necht je tedy F' libovolnéd uzaviena podmnozina Y. Podle Lemmatu 3.10 stac¢i ukazat,
ze

fH(F) je analyticka. (4.3)

Zvolme mnozinu D C X x Y jako spocetnou hustou podmnozinu mnoziny
(I1Y)~Y(F) N graf(f). Pak z Lemmatu 2.10 a (ii7) plyne:

V=C(f)IN{K e K(X): KNnII(D)=K} € X}(K(X)). (4.4)
7 Lemmatu 3.11 plyne, ze
) = Uk
Key

Z ¢ehoz spolu s (4.4) a Lemmatem 2.11 jiz plyne (4.3).
K dokonéeni ditkazu tedy staci ukéazat, ze (iv) implikuje (7). Diikaz povedeme sporem.
Predpokladejme tedy:

C(f) € XHK(X))a f je borelovska, (4.5
graf(f) ¢ Gs(X xY). (4.6)

Funkce f je borelovska, tedy graf(f) je borelovsky, tedy téZ ko-analyticky, coz spolu s
(4.6) a Hurewiczovou vétou (Véta 3.7) implikuje existenci C' C X x Y takové, ze

C € K(X xY), (4.7)
C Ngraf(f) = C, (4.8)
C'Ngraf(f) je homeomorfni Q. (4.9)

Z (4.5) a (4.7) plyne, ze
(L) () € E(KX xY)).
Z ¢ehoz spolu s Lemmatem 2.10 a (4.9) plyne:

M = () NC()N{K e K(X xY):
K =KnCOngraf(f)} € 31(K(X x Y)). (4.10)

Z (4.9) a Tvrzeni 2.9 plyne, ze
K(Cngraf(f)) € TI(K(X xY)) -complete.
Z ¢ehoz spolu s (4.10) plyne, Ze ke sporu staci ukazat, ze

K(Cngraf(f)) = M.
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Necht tedy nejprve:
K € K(Cngraf(f)). (4.11)

Pak z Lemmatu 3.12 plyne, ze

K = KnCngraf(f).
Z ¢ehoz spolu s (4.11) plyne, ze
K € M. (4.12)

Dokazali jsme tedy, Ze (4.11) implikuje (4.12), nyni ukdZeme sporem opac¢nou implikaci.
Necht tedy plati (4.12) a neplati (4.11), pak existuji posloupnost {x,, }22, v KNCNgraf(f)
a r € K takové, ze

Ln — T,

x ¢ graf(f).

7 cehoz plyne, ze

HX(xn) - HX(@»
f¥(z,)) — T (x) # f(ITF ().

7 &ehoi plyne, 7e
{1 (z,) :n e N}U{ITY(2)} ¢ C(f).
Co# je ale spor, nebot z (4.12) plyne:
{I¥(z,) :n e N}U{lTI*(2)} c O¥K) e Of).
0

Nésledujici dva disledky se zabyvaji otazkou, jak velkd muZze byt mnozina funkci z
X do Y, jez jsou spojité na stejnych kompaktnich mnozinéch.

Véta 4.2. Necht X a'Y jsou polské prostory. Pak existuje zobrazeni ® : YX — 2X%V
splnugici:

VieyX card(®(f)) < Ro, 4.13

VigeY® o f=g & (C(f) =Clg) AO(f) = 2(g)) 4.14)
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Diikaz. Necht {y, € Y : n € N} je husta podmnozina Y. Ozna¢me A7 . n&jakou hustou,

spocetnou podmnozinu mnoziny (ITY)~(B(yy,, —)) N graf(f). Nyni definujme zobrazeni
® nésledovné:

o(f) = | Al fevy*

n,meN

Déle ovéfme podminky (4.13) a (4.14).
Z definice ® je zfejmé, Ze je splnéna podminka (4.13). Ozna¢me:

Vi, = CHN{KeK(X):

K =KNIIX <<I>(f)ﬂ(HY)—1 (B(yn—,%)>)},f€YX, n,m € N,

7 Lemmatu 3.11 plyne, Ze
1
\Z X cf! —)) = ) K :
feY* nmeN: f (B(yn, )) K (4.15)
KeVim

Tedy jestlize f = g, pak trivialng C(f) = C(g) a ®(f) = ®(g). Pokud naopak
C(f) = C(g) a zaroven ®(f) = ®(g), pak z (4.15) plyne, ze

Vn,meN: [ (B(yn,%)) = g (B(ym%))

Z tohoto jiz trivialné plyne, ze f = g. Ovérili jsme tedy i podminku (4.14).

O
Disledek 4.3. Necht X, Y jsou polské prostory a T C K(X) je idedl. Oznacme
My = {feY¥: C() =T}
Pak plati, Ze
card(M7) < 2%, (4.16)

Diikaz. 7 Véty 4.2 plyne, 7e existuje prosté zobrazeni ® : My — 2°*Y takové, Ze mnozina
®(f) je spocetna pro kazdé f € Mz. Tedy mohutnost mnoziny Mz je mensi nebo rovna
mohutnosti mnoziny vSech spocetnych podmnozin mnoziny X x Y. Z tohoto jiz plyne
(4.16).

O

Nyni si uvedeme vztah borelovskosti systému O(A) a mnoZiny A, jenz nasledné pouZi-
jeme ve Vété 4.5.

Véta 4.4. Necht X je polsky prostor a A je borelovskd podmnozina X. Pak
O(A),0<¥(A) C K(X) jsou borelovské mnoziny. Specidlné plati, Ze O(X) € F,s(K(X)).
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Diikaz. 7 definice O(X) plyne:
OX) = d'({{z}:2€X}).
Mnozina {{z} : © € X} je uzaviena, coZ spolu s Lemmatem 3.9 dava O(X) € F,s(K(X)).

Déle oznacme:
O"A) = {KeK(X):KCAAcard(K) <n}.
7 ¢ehoz pro A; C X, i € N jednoduse plyne:
VF e F(X): OY(F) € F(K(X)),

o) = [Jow),
o" (ﬂ A1> = [)o"(4),
o" (U Ai> = Yo~ (LZJ A,) :

7 téchto fakti plyne:

VAe B(X)Vncw : O"(A) € B(K(X)),

VAe B(X) : O¥(A) € B(K(X)). (4.17)
7 definice O(A) plyne:
O(A) = {KeOX):d(K)e A N K\d(K) C A}.
7. éeho? plyne:
OA) = {KeOX): dK)eANVs,veQu>s>0: KNP((K),s,v) CA}.
Protoze K N P(d(K),s,v) € O<(X) pro kazdé s,v € Q,v > s >0a K € O(X), tak
OA) = {KeOX):dK)e AN
Vs,0 €Q, v>5>0: KNP(K),s,v)€OA)}. (4.18)

Pro kazdé v > s > 0 definujme funkci fs, : O(X) — K(X) pfedpisem:
fsw(K) == KNPK),s,v) : K €O(X).
Z tohoto a (4.18) plyne, ze

O(A) = O AN N | [ () (O=) |,

s,vEQ
v>5>0
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coz spolu s (4.17), Lemmatem 3.14 a Lemmatem 3.9 dava borelovskost mnoziny O(A)
v prostoru O(X). Jiz dfive jsme vSak dokazali borelovskost mnoziny O(X) v prostoru
K(X), tedy mnozina O(A) je také borelovska v prostoru K(X).

0

Véta 4.5. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce, pak ndsledugici tri
turzent jsou ekvivalentni:

(i) f je borelovskd,
(i) C(f) € BK(X)),
(iii) C(f) € SHK(X)).
Diikaz. Nejprve ukézeme, ze (i) implikuje (ii).

Z (1) plyne, ze graf(f) je borelovsky, tedy z Véty 4.4 plyne, ze O(graf(f)) je borelovska
mnozina. Z Disledku 3.13 plyne, Ze

C(f) = IO(grat(f))).

7 cehoz plyne, ze C (f) je spojity prosty obraz borelovské mnoziny, tedy z Lusinovy véty
(Véta 3.6) jiz plyne (it).

Tvrzeni (i7) implikuje tvrzeni (7ii) trivialng.
Nyni ukézeme, ze (ii7) implikuje (7). Tato ¢ast dikazu je podobna dikazu "(ii7)
implikuje (iv)" ve Vété 4.1.
Necht je tedy F' libovolné uzaviena podmnozina Y. Podle Lemmatu 3.10 staci ukazat,
ze
f1(F) je analyticka. (4.19)
Oznacme:
A = (IIY)Y(F)ngraf(f). (4.20)
Dale zvolme spocetnou D C A tak, aby
D > A (4.21)
7 ¢ehoz plyne:
(D) > TII(A) = f(F). (4.22)
Z Lemmatu 2.10, (iii) a Véty 4.4 plyne, ze

V= (0(X)UC(f))N{K eK(X): KNII(D)=K} € ZHK(X)). (4.23)
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Daéle ukazeme:
KeVv = Kc/f'(F). (4.24)

Necht tedy K € V ax € K jsou libovolné, pak z definice V plyne, Ze existuje posloupnost
{z,}22, v K NII(D) takova, ze x,, — x. Nebot O<¥(X)U C(f) C C(f), tak

{tn: neNYU{z} C KeO(f),
tedy f(zn) — f(z), coz dava
(@n, f(2n)) — (2, f(2)). (4.25)
Tedy
(@n, f(za)) € D (IIV)7N(F),
coZ spolu s uzavienosti mnoziny (I)™1(F) a (4.25) dava
(z, f(x)) € (I)7H(F).

Z ¢ehoz spolu s (4.20) plyne, ze (z, f(z)) € A, tedy z € f~1(F), tedy plati (4.24). Nyni
ukazeme:

Vee fY (F)3KeV : z€K. (4.26)

Bud tedy x € f~(F) libovolné, pak z (4.20) plyne, Ze (z, f(z)) € A. Z (4.21) plyne, Ze
existuje posloupnost {(x,, f(x,))}>2, v D, kteréa splhuje:
(@n, f(2n)) — (2, f(2)).
Z ¢ehoz plyne, ze {x,, : n € N}U{z} € V, tedy plati (4.26) pro K := {z,, : n € N}U{z}.
Z (4.26) a (4.24) plyne:
) = YK
Kev

Z tehoz spolu s (4.23) a Lemmatem 2.11 jiz plyne (4.19).
0

Disledek 4.6. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Jestlize je
funkce f borelovskd, pak mnozina C(f) je ko-analytickd.

Diikaz. 7 Heineho véty plyne, Ze

C(f) = {KekX): O(K)cC()},
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z ¢ehoz plyne, ze

C(f) = {KeKX): VLeK(X): (L¢OK)VLeC(f))
Tedy

KXN\C(f) = {KeK(X): ILeK(X): (LeOK)AL¢C(f))},
z ¢ehoz plyne, Ze
KXNC(f) = TH(K, L) € K(X) x K(X) :
LeOX)ANLCKAL¢CH. (4.27)

Z Véty 4.5 a Véty 4.4 jiz snadno plyne, ze mnozina

{((K,L) e K(X)x K(X): LeO(X)ANLC KAL¢C(f)}

je borelovska, coz spolu s (4.27) dava ko-analyti¢nost mnoziny C(f).
O

Nyni si uvedeme piiklad pouziti predchazejicich vysledki pii urc¢ovani komplexity
mnoziny C'(f) pro uréitou funkei f.

Definice 4.7. Dirichletovu funkci definujeme jako charakteristickou funkci racionalnich
Cisel.

Piiklad 4.8. Necht f je Dirichletova funkce, pak C(f) € IT;(K(R))\Z1(K(R)).
Diikaz. Je snadné nahlédnout, Ze f je borelovska funkce, jez neméa Gy graf, nebot
graf(f) N (R x {1}) = Qx {1} ¢ Gs(R?).

Tvrzeni pak jiz snadno plyne z Véty 4.6 a Véty 4.1.
O

Nyni si uvedeme bez dikazu nékolik jednoduchych tvrzeni, jez uvadéji souvislost mezi
mnozinami C(f) a C(f).

Definice 4.9. Necht X je polsky prostor a zobrazeni d : K(X) — KC(X) je derivace. Pak
definuji zobrazeni d° : K(X) — K(X) nasledovné:

d(K) = K: KeK(X).

Dale pro libovolné 1 < o < wy definujeme rekurentné zobrazeni d* : K(X) — K(X)
nasledovné:

d*"HK) = d(d*(K)): K € K(X),
d*(K) = ﬂ d°(K): K € K(X), a limitni.
B<a
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Definice 4.10. Necht X, Y jsou polské prostory, A C X a f : X — Y je funkce. Pak
definujme:

Op(A) = {KeK(A4): d(K) =10},

Ou(A) == {KeK(A): d(K)#DANdHK)=0}, 1 <a<uw,
O, (A) == {KeK(A): K je spofetna mnozina},

Co(f) == C(HNOLf): 0<a<w.

Nésledujici tvrzeni lze snadno dokazat z definic pojmi O, (A), C,, o < w;.

Tvrzeni 4.11. Necht X, Y jsou polské prostory, A C X a f : X — Y je funkce. Pak
plati nasledugjici vztahy:

0.4 = | 0.4,
0<a<wy
Cu(f) = U Galh),
0<a<wi
Ou(A) = {KeO,(X): V0<pB<aVs,veQ, v>s>0:

d°(K) N P(d"™(K),s,v) € Og(A)}: 0<a<w.

Nésledujici tvrzeni plyne piimo z Tvrzeni 4.11 pouzitim podobnych postupu jako v
ditkkazu Véty 4.1.

Tvrzeni 4.12. Necht X, Y jsou polské prostory, 0 < a < wq, f: X — Y je borelovskd
funkce a graf(f) ¢ Gs(X x Y'). Pak Co(f) je borelovskd pravé tehdy, kdyz o # w;.

4.2 Tiidy funkci a ideal C(f)

Poznamka 4.13. V nasledujicich vétach se budeme zabyvat otazkou, jaké mmnoziny
funkei M maji tu vlastnost, ze je-li f € M a C(f) = C(g), pak také g € M.

Véta 4.14. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Pak f je spojitd
pravé tehdy, kdyzZ C(f) je o-idedl.

Diikaz. Necht f je spojita, pak C(f) = K(X), a tedy C(f) je o-ideéal. Necht naopak
C(f) je o-ideal. Protoze C(f) obsahuje vSechny koneéné kompakty, tak C'(f) obsahuje
také vSechny spocetné kompakty, tedy dle Heineho véty je f spojitéa.

O

Véta 4.15. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Pak ndsledujici
dvé turzend jsou ekvivalentni:

(i) f € Bi(X,Y),
(ii) VF C X wuzavienou neprdzdnou 3z € F : (d"*({z}) NO(F)) C C(f).
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Diikaz. Tato véta je trivialnim disledkem Baireovy véty [K, 24.15].
[

Véta 4.16. Necht X, Y jsou polské prostory a f : X — Y je funkce. Pak ndsledugici
dvé tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) VV C Y otevrenou: f~(V) md Baireovu vlastnost,
(i1) 3G C X residudlni: C(f) D K(G).

Diikaz. Tato véta je trivialnim disledkem Véty [K, 8.38].
[l

Poznamka 4.17. Pfedchozi dvé véty ukazuji, Ze mnozina funkci B;(X,Y) a mnozina
funkci z X do Y, méritelnych vzhledem k systému mnozin majicich Baireovu vlastnost,
splhuji podminku popsanou v Poznamce 4.13.

Definice 4.18. Necht X | Y jsou metrické prostory. Pak definujeme A; (X)), Ao(X), A(X),
Tr(X,Y) a Tr(X,Y) nasledovné:

A (X) = {I'c2¥: T je uzaviena na spocetna sjednoceni},
Ay(X) = {I'c2¥: T je uzaviena na kone¢né priniky A
C>FX)vI DG(X))},
AX) = A(X)NA(X),
Tr(X,Y) = {feY™*: VYV CY otevienou: f'(V)eTl}: I C2¥,
To(X,Y) = {feY¥:VoeX,e>03U €Uy, VEUjuy, GET:

G>of Y V)NU, osc(f,G) <e}: I' c 2%,

Poznamka 4.19. Tridy funkeci TF(X ,Y') jsou nadefinovany na metrickych prostorech,
ale je snadné si rozmyslet, Ze se jedna o topologicky pojem, nebot f &€ T}(X ,Y) prave
tehdy, kdyz pro kazdé v € X a kazdé W € Uy, existuji U € Uy, V € Uy a G €T,
které splinji G O (f~H(V)NU) a f(G) C W.

Nésledujici lemma nam #ika o vztahu mezi mnozinami funkei 71(X,Y) a Ti r(X,Y).
Tento vztah je zajimavy, protoZze oproti definici mnoZziny fp(X ,Y') je definice mnoZiny
Tr(X,Y) bézna. Naopak definice mnoziny T1(X,Y) je vhodngjsi ke zkouménf vlastnosti
popsané v Poznamce 4.13.

Lemma 4.20. Necht X, Y jsou polské prostory a ' € A1(X). Pak plati, Ze
T{ACX: xwuery(X,Y) D Tr(X,Y) = Tr(X,Y). (4.28)
Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze

TH(X,Y) D Tp(X,Y). (4.29)
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Necht jsou tedy funkce f € TF(X ,Y) a oteviena V' C Y libovolné zvolené. Dale ozna¢me
{V, C Y : n € N} bazi otevfenych mnozin prostoru Y a {U, C X : n € N} bazi
otevienych mnozin prostoru X. Protoze f € fp(X, Y), tak pro kazdé z € X an € N
existuji [¥, k¥ € N a G € T, které spliuji:

€ [ (Vi) N U,

G, D f_l(Vlgg) N Ukz,

osc(f,GY) < % (4.30)

Z tohoto vidime, ze pozadavky na mnozinu G¥ jsou ve skutecnosti zavislé pouze na
2, kF, n. Zvolme tedy pro kazdou trojici (I*,k* n), kde z € X,n € N, jednu mnozinu

G € T splaujici (4.30) a oznacme ji le;’n. Dale pro kazdé z € f~1(V) naleznéme n, € N
splhujici:

2
dist(f(z),Y\V) > —. (4.31)
Oznacme:
* = 12, proxze fTH(V),
ky = 'k, , prozxe¢ fHv),
M = U & (4.32)

{zeX: f(x)eV}

Systém mnozin {le;nl : f(x) € V} je spofetnym podsystémem systému I' € Ay (X),
tedy

M € T. (4.33)

Z (4.30) a (4.31) plyne, ze M C f~1(V), zéroven ale z (4.32) a (4.30) trividlng plyne, Ze
fYV)C M, tedy M = f~1(V), z ¢ehoz spolu s (4.33) jiz plyne, ze f € Tr(X,Y), tedy
plati (4.29).

Nyni ukidzeme, ze
Tr(X,Y) c Tp(X,Y). (4.34)
Necht jsou tedy funkce f € Tr(X,Y), x € X a e > 0 libovolné zvolené, pak

G:=f(B(@).5)NX € T.

X € Z/{(x),
B(f(x),g) € Uiy,

¢ > f(B(f).5))NX,
osc(f, @) €



Z tohoto jiz snadno plyne, ze f € TF(X, Y), tedy plati (4.34).
Nakonec ukazeme, ze
Tr(X,Y) C© Tiacx: xiaery(X,Y). (4.35)
Necht jsou tedy funkce f € Tr(X,Y), x € X a € > 0 libovolné zvolené, pak

G::fl(B(f(x),§)>ﬂX € {AcCX: X\AeTl},
X € Uy,

osc(f,G) < e

7Z tohoto jiz snadno plyne, ze [ € f{Acx; x\aery (X, Y), tedy plati (4.35). Z (4.29), (4.34)
a (4.35) jiz pfimo plyne (4.28).

m
Nésledujici snadny dusledek dava do souvislosti baireovské a &, tridy funkei.
Disledek 4.21. Necht X, Y jsou polské prostory. Pak
UBs(X.Y) € &un(XY) C BuXY), 1<a<uw,
B<a
U Bs(X,Y) €  &E(X)Y) C  Bu(X,Y), a <w; limitni ordindl.  (4.36)
B<a

Diikaz. Stadi si uvédomit, ze X2 (X) € A1(X) pro kazdé 1 < a < wy. Zbytek jiz snadno
plyne z Lemmatu 4.20 a Véty 1.19, nebot

Bo(X,Y) = Ty (x)(X)Y) = TEngl(X)(Xa Y),
Ea(X)Y) = fuﬁ@ H%(X)<X7 Y),
Ty, meo(X,Y) D T, n(X,Y) D Ty (x)(X,Y), proo+1<a,
tedy
Ea(X,Y) C Eara(X,Y) = Typo (X, Y) € Ty (x)(X,Y) = Ba(X,Y),
Ea(X,Y) =T, o) (X,Y) D T (x)(X,Y) = Bo(X,Y), proo+1<a,
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Nyni si dokdzeme lemma, jez pouzijeme v ditkazu Véty 4.23. Tvrzeni v tomto lemmatu
je topologické, tedy lze pouzit Pozndmku 1.17.

Lemma 4.22. Necht X, Y jsou polské prostory a necht f: X — Y,g: X — Y jsou
funkce. Pak C(f) = C(g) prave tehdy, kdyz pro kazdé v € X,V € Uipzy) a W € Uy,

ezistugi Ve Uig@)) We Uiy a Ue Uy spliiugict ndsledugjict podmmky

vy o g—l(v)mﬁ (4.37)
g'W) o fwW)nU. (4.38)

Diikaz. Necht nejprve C(f) = C(g), mame dan bod z, okoli V' a W. Déale ozna¢me:

U, = B(x,%),
Vo = BU@)
W, = B(g(x),%).

Je z¥ejmé, ze podminky (4.37) a (4.38) jsou symetrické, takze staci ovérit jen (4.37).
Diikaz povedeme sporem. Necht tedy neexistuji V', U spliujici (4.37). Pak pro kazdé
n € N existuje x,, € X, které spliuje:

r, € g YWy, (4.39)
v, € U, (4.40)
¢ V). (4.41)

Z (4.40) plyne, ze z,, — = a z (4.39) plyne, ze g(z,) — g(z), tedy
{z, :neN}U{z} € C(g) = C(f), ale z (4.41) plyne, 7Ze {z, : n € N} U{z} ¢ C(f),
COZ je spor.

V dalsim kroku ukézeme, Ze z podminky (4.37) plyne:

cif) > Clg).

CoZz nam pak diky symetrii podminek (4.37) a (4.38) dava, ze C(f) = C(g).
Z Heineho véty plyne, ze C(f) D C(g) pravé tehdy, kdyz C(f) D C(g). Staci tedy
dokazat, ze

C(f) > Clo).

Dikaz povedeme sporem. V této ¢asti dikazu budeme pouzivat stejné znaceni jako
v predchozi ¢asti. Necht tedy existuje {x, : n € N} U {x} spliwjici:

Tn — T, (4.42)
{z, :neN}U{z} € Cz(g), (4.43)
{z, :neNyU{z} ¢ C(f). (4.44)
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Déle z podminky (4.37) plyne, ze pro kazdé n € N existuje m € N takové, ze
V) 2 g *(W,)NU,. (4.45)

Z (4.44) a (4.43) plyne, ze existuji n € N a {y,}2°, podposloupnost {z;}2, takové, ze

VseN: f(ys) ¢ Vi, (4.46)
9(ys) —  g(x). (4.47)

Z (4.45) a (4.46) plyne, ze existuje m € N takové, ze
VseN: y, ¢ g '(Wn)NU,. (4.48)

Coz spolu s (4.42) dava spor s (4.47).
[l

Nasledujici véta nam riké, za jakych podminek na mnozinu I' C 2% spliiuje mnozina
funkei T1(X,Y) podminku popsanou v Poznéamce 4.13.

Véta 4.23. Necht X, Y jsou polské prostory, ' € Ao(X) a f: X — Y, g: X — Y

jsou funkce. Pak jestliZe g € TVF(X, Y)aC(f)=Cl(g), tak i f € Tr(X,Y).
Diikaz. Dukaz povedeme sporem. Necht tedy

clf) = Cl), (4.49)
f ¢ TrX)Y), (4.50)
g € Tr(X.)Y). (4.51)
Nejprve oznac¢me:
1
Un(l') = B(x7ﬁ>’

Vala) = BU@),),

Walw) = Blo(e), )
{G"(x):veT,(z)} = {GeTl: GDf ' (Vu(x)NUy, ()} (4.52)

Z (4.50) plyne, Ze existuji x € X a e > 0 takové, ze pro kazdé n € N a v € I',,(x) existuje
x) € G7(x), které spliwuje:

[f(z) = f(z)] > (4.53)

C»Dlm

Z (4.51) vyplyva, ze pro kazdé s € N existuji Us € € U, W e Ug(z)) @ G* € T, které
splnuji:

G O g WHNU,

osc(g, G*) <

Cnl»—t%
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Oznacéme:

Ut = U NU(x),
W* = WENW,(z),
G* = G°NU,(x): pro I obsahujicf oteviené¢ mnoziny,
G* = G*NU,(x): pro I obsahujici uzaviené mnoziny. (4.54)
Z ¢tehoz spolu s I' € Ao(X) plyne, ze
g 'WHNU* c G°eT, (4.55)
1
osc(g,G*) < —. (4.56)
s

Z Lemmatu 4.22 a (4.49) plyne, Ze pro kazdé s € N existuje m(s) € N takové, ze
g_l(WS) nU* > f‘l(Vm(s)(x)) N Um(s)(a:).
Z ¢ehoz spolu s (4.55) a (4.52) plyne, Ze existuje v € ') (2) takove, Ze
G = G'(z).

Pro kazdé s € N oznacme:

Tedy z (4.49) plyne, ze

Toto je ale ve sporu s (4.53).
[

V nésledujicich disledcich si uvedeme nékolik speciélnich t¥id spliujicich podminku
popsanou v Poznamce 4.13.

Disledek 4.24. Necht X, Y jsou polské prostory, 2 < a < wy a f : X — Y,
g: X — Y jsou funkce. Pak jestlize g € E,(X,Y) a C(f) =C(g), tak i f € E,(X,Y).

Diikaz. Je zfejmé, ze

V2<a<w: [JIHX) € AyX).

B<a

Zbytek jiz primo plyne z Véty 4.23.
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Disledek 4.25. Necht X, Y jsou polské prostory, T €e A(X)af: X — Y, g: X — Y
jsou funkce. Pak jestlize f € Tr(X,Y) a C(f) = C(g), tak i g € Tr(X,Y).

Diikaz. Toto tvrzeni primo plyne z Lemmatu 4.20 a Véty 4.23.
O

Disledek 4.26. Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y,g: X — Y jsou
funkce a C(f) = C(g). Pak f € Bo(X,Y) prdvé tehdy, kdyz g € Bo(X,Y): 1 < a <w;.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 1.19 a Diisledku 4.25, nebot 22, (X) € A(X) pro kazdé
1<a<w.

]

Disledek 4.27. Necht X, Y jsou polské prostory, f: X — Y,g: X — Y jsou
funkce, A je o-algebra na prostoru X, kterd obsahuje borelovské mnoziny a C(f) = C(g).
Pak f je méritelnd vzhledem k A prdvé tehdy, kdyZ g je méritelnd vyhledem k A.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Dusledku 4.25 a A € A(X).
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