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typu a velikosti. Na odhadnutych rustovych krivkach vzniklych na téchto sou-
borech dat byly zkoumény zakladni vlastnosti obou metod, kvalita odhadnutych
krivek a vhodnost pouziti metod pro ruzné typy dat. Metoda kvantilové regrese
neni oproti LMS metodé zatizena predpoklady na jeji pouziti, proto nas predevsim
zajima chovani LMS metody pti nedodrzeni jejich predpokladi. Zakladnim rysem
této prace je, ze pro urceni kvality odhadnutych kiivek bylo vyuzito znalosti teore-
tického rozdéleni dat. Znalost skute¢nych rustovych kiivek je prinosna predevsim
pii hledani nejlepsich modeltu jednotlivych metod. Ve srovnani s metodami po-
rovnavani odhadnutych krivek na realnych datech, davéa tento piistup vécnéjsi
a objektivnéjsi srovnani.
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Abstract: The need for constructing growth curves led to creation of many me-
thods, which are estimating growth curves. A number of methods for estimation
of growth curves have been proposed. This thesis compares two commonly used
methods: the LMS method based on penalized likelihood and quantile regres-
sion on B-spline basis functions. In a simulation study, 118 data sets of different
sample sizes were generated from several models. Growth curves were estimated
from these data sets by both methods. The properties of the methods, the qua-
lity of the estimated curves and the performance of the methods under various
circumstances were examined. Unlike quantile regression, the LMS method requi-
res parametric assumptions, so we focused on the behaviour of the LMS method
when the assumptions are violated. In this thesis, the knowledge of the true dis-
tribution of the data is used not only to evaluate the quality of the estimated
growth curves but also to select the best model. In contrast to comparing esti-
mated growth curves obtained from real data sets by competing methods, this
approach provides a more relevant and more objective comparison.
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Kapitola 1

Rustové krivky

1.1 Motivace

V mediciné, ale i v jinych oborech, vede fada experimentu k potiebé vytvoreni
rozmezi hodnot pro sledovanou veli¢inu (znak). Pokud uz mame takové rozmezi,
da se pak jednoduse posoudit, jestli je napozorovana veli¢ina vné nebo uvnitt
tohoto rozmezi, z ¢ehoz se pak muze vyvodit néjaky zaver.

Potieba vyjadtovat tato rozmezi v zavislosti na néjaké spojité veli¢iné (v me-
diciné je to vétsinou vék jedince) vede ke vzniku kvantilovych kiivek (kfivky,
vyjadiujici kvantily veliciny zdvislé na néjaké spojité veli¢iné). Rustové kiivky
(nékdy také referenéni kiivky) se sklddaji ze skupiny kvantilovych kiivek, které
tak ilustruji rozdéleni néjakého znaku.

1.2 Pouziti rastovych kiivek v mediciné

Asi nejvice je pojem rustovych kiivek zndm z mediciny. Rustové kiivky
jsou pouzivany predevsim pediatry ke sledovani rustu déti. Slouzi k porovnani
néjakého télesného znaku vzhledem k populaci déti stejného véku (oddélené pro
kazdé pohlavi). Sestavuji se pozorovanim velkého poctu deéti. Po sestaveni pak
krivky slouzi jako nédstroj k rozpoznani mozné poruchy rustu déti, pticemz roz-
hodnuti zavisi na tom, jestli hodnota sledovaného znaku ditéte lezi pod nebo nad
urcitou kvantilovou kiivkou.

Ktivky, které se u déti standardné sleduji: zavislost vysky na véku, vahy
na veku, vahy na vysce, obvod hlavy na véku, BMI (body mass index, BMI =
%) na veku. Vétsinou se krivky sestavuji pro 3., 5., 10., 25., 50., 75., 90.,
95. a 97. percentil.

Hlavni reprezentace kiivek je v grafické podobé, kdy se do grafu vykresli
krivky zakladnich kvantilu proti veli¢iné, na které zavisi.



1.3 Zaméreni a struktura prace

Hlavnim cilem této prace je porovnani metod pro sestavovani rustovych
kiivek na datech vytvorenych v ramci simulacnich studii. Témto metodam je
vénovana kapitola 2. Je v ni uvedeno nékolik zakladnich metod pro odhadovani
rustovych krivek a obecna pravidla, kterd by méla byt splnéna jednotlivymi me-
todami. Podrobnéji jsou popsany dvé metody, které jsou v centru zajmu prace
a to: LMS metoda (popsand v ¢asti 2.3) a metoda kvantilové regrese s pouzitim
B-splinové béze (popsana v ¢ésti 2.4).

Odhadnuté rustové kiivky téchto dvou hlavnich metod jsou porovndvéany
na mnozstvi datovych soubort vytvorenych v rameci simula¢nich studii. Kapitola 3
je zamérena na problém generovani dat. Také je v ni popsana hlavni myslenka
porovnavani modelu s vyuzitim znalosti teoretického rozdéleni nasimulovanych
dat. Cela prace se vénuje porovnani metod na tomto zakladé. Ve srovnani s po-
rovhavanim metod na redlnych datech, by proto tato prace méla podat pohled
na tuto problematiku z trochu jiného dhlu. Stejné tak i na ilohu, jak vybirat
konkrétni parametry jednotlivych metod. V zdvérecné casti kapitoly 3 pak lze
najit, jaké konkrétni datové soubory byly nagenerovany pro porovnani dvou
hlavnich metod.

Vysledky a vlastni srovnavani odhadnutych ktivek lze najit v kapitole 4. Diky
znalosti teoretického rozdéleni dat (tedy i znalosti piesné polohy teoretickych
rustovych kiivek) se porovnavaji odhadnuté kiivky na zékladé toho, jak se blizi
k kiivkdm teoretickym. Také se odhadnuté kiivky srovnavaji z hlediska, jak moc
splnuji pozadavky, které jsou kladeny na tvar rustovych kiivek obecné.

Préace je zakoncena shrnutim dosazenych poznatku a strué¢nym popisem toho,
jak by se dalo na tuto praci navdzat (kapitola 5).



Kapitola 2

Metody pro odhadovani
rustovych krivek

2.1 Klasifikace metod a nékolik priklada

Potieba sestavovani rustovych krivek vedla ke vzniku velkého poctu metod,
které se snazi tento problém ftesit. Tyto metody se déli do tii kategorii podle
toho, jak se k problému pristupuje. Z velkého poc¢tu metod uvedu alespon nékteré
zakladni. Metody se tedy déli na

Parametrické:

Do této tiidy patii napiiklad metody zalozené na transformacich, které se snazi
prevést data na normédlné rozdélend. Po této transformaci stac¢i pro sestrojeni
podminénych kvantilu (podminéné spojitou veli¢inou) odhadnout podminénou
stfedni hodnotu a podminény rozptyl. Tato stfedni hodnota a rozptyl jako funkce
veliciny, na které zavisi, se pak modeluji pomoci linearni nebo obecnéjsi poly-
nomidlni regrese.

Pozn.: Nevyhodou téchto metod je, ze neméame jistotu, zdali takovato normujici
transformace existuje a navic predpoklady parametrického pristupu jsou vzdy
omezujici.

Semiparametrické:

Hlavnim zastupcem je LMS metoda [1, 2]. Rustové kiivky odhadnuté touto me-
todou zavisi na tiech prirozenych kubickych splinech, z nichz jeden odhaduje
podminény medidn, druhy podminény variacni koeficient veli¢iny, o kterou se
zajimame, a tfetim splinem je pak kfivka mocninné transformace, kterd ma
prevést data na normalné rozdélend (tato metoda je v centru zajmu této prace,
proto bude jesté podrobnéji popsana).



Neparametrické:

Zde uz nejsou kladeny zadné predpoklady na rozdéleni dat. Patii sem metody
zalozené na rozdéleni nosice spojité veliciny do podskupin, na nichz se pak spocita-
ji empirické kvantily proménné, o kterou se zajimame. Pro vznik potiebnych
krivek se pak takto vypoctené skupiny kvantilu nakonec vyhladi. Dalsi metodou
je neparametrickd kvantilovd regrese zalozena na B-splinové bazi (podrobnéji je
popsdna v ¢asti 2.4). A také sem patii napiiklad metody zalozené na jadrovém
nebo lokdlné konstantnim odhadu podminénych kvantilovych kiivek (vice se
o téchto metoddch muzete doc¢ist v ¢lanku [8]).

2.2 Pozadavky na metody pro sestavovani riisto-
vych krivek

Nésleduje vycet nékterych zakladnich pozadavku, které by mély metody a kii/-
vky jimi odhadnuté splnovat:

e Jednotlivé odhadnuté ktivky pro jednotlivé kvantily se nesmi kiizit.

e Kiivky by mély byt v rozmezi moznych hodnot (napi.: Jedna-li se o véhu
jedince, pak by kfivka neméla byt v zadném tseku zdporna).

e Vysledné kiivky maji byt hladké (hlavné kvuli tomu, ze se predpoklada, ze
s malou zménou velic¢iny, na které znak zavisi, se malo zméni i vySetrovany
znak).

e Kiivky dobie odpovidaji datum.

e Pocet dat pod urcitou krivkou by mél priblizné odpovidat ocekavané hod-
note.

e Data mimo referencni kiivky se neshlukuji, ale jsou rozmistény rovnomérné
podél celého rozsahu veli¢iny, na které zavisi.

e Nejdulezitéjsi je (vzhledem k pouziti) odhad krajnich kvantilu.

2.3 LMS metoda

Tuto dnes hojné uzivanou metodu pro odhadovani rustovych krivek navrhl
T. J. Cole (1992) [2]. Je zatazovdna mezi semiparametrické metody.

Je zalozena na predpokladu, ze po vhodné transformaci veli¢iny, o kterou se
zajimédme (oznacime ji jako V'), se daji data povazovat za normélné rozdélena.



Box a Cox [3] navrhli mocninnou transformaci

(1) - |
b % A0 (2.1)
X = In

Y
ILL Y
Piedpoklada se tedy, 7e Y* (InY v piipadé A = 0) m4 normalni rozdéleni, Y je
kladnd, i je medidn Y. Medidn X je tedy 0. Diky symetrii normalniho rozdéleni
je stredni hodnota X také rovna 0.

Pro A = 1 je normalné rozdélend i velicina Y a median Y je roven stiedni hod-
noté Y. Z toho plyne, ze pro A = 1 je smérodatnd odchylka X rovna variacnimu
koeficientu Y (smérodatna odchylka Y podélend stiedni hodnotou Y'). Jak se
pise v [2], toto ptiblizné plati i pro ostatni rozumnd A. Rovnici (2.1) podélime
smérodatnou odchylkou o veli¢iny X (variacnim koeficientem Y) a dostaneme

A
() -~
7z = —t, A # 0;
Ao (2.2)
Z fd — )\ - 0
Potom Z uz mé normélni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym

rozptylem (to plyne z toho, ze povazujeme X za normdlné rozdélené). Pokud ted
budeme predpoklddat, ze rozdéleni Y se méni v zavislosti na ¢, dostavame

L(t)
Y
(im) -1

)
7= Trwsw o M0 2.9
_ Lug L(t) =0
50

Krivky L(t), M(t) a S(t) odpovidaji hodnotdm A, p a o pro dand ¢ (diky témto
trem kiivkam dostala metoda své oznaceni). Z (2.3) vyplyvaji vztahy pro vypocet
kvantilovych krivek

Q-() = M®[1+L1S(He]50,  L(t) #0;
Q-(t) = M(t)exp{S(t)q.}, L(t) =0,

kde ¢, je 7-kvantil normovaného normalniho rozdéleni.

(2.4)



2.3.1 Vypocet kiivek L(t), M(t) a S(t)

exp § —=

Mame n nezdvislych pozorovani dat: [t;, Yi],i = 1, ..., n. Podle véty o substi-
tuci je hustota ndhodného vektoru (Vi,...,Y,)" rovna
L(t;) 2 L(t;)—1
Yi Yi
! () 1) | ()
M(t;) (i) (2.5)

f(yla---ayn):H\/%

Logaritmus vérohodnostni funkce odvozené 7 (2.5) vypada az na konstantu takto

n

(LM, 8) =) (L(ti) log M(Zti) —log S(t;) — %Zf) ,

i=1

kde Z; je hodnota ptislusnd Y; spoctend z (2.3).
Reseni v podobé tii krivek L, M a S ziskame maximalizaci penalizované
vérohodnosti

I(L, M, S) — %aA / (L(0)2dt — %aﬂ / (M (£))2dt — %ag / (S"(0)2dt,  (2.6)

kde oy, a, a a, jsou vyhlazovaci parametry. Penalizovana vérohodnost se pouziva
kvuli pozadavku na hladkost rustovych kiivek. Kiivka L (resp. M, S), kterd
se moc vlni, je penalizovdna v zavislosti na velikosti a, (resp. «,, @,). D4 se
ukazat, ze feSenim této maximalizace jsou ptirozené kubické spliny s uzly v kazdé
7z navzajem ruznych hodnot ¢; (mozno najit v [5]). K urcéeni L, M a S tedy staci
zvolit hodnoty parametri oy, o, a o,.

V celé praci se misto s parametry oy, o, a a, pracuje s tzv. odpovidajicimi
stupni volnosti (equivalent degrees of freedom - e.d.f.), coz jsou jakési miry slozi-
tosti krivek L, M a S. Da se tici, ze je to jakdsi analogie stupnu volnosti u po-
lynomidlnich ktrivek. Spodni hranice e.d.f. pro kazdou z kfivek je 2, to odpovida
kiivky (e.d.f. nabyva redlné hodnoty). Presnou pocetni interpretaci najdete v [2].
Je mozno také definovat kiivku s e.d.f. rovno 1, coz je ptimka se smérnici 0, od-
haduje se pouze posunuti této primky. Za kiivku s e.d.f. rovno 0 se pak povazuje
primka s nulovou smérnici a pevné danym posunutim. To ma smysl definovat
ptedevsim pro kiivku L(t), L(t) = 1 totiz odpovidd tomu, ze jsou data normalné
rozdélend i bez mocninné transformace.

V praxi si tedy zvolime trojici odpovidajicich stupnu volnosti (tim Fekneme,
jak chceme, aby L, M a S byly hladké), k nim pak existuje ptislusné trojice (cy,
ay, @), tak aby vysledkem maximalizace (2.6) byly prave takto hladké funkce.
Rustové kiivky se pak jednoduse sestavi z (2.4).
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LMS metoda, edf=c(3,6,3), n=1000
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Obrazek 2.1: LMS metoda: Na levém obrazku jsou data s odhadnutymi kiivkami
(zobrazené cervené) spolu s teoretickymi kvantilovymi kfivkami (zobrazené
¢erné). Vpravo jsou vysledné spliny L(t), M(t) a S(t) (¢ervené), k nim jsou
prikresleny (Gerné) teoretické kiivky L(t), M(t) a S(t), které by vedly k vytvofeni
teoretickych kvantilovych kiivek.

Tato metoda je implementovdna v softwaru R v knihovné gamlss [6] jako
soucast funkce gamlss, kde za rodinu rozdéleni musime zvolit BCCG, formule pro
parametry nu, sigma a y musime zvolit jako kubické spliny piislusného stupné.

Jak vypada ptiklad jedné 7 realizaci této metody je ukazano na obrazku 2.1.
Na obréazku je vidét, jak prolozeni daty, tak i kubické spliny L(t), M(t) a S(t).

2.4 Metoda zalozena na kvantilové regresi

Myslenka kvantilové regrese vychazi z nasledujici jednoduché optimalizacni
tlohy: Méjme nahodnou velicinu Y s distribuéni funkei F'. Funkce

pr(x) = x(r — I(z < 0)) (2.7)

je ztratova funkce, kde 7 € (0,1) (tato funkce je zndzornéna na obrdzku 2.2).
Ulohou je najit &, které by minimalizovalo ocekdvanou ztratu. Chceme tedy najit
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pe(x

Obrézek 2.2: Ztratova funkce p,.

FeSeni minimalizace
min Ep. (Y — &). 2.8
gelng pr( £) (2-8)

Veéta 1. 7-kvantil ndhodné veliciny Y s absolutné spojitou distribucni funkci F
je fesenim minimalizace (2.8).
Dikaz.

f o0
Ep(Y —€) = (r—1) / (v - E)dF(y) + 7 /g (v — E)dF(y)

— 00

) 3
= T/ (y—g)dF(y)—/ (y — §)dF (y)

[oe] 7600
— BY — 16 4¢P - [ yiF(). (2.9

Zderivujeme (2.9) podle £ a polozime rovno 0

0 = —7+F(&)+EF(&)—EF'()
= —7+ F(&).
Protoze F' je monoténni, minimalizuje oc¢ekavanou ztratu kazdy prvek z {£ :
F (&) = 7}. Pokud je feseni F'(£) = 7 jediné, pak £ = F~'(7), v opacném piipadé
je tesenim interval. Nejmensi hodnota tohoto intervalu pak ptesné vyhovuje de-
finici 7-kvantilu. 7-kvantil veli¢iny Y je tedy FeSenim minimalizace (2.8).

OJ

Pokud nahradime F' empirickou distribuéni funkei

Fly) = 10 <),

12



pak se zméni iloha (2.8) na tilohu

n
min (Y, —&). 2.10
nin ;p (Vi =€) (2.10)
Resenim této minimalizace je nepodminény vybérovy r-kvantil (toto bude dokazano
nize).
Koenker a Bassett [4] rozsifili tuto ideu. Navrhli pii hledanf odhadu podminéné
kvantilové funkce Y za podminky x tesit minimalizaci

EIEIIIRI;ZPT ) _,gelll&% qu—i-(T—l)Zei , (2.11)
i:e; >0 1:¢;<0

kde (3 je p-dimenziondlni parametr, ¢; = Y; — 23 a Qy(r|z) = z73(7) je
podminéna kvantilova funkce.

Definice 1 (Regresni kvantily). Regresnim kvantilem nazveme eseni 5(7)
minimalizace (2.11). Obor zabyvajici se regresnimi kvantily se nazyvd kvantilovd
regrese.

Odhadem podminéné kvantilové funkce =7 5(7) je tedy z 7 3(7).

2.4.1 Metoda pro rustové kiivky zalozena na B-splinové

bazi
Definice 2 (Normované B-spline funkce). Necht a; = v < -+- < uy =
a<u <---<uy=b<--- < uyyp = by je mnoZina uzlu, N > 1. Definujme

rekurentné i-tou normovanou B-spline funkci stupné k predpisem:

; t—uy Uirk+1 — 1 4
Op(t) = ——p_(t) + ——————¢,. 7 (t
() Uitk — Uy k() Uip k1 — Uit g 1)

pro i = —k,...,N —1 at € (a1,b), pricemZ vijraz v rekurenci obsahujici 0
ve jmenovateli se vynechdvad.

i ) 1 prou; <t < uip
#o(t) _{ 0 jinak.

Neékteré dulezité vlastnosti normovanych B-spline funkei:
1. Nosi¢ ¢j,(t) je (ui, wiski1)-
2.
N-1
> Gpt)=1 prote (a,b).

i=—k
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3. d)i:(t) >0 pro r € (UZ', Ui+k+1)-

4. {gi }L tvofi bazi prostoru S, (U) = L{#' } X1 U = {u;}X* je mnozina
uzli. Do tohoto prostoru tedy patii vSechny funkce S tvaru

= i Ci%(t)

i=—k
V dalsim je tedy mnozina funkei {d)Z  0znacovana jako B-splinova béze.

Pozn.: Vice o této problematice najdete napiiklad v knize Karla Najzara [5].

Pro odhadovani rustovych kiivek lze pouzit metodu kvantilové regrese zaloze-
nou na téchto B-spline funkcich. Ta spociva v tom, ze ve vztahu (2.11) zvolime
vektor x; takto: z;; = ®4(t;), t; jsou hodnoty podminujici veliciny napozorované
spolu s Vi, ¢3 je j-td normovana B-spline funkce stupné 3 (vektor x; mé tedy
stejnou délku jako je pocet prvka B-splinové baze). Uzly pro funkce ¢3 jsou navic
zvoleny tak, ze u_3 = u_9 = u_1 = uy = a a uy = uyr1 = Unio = Uni3 = b.
Toto je urceno pevné.

Pro urceni konkrétni baze tedy zbyva urcit parametr N (pocet prvku béze je
potom N +3) a umisténi N — 1 uzlu (to znamena uzlu mezi a a b — interval (a, b)
je v praxi roven intervalu, na kterém chceme rustové kiivky sestavovat). Téchto
N — 1 uzlu nazyvame vnitinimi uzly. Nejmensi mozny pocet slozek béze je 4, coz
odpovida tomu, ze nemame zadny vnitini uzel a N = 1.

B-splinové baze, presné tak, jak zde byly popsany, jsou implementovany v kni-
hovné splines softwaru R, pfesnéji — jednd se o funkeci bs. Kvantilovou regresi
pak najdeme v knihovné quantreg Rogera Koenkera [7].

Zakladem metody kvantilové regrese zalozené na B-splinové béazi (tuto me-
todu budu nékdy zkracené oznacovat jako RQ metodu) je tedy to, ze podminéna
kvantilova funkce je ve formé linedrni kombinace slozek kubické B-splinové baze.
Priklad pouziti kvantilové regrese i s B-splinovou bazi, podle které rustové kiivky
vznikly, je na obrazku 2.3.

2.4.2 Vypocet regresnich kvantili

Uloha (2.11) se da piepsat jako tiloha linedrniho programovéni:
n
minimalizujeme: 7 Z (1-71 Z e; (2.12)
=1

za podminky: injﬁj—l—e;“ —e, =Y, 1=1,...,n,
=1
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BieR, j=1,....p, ef,e; >0,i=1,...,n, 0 <7 <1,
~ = max(0, —e;). B(7) je pak slozka 3 optimélniho Feseni
(B,et,e”) dlohy (2.12) s pevnym 7.
Optimélni feSeni pak umoznuje vypocitat simplexova metoda.

kde e = max(0,¢;), e;

df=8, n=1000

0.8
l

y
200 300 400
l l |

0.4

0.0
l

100
l

o -

20 40 60 80 100

Obréazek 2.3: Metoda kvantilové regrese: V horni ¢asti obrazku je kubickd B-
splinova béze s ekvidistantnimi uzly a 8 prvky baze, v dolni ¢asti data s odhad-
nutymi (modrymi) a teoretickymi (¢ernymi) rustovymi kiivkami.
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2.4.3 Vlastnosti kvantilové regrese

Metoda kvantilové regrese se zacala pouzivat pro odhadovani riustovych kiivek
predevsim diky nasledujici vlastnosti:

Véta 2. Necht Ny, N, a N, je pocet kladnych, zipornych a nulovgch sloZek
vektoru rezidui Y — XB(7), Y = (Yi,...,Y,)T, X je regresni matice. Pokud
existuje o« € RP takové, Ze X = 1, pak pro kazdy regresni kvantil 5(1) plati

N, <nr <N,+ N,

ngn(l—T)SNk—l—Nn

Dikaz. Nejdiive odvodime podminku, kterou musi spliovat optimélni feSeni
tlohy minimalizace funkce

T(3) = p-(Yi— 2! ).

Funkce T(53) je po ¢astech linedrni a spojitd. To znamend, ze v kazdém bodé
existuji derivace T' ve vSech smérech. Derivace T' ve sméru v se da napsat jako

VI(B0) = ST+ ) |
d n
= EZPT(K—%TB—%TW)[T—T(Yz’—ffjﬂ—xﬁv < 0)] [e=o0
=1
- - ZwT(Y; - xz—rﬂa _xz—'rv)xz—'rva
i—=1
kde

_J 7—1I(a<0) pokuda#0
¢T(a’b)_{7'—](b<0) pokud a = 0.

Pokud je B(T) regresni kvantil, pak je feSenim minimalizace a tedy musi byt
v (7) derivace ve vSech smérech nezdporné. Plati tedy

= e (Vi— 2] B(r), —a]v)zv >0
i=1
pro vSechny sméry v € RP. Specidlni volbou v = o (X = 1) dostdvame

= (Yi—a] B(r),-1) > 0
=1

—TN, — 7N, + N, — 7N, + N,

N, + N, T(N, + N, + N,,).
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Analogicky pro v = —a dostaneme

TN, +7N, — N, + TN,
T(N, + N, + N,,)

0

>
> N,.

Zbytek plyne z téchto nerovnosti a faktu, ze n = N, + N, + N,,.
O

V ptipadé kvantilové regrese s B-splinovou bézi existuje a takové, ze Xa = 1.
A to diky 2. z vlastnosti normovanych B-spline funkei na strané 13.

7 teorie linearniho programovani vime, ze mnozina pripustnych feseni tlo-
hy (2.12) je konvexni polyedrickd mnozina. Resen{ je pak bud ve vrcholu této
mnoziny (jediné feseni) nebo ve vice vrcholech, tehdy je fesenim hrana nebo celd
sténa mnoziny pripustnych feseni. Tyto vrcholy odpovidaji bodum v paramet-
rickém prostoru, pro které je p pozorovani interpolovano (tedy pfipad, kdy je
N, = p). Pokud maji Y;,i = 1,...,n spojité rozdéleni, pak to, ze by bylo pro
néjaky vrchol interpolovano vice nez p pozorovani, nastane s pravdépodobnosti
0.

Dusledek 1. Primym dusledkem véty 2 je, Ze pokud N,, = p, pak pomér zdpornijch
slozek vektoru rezidui je priblizne T:

N, N,
Doy NP
n n

a pomer kladngch priblizne 1 — 7:

Dusledek 2. Ve specidlnim pripadé, kdy X = 1,, pak Fesenim minimalizace (2.11)
je vybérovy T-kvantil. Pokud nt nent prirozené cislo, pak je vybérovy T-kvantil dan
jednoznacné. Pokud nt je prirozené cislo, pak Tesenim je interval mezi dvémi po
sobé jdoucimi poradkovymsi statistikams.
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Kapitola 3

Simulaéni studie

Tato kapitola se vénuje vlastnim generovanim dat a popisem postupu analyzy
vyuzivajicim znalosti presného rozdéleni téchto dat.

Nejprve je zde popsana hlavni myslenka, jak vyuzit znalosti teoretického
rozdéleni dat k urceni, pro ktery model jsou odhadnuté kiivky nejlepsi (pro dand
data). Déle je zde pldn celé studie — tedy postup, ktery byl zvolen pro zdkladni
analyzu. V zavéru kapitoly je popsano, jak byla data konstruovana a pro jaké
typy dat byly obé metody vyzkouSeny.

3.1 Mira kvality modelu

V praxi nezndme presné rozdéleni dat a tedy ani umisténi jejich kvantilu,
tudiz nemuzeme piesné védét, ktery model je nejlepsi pro dana data. V ramci
simulacnich studii si ale data sami generujeme, coz znamend, ze zname piesné
teoretické rozdéleni dat. To nam dava moznost porovnat odhadnuté kiivky se
,skutecnymi® kfivkami. Nutno poznamenat, ze tento ptistup je naprosto odlisny
od toho, jak se kvalita kiivek urcuje v praxi, kde nezname teoretické rozdéleni
dat (pro srovnani napiiklad ¢lanek [9]).

Snahou bylo uré¢it kvalitu odhadnutych ktivek jednim ¢islem a to s vyuzitim
znalosti teoretického (skuteéného) rozdéleni. Jako kritérium bylo zvoleno

Lk
Vo= EZ Vi, (3.1)
V;' = / QTJ QTj(t)>2dt7

kde:
x je interval, na kterém vytvarime rustové krivky.
T = (1,72,...,7T) je vektor délky k urcujici, o které kvantily se zajimame.

@, je teoretickd (zndmad) ristova kiivka pro kvantil 7;.
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Q)-; je odhadnutd krivka pro kvantil ;. .

w; je vaha pro 7;-tou kvantilovou kfivku, Zj:1 w; = k.

Jako lepsi by potom byl shleddn model s mensimi hodnotami V. V' je tedy
spise jakasi ztratova funkce, ktera odhadnutym kiivkam priradi ¢islo podle toho,
jak moc se odlisuji od teoretickych ktivek.

Duvod pro takovouto volbu ztratové funkce: Potiebujeme, aby odhadnuté
kiivky co nejlépe kopirovaly teoretické kiivky a to po celé jeji délce. Piicemz
je dulezité, aby se nevyskytovaly néjaké lokdlni odskoky (proto upfednostiiuji
tuto volbu oproti napfiklad integralu s absolutni hodnotou). Volbou vah w; pak
muzeme pridat dulezitost nékterému kvantilu.

To, ze je tato volba dobrd, se ukdzalo na ¢etnych simulacich, které byly pro-
vedeny. Nejlépe je to vidét, pokud si vykreslime teoretické a odhadnuté kiivky
nékolika modelu (obrazek 3.1 nebo obrazky v piiloze). Modely s mensimi hodno-
tami V' bychom opticky opravdu vyhodnotili jako 1épe kopirujici teoretické kiivky
(ve smyslu predeslého odstavce).

3.2 Plan simulaéni studie
V této casti je popsana strategie postupu zdkladni analyzy.

Generuji jeden soubor dat {[t;,Y;] : i = 1,...,n} pro zvolené schéma gene-
rovani pouzivajici znamé rozdéleni a pro danou velikost vybéru n. Tim se zaruci,
ze presné teoretické rozdéleni dat je znamé a tedy jsou znamy i jeho teoretické
kvantilové kiivky (jako funkce t).

Na vygenerovany soubor dat zkousim postupné modely LMS metody s ruzny-
mi hodnotami trojice stupnu volnosti a modely kvantilové regrese s ruznou ve-
likosti dimenze B-splinové baze. Ze zkouSenych modelu potom vyberu podle
kritéria kvality modelu (vzorec (3.1)) nejlepsi model pro LMS metodu (model
s nejmensi hodnotou V') a nejlepsi model pro metodu kvantilové regrese. Po-
rovnanim dosazenych hodnot V' na téchto nejlepsich modelech zjistim, kterd me-
toda si pro tato konkrétni data vedla lépe.

Jde tedy o myslenku zjistit, jak blizko se mohou k teoretickym kvantilum
dostat jednotlivé metody.

Cely tento postup muzeme opakovat mnohokrat pro mnoho ruznych datovych
souboru — diky tomu, Ze si data sami generujeme. To je jista vyhoda a odlisnost
tohoto piistupu oproti porovnavani metod na redlnych datech. Pti zkoumani
realnych dat je totiz vétsinou k dispozici jen jeden datovy soubor.
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Obrazek 3.1: Porovnani Sesti nejlepsich modelu metody kvantilové regrese
na zdkladé dosazenych hodnot V' na jednom souboru dat rozsahu n = 4000. Tyto
hodnoty V' (w; = 1,i=1,...,7) jsou v pravych dolnich rozich spolu s uvedenim
poctu prvki B-splinové baze pouzité pro sestaveni kiivek. Cerné jsou piikresleny
teoretické kvantilové ktivky. S rostoucim V' je vidét zhorSovani kvality odhad-
nutych kftivek.

~—

3.3 Parametrizace problému

Pted jakymkoli dalsim postupem je potieba udélat si predstavu o tom, co
vSechno si musime zvolit, abychom ziskali v rdmci simulac¢nich studii datovy sou-
bor a také abychom posléze na tomto souboru dokéazali porovnat jednotlivé me-
tody postupem popsanym v predeslé casti kapitoly.

Je treba poznamenat, ze celd tato cast textu predstavuje jednu z moznych
parametrizaci celého problému.

Nejprve popisu, co je potieba volit, aby bylo mozno nagenerovat jeden kon-
krétni datovy soubor {[t;,Y;] : i = 1,...,n}. Pro ziskanf slozky dat ¢; si musime
urcit interval x = [a, b], na kterém budeme tuto slozku dat generovat, velikost da-
tového souboru n a rozdéleni ¢; na y. Pro dogenerovani slozky dat Y; potfebujeme
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néjaké schéma, podle kterého budeme generovat Y; v zavislosti na jiz vygenero-
vaném ¢; (piiklady takovych schémat jsou popsdny nize).

Pro sestaveni modelti pro nasimulovand data je nutné zvolit skupinu trojic
odpovidajicich stupnu volnosti v ptipadé LMS metody a skupinu B-splinovych
bézi pro metodu kvantilové regrese (pro urceni baze je potfeba znat pocet prvku
béze a rozmisténi vnitinich uzlu).

Abychom mohli ze vzniklych modelu vybrat nejlepsi modely metodou po-
psanou v predchozi ¢asti kapitoly, zbyva pro porovnédni vyslednych modelu urcit
kvantily 71,79, ..., 7, které nas zajimaji, a vahy w;,j =1,...,k.

3.3.1 Priklady schémat pro generovani Y;

Tato kapitolka ukazuje nékteré moznosti, jak lze generovat Y;. Protoze Y;
zavisi na t;, predpokldadame, ze jiz slozku dat {¢; : i = 1,...,n} zname. Jako
priklady schémat pro generovani Y; uvedu 2 moznosti:

Schéma 1

Podle vzoru LMS metody:
Vi = M(t:)[1 + L(t:) () Ri] 709,

kde L, M, S jsou funkce na x (musi byt zvoleny tak, aby Y; bylo kladné pro
vSechna i) a R; jsou ndhodné veli¢iny s rozdélenim R, které je pevné déano.
Vzorec teoretickych kiivek je pak

Q-(t) = M(®)[1 + L(1)S(t)g,] 7,

kde ¢, je kvantilova funkce piislusna R.
Pokud za R zvolime normované normélni rozdéleni, pak data vygenerovana
podle tohoto schématu spliuji predpoklady LMS metody.

Schéma 2

g (Yi—e) = [f(t:)+e (3.2)
gi ~ Ry,

kde f a g jsou funkce, ¢; jsou nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim R, toto
rozdéleni muzeme volit libovolné, naptiklad to muze byt rozdéleni néjaké trans-
formované veliciny, kterou umime v ramci simulac¢nich studii generovat. Navic
parametry tohoto rozdéleni mohou zéviset na t; (napiiklad e; ~ N(0,¢; +5)), ¢ je
konstanta — ta je zde kvuli predpokladu LMS metody na kladné hodnoty velic¢iny,

21



kterd nds zajima (v praxi napt.: vdha, vék), a také proto, aby se nestalo, ze od-
hady ktivek budou v néjakém useku zaporné — z duvodu softwarové implementace
LMS metody by se totiz takovéto odhadnuté krivky nedaly porovnavat.

Vzorec teoretickych kiivek je pak vzhledem k volbé Y; jako (3.2) takovy:

Qn(t) = g(fO) +aln))+e G=1,....k,

kde ¢; je kvantilova funkce ptislusna volbé rozdéleni R;.

Pro generovani konkrétnich dat je tedy potieba vSechny tyto funkce a para-
metry zvolit.

3.4 Konkrétni volby pro zakladni analyzu

Nasleduje piehled toho, jak byly konkrétné voleny vSechny parametry a funkce
popsané v predchozi ¢asti kapitoly.

Je zfejmé, ze uz jen prostor moznosti, jak generovat data je obrovsky. Proto
je potieba sepsat, jak bylo vSe voleno a jaké omezeni z toho plynou.

Data: Pro vSechny analyzy je interval x (bez jmy na obecnosti) roven [0, 100].
Pro urceni hodnot ¢; se v celé praci omezime na pripad, kdy ¢; je vzdy generovano
z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, 100]. Pocet dat n pro jedno generovani
je pak roven jedné z hodnot v mnoziné {500, 1000, 2000, 4000, 8000} (vyssi hod-
noty nebylo mozno pouzit kvili pamétové naroénosti pii vypoctu LMS metody
pomoci [6]).

Za funkce (pouzité v simulacich) modelujici podminény medidan Y v zavislosti
na t bylo zvoleno 7 funkei:

[ 1
fi(t) = 100 100’

t
t) = 100arctan —
fa(t) arctan 7o,

.t
f3(t) = 100s1n@,

.t
fa(t) = 2.5t+ts1n1—0,

+ 50 arctan 5,

max (0, ¢ — 50) >
5 A

f5(t) = 50arctan

fe(t) = —max(0,¢— 50)sin (

() = é ((%)3 _tsin§> |
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Obrazek 3.2: Ptehled funkei pouzitych pro modelovani podminéného medianu Y
v zavislosti na t.

Graficky jsou tyto funkce znazornény na obrazku 3.2.

Pro zakladni analyzu bylo nagenerovano celkem 118 datovych souboru. Sna-
hou bylo vytvorit data s ruznymi tvary M krivky a ruzného rozsahu dat, které by
nebyly prtilis slozité. Bylo vytvoreno 58 souboru spliujicich predpoklady LMS me-
tody a 60 souboru porusujicich tyto predpoklady, ty byly generovany za pomoci
jiného nez normalniho rozdéleni.

Konkrétni volby, jak byla v jednotlivych piipadech data generovéna, jsou
vidét v tabulkdch (4.1 az 4.4) v nasledujici kapitole. Véechna data jsou generovana
podle schémat popsanych vyse a jsou ulozena na prilozeném médiu.

Volba skupin trojic stupnu volnosti, z kterych vybirame nejlepsi model, byla
uréena v zavislosti na teoretickém tvaru kiivek L, M a S (pfi existujici normdlni
transformaci). Pfi nezndmé transformaci nebo pfi jiném rozdéleni dat, pak bylo
pouzito vice modelu z vétsim rozsahem parametru. V pruméru bylo pro jedna
data vyzkouseno vice nez 10 modelu.

Volba jednotlivych B-splinovych béazi, pomoci kterych budeme modelovat,
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je takovato: vnitini uzly jsou zvoleny pro jednoduchost vzdy ekvidistantné a di-
menze bazi je postupné 4,5, ..., 25, coz je plné dostacujici rozsah pro vSechny nase
nagenerovand data. Ptesnéji: Nebyly zkouSeny vzdy vSechny moznosti dimenze 4,
5, az 25, ale vzdy vhodnd podmnozina {4,5,...,25} (s po sobé jdoucimi prvky).
Pozn.: Volba B-splinovych bazi s ekvidistantnimi uzly je omezujici. V praxi by
se volil vétsi pocet uzlu v oblastech, kde se maji data v zavislosti na ¢ ten-
denci vinit nebo prudce ménit, a naopak mensi pocet uzlu tam, kde se data se
zménou ¢ piilis neméni. Uzly byly nakonec zvoleny ekvidistantné z toho duvodu,
ze v opacném piipadé by se muselo urcovat rozmisténi uzli ke kazdému sou-
boru dat individudlné a to by bylo vzhledem k poc¢tu provedenych simulaci velmi
pracné. Nehledé na dalsi komplikace, které s tim souvisi (naptiklad obtizné po-
rovnavani modeln).

Vektor 7 zvolime pevné jako (0.05,0.1,0.25,0.5,0.75,0.9,0.95) 7, co7 je vétsi-
nou rozmezi kvantili, které nas zajima.

Jako ztratové funkce modelu byly zvoleny dvé moznosti vypoctu V. Prvni
s vahami w; = 1, j = 1,...,k (tuto miru kvality oznac¢ime jako V*) a druha
s vahami w = m(él, 3,2,1,2,3,4) pro zvyseni dulezitosti krajnich kvantili
(oznaceni V™).
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Kapitola 4

Vysledky

V této kapitole jsou sepsdny vysledky na zdkladé porovnani metod na 118
datovych souborech vytvorenych v ramci simula¢nich studii pomoci postupt po-
psanych vyse.

4.1 Porovnani metod na zakladé dosazenych hod-
not V

Nejprve se zamérime na porovnani metod s vyuzitim znalosti teoretického
rozdéleni dat a to na zdkladé dosazenych hodnot V. Tyto vysledky jsou rozdéleny
na dvé ¢asti — v prvni jsou pripady, kdy jsou pro data splnény predpoklady LMS
metody, v druhé jsou pak ptipady, kdy tyto predpoklady splnény nejsou.

4.1.1 Podminky LMS metody splnény

Nejdriive se tedy podivame na situaci, kdy mame zaruceno splnéni pozadavku
LMS metody. Tim se mysli situace, kdy jsou data [t;, Y;] vytvofena tak, ze je
generovani Y; ekvivalentni generovani podle nésledujiciho vztahu

1

(4.1)

kde Z; je generovano z normovaného normalniho rozdéleni a funkce L, M a S
presné zname.

Vysledky simulaci pro tento piipad, jsou vidét v tabulkach 4.1 a 4.2.

Ptesnd interpretace konkrétniho vysledku (to znamend radku) z tabulky 4.1
(podobné i tabulek 4.2, 4.3 a 4.4) je takovito: pokud je V' u LMS mensi nez V
u kvantilové regrese, pak to znamend, ze pro dana data existuje LMS model lepsi
(ve smyslu V') nez modely kvantilové regrese s B-splinovou bazi s ekvidistantnimi
uzly. Je potieba upozornit na to, ze vysledek V' v konkrétnim radku se vaze pouze
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k jednomu datovému souboru. Pti generovani jinych dat stejnym zpusobem mo-
hou byt hodnoty V' odlisné, stejné jako muze byt jiny i nejlepsi model pro tu
kterou metodu. To je potieba brat v tvahu.

vvvvvv

LMS metody, se dé z vysledki simulaci shrnutych v tabulce 4.1 a 4.2 jednoznac¢né
rici, ze LMS metoda mé lepsi vysledky nez kvantilovd regrese. Nejsme si sice jisti
u konkrétniho vysledku, ze na jinych datech generovanych stejnym zpusobem
se nestane naopak lepsi metoda kvantilové regrese, ale pokud se na vysledky
divdme jako na celek: tedy uvazujeme kazdy fadek (jednotlivy vysledek) jako
jednu realizaci simulace se splnénymi predpoklady LMS metody, pak muzeme
opravdu fici, ze LMS metoda je v téchto pripadech lepsi.

Je také vidét, ze V" a V" se chovaji velmi podobné, dokonce ve vétsiné
pripadu je vybran i stejny nejlepsi model. Stejné je to u vSech zkoumanych
piipadu, proto jsou hodnoty V¥ uvedeny pouze v tabulce 4.1, v ostatnich ta-
bulkach jsou jiz hodnoty V* vynechany.

4.1.2 Data zalozena na jinych rozdélenich

Pokud ted budeme uvazovat piipad, kdy nejsou splnény predpoklady LMS
metody (pro data neplati vztah (4.1)). Uvazuje se zde piipad, kdy nejsou splnény
tim, ze Z; v (4.1) generujeme z jiného rozdéleni nez z normélniho (ptresnéji spojeni
,nejsou splnény“ plati, neexistuje-li zadna transformace, kterd by takto genero-
vana data na normdlni prevedla. Nebo tato transformace existuje, ale data se po
jejim pouziti nedaji prepsat na tvar v (4.1)).

Vysledky takovéhoto simulovani jsou v tabulce 4.3 a 4.4. Zde je na zkouSenych
pripadech vidét, ze u nékterych rozdéleni uz si 1épe vede metoda kvantilové
regrese. V tabulkdach jsou vétSinou jednoduché piipady, kdy jsou data tvaru
Yi = fi(t;) + Wi, i = 1,...,n, kde W, je generovano z jiného rozdéleni nez
normélniho, vSechny W; a tedy i Y; maji stejny konstantni rozptyl.

Pokud se podivame na priklady, kde kvantilova regrese vitézi nad LMS meto-
dou, zjistime, ze maji jeden spole¢ny znak. Piredevsim pfi vétsich rozsazich vybéru
je to vidét pii vykresleni teoretickych a odhadnutych kiivek (viz obrdzek 4.1).
LMS metoda dobte vystihne tvar kiivek, ale odhadnuté krivky nékterych kvantilu
jsou trochu posunuty vzhledem k tém teoretickym ve sméru svislé osy. V nékterych
pripadech to vede az k tomu, ze pod nékterymi odhadnutymi kvantilovymi ktivka-
mi je rozdil mezi oéekdvanym a skuteénym procentem dat pod kiivkou az 8%.

Lepsi predstavu o této situaci si udélame, pokud se zamérime na jednotlivé
V; pro vSechny zkouSené modely a to jak u LMS metody, tak i u metody kvanti-
lové regrese. Konkrétni piipad na datech generovanych za pomoci dvojité expo-
nencialniho rozdéleni ukazuje obrazek 4.2. Na obrazku je vidét, ze chovani obou
metod je odlisné. LMS metoda ma v tomto ptipadé nejvétsi problémy s odhad-
nutim kiivek pro 1. a 3. kvartil, zatimco kvantilova regrese se chova , ptrirozené“
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Tabulka 4.1: Vysledky simulovani (predpoklad LMS splnén — jednodussi pripady):
V(?nodel) znamend, ze nejlepsiho vysledku V" bylo dosazeno pro model v zavorce.

Z; ~ N(0,1),i = 1,...,n, f; jsou funkce zminéné v zdvéru kapitoly 3, ¢ je

konstanta pro zaruceni kladnosti vSech Y; i odhadnutych kiivek.

Schéma generovani dat LMS RQ LMS RQ
pfedpis n Vv(zrbnodel) Vv(lrj;lodel) ‘/(un)ﬂxodel) ‘/(un)ﬂxodel)
Y; = fi(t;) +20Z; + ¢ 500 805(0,6,3) 1540¢s) 953(0,6,3) 19215

1000 | 449(0,6,3) 4794 4670,6,3) 520(4)
2000 | 1383,9,3) 2835) 153(3,9,3) 288(5)
4000 | 110(9,9,6) 1296) 119(1,9,6)% 1524
Y = f3(t;) +207Z; + ¢ 500 783(0,6,3) 15244y 894(0,6,3) 19014y
1000 | 406(0,s,3) 660¢s) 4540,6,3) 800¢s)
2000 943,6,6)* 210(4) 103(3,6,6)% 2444
4000 70(1,6,6) 80(4) 76(1,6,6) 85(4)
Y; = f3(t;) + 10Z; + ¢ 500 1654,4,4) 2694) 182(4,4,0) 311
1000 85(0,6,3) 141y, 98(0,6,3) 1754)
2000 28(0,6,3) 30(4) 29(0,6,3) 344
4000 32(6,7,6)% 224y 33(6,7,6)* 224
8000 |  10,12,12) 1) IT(o,12,12) 17
Yi=f4 (tl) +207; + ¢ 500 1909(0 12,9) 2441(10) 2169(0 12,9) 2714(8)
1000 | 974(0,12,0) | 1844(9) | 1038(0,12,6) | 2006(g)
2000 | 165(1,12,9) 893(s) 190(1,12,9) 963(s)
4000 | 181,159y | 440a12) | 2020,159)* | 52112
8000 |  86(1,1511)*| 195010 92(1,15,11)% 20110
Yi=Ffs5 (tl) +20Z; + ¢ 000 812(6 9,9) 1574(8) 800(6 9,9) 1586(8)
1000 | 428(3,9.6) 10215y 457(3.9,6) 11985
2000 | 227(1,12,9) 922(g) 241(112,9) 975(g)
4000 | 126(1,12,9y% | 252(10) | 129(1,12,9)% | 258(10)
8000 |  84,1511)% 142(10) 910,15,11)% 16810
Y= fe (tl) +207; 4+ ¢ 500 2387(0 15,9) 3257(11) 2544(0 15,9) 3605(11)
1000 | 1035(0,18,12) | 3596(8) | 1131(0,18,12) | 3605s)
2000 | 3680,18,12)% 887(12) | 397(0,18,12)%| 922(12)
4000 | 314,185 | 531y | 33701815 | 574(14)
8000 199(0 18,15)% 294(14) 208(0 18,15)% 332(14)
Y, = f7(ti) +207; 4+ ¢ 500 1183(3 12,6) 3449(10) 1260(3 12,6) 3899(10)
1000 | 629¢1,15,9) | 1772012y | 676(1,15,9) | 1914(19)
2000 | 358(3,15,6) 54510y | 390¢3,15,6) 60810)
4000 129(1 15 9) 290(10) 143(1 15 9) 314(10)
8000 |  700,1812)% 247(10 80(0,18,12)% 27810

* Pii vétsich hodnotéch n se miize stat, ze si software pro vypocet LMS kiivek sdm zvysi
pocet stupinu volnosti oproti tém, které zadame. Touto znackou jsou oznaceny piipady, kdy
si funkce v néjakém ze zkouSenych modelu sama upravila pocet e.d.f. V zdvorkdch u V je
pak upraveny pocet e.d.f.
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V(ﬁm del) znamena, ze nejlepsiho vysledku V* bylo dosazeno pro model v zavorce.

Z; ~ N(0,1),i = 1,...,n, f; jsou funkce zminéné v zdvéru kapitoly 3, ¢ je
konstanta pro zaruceni kladnosti vsech Y; i odhadnutych krivek.
Schéma generovéani dat LMS RQ

pfedpis n ‘/(model) ‘/(lrtnodel)
Y,=fi (tz) + fsd(ti)Zi +c 500 596(1 6,3) 899(4)
fsa(t) = 2t + 10 1000 | 2569,6,3) 6334
2000 | 134¢3) 1945

4000 | 194(9,9,6)* 219

8000 68(1,10,11)* 956)

Y;' — f2( ) + fsd( )Z +c 500 2793(6 12,6) 1904(6)
fsa(t) = 155 L (+ —80)% + 10 1000 | 903(3,12,6) | 22715
2000 | 706(1,20,9) 953 )

4000 | 511(s60)% | 9623

8000 | 30392012y« | 2577

Vi = fs(ti) + (5t +10)Z; + ¢ 500 429343 | 13740
fea(t) = 2t +10 1000 | 451343 5554
2000 | 3310,9,6) 5944

4000 T7(0,6,6)% 1134

8000 830,111« | 113(5)

Y; = M(t;)[1 + L(t;)S(t;) Z;] ™ & 500 | 3231(3,9,6 8331
L(t) = 1+ 0.1sin(355tm) 1000 | 1696(5,12,9) | 4453(s)
M(t) = fu(t) + ¢ 2000 | 1198496« | 2000(9)
S(t) = ML@)(ZO + 20 sin( 1[1)0t7r)) 4000 | 921(6,15,12)% | 149710
8000 | 209(10,11,11)%| 376(10)

Y; = M(t;)[1 + L(t;)S (tZ)Zl]ﬁ 500 | 156739, 3126
L(t) =1+ 0.1sin( 0t7r + ) 1000 | 1664 ,9,6) 33006
M(t) = f5(t) + ¢ 2000 532(49 6y« | 1960(s)
S(t) = ML@)(ZO +20 sin(ul)otw)) 4000 | 358,129« | 86010
8000 | 176(11,12,12%| 42610

* Pii velkych hodnotdch n se miize stét, ze si software pro vypocet LMS kiivek sam zvysi
pocet stupinu volnosti oproti tém, které zadame. Touto znackou jsou oznaceny piipady, kdy
si funkce v néjakém ze zkougenych modelu sama upravila pocet e.d.f. V zdvorkach u V¥ je
pak upraveny pocet e.d.f.
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Tabulka 4.3: Vysledky simulovani (pfedpoklad LMS nesplnén)(1.¢dst): V(model)
znamena, ze nejlepsiho vysledku V* bylo dosazeno pro model v zdvorce, f; jsou
funkce zminéné v zavéru kapitoly 3, ¢ je konstanta pro zaruceni kladnosti vSech
Y; i odhadnutych krivek.

Schéma generovéani dat LMS RQ
pf‘edpis n Vv(model) Vv(?nodel)
Yi=fs(t;) + Wi+ ¢ 500 | 1957(9,9,6) 26906

W; md rovnomeérné rozdéleni 1000 | 185939, 2165
na intervalu [-50,50] 2000 | 1718(9,9,6) 420s)
4000 | 1354(9,9,7y% 370() | o
8000 | 1420(0,11,11)* 198(10)
Y; = f1 (tl) + Wl +c 500 1811(4 4,4) 2693(5) o
W; — dvojité exponencialni 1000 | 873(0,6,3) 9277y | o
s hustotou 2000 | 790¢,12,6 2395 | o
p() = 5505 exp{—1; f} 4000 | 881(6,9,6)* 249 | o
8000 | 900(11,15,11)x| 1203 | o
Yi=fs(t;) + Wi+ ¢ 500 | 36650,12,6) 57104
W; — dvojité exponencialni 1000 | 2415(0,12,6) 2705
s hustotou 2000 | 1711112, 1295(10)
p(r) = 3575 oxp{— 1t} 4000 | 1807(9,19,9) T61(10) | o
8000 | 1865(11,12,11)* 5713
Y;' = f7(ti) + Wl +c 500 5892(0 12,6) 8796(10)
I/VZ' - dVOjité exponenciélni 1000 3812(0 12,6) 6198(10)
s hustotou 2000 1823(0 12.6) 1886(10)
p(x) = ﬁi exp{ 15\[} 4000 1602(0 15,9) 885(10)
8000 | 1711¢12.15,120¢|  549(10)
Y = fu(t;) +20W; + ¢ 500 | 1771 (9,126 113535
W; — t-rozdéleni 1000 | 21856,12,6) 21943,
o 5 stupnich volnosti 2000 | 762(0,12,6) 1767 )
4000 | 9279129 14639
8000 | 1096(1s,18,12)|  520(9)
Y = f5(t;) + 10W; + ¢ 500 | 845999 15336
I/VZ' — t-rozdéleni 1000 360(0 12,6) 382(8>
o 5 stupnich volnosti 2000 | 214,126 295)
4000 | 209,12,6) 9716
8000 | 223(10,18,10p¢| 14610)

* Pii vétsich hodnotéch n se mlze stét, ze si software pro vypocet LMS kiivek sdm zvysi
pocet stupniu volnosti oproti tém, které zaddme. Touto znackou jsou oznaceny piipady, kdy
si funkce v néjakém ze zkouSenych modelii sama upravila pocet e.d.f. V zavorkach u V" je
pak upraveny pocet e.d.f.

° Oznacuje, 7e tato data jsou pouzita v nékterém z obrdzku této kapitoly.
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Tabulka 4.4: Vysledky simulovani (pfedpoklad LMS nesplnén)(2.¢dst): V(m0 del)
znamena, ze nejlepsiho vysledku V* bylo dosazeno pro model v zdvorce, f; jsou
funkce z obrazku 3.2, ¢ je konstanta pro zaruceni kladnosti vsech Y;.

Schéma generovéani dat LMS RQ
pfedpis n ‘/(?nodel) ‘/(lrtnodel)
Yi=folt;) + Wi+ ¢ 500 | 2259,9.6) 3645(s)

W,; — logistické 1000 | 137999, 1319
s distribuc¢ni funkei 2000 559(0,12,6) 831(6)
F(l‘) = % exp{— 4000 486(1 12,6) 489(7)

8000 306(0,12,10)* 2067

Y = f3(t;) + (W;)? +¢ 500 | 193630,6,3) 139864)
W; — rovhomérné 1000 | 135150,6,3) 3706 4)
na [-5,5] 2000 | 13575(3,6,3) 1093 4)

4000 | 13714 g 6% 13694
8000 | 13514, 11,11y* 375(4)

Vi = fa(t;) + (Wi)* + ¢ 500 | 17636(0,126) | 9871
W; — rovhomérné 1000 | 178780,12,6) 12673 s)
na [-5,5] 2000 | 15468,12,6) 4494 s)

4000 | 139449 12,6 30259)
8000 | 13817(9,12,12)« | 23697

Y, = f7( ) + fe( ) +c 500 827(6 12,6) 982(10)
fe(r) = sgn(z)/]7] 1000 | 520011515 | 1413(10)
W; — dvojité exponencidlni 2000 5261,15,15) 673(10)
p(z) = 4001\@ exp{— 20|§\|/§} 4000 | 421¢,15,15) 23410)

8000 414 0,18,15) 17910

Y; = M(t )[1 + L(t;)S(t;) 500 | 125633,9,6) 16467 g)

L(t)=1+40.1 sm(mtw) 1000 | 37593,12,6) 29513,

M(t) = f4 ( ) 2000 6664(9 12,6) 4749(7)

S(t) = M(t (20 + 20 sin( 1[1)0 tm)) 4000 | 34553596y 39257
W p( ) 5 exp{ |l‘|} 8000 3918(12 15,12)% 781(10)

Y; = fu(t;) + 50W; —|- c 500 | 10020 9,6) 1560010y [t
I/VZ' - logaritmicko 1000 4531(6 12,6) 7287(9) 'i'
normalni s hustotou 2000 | 36889,12,6) 5528(s) |
p(z) = ﬁ% exp{—2(Inz — %)2} 4000 | 137869, 1884 |f

8000 813191211y 1192(9y |t

* Pii vétsich hodnotéch n se mlze stét, ze si software pro vypocet LMS kiivek sdm zvysi
pocet stupinu volnosti oproti tém, které zadame. Touto znackou jsou oznaceny piipady, kdy
si funkce v néjakém ze zkouSenych modelii sama upravila pocet e.d.f. V zavorkach u V" je
pak upraveny pocet e.d.f.

! Pro W; v tomto pripadé existuje transformace prevadéjici data na normélni. V kategorii
nespliiujici predpoklady LMS metody jsou tyto vysledky umistény kvuli tomu, ze se tato
data nedaji vyjadrit ve tvaru (4.1).
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LMS metoda edf=c(0,9,7), n=4000
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Obréazek 4.1: Nejlepsi model pro LMS metodu pii datech generovanych jako
Y= fs(t;) +209.5 4+ W;, i=1,...,4000, kde W; je generovéno z rovnomérného
rozdéleni na [—50,50]. Je zietelné vidét jisté posunuti mezi teoretickymi a od-
hadnutymi kvantily.

a nejveétsi hodnoty V; jsou u krajnich kvantilu.

Abych vyloué¢il moznost, ze se jednd jen o S$patnou volbu odpovidajicich
stupnu volnosti, provedl jsem pro data z obrazku 4.2 dodatec¢né vypocty pro mno-
hem rozséhlejsi skupinu trojic e.d.f. (celkem 30 modelu). Jednotlivé slozky trojice
e.d.f. byly voleny v rozmezi od 0 az do 40, také byly vyzkouseny ruzné varianty
toho, ktera slozka této trojice bude nejvétsi, atd. Model, ktery by se k datum
blizil 1épe, ale nebyl nalezen. Navic jako dalsi poznatek se pii této dodatecné
analyze ukazalo, ze vSechny modely maji podobné chovani jako na obrazku 4.2
bez ohledu na konkrétni e.d.f.

Zajimavé bude i srovnani metod, co se tyce toho, jak se odhadnuté kiivky
v téchto pripadech blizi k teoretickym kiivkam s rostouci velikosti datového sou-
boru (obréazek 4.3). Z obrazku i vysledku v tabulce 4.3 to vypadd, ze s rostoucim
rozsahem vybéru se odhadnuté kiivky u LMS metody blizi (konverguji) k trochu
posunutym teoretickym kiivkam (coz by byl zdsadni problém). Metoda kvantilové
regrese tuto vlastnost nemd a , konverguje“ ke spravnym krivkam. Toto je také
duvod, pro¢ jsou od urcitého rozsahu vybéru hodnoty V' pro metodu kvantilové
regrese mensi nez hodnoty V' pro LMS metodu (obrizek 4.3).
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Obrazek 4.2: Porovnani metod na datovém souboru nespliujicim ptredpoklady
LMS metody. Konkrétné na datech Y; = f5(¢;) + 286 + W;, i = 1,...,4000, kde
W; ma hustotu p(z) = ﬁ exp{— Ll)fl@} Horni obrazky: kazdému modelu piislusi
jedna lomend cédra slozend z hodnot Vj, 7 = 1,...,7 prislusSnych tomuto modelu.
Vodorovna osa urcuje, ke kterému kvantilu V; patfi. Na dolnich obrazcich jsou
pak vykresleny stejné V;, ale lomena ¢éra jedné barvy ted predstavuje hodnoty
V; pro konkrétni kvantil 7; ménici se v zavislosti na modelu (jednotka vodorovné
osy tedy pfedstavuje jeden model). + ukazuje hodnotu V* (prumeér V;) pro mo-
del, jehoz oznaceni je v popisku vodorovné osy. Z toho plyne, ze jako nejlepsi
model pro tato data je vyhodnocen ten, u kterého je znacka + nejnize. Obrazky
na levé strané prislusi LMS metodé, na pravé strané RQ metodé. Na prvni po-
hled je vidét rozdilné chovani LMS a RQ metody. Také je vidét, ze modely LMS
metody se chovaji vSechny v odhadovani kiivek podobné — nejvétsi problémy jsou
s odhadnutim 1. a 3. kvartilu.
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Obrézek 4.3: Hodnoty V; zavislé na velikosti dat — porovnani metod na datech
nesplinujicich predpoklady LMS metody. Na horni dvojici obrazku jsou zakresleny
vysledky V;,7 = 1,...,7 nejlepsich modelu pro ruzné rozsahy dat generovanych
stejnym zpusobem. Jedna lomend ¢ara znaci hodnoty Vj,j = 1,...,7 nejlepsiho
modelu pro dany rozsah dat n. Na dolnich obrazcich predstavuje lomena cara
jedné barvy zménu V; (pro dany kvantil 7;) v zavislosti na n pro nejlepsi modely.
Byla pouzita data, jejichz vysledky jsou v 6.-10. fddku tabulky 4.3. Je jasné
vidét, ze se v tomto pripadé chova vyrazné 1épe R(Q metoda. Navic nic neukazuje
na to, ze by se kvalita odhadnutych ktivek u LMS metody s rostoucim rozsahem
dat néjak vylepsovala.
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Vsechny vysledky ukazuji na to, ze LMS metoda v téchto ptipadech nedokéze
zcela spravné popsat data a ma vazné problémy s odhadem nékterych kvanti-
lovych kiivek. Problém se nevyfesi ani pri vétsich datovych souborech. Konkrétneé
mela LMS metoda nejveétsi problémy s vystihnutim nékterych kvantilu u vSech
dat generovanych pomoci rovnomérného rozdéleni (obrdzek 4.1 a tabulky 4.3,
4.4), dvojité exponencidlniho (obrézky 4.2, 4.3 a tabulky 4.3, 4.4) a jejich trans-
formaci. U logistického a t-rozdéleni se tento jev také projevil, je ale méné patrny.

4.2 Chovani odhadnutych rastovych krivek

Nyni je potieba se zminit i o dalsich vlastnostech sledovanych metod. Tyto
vlastnosti jsou odvozeny ptredevsim z vyslednych odhadnutych krivek na vygene-
rovanych datech pro jednotlivé metody. Nejlépe se da o nasledujicich vlastnostech
presvédcit shlédnutim obrazku na prilozeném médiu.

Poznatky jsou shrnuty ve formé vyhod a nevyhod jednotlivych metod.

Malé rozsahy dat a krizeni odhadnutych kiivek

Pfi menSim rozsahu dat m& R metoda problémy. Odhadnuté kiivky se
odlisuji od teoretickych mnohem vice nez kiivky sestavené LMS metodou.

V nékolika piipadech dokonce dochdzi u odhadnutych ktivek k nezddoucimu
ktizeni néekterych kvantilu.

Jev kiizeni odhadnutych kiivek se u metody kvantilové regrese muze vyskyt-
nout. To se da ilustrovat na nasledujicim jednoduchém piikladu: Mame 1lohu, kde
je podminénd kvantilové funkce rovna Qy (7]x) = [By(7) + f1(7)x, pak vyslednym
odhadem jednotlivych podminénych kvantilu jsou piimky prochazejici kazda dve-
ma datovymi body. Kazdé dvé tyto primky se nékde protinaji. Jde jen o to,
jestli se tak stane uvnitt nebo mimo prostor, na kterém se podminénymi kvantily
zabyvame.

To je zpusobeno tim, ze kvantilova regrese vyuziva jen lokdlni informace okolo
urcitého kvantilu, neni citliva na velikosti odchylek dat nad nebo pod ktivkou.

Problém kiizeni se tyka kraju intervali, na kterych kiivky sestavujeme. Pri
rozsahu dat vétsim nez 2000 pozorovani dosSlo ke ktizeni sledovanych kvantilu
na nasich datech uz jen jedenkrat. S rostouci velikosti dat prestava byt kiizeni
kvantilovych kiivek problémem.

Chovani na krajich intervala

7 vyslednych odhadnutych ktivek je také patrné, ze RQ metoda ma nejvétsi
potize s odhadem kiivek pravé na krajich intervali, na kterych kiivky sestavu-
jeme. Tyto potize jsou vétsi nez u LMS metody (to doklad4 i obrazek 4.6, ktery
byl vytvotren v rdamci dodateénych analyz, které teprve budou popsény).
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Pocet dat pod krivkami

Nespornou vyhodou RQ metody je jiz zminénd vlastnost spravného pomeéru
dat pod kfivkami. LMS metoda tuto vlastnost nezarucuje a jak jsme se mohli
presvédcit na prikladech dat nesplnujicich predpoklady LMS metody, v nékterych
pripadech je pomeér dat pod kiivkou az ptilis odlisny od o¢ekdvaného (obrizek 4.5).

Hladkost nejlepsich modelu

7 literatury je znam fakt, ze ptfi urcovani e.d.f. pro redlnd data pro LMS
metodu je nejvetsi problém ve vyvazeni hladkosti a kvality modelu.

Pti prilis velkych hodnotéch e.d.f. nejsou vysledné kfivky hladké (odhadnuté
kiivky se vIni okolo teoretickych ktivek, pii pohledu na takovouto odhadnutou
krivku se to pozna tak, ze kfivky maji mnoho vice ¢i méné patrnych hrbolku,
které nesouvisi s tvarem teoretického rozdéleni). U RQ metody také plati, ze pii
velkém poctu prvku baze se kiivky prilis vini (tento jev je vidét napiiklad na
obrézku 3.1).

Pokud vezmeme jako meéritko kvality modelu zde pouzivanou hodnotu V*
a porovname nejlepsi modely pro jednotlivé metody, zjistime, ze nejlepsi modely
LMS metody ve vétsiné pripadu nejsou tak hladké jako nejlepsi modely RQ me-
tody (jeden z takovych ptipadu je vidét na obrazku 4.4). Potvrzuje to tedy to, ze
model LMS metody blizici se nejlépe datim, ma v nékterych piipadech problémy
s hladkosti odhadnutych kiivek. Naopak R() metoda tento problém prakticky
nemd — se zvysSenim kvality modelu nevznikd problém s hladkosti. Na zdkladé
vyslednych odhadnutych kiivek se da konstatovat, ze u RQ metody neni problém
s vyvazenim kvality a hladkosti.

Odpovidajici stupné volnosti

Dalsi vlastnosti LMS metody je to, ze si miru slozitosti e.d.f. pro nékterou
z kiivek L(t), M(t) a S(t) volime pro cely interval, na kterém kiivky odhadujeme.
To znamend, ze kazdy isek odhadnutého splinu m4 stejnou miru slozitosti (tiseky
kiivky se vini ,podobné®). Z toho plyne, ze pokud je jedna ¢dst teoretickych
krivek vyrazné hladsi nez druhd, pak bude mit LMS metoda v jedné z téchto
casti problémy spravné odhadnout teoretické rozdéleni. To se potvrdilo predevsim
u dat, kde je ktivka M(t) volena jako fg(t) + ¢ (viz obrazky v piiloze).
Pozn.: V literatufre lze najit modifikaci LMS metody, kterd tento problém c¢astecné
fesi. Tato modifikace je popsdna v [10]. Jedna se o to, Ze se nejdiive transformuje
t na zakladé predbézného odhadu kiivky M, poté se odhadne LMS model pomoci
penalizované vérohodnosti a nakonec se prevede transformované t zpét a sestavi
se rustové kiivky. Tato tiprava nebyla na nasich datech vyzkousena.
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LMS metoda edf=c(1,20,9), n=2000 RQ metoda df=6, n=2000
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Obrézek 4.4: Odhadnuté kiivky nejlepsich modelu pro data Y; = fo(t;) + 155 (t: —
80)27;+224, Z; ~ N(0,1),i = 1,...,n. Do obrazku jsou piikresleny sedou barvou
teoretické ktivky. V pravych dolnich rozich jsou dosazené hodnoty V*. Je vidét,

ze LMS metoda ma problémy s hladkosti vyslednych ktivek.

4.3 Dodatecné analyzy

4.3.1 Normalita vyslednych veli¢in Z;

Jednou z moznosti, jak zjistit, jak dobte se LMS metodé daii data prevést
na normalni, je otestovani normality velicin Z;,2 = 1,...,n. Z; se daji jednoduse
spocitat z konkrétnich dat a z hodnot odhadnutych kiivek L, M a S v bodech
t; podle vzorce (2.3). K testovani pouzijeme Shapiruv-Wilkuw test normality.
Tim budeme testovat normalitu velicin Z;,7 = 1,...,n nejlepstho modelu LMS
metody zvlast pro kazdy datovy soubor.

Pro datové soubory, pro které jsou splnény predpoklady LMS metody, test ve
vSech pripadech nezamitl hypotézu normality na 5 procentni hladiné vyznamnosti.
Naopak u dat, pro kterd nejsou splnény ptredpoklady LMS metody, test zamitl
hypotézu normality na 5 procentni hladiné ve vSech piipadech kromé dvou (a to
pravé u dat generovanych z logaritmicko normalniho rozdéleni, které je svym
postavenim v kategorii nesplnénych predpokladu LMS metody vyjimecéné). To
ukazuje, ze LMS metoda v piipadé nesplnéni predpokladu opravdu nedokaze
prevést data na normalné rozdélena.
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Obrazek 4.5: Hodnoty rozdilu ocekdvaného a pozorovaného poctu dat pod odhad-
nutou kiivkou v zavislosti na vysledné p-hodnoté Shapirova-Wilkova testu norma-
lity vyslednych Z;. Hodnoty r svislé osy (v procentech) zna¢i maximalni odchylku
(maximum pies sledované kvantily) oc¢ekdvaného a pozorovaného poctu dat pod
urcitou odhadnutou kiivkou nejlepstho modelu LMS metody. Cervené jsou vy-
znaceny pripady, kdy data nespliuji predpoklady LMS metody. Oba obréazky
zachycuji stejna data, jen vodorovna osa ma jiné méiitko.

Na obrazku 4.5 je zobrazena zavislost vysledné p-hodnoty testu normality
a rozdilu mezi ocekavanym a pozorovanym poctem dat pod odhadnutou krivkou
nejlepsiho modelu. Je vidét, ze s vétsim porusenim normality roste i tento rozdil.
Je také videt, jak az velky tento rozdil muze byt pro jednu kvantilovou kiivku.
Pro srovnani: u RQ metody nebyl tento rozdil pro jednu ktivku nikdy vétsi nez
1.2% (to je maximum pro vSechny nejlepsi modely a pro viechny datové soubory).

4.3.2 Data generovana za pomoci t-rozdéleni
V této ¢asti se podrobnéji podivame na vlastnosti dat generovanych jako
Y; = f5(t;) + 10W; +¢,i = 1,...,4000, (4.2)

kde W; ma t-rozdéleni o 5 stupnich volnosti. A to predevsim kvuli vysledné hod-
noté V* pro RQ metodu (viz tabulka 4.3). Tato hodnota je nec¢ekané velkd, proto
nas muze zajimat, jaky to ma duvod.
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Tabulka 4.5: Statistiky shrnujici vypoctené velikosti hodnot V* pro jednotlivé
metody na 20 ruznych datovych souborech generovanych podle (4.2).
metoda | minimum 1.kvartil medidn prumér 3.kvartil maximum
LMS 139.4 191.2 214.5 236.4 258.2 432.5
RQ 141.1 164.2 209.0 251.6 250.2 838.2

Za timto ucelem bylo dogenerovano 20 souboru dat generovanych stejné jako
v (4.2). Na nich pak byly nalezeny nejlepsi modely LMS a RQ metody a spocteny
hodnoty V*. Ziskané vysledky jsou v tabulce 4.5.

Hodnota V* = 971 u RQ metody v tabulce 4.3 se ndm zdala velka, protoze
se ¢ekalo (vzhledem k ostatnim vysledkum tabulky 4.3), Ze na tomto piipadé dat
budou metody srovnatelné (v rdmci dosazeného V*). Z vysledku v tabulce 4.5 lze
fici, ze metody opravdu srovnatelné jsou. Hodnota V* = 971 u RQ metody sice
neni typickd pro tento typ dat, ale muze se vyskytnout.

Na tomto ptikladé je vidét, ze hodnotu V' je opravdu nutné spojovat s kon-
krétnim datovym souborem a ne s uréitym typem datového souboru.

Pro ilustraci vlastnosti obou metod bylo na zakladé této analyzy vykresleno
do jednoho obrazku (obrézek 4.4) 10 souboru odhadnutych kiivek, kde kazdy
soubor kiivek je vytvotren z jednoho datového souboru generovaného podle (4.2).
Na obrazku je mozné sledovat hned nékolik vlastnosti sledovanych metod. Je
napiiklad vidét, ze u LMS metody se odhadnuté kiivky 10. percentilu odchyluji
od teoretické kiivky 10. percentilu smérem dolu (podobné pro kiivky pro 90.
percentil), coz je znovu diive popisovany problém odhadovani kfivek pti nesplnéni
predpokladu LMS metody. Naopak u RQ metody tomu tak neni. Déle jsou také
na obrazku vidét problémy R metody na krajich intervalu, na kterém kiivky
sestavujeme.

4.3.3 Uzly B-splinové baze

Jak jiz bylo zminéno, to ze byly vnitini uzly pro vytvafeni B-splinovych bazi
voleny ekvidistantné, muze byt v nékterych pripadech omezujici.

To, ze to opravdu omezujici muze byt, ukazuje nasledujici priklad: Na datech
Y = fe(ti) +207; +136, i = 1,...,4000, Z; ~ N(0,1), byla dodateéné provedena
analyza, kdy se vnitini uzly B-splinové baze nevolily ekvidistantné. Tato data byla
pro tuto analyzu vybrana predevsim kvuli tvaru funkce fg(¢), kterd je konstantni
na intervalu [0, 50] a pak se za¢ind vlnit, ekvidistantni vnitini uzly tedy nejsou
prilis vhodné. Na obrazku 4.7 je vidét porovnani nejlepstho modelu pro metodu
kvantilové regrese s B-splinovou bazi s ekvidistantnimi vnitinimi uzly a modelu
s vnitinimi uzly zvolenymi sice ekvidistantné, ale prvni vnitini uzel je az v bodé
45. Je zde jasné vidét vylepseni odhadnutych ktivek.
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Obrazek 4.6: 10 souboru odhadnutych ktivek pro nejlepsi modely LMS a RQ
metody pro 10 datovych souboru generovanych jako Y; = f5(¢;) + 10W; + ¢, i =
1,...,4000, kde W; ma t-rozdéleni o 5 stupnich volnosti. Pro piehlednost jsou
vyznaceny jen odhadnuté kiivky pro 10. a 90. percentil a pro medidn. Cerné jsou
vyznaceny teoretické ktivky.

D4 se tedy fici, ze metoda kvantilové regrese s ekvidistantnimi vnitfnimi uzly
ma v tomto ohledu jesté jisté rezervy. Pri volbé neekvidistantnich uzlu je ale
potieba postupovat opatrné, nestaci se divat na jednotlivé umisténi uzlu, ale je
tteba vybirat bazi jako celek.

4.4 Zminka o obecnéjSich typech dat

V celé praci se zabyvame jen daty, kdy je sledovany znak zavisly jen na jedné
spojité veli¢iné a jednotlivd pozorovani [¢;,Y;] jsou navzdjem nezdvisld. Ackoli
nejpouzivanéjsi typ rustovych ktivek vznika na zdkladé takovychto dat, muzeme
si predstavit i obecnéjsi varianty. V tomto kontextu je potfeba zminit jesté jednu
dulezitou vyhodu pristupu kvantilové regrese. Pridani dalsi proménné, na které
by zavisel sledovany znak, je relativné jednoduché — staci rozsitit regresni matici
o dalsi sloupce. Stejné tak neni problém s daty, kde se vyskytuji jisté zavislosti.
U realnych dat to jsou hlavné ptipady, kdy sledujeme znak u jednoho jedince
delsi ¢asové obdobi a mame tedy pro tohoto jedince vice pozorovani.

Zobecnéni LMS metody jisté nebude tak jednoduché (¢lanek [11]).
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Obréazek 4.7: Priklad vylepSeni RQ metody volbou neekvidistantnich vnitinich
uzli B-splinové bdze. Data generovana jako Y; = fe(t;) + 20Z; + 136, i =
1,...,4000, Z; ~ N(0,1). Vnitini uzly vylepsujici B-splinové bdze (obrazek
vpravo nahote) jsou (45,54.17,63.33,72.5,81.67,90.83). Horni obrézky ukazuji
pouzité B-splinové baze, dolni obrazky ukazuji odhadnuté rustové kiivky (vy-
kreslené modte) vzniklé RQ metodou pro tyto bdze. V pravém dolnim rohu
dolnich obrazki jsou dosazené hodnoty V*. Sedou barvou jsou piikresleny teore-
tické krivky.
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Kapitola 5

Shrnuti

Na zdkladé analyz na nagenerovanych datovych souborech lze vyvodit pro
pouziti LMS metody a metody kvantilové regrese zalozené na B-splinové bazi
nékolik nasledujicich doporuceni.

Pouziti RQ metody neni vhodné pro rozsahy dat mensi nez 1500 pozorovani
— LMS metoda mé v téchto piipadech (dokonce, i kdyz nejsou splnény jeji pred-
poklady) kvalitnéjsi odhadnuté kiivky a navic u RQ metody dochézi v téchto
pripadech nejcastéji k nezadoucimu kiizeni odhadnutych kiivek pro sledované
kvantily.
nesplnuji predpoklady LMS metody, pak se mohou vysledné odhadnuté rustové
kiivky zasadneé lisit od teoretickych ktivek a to pro vSechny zkousené modely na
téchto datech. Problémem u takovych kfivek je, ze pro nékteré kvantily neod-
povida pocet dat pod kiivkou ocekavané hodnoté, coz je nevyhodné vzhledem
k tcelu, pro ktery jsou kiivky sestavovany. Situace se nezlepsi ani pii vétsim roz-
sahu dat. Navic je neptijemné, 7e se toto nepozna na tvaru odhadnutych ktivek.

LMS metodu bychom tedy méli pouzit, jen pokud nebudou zdsadné poruseny
jeji predpoklady (nebo, jak bylo fec¢eno, pfi malych rozsazich dat). Nesplnéni
predpokladu (tedy predevsim piipad neexistujici transformace dat, kterd by pre-
vedla data na normélné rozdélend) se dd, jak se ukdzalo, celkem snadno ovérit
testem normality.

Pokud jsou splnény ptedpoklady LMS metody, pak LMS metoda lépe popi-
suje data, v nékterych ptipadech je to ale na tkor hladkosti kiivek. S rostoucim
rozsahem dat se kvalita odhadnutych kiivek RQ metody blizi vysledkum LMS me-
tody. Navic hladkost vyslednych nejlepsich modelu ukazala, ze odhadnuté kiivky
RQ metody jsou hladsi a také, ze RQ metoda témér nema problémy s vyvazenim
hladkosti a kvality odhadnutych kiivek.

Pti vétsich rozsazich dat se tedy da RQ metoda vyhodné pouzit. Metoda neni
zatizena zadnymi predpoklady, neni problém s vyvazenim hladkosti a kvality od-
hadnutych kiivek a navic zarucuje spravny pocet dat pod jednotlivymi odhad-
nutymi krivkami. Jedinou nevyhodou jsou mozné problémy v chovani ktivek na
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krajich intervalu.

5.1 Moznosti navazani na praci

Dalsim moznym krokem v préaci by bylo navazat na ziskané vysledky ve
snaze nalézt postup, ktery by fesil odhadovani kiivek na redlnych datech. V li-
teratufe je popsano mnoho kritérii, jak urcit kvalitu modelu na redlnych datech
(viz naptiklad [9]). Cilem by tedy bylo vyzkouset takovato kritéria na souborech
nasich nagenerovanych dat a najit takové kritérium, které by vybiralo modely
podobné tém modelum, které byly v této praci vyhodnoceny jako dobré. Toto
kritérium (nebo kombinace kritérii) by bylo ndsledné pouzito pro vybréni nej-
lepsitho modelu na redlnych datech. Pricemz by se uptfednostinovalo pouziti RQ
metody ptredevsim vzhledem k tomu, ze se nezda byt problémem ve vyvazeni
hladkosti a kvality odhadnutych ktivek. To samoziejmeé jen v ptipadé, ze by se
jednalo o vétsi datovy soubor.

Pti soustredéni na RQ metodu by se pak dalo podrobnéji zabyvat problemati-

kou umisténi vnitinich uzlu, coz by mohlo vést k dalsimu vylepseni odhadnutych
kiivek.
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Dodatek A

Popis prilozeného média a
pouzity software

vvvvvv

obrazku a slozky s daty. V kazdé ze slozek jsou konkrétni nagenerovana data,
zkousené modely LMS a RQ metody a vysledky porovnani metod. Vse ve formé
souboru typu .Rdata.

Vsechny vypocty byly provedeny programem R, verze 2.4.0 pro Windows. Pro
konstrukci modelu LMS metody byla pouzita knihovna gamlss verze 1.4-0. Pro
modely RQ metody knihovna quantreg verze 4.02 a pro ni potfebnd knihovna
SparseM verze 0.71.

Internetova adresa na stranky softwaru R je http://www.r-project.org.
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