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Kapitola 1R�ustov�e k�rivky
1.1 MotivaeV medi��n�e, ale i v jin�yh oboreh, vede �rada experiment�u k pot�reb�e vytvo�ren��rozmez�� hodnot pro sledovanou veli�inu (znak). Pokud u�z m�ame takov�e rozmez��,d�a se pak jednodu�se posoudit, jestli je napozorovan�a veli�ina vn�e nebo uvnit�rtohoto rozmez��, z �eho�z se pak m�u�ze vyvodit n�ejak�y z�av�er.Pot�reba vyjad�rovat tato rozmez�� v z�avislosti na n�ejak�e spojit�e veli�in�e (v me-di��n�e je to v�et�sinou v�ek jedine) vede ke vzniku kvantilov�yh k�rivek (k�rivky,vyjad�ruj���� kvantily veli�iny z�avisl�e na n�ejak�e spojit�e veli�in�e). R�ustov�e k�rivky(n�ekdy tak�e referen�n�� k�rivky) se skl�adaj�� ze skupiny kvantilov�yh k�rivek, kter�etak ilustruj�� rozd�elen�� n�ejak�eho znaku.1.2 Pou�zit�� r�ustov�yh k�rivek v medi��n�eAsi nejv��e je pojem r�ustov�yh k�rivek zn�am z medi��ny. R�ustov�e k�rivkyjsou pou�z��v�any p�redev�s��m pediatry ke sledov�an�� r�ustu d�et��. Slou�z�� k porovn�an��n�ejak�eho t�elesn�eho znaku vzhledem k populai d�et�� stejn�eho v�eku (odd�elen�e proka�zd�e pohlav��). Sestavuj�� se pozorov�an��m velk�eho po�tu d�et��. Po sestaven�� pakk�rivky slou�z�� jako n�astroj k rozpozn�an�� mo�zn�e poruhy r�ustu d�et��, p�ri�em�z roz-hodnut�� z�avis�� na tom, jestli hodnota sledovan�eho znaku d��t�ete le�z�� pod nebo nadur�itou kvantilovou k�rivkou.K�rivky, kter�e se u d�et�� standardn�e sleduj��: z�avislost v�y�sky na v�eku, v�ahyna v�eku, v�ahy na v�y�se, obvod hlavy na v�eku, BMI (body mass index, BMI =v�aha(kg)v�y�ska2(m2)) na v�eku. V�et�sinou se k�rivky sestavuj�� pro 3., 5., 10., 25., 50., 75., 90.,95. a 97. perentil.Hlavn�� reprezentae k�rivek je v gra�k�e podob�e, kdy se do grafu vykresl��k�rivky z�akladn��h kvantil�u proti veli�in�e, na kter�e z�avis��.
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1.3 Zam�e�ren�� a struktura pr�aeHlavn��m ��lem t�eto pr�ae je porovn�an�� metod pro sestavov�an�� r�ustov�yhk�rivek na dateh vytvo�ren�yh v r�ami simula�n��h studi��. T�emto metod�am jev�enov�ana kapitola 2. Je v n�� uvedeno n�ekolik z�akladn��h metod pro odhadov�an��r�ustov�yh k�rivek a oben�a pravidla, kter�a by m�ela b�yt spln�ena jednotliv�ymi me-todami. Podrobn�eji jsou pops�any dv�e metody, kter�e jsou v entru z�ajmu pr�aea to: LMS metoda (popsan�a v ��asti 2.3) a metoda kvantilov�e regrese s pou�zit��mB-splinov�e b�aze (popsan�a v ��asti 2.4).Odhadnut�e r�ustov�e k�rivky t�ehto dvou hlavn��h metod jsou porovn�av�anyna mno�zstv�� datov�yh soubor�u vytvo�ren�yh v r�ami simula�n��h studi��. Kapitola 3je zam�e�rena na probl�em generov�an�� dat. Tak�e je v n�� pops�ana hlavn�� my�slenkaporovn�av�an�� model�u s vyu�zit��m znalosti teoretik�eho rozd�elen�� nasimulovan�yhdat. Cel�a pr�ae se v�enuje porovn�an�� metod na tomto z�aklad�e. Ve srovn�an�� s po-rovn�av�an��m metod na re�aln�yh dateh, by proto tato pr�ae m�ela podat pohledna tuto problematiku z trohu jin�eho �uhlu. Stejn�e tak i na �ulohu, jak vyb��ratkonkr�etn�� parametry jednotliv�yh metod. V z�av�ere�n�e ��asti kapitoly 3 pak lzenaj��t, jak�e konkr�etn�� datov�e soubory byly nagenerov�any pro porovn�an�� dvouhlavn��h metod.V�ysledky a vlastn�� srovn�av�an�� odhadnut�yh k�rivek lze naj��t v kapitole 4. D��kyznalosti teoretik�eho rozd�elen�� dat (tedy i znalosti p�resn�e polohy teoretik�yhr�ustov�yh k�rivek) se porovn�avaj�� odhadnut�e k�rivky na z�aklad�e toho, jak se bl���z��k k�rivk�am teoretik�ym. Tak�e se odhadnut�e k�rivky srovn�avaj�� z hlediska, jak mospl�nuj�� po�zadavky, kter�e jsou kladeny na tvar r�ustov�yh k�rivek oben�e.Pr�ae je zakon�ena shrnut��m dosa�zen�yh poznatk�u a stru�n�ym popisem toho,jak by se dalo na tuto pr�ai nav�azat (kapitola 5).
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Kapitola 2Metody pro odhadov�an��r�ustov�yh k�rivek
2.1 Klasi�kae metod a n�ekolik p�r��klad�uPot�reba sestavov�an�� r�ustov�yh k�rivek vedla ke vzniku velk�eho po�tu metod,kter�e se sna�z�� tento probl�em �re�sit. Tyto metody se d�el�� do t�r�� kategori�� podletoho, jak se k probl�emu p�ristupuje. Z velk�eho po�tu metod uvedu alespo�n n�ekter�ez�akladn��. Metody se tedy d�el�� naParametrik�e:Do t�eto t�r��dy pat�r�� nap�r��klad metody zalo�zen�e na transforma��h, kter�e se sna�z��p�rev�est data na norm�aln�e rozd�elen�a. Po t�eto transformai sta��� pro sestrojen��podm��n�en�yh kvantil�u (podm��n�en�e spojitou veli�inou) odhadnout podm��n�enoust�redn�� hodnotu a podm��n�en�y rozptyl. Tato st�redn�� hodnota a rozptyl jako funkeveli�iny, na kter�e z�avis��, se pak modeluj�� pomo�� line�arn�� nebo oben�ej�s�� poly-nomi�aln�� regrese.Pozn.: Nev�yhodou t�ehto metod je, �ze nem�ame jistotu, zdali takov�ato normuj����transformae existuje a nav�� p�redpoklady parametrik�eho p�r��stupu jsou v�zdyomezuj����.Semiparametrik�e:Hlavn��m z�astupem je LMS metoda [1, 2℄. R�ustov�e k�rivky odhadnut�e touto me-todou z�avis�� na t�reh p�rirozen�yh kubik�yh splineh, z nih�z jeden odhadujepodm��n�en�y medi�an, druh�y podm��n�en�y varia�n�� koe�ient veli�iny, o kterou sezaj��m�ame, a t�ret��m splinem je pak k�rivka moninn�e transformae, kter�a m�ap�rev�est data na norm�aln�e rozd�elen�a (tato metoda je v entru z�ajmu t�eto pr�ae,proto bude je�st�e podrobn�eji pops�ana). 7



Neparametrik�e:Zde u�z nejsou kladeny �z�adn�e p�redpoklady na rozd�elen�� dat. Pat�r�� sem metodyzalo�zen�e na rozd�elen�� nosi�e spojit�e veli�iny do podskupin, na nih�z se pak spo���ta-j�� empirik�e kvantily prom�enn�e, o kterou se zaj��m�ame. Pro vznik pot�rebn�yhk�rivek se pak takto vypo�ten�e skupiny kvantil�u nakone vyhlad��. Dal�s�� metodouje neparametrik�a kvantilov�a regrese zalo�zen�a na B-splinov�e b�azi (podrobn�eji jepops�ana v ��asti 2.4). A tak�e sem pat�r�� nap�r��klad metody zalo�zen�e na j�adrov�emnebo lok�aln�e konstantn��m odhadu podm��n�en�yh kvantilov�yh k�rivek (v��e seo t�ehto metod�ah m�u�zete do���st v �l�anku [8℄).2.2 Po�zadavky na metody pro sestavov�an�� r�usto-v�yh k�rivekN�asleduje v�y�et n�ekter�yh z�akladn��h po�zadavk�u, kter�e by m�ely metody a k�ri/-vky jimi odhadnut�e spl�novat:� Jednotliv�e odhadnut�e k�rivky pro jednotliv�e kvantily se nesm�� k�r���zit.� K�rivky by m�ely b�yt v rozmez�� mo�zn�yh hodnot (nap�r.: Jedn�a-li se o v�ahujedine, pak by k�rivka nem�ela b�yt v �z�adn�em �useku z�aporn�a).� V�ysledn�e k�rivky maj�� b�yt hladk�e (hlavn�e kv�uli tomu, �ze se p�redpokl�ad�a, �zes malou zm�enou veli�iny, na kter�e znak z�avis��, se m�alo zm�en�� i vy�set�rovan�yznak).� K�rivky dob�re odpov��daj�� dat�um.� Po�et dat pod ur�itou k�rivkou by m�el p�ribli�zn�e odpov��dat o�ek�avan�e hod-not�e.� Data mimo referen�n�� k�rivky se neshlukuj��, ale jsou rozm��st�eny rovnom�ern�epod�el el�eho rozsahu veli�iny, na kter�e z�avis��.� Nejd�ule�zit�ej�s�� je (vzhledem k pou�zit��) odhad krajn��h kvantil�u.2.3 LMS metodaTuto dnes hojn�e u�z��vanou metodu pro odhadov�an�� r�ustov�yh k�rivek navrhlT. J. Cole (1992) [2℄. Je za�razov�ana mezi semiparametrik�e metody.Je zalo�zena na p�redpokladu, �ze po vhodn�e transformai veli�iny, o kterou sezaj��m�ame (ozna���me ji jako Y ), se daj�� data pova�zovat za norm�aln�e rozd�elen�a.8



Box a Cox [3℄ navrhli moninnou transformaiX = �Y��� � 1� ; � 6= 0;X = ln Y� ; � = 0: (2.1)P�redpokl�ad�a se tedy, �ze Y � (lnY v p�r��pad�e � = 0) m�a norm�aln�� rozd�elen��, Y jekladn�a, � je medi�an Y . Medi�an X je tedy 0. D��ky symetrii norm�aln��ho rozd�elen��je st�redn�� hodnota X tak�e rovna 0.Pro � = 1 je norm�aln�e rozd�elen�a i veli�ina Y a medi�an Y je roven st�redn�� hod-not�e Y . Z toho plyne, �ze pro � = 1 je sm�erodatn�a odhylka X rovna varia�n��mukoe�ientu Y (sm�erodatn�a odhylka Y pod�elen�a st�redn�� hodnotou Y ). Jak sep���se v [2℄, toto p�ribli�zn�e plat�� i pro ostatn�� rozumn�a �. Rovnii (2.1) pod�el��mesm�erodatnou odhylkou � veli�iny X (varia�n��m koe�ientem Y ) a dostanemeZ = �Y� �� � 1�� ; � 6= 0;Z = ln Y�� ; � = 0: (2.2)Potom Z u�z m�a norm�aln�� rozd�elen�� s nulovou st�redn�� hodnotou a jednotkov�ymrozptylem (to plyne z toho, �ze pova�zujeme X za norm�aln�e rozd�elen�e). Pokud ted'budeme p�redpokl�adat, �ze rozd�elen�� Y se m�en�� v z�avislosti na t, dost�av�ameZ = � YM(t)�L(t) � 1L(t)S(t) ; L(t) 6= 0;Z = ln YM(t)S(t) ; L(t) = 0: (2.3)K�rivky L(t), M(t) a S(t) odpov��daj�� hodnot�am �, � a � pro dan�a t (d��ky t�emtot�rem k�rivk�am dostala metoda sv�e ozna�en��). Z (2.3) vypl�yvaj�� vztahy pro v�ypo�etkvantilov�yh k�rivekQ� (t) = M(t)[1 + L(t)S(t)q� ℄ 1L(t) ; L(t) 6= 0;Q� (t) = M(t) expfS(t)q�g; L(t) = 0; (2.4)kde q� je � -kvantil normovan�eho norm�aln��ho rozd�elen��.9



2.3.1 V�ypo�et k�rivek L(t), M(t) a S(t)M�ame n nez�avisl�yh pozorov�an�� dat: [ti; Yi℄; i = 1; : : : ; n. Podle v�ety o substi-tui je hustota n�ahodn�eho vektoru (Y1; : : : ; Yn)> rovnaf(y1; : : : ; yn) = nYi=1 1p2� exp8>><>>:�120B�� yiM(ti)�L(ti) � 1L(ti)S(ti) 1CA29>>=>>; � yiM(ti)�L(ti)�1M(ti)S(ti) : (2.5)Logaritmus v�erohodnostn�� funke odvozen�e z (2.5) vypad�a a�z na konstantu taktol(L;M; S) = nXi=1 �L(ti) log YiM(ti) � logS(ti)� 12Z2i � ;kde Zi je hodnota p�r��slu�sn�a Yi spo�ten�a z (2.3).�Re�sen�� v podob�e t�r�� k�rivek L, M a S z��sk�ame maximaliza�� penalizovan�ev�erohodnostil(L;M; S)� 12�� Z (L00(t))2dt� 12�� Z (M 00(t))2dt� 12�� Z (S 00(t))2dt; (2.6)kde ��, �� a �� jsou vyhlazova�� parametry. Penalizovan�a v�erohodnost se pou�z��v�akv�uli po�zadavku na hladkost r�ustov�yh k�rivek. K�rivka L (resp. M , S), kter�ase mo vln��, je penalizov�ana v z�avislosti na velikosti �� (resp. ��, ��). D�a seuk�azat, �ze �re�sen��m t�eto maximalizae jsou p�rirozen�e kubik�e spliny s uzly v ka�zd�ez navz�ajem r�uzn�yh hodnot ti (mo�zno naj��t v [5℄). K ur�en�� L, M a S tedy sta���zvolit hodnoty parametr�u ��, �� a ��.V el�e pr�ai se m��sto s parametry ��, �� a �� prauje s tzv. odpov��daj����mistupni volnosti (equivalent degrees of freedom - e.d.f.), o�z jsou jak�esi m��ry slo�zi-tosti k�rivek L, M a S. D�a se �r��i, �ze je to jak�asi analogie stup�n�u volnosti u po-lynomi�aln��h k�rivek. Spodn�� hranie e.d.f. pro ka�zdou z k�rivek je 2, to odpov��d�anejhlad�s�� mo�znosti a tou je p�r��mka. S rostou��m e.d.f. se pak jedn�a o slo�zit�ej�s��k�rivky (e.d.f. nab�yv�a re�aln�e hodnoty). P�resnou po�etn�� interpretai najdete v [2℄.Je mo�zno tak�e de�novat k�rivku s e.d.f. rovno 1, o�z je p�r��mka se sm�erni�� 0, od-haduje se pouze posunut�� t�eto p�r��mky. Za k�rivku s e.d.f. rovno 0 se pak pova�zujep�r��mka s nulovou sm�erni�� a pevn�e dan�ym posunut��m. To m�a smysl de�novatp�redev�s��m pro k�rivku L(t), L(t) = 1 toti�z odpov��d�a tomu, �ze jsou data norm�aln�erozd�elen�a i bez moninn�e transformae.V praxi si tedy zvol��me trojii odpov��daj����h stup�n�u volnosti (t��m �rekneme,jak heme, aby L, M a S byly hladk�e), k nim pak existuje p�r��slu�sn�a trojie (��,��, ��), tak aby v�ysledkem maximalizae (2.6) byly pr�av�e takto hladk�e funke.R�ustov�e k�rivky se pak jednodu�se sestav�� z (2.4).10
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Obr�azek 2.1: LMS metoda: Na lev�em obr�azku jsou data s odhadnut�ymi k�rivkami(zobrazen�e �erven�e) spolu s teoretik�ymi kvantilov�ymi k�rivkami (zobrazen�e�ern�e). Vpravo jsou v�ysledn�e spliny L(t), M(t) a S(t) (�erven�e), k nim jsoup�rikresleny (�ern�e) teoretik�e k�rivky L(t),M(t) a S(t), kter�e by vedly k vytvo�ren��teoretik�yh kvantilov�yh k�rivek.Tato metoda je implementov�ana v softwaru R v knihovn�e gamlss [6℄ jakosou��ast funke gamlss, kde za rodinu rozd�elen�� mus��me zvolit BCCG, formule proparametry nu, sigma a y mus��me zvolit jako kubik�e spliny p�r��slu�sn�eho stupn�e.Jak vypad�a p�r��klad jedn�e z realiza�� t�eto metody je uk�az�ano na obr�azku 2.1.Na obr�azku je vid�et, jak prolo�zen�� daty, tak i kubik�e spliny L(t), M(t) a S(t).2.4 Metoda zalo�zen�a na kvantilov�e regresiMy�slenka kvantilov�e regrese vyh�az�� z n�asleduj���� jednoduh�e optimaliza�n���ulohy: M�ejme n�ahodnou veli�inu Y s distribu�n�� funk�� F . Funke�� (x) = x(� � I(x < 0)) (2.7)je ztr�atov�a funke, kde � 2 (0; 1) (tato funke je zn�azorn�ena na obr�azku 2.2).�Ulohou je naj��t �̂, kter�e by minimalizovalo o�ek�avanou ztr�atu. Cheme tedy naj��t11
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Obr�azek 2.2: Ztr�atov�a funke �� .�re�sen�� minimalizae min�2R E�� (Y � �): (2.8)V�eta 1. � -kvantil n�ahodn�e veli�iny Y s absolutn�e spojitou distribu�n�� funk�� Fje �re�sen��m minimalizae (2.8).D�ukaz.E�� (Y � �) = (� � 1) Z ��1(y � �)dF (y) + � Z 1� (y � �)dF (y)= � Z 1�1(y � �)dF (y)� Z ��1(y � �)dF (y)= �EY � �� + �F (�)� Z ��1 ydF (y): (2.9)Zderivujeme (2.9) podle � a polo�z��me rovno 00 = �� + F (�) + �F 0(�)� �F 0(�)= �� + F (�):Proto�ze F je monot�onn��, minimalizuje o�ek�avanou ztr�atu ka�zd�y prvek z f� :F (�) = �g. Pokud je �re�sen�� F (�) = � jedin�e, pak �̂ = F�1(�), v opa�n�em p�r��pad�eje �re�sen��m interval. Nejmen�s�� hodnota tohoto intervalu pak p�resn�e vyhovuje de-�nii � -kvantilu. � -kvantil veli�iny Y je tedy �re�sen��m minimalizae (2.8). �Pokud nahrad��me F empirikou distribu�n�� funk��Fn(y) = 1n nXi=1 I(Yi � y);12



pak se zm�en�� �uloha (2.8) na �ulohumin�2R nXi=1 �� (Yi � �): (2.10)�Re�sen��m t�eto minimalizae je nepodm��n�en�y v�yb�erov�y � -kvantil (toto bude dok�az�anon���ze).Koenker a Bassett [4℄ roz�s���rili tuto ideu. Navrhli p�ri hled�an�� odhadu podm��n�en�ekvantilov�e funke Y za podm��nky x �re�sit minimalizaimin�2Rp nXi=1 �� (Yi � x>i �) = min�2Rp "� Xi:ei>0 ei + (� � 1) Xi:ei<0 ei# ; (2.11)kde � je p-dimenzion�aln�� parametr, ei = Yi � x>i � a QY (� jx) = x>�(�) jepodm��n�en�a kvantilov�a funke.De�nie 1 (Regresn�� kvantily). Regresn��m kvantilem nazveme �re�sen�� �̂(�)minimalizae (2.11). Obor zab�yvaj���� se regresn��mi kvantily se naz�yv�a kvantilov�aregrese.Odhadem podm��n�en�e kvantilov�e funke x>�(�) je tedy x>�̂(�).2.4.1 Metoda pro r�ustov�e k�rivky zalo�zen�a na B-splinov�eb�aziDe�nie 2 (Normovan�e B-spline funke). Neht' a1 � u�k � � � � � u0 �a � u1 � � � � � uN � b � � � � � uN+k � b1 je mno�zina uzl�u, N � 1. De�nujmerekurentn�e i-tou normovanou B-spline funki stupn�e k p�redpisem:�ik(t) = t� uiui+k � ui�ik�1(t) + ui+k+1 � tui+k+1 � ui+1�i+1k�1(t)pro i = �k; : : : ; N � 1 a t 2 ha1; b1i, p�ri�em�z v�yraz v rekureni obsahuj���� 0ve jmenovateli se vyneh�av�a.�i0(t) = � 1 pro ui � t < ui+10 jinak.N�ekter�e d�ule�zit�e vlastnosti normovan�yh B-spline funk��:1. Nosi� �ik(t) je hui; ui+k+1i.2. N�1Xi=�k �ik(t) = 1 pro t 2 ha; bi:13



3. �ik(t) > 0 pro x 2 (ui; ui+k+1).4. f�ingN�1i=�k tvo�r�� b�azi prostoru Sn(U) = Lf�ingN�1i=�k, U = fuigN+ki=�k je mno�zinauzl�u. Do tohoto prostoru tedy pat�r�� v�sehny funke S tvaruS(t) = N�1Xi=�k i�in(t):V dal�s��m je tedy mno�zina funk�� f�ingN�1i=�k ozna�ov�ana jako B-splinov�a b�aze.Pozn.: V��e o t�eto problematie najdete nap�r��klad v knize Karla Najzara [5℄.Pro odhadov�an�� r�ustov�yh k�rivek lze pou�z��t metodu kvantilov�e regrese zalo�ze-nou na t�ehto B-spline funk��h. Ta spo���v�a v tom, �ze ve vztahu (2.11) zvol��mevektor xi takto: xij = �j3(ti), ti jsou hodnoty podmi�nuj���� veli�iny napozorovan�espolu s Yi, �j3 je j-t�a normovan�a B-spline funke stupn�e 3 (vektor xi m�a tedystejnou d�elku jako je po�et prvk�u B-splinov�e b�aze). Uzly pro funke �j3 jsou nav��zvoleny tak, �ze u�3 = u�2 = u�1 = u0 = a a uN = uN+1 = uN+2 = uN+3 = b.Toto je ur�eno pevn�e.Pro ur�en�� konkr�etn�� b�aze tedy zb�yv�a ur�it parametr N (po�et prvk�u b�aze jepotom N +3) a um��st�en�� N � 1 uzl�u (to znamen�a uzl�u mezi a a b { interval ha; bije v praxi roven intervalu, na kter�em heme r�ustov�e k�rivky sestavovat). T�ehtoN � 1 uzl�u naz�yv�ame vnit�rn��mi uzly. Nejmen�s�� mo�zn�y po�et slo�zek b�aze je 4, o�zodpov��d�a tomu, �ze nem�ame �z�adn�y vnit�rn�� uzel a N = 1.B-splinov�e b�aze, p�resn�e tak, jak zde byly pops�any, jsou implementov�any v kni-hovn�e splines softwaru R, p�resn�eji { jedn�a se o funki bs. Kvantilovou regresipak najdeme v knihovn�e quantreg Rogera Koenkera [7℄.Z�akladem metody kvantilov�e regrese zalo�zen�e na B-splinov�e b�azi (tuto me-todu budu n�ekdy zkr�aen�e ozna�ovat jako RQ metodu) je tedy to, �ze podm��n�en�akvantilov�a funke je ve form�e line�arn�� kombinae slo�zek kubik�e B-splinov�e b�aze.P�r��klad pou�zit�� kvantilov�e regrese i s B-splinovou b�az��, podle kter�e r�ustov�e k�rivkyvznikly, je na obr�azku 2.3.2.4.2 V�ypo�et regresn��h kvantil�u�Uloha (2.11) se d�a p�repsat jako �uloha line�arn��ho programov�an��:minimalizujeme: � nXi=1 e+i + (1� �) nXi=1 e�i (2.12)za podm��nky: pXj=1 xij�j + e+i � e�i = Yi; i = 1; : : : ; n;14



�j 2 R; j = 1; : : : ; p; e+i ; e�i � 0; i = 1; : : : ; n; 0 < � < 1;kde e+i = max(0; ei), e�i = max(0;�ei). �̂(�) je pak slo�zka � optim�aln��ho �re�sen��(�; e+; e�) �ulohy (2.12) s pevn�ym � .Optim�aln�� �re�sen�� pak umo�z�nuje vypo���tat simplexov�a metoda.
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Obr�azek 2.3: Metoda kvantilov�e regrese: V horn�� ��asti obr�azku je kubik�a B-splinov�a b�aze s ekvidistantn��mi uzly a 8 prvky b�aze, v doln�� ��asti data s odhad-nut�ymi (modr�ymi) a teoretik�ymi (�ern�ymi) r�ustov�ymi k�rivkami.
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2.4.3 Vlastnosti kvantilov�e regreseMetoda kvantilov�e regrese se za�ala pou�z��vat pro odhadov�an�� r�ustov�yh k�rivekp�redev�s��m d��ky n�asleduj���� vlastnosti:V�eta 2. Neht' Nk, Nz a Nn je po�et kladn�yh, z�aporn�yh a nulov�yh slo�zekvektoru rezidu�� Y � X�̂(�), Y = (Y1; : : : ; Yn)>, X je regresn�� matie. Pokudexistuje � 2 Rp takov�e, �ze X� = 1, pak pro ka�zd�y regresn�� kvantil �̂(�) plat��Nz � n� � Nz +Nna Nk � n(1� �) � Nk +Nn:D�ukaz. Nejd�r��ve odvod��me podm��nku, kterou mus�� spl�novat optim�aln�� �re�sen���ulohy minimalizae funke T (�) = nXi=1 �� (Yi � x>i �):Funke T (�) je po ��asteh line�arn�� a spojit�a. To znamen�a, �ze v ka�zd�em bod�eexistuj�� derivae T ve v�seh sm�ereh. Derivae T ve sm�eru v se d�a napsat jakorT (�; v) � ddtT (� + tv) jt=0= ddt nXi=1 �� (Yi � x>i � � x>i tv)[� � I(Yi � x>i � � x>i tv < 0)℄ jt=0= � nXi=1  � (Yi � x>i �;�x>i v)x>i v;kde  � (a; b) = � � � I(a < 0) pokud a 6= 0� � I(b < 0) pokud a = 0:Pokud je �̂(�) regresn�� kvantil, pak je �re�sen��m minimalizae a tedy mus�� b�ytv �̂(�) derivae ve v�seh sm�ereh nez�aporn�e. Plat�� tedy� nXi=1  � (Yi � x>i �̂(�);�x>i v)x>i v � 0pro v�sehny sm�ery v 2 Rp . Spei�aln�� volbou v = � (X� = 1) dost�av�ame� nXi=1  � (Yi � x>i �̂(�);�1) � 0��Nk � �Nz +Nz � �Nn +Nn � 0Nz +Nn � �(Nk +Nz +Nn):16



Analogiky pro v = �� dostaneme�Nk + �Nz �Nz + �Nn � 0�(Nk +Nz +Nn) � Nz:Zbytek plyne z t�ehto nerovnost�� a faktu, �ze n = Nk +Nz +Nn. �V p�r��pad�e kvantilov�e regrese s B-splinovou b�az�� existuje � takov�e, �ze X� = 1.A to d��ky 2. z vlastnost�� normovan�yh B-spline funk�� na stran�e 13.Z teorie line�arn��ho programov�an�� v��me, �ze mno�zina p�r��pustn�yh �re�sen�� �ulo-hy (2.12) je konvexn�� polyedrik�a mno�zina. �Re�sen�� je pak bud' ve vrholu t�etomno�ziny (jedin�e �re�sen��) nebo ve v��e vrholeh, tehdy je �re�sen��m hrana nebo el�ast�ena mno�ziny p�r��pustn�yh �re�sen��. Tyto vrholy odpov��daj�� bod�um v paramet-rik�em prostoru, pro kter�e je p pozorov�an�� interpolov�ano (tedy p�r��pad, kdy jeNn = p). Pokud maj�� Yi; i = 1; : : : ; n spojit�e rozd�elen��, pak to, �ze by bylo pron�ejak�y vrhol interpolov�ano v��e ne�z p pozorov�an��, nastane s pravd�epodobnost��0.D�usledek 1. P�r��m�ym d�usledkem v�ety 2 je, �ze pokud Nn = p, pak pom�er z�aporn�yhslo�zek vektoru rezidu�� je p�ribli�zn�e � :Nzn � � � Nz + pna pom�er kladn�yh p�ribli�zn�e 1� � :Nkn � 1� � � Nk + pn :D�usledek 2. Ve spei�aln��m p�r��pad�e, kdy X = 1n, pak �re�sen��m minimalizae (2.11)je v�yb�erov�y � -kvantil. Pokud n� nen�� p�rirozen�e ���slo, pak je v�yb�erov�y � -kvantil d�anjednozna�n�e. Pokud n� je p�rirozen�e ���slo, pak �re�sen��m je interval mezi dv�emi posob�e jdou��mi po�r�adkov�ymi statistikami.
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Kapitola 3Simula�n�� studieTato kapitola se v�enuje vlastn��m generov�an��m dat a popisem postupu anal�yzyvyu�z��vaj����m znalosti p�resn�eho rozd�elen�� t�ehto dat.Nejprve je zde pops�ana hlavn�� my�slenka, jak vyu�z��t znalosti teoretik�ehorozd�elen�� dat k ur�en��, pro kter�y model jsou odhadnut�e k�rivky nejlep�s�� (pro dan�adata). D�ale je zde pl�an el�e studie { tedy postup, kter�y byl zvolen pro z�akladn��anal�yzu. V z�av�eru kapitoly je pops�ano, jak byla data konstruov�ana a pro jak�etypy dat byly ob�e metody vyzkou�seny.3.1 M��ra kvality modeluV praxi nezn�ame p�resn�e rozd�elen�� dat a tedy ani um��st�en�� jejih kvantil�u,tud���z nem�u�zeme p�resn�e v�ed�et, kter�y model je nejlep�s�� pro dan�a data. V r�amisimula�n��h studi�� si ale data sami generujeme, o�z znamen�a, �ze zn�ame p�resn�eteoretik�e rozd�elen�� dat. To n�am d�av�a mo�znost porovnat odhadnut�e k�rivky se,,skute�n�ymi\ k�rivkami. Nutno poznamenat, �ze tento p�r��stup je naprosto odli�sn�yod toho, jak se kvalita k�rivek ur�uje v praxi, kde nezn�ame teoretik�e rozd�elen��dat (pro srovn�an�� nap�r��klad �l�anek [9℄).Snahou bylo ur�it kvalitu odhadnut�yh k�rivek jedn��m ���slem a to s vyu�zit��mznalosti teoretik�eho (skute�n�eho) rozd�elen��. Jako krit�erium bylo zvolenoV = 1k kXj=1 wjVj; (3.1)Vj = Z� �Q�j (t)� Q̂�j (t)�2 dt;kde:� je interval, na kter�em vytv�a�r��me r�ustov�e k�rivky.� = (�1; �2; : : : ; �k) je vektor d�elky k ur�uj����, o kter�e kvantily se zaj��m�ame.Q�j je teoretik�a (zn�am�a) r�ustov�a k�rivka pro kvantil �j.18



Q̂�j je odhadnut�a k�rivka pro kvantil �j.wj je v�aha pro �j-tou kvantilovou k�rivku, Pkj=1wj = k.Jako lep�s�� by potom byl shled�an model s men�s��mi hodnotami V . V je tedysp���se jak�asi ztr�atov�a funke, kter�a odhadnut�ym k�rivk�am p�ri�rad�� ���slo podle toho,jak mo se odli�suj�� od teoretik�yh k�rivek.D�uvod pro takovouto volbu ztr�atov�e funke: Pot�rebujeme, aby odhadnut�ek�rivky o nejl�epe kop��rovaly teoretik�e k�rivky a to po el�e jej�� d�ele. P�ri�em�zje d�ule�zit�e, aby se nevyskytovaly n�ejak�e lok�aln�� odskoky (proto up�rednost�nujituto volbu oproti nap�r��klad integr�alu s absolutn�� hodnotou). Volbou vah wj pakm�u�zeme p�ridat d�ule�zitost n�ekter�emu kvantilu.To, �ze je tato volba dobr�a, se uk�azalo na �etn�yh simula��h, kter�e byly pro-vedeny. Nejl�epe je to vid�et, pokud si vykresl��me teoretik�e a odhadnut�e k�rivkyn�ekolika model�u (obr�azek 3.1 nebo obr�azky v p�r��loze). Modely s men�s��mi hodno-tami V byhom optiky opravdu vyhodnotili jako l�epe kop��ruj���� teoretik�e k�rivky(ve smyslu p�rede�sl�eho odstave).
3.2 Pl�an simula�n�� studieV t�eto ��asti je pops�ana strategie postupu z�akladn�� anal�yzy.Generuji jeden soubor dat f[ti; Yi℄ : i = 1; : : : ; ng pro zvolen�e sh�ema gene-rov�an�� pou�z��vaj���� zn�am�e rozd�elen�� a pro danou velikost v�yb�eru n. T��m se zaru���,�ze p�resn�e teoretik�e rozd�elen�� dat je zn�am�e a tedy jsou zn�amy i jeho teoretik�ekvantilov�e k�rivky (jako funke t).Na vygenerovan�y soubor dat zkou�s��m postupn�e modely LMS metody s r�uzn�y-mi hodnotami trojie stup�n�u volnosti a modely kvantilov�e regrese s r�uznou ve-likost�� dimenze B-splinov�e b�aze. Ze zkou�sen�yh model�u potom vyberu podlekrit�eria kvality modelu (vzore (3.1)) nejlep�s�� model pro LMS metodu (models nejmen�s�� hodnotou V ) a nejlep�s�� model pro metodu kvantilov�e regrese. Po-rovn�an��m dosa�zen�yh hodnot V na t�ehto nejlep�s��h modeleh zjist��m, kter�a me-toda si pro tato konkr�etn�� data vedla l�epe.Jde tedy o my�slenku zjistit, jak bl��zko se mohou k teoretik�ym kvantil�umdostat jednotliv�e metody.Cel�y tento postup m�u�zeme opakovat mnohokr�at pro mnoho r�uzn�yh datov�yhsoubor�u { d��ky tomu, �ze si data sami generujeme. To je jist�a v�yhoda a odli�snosttohoto p�r��stupu oproti porovn�av�an�� metod na re�aln�yh dateh. P�ri zkoum�an��re�aln�yh dat je toti�z v�et�sinou k dispozii jen jeden datov�y soubor.19
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Obr�azek 3.1: Porovn�an�� �sesti nejlep�s��h model�u metody kvantilov�e regresena z�aklad�e dosa�zen�yh hodnot V na jednom souboru dat rozsahu n = 4000. Tytohodnoty V (wi = 1; i = 1; : : : ; 7) jsou v prav�yh doln��h roz��h spolu s uveden��mpo�tu prvk�u B-splinov�e b�aze pou�zit�e pro sestaven�� k�rivek. �Cern�e jsou p�rikreslenyteoretik�e kvantilov�e k�rivky. S rostou��m V je vid�et zhor�sov�an�� kvality odhad-nut�yh k�rivek.3.3 Parametrizae probl�emuP�red jak�ymkoli dal�s��m postupem je pot�reba ud�elat si p�redstavu o tom, ov�sehno si mus��me zvolit, abyhom z��skali v r�ami simula�n��h studi�� datov�y sou-bor a tak�e abyhom posl�eze na tomto souboru dok�azali porovnat jednotliv�e me-tody postupem popsan�ym v p�rede�sl�e ��asti kapitoly.Je t�reba poznamenat, �ze el�a tato ��ast textu p�redstavuje jednu z mo�zn�yhparametriza�� el�eho probl�emu.Nejprve pop���su, o je pot�reba volit, aby bylo mo�zno nagenerovat jeden kon-kr�etn�� datov�y soubor f[ti; Yi℄ : i = 1; : : : ; ng. Pro z��sk�an�� slo�zky dat ti si mus��meur�it interval � = [a; b℄, na kter�em budeme tuto slo�zku dat generovat, velikost da-tov�eho souboru n a rozd�elen�� ti na �. Pro dogenerov�an�� slo�zky dat Yi pot�rebujeme20



n�ejak�e sh�ema, podle kter�eho budeme generovat Yi v z�avislosti na ji�z vygenero-van�em ti (p�r��klady takov�yh sh�emat jsou pops�any n���ze).Pro sestaven�� model�u pro nasimulovan�a data je nutn�e zvolit skupinu trojiodpov��daj����h stup�n�u volnosti v p�r��pad�e LMS metody a skupinu B-splinov�yhb�az�� pro metodu kvantilov�e regrese (pro ur�en�� b�aze je pot�reba zn�at po�et prvk�ub�aze a rozm��st�en�� vnit�rn��h uzl�u).Abyhom mohli ze vznikl�yh model�u vybrat nejlep�s�� modely metodou po-psanou v p�redhoz�� ��asti kapitoly, zb�yv�a pro porovn�an�� v�ysledn�yh model�u ur�itkvantily �1; �2; : : : ; �k, kter�e n�as zaj��maj��, a v�ahy wj; j = 1; : : : ; k.3.3.1 P�r��klady sh�emat pro generov�an�� YiTato kapitolka ukazuje n�ekter�e mo�znosti, jak lze generovat Yi. Proto�ze Yiz�avis�� na ti, p�redpokl�ad�ame, �ze ji�z slo�zku dat fti : i = 1; : : : ; ng zn�ame. Jakop�r��klady sh�emat pro generov�an�� Yi uvedu 2 mo�znosti:Sh�ema 1Podle vzoru LMS metody:Yi =M(ti)[1 + L(ti)S(ti)Ri℄ 1L(ti) ;kde L, M , S jsou funke na � (mus�� b�yt zvoleny tak, aby Yi bylo kladn�e prov�sehna i) a Ri jsou n�ahodn�e veli�iny s rozd�elen��m R, kter�e je pevn�e d�ano.Vzore teoretik�yh k�rivek je pakQ� (t) =M(t)[1 + L(t)S(t)q� ℄ 1L(t) ;kde q� je kvantilov�a funke p�r��slu�sn�a R.Pokud za R zvol��me normovan�e norm�aln�� rozd�elen��, pak data vygenerovan�apodle tohoto sh�ematu spl�nuj�� p�redpoklady LMS metody.Sh�ema 2 g�1(Yi � ) = f(ti) + "i; (3.2)"i � Rti ;kde f a g jsou funke, "i jsou nez�avisl�e n�ahodn�e veli�iny s rozd�elen��m Rti , totorozd�elen�� m�u�zeme volit libovoln�e, nap�r��klad to m�u�ze b�yt rozd�elen�� n�ejak�e trans-formovan�e veli�iny, kterou um��me v r�ami simula�n��h studi�� generovat. Nav��parametry tohoto rozd�elen�� mohou z�aviset na ti (nap�r��klad "i � N(0; ti+5)),  jekonstanta { ta je zde kv�uli p�redpokladu LMS metody na kladn�e hodnoty veli�iny,21



kter�a n�as zaj��m�a (v praxi nap�r.: v�aha, v�ek), a tak�e proto, aby se nestalo, �ze od-hady k�rivek budou v n�ejak�em �useku z�aporn�e { z d�uvod�u softwarov�e implementaeLMS metody by se toti�z takov�eto odhadnut�e k�rivky nedaly porovn�avat.Vzore teoretik�yh k�rivek je pak vzhledem k volb�e Yi jako (3.2) takov�y:Q�j (t) = g (f(t) + qt(�j)) + ; j = 1; : : : ; k;kde qt je kvantilov�a funke p�r��slu�sn�a volb�e rozd�elen�� Rt.Pro generov�an�� konkr�etn��h dat je tedy pot�reba v�sehny tyto funke a para-metry zvolit.3.4 Konkr�etn�� volby pro z�akladn�� anal�yzuN�asleduje p�rehled toho, jak byly konkr�etn�e voleny v�sehny parametry a funkepopsan�e v p�redhoz�� ��asti kapitoly.Je z�rejm�e, �ze u�z jen prostor mo�znost��, jak generovat data je obrovsk�y. Protoje pot�reba sepsat, jak bylo v�se voleno a jak�e omezen�� z toho plynou.Data: Pro v�sehny anal�yzy je interval � (bez �ujmy na obenosti) roven [0; 100℄.Pro ur�en�� hodnot ti se v el�e pr�ai omez��me na p�r��pad, kdy ti je v�zdy generov�anoz rovnom�ern�eho rozd�elen�� na intervalu [0; 100℄. Po�et dat n pro jedno generov�an��je pak roven jedn�e z hodnot v mno�zin�e f500; 1000; 2000; 4000; 8000g (vy�s�s�� hod-noty nebylo mo�zno pou�z��t kv�uli pam�et'ov�e n�aro�nosti p�ri v�ypo�tu LMS metodypomo�� [6℄).Za funke (pou�zit�e v simula��h) modeluj���� podm��n�en�y medi�an Y v z�avislostina t bylo zvoleno 7 funk��:f1(t) = 100r t100 ;f2(t) = 100 artan t100 ;f3(t) = 100 sin t63 ;f4(t) = 2:5t+ t sin t10 ;f5(t) = 50 artan t� 5010 + 50 artan 5;f6(t) = �max(0; t� 50) sin�max(0; t� 50)5 + �� ;f7(t) = 15  � t10�3 � t sin t5! :22
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Obr�azek 3.2: P�rehled funk�� pou�zit�yh pro modelov�an�� podm��n�en�eho medi�anu Yv z�avislosti na t.Gra�ky jsou tyto funke zn�azorn�eny na obr�azku 3.2.Pro z�akladn�� anal�yzu bylo nagenerov�ano elkem 118 datov�yh soubor�u. Sna-hou bylo vytvo�rit data s r�uzn�ymi tvaryM k�rivky a r�uzn�eho rozsahu dat, kter�e bynebyly p�r��li�s slo�zit�e. Bylo vytvo�reno 58 soubor�u spl�nuj����h p�redpoklady LMS me-tody a 60 soubor�u poru�suj����h tyto p�redpoklady, ty byly generov�any za pomo��jin�eho ne�z norm�aln��ho rozd�elen��.Konkr�etn�� volby, jak byla v jednotliv�yh p�r��padeh data generov�ana, jsouvid�et v tabulk�ah (4.1 a�z 4.4) v n�asleduj���� kapitole. V�sehna data jsou generov�anapodle sh�emat popsan�yh v�y�se a jsou ulo�zena na p�rilo�zen�em m�ediu.Volba skupin troji stup�n�u volnosti, z kter�yh vyb��r�ame nejlep�s�� model, bylaur�ena v z�avislosti na teoretik�em tvaru k�rivek L, M a S (p�ri existuj���� norm�aln��transformai). P�ri nezn�am�e transformai nebo p�ri jin�em rozd�elen�� dat, pak bylopou�zito v��e model�u z v�et�s��m rozsahem parametr�u. V pr�um�eru bylo pro jednadata vyzkou�seno v��e ne�z 10 model�u.Volba jednotliv�yh B-splinov�yh b�az��, pomo�� kter�yh budeme modelovat,23



je takov�ato: vnit�rn�� uzly jsou zvoleny pro jednoduhost v�zdy ekvidistantn�e a di-menze b�az�� je postupn�e 4; 5; : : : ; 25, o�z je pln�e dosta�uj���� rozsah pro v�sehny na�senagenerovan�a data. P�resn�eji: Nebyly zkou�seny v�zdy v�sehny mo�znosti dimenze 4,5, a�z 25, ale v�zdy vhodn�a podmno�zina f4; 5; : : : ; 25g (s po sob�e jdou��mi prvky).Pozn.: Volba B-splinov�yh b�az�� s ekvidistantn��mi uzly je omezuj����. V praxi byse volil v�et�s�� po�et uzl�u v oblasteh, kde se maj�� data v z�avislosti na t ten-deni vlnit nebo prude m�enit, a naopak men�s�� po�et uzl�u tam, kde se data sezm�enou t p�r��li�s nem�en��. Uzly byly nakone zvoleny ekvidistantn�e z toho d�uvodu,�ze v opa�n�em p�r��pad�e by se muselo ur�ovat rozm��st�en�� uzl�u ke ka�zd�emu sou-boru dat individu�aln�e a to by bylo vzhledem k po�tu proveden�yh simula�� velmipran�e. Nehled�e na dal�s�� komplikae, kter�e s t��m souvis�� (nap�r��klad obt���zn�e po-rovn�av�an�� model�u).Vektor � zvol��me pevn�e jako (0:05; 0:1; 0:25; 0:5; 0:75; 0:9; 0:95)>, o�z je v�et�si-nou rozmez�� kvantil�u, kter�e n�as zaj��m�a.Jako ztr�atov�e funke modelu byly zvoleny dv�e mo�znosti v�ypo�tu V . Prvn��s vahami wj = 1; j = 1; : : : ; k (tuto m��ru kvality ozna���me jako V u) a druh�as vahami w = 11+2(2+3+4) (4; 3; 2; 1; 2; 3; 4) pro zv�y�sen�� d�ule�zitosti krajn��h kvantil�u(ozna�en�� V w).
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Kapitola 4V�ysledkyV t�eto kapitole jsou seps�any v�ysledky na z�aklad�e porovn�an�� metod na 118datov�yh souboreh vytvo�ren�yh v r�ami simula�n��h studi�� pomo�� postup�u po-psan�yh v�y�se.4.1 Porovn�an�� metod na z�aklad�e dosa�zen�yh hod-not VNejprve se zam�e�r��me na porovn�an�� metod s vyu�zit��m znalosti teoretik�ehorozd�elen�� dat a to na z�aklad�e dosa�zen�yh hodnot V . Tyto v�ysledky jsou rozd�elenyna dv�e ��asti { v prvn�� jsou p�r��pady, kdy jsou pro data spln�eny p�redpoklady LMSmetody, v druh�e jsou pak p�r��pady, kdy tyto p�redpoklady spln�eny nejsou.4.1.1 Podm��nky LMS metody spln�enyNejd�r��ve se tedy pod��v�ame na situai, kdy m�ame zaru�eno spln�en�� po�zadavk�uLMS metody. T��m se mysl�� situae, kdy jsou data [ti; Yi℄ vytvo�rena tak, �ze jegenerov�an�� Yi ekvivalentn�� generov�an�� podle n�asleduj����ho vztahuYi = M(ti)[1 + L(ti)S(ti)Zi℄ 1L(ti) ; L(ti) 6= 0;Yi = M(ti) expS(ti)Zi; L(ti) = 0; (4.1)kde Zi je generov�ano z normovan�eho norm�aln��ho rozd�elen�� a funke L, M a Sp�resn�e zn�ame.V�ysledky simula�� pro tento p�r��pad, jsou vid�et v tabulk�ah 4.1 a 4.2.P�resn�a interpretae konkr�etn��ho v�ysledku (to znamen�a �r�adku) z tabulky 4.1(podobn�e i tabulek 4.2, 4.3 a 4.4) je takov�ato: pokud je V u LMS men�s�� ne�z Vu kvantilov�e regrese, pak to znamen�a, �ze pro dan�a data existuje LMS model lep�s��(ve smyslu V ) ne�z modely kvantilov�e regrese s B-splinovou b�az�� s ekvidistantn��miuzly. Je pot�reba upozornit na to, �ze v�ysledek V v konkr�etn��m �r�adku se v�a�ze pouze25



k jednomu datov�emu souboru. P�ri generov�an�� jin�yh dat stejn�ym zp�usobem mo-hou b�yt hodnoty V odli�sn�e, stejn�e jako m�u�ze b�yt jin�y i nejlep�s�� model pro tukterou metodu. To je pot�reba br�at v �uvahu.Z jednoduh�yh, ale i slo�zit�ej�s��h p�r��pad�u dat, kdy jsou spln�eny p�redpokladyLMS metody, se d�a z v�ysledk�u simula�� shrnut�yh v tabule 4.1 a 4.2 jednozna�n�e�r��i, �ze LMS metoda m�a lep�s�� v�ysledky ne�z kvantilov�a regrese. Nejsme si sie jistiu konkr�etn��ho v�ysledku, �ze na jin�yh dateh generovan�yh stejn�ym zp�usobemse nestane naopak lep�s�� metoda kvantilov�e regrese, ale pokud se na v�ysledkyd��v�ame jako na elek: tedy uva�zujeme ka�zd�y �r�adek (jednotliv�y v�ysledek) jakojednu realizai simulae se spln�en�ymi p�redpoklady LMS metody, pak m�u�zemeopravdu �r��i, �ze LMS metoda je v t�ehto p�r��padeh lep�s��.Je tak�e vid�et, �ze V u a V w se hovaj�� velmi podobn�e, dokone ve v�et�sin�ep�r��pad�u je vybr�an i stejn�y nejlep�s�� model. Stejn�e je to u v�seh zkouman�yhp�r��pad�u, proto jsou hodnoty V w uvedeny pouze v tabule 4.1, v ostatn��h ta-bulk�ah jsou ji�z hodnoty V w vyneh�any.4.1.2 Data zalo�zen�a na jin�yh rozd�elen��hPokud ted' budeme uva�zovat p�r��pad, kdy nejsou spln�eny p�redpoklady LMSmetody (pro data neplat�� vztah (4.1)). Uva�zuje se zde p�r��pad, kdy nejsou spln�enyt��m, �ze Zi v (4.1) generujeme z jin�eho rozd�elen�� ne�z z norm�aln��ho (p�resn�eji spojen��,,nejsou spln�eny\ plat��, neexistuje-li �z�adn�a transformae, kter�a by takto genero-van�a data na norm�aln�� p�revedla. Nebo tato transformae existuje, ale data se pojej��m pou�zit�� nedaj�� p�repsat na tvar v (4.1)).V�ysledky takov�ehoto simulov�an�� jsou v tabule 4.3 a 4.4. Zde je na zkou�sen�yhp�r��padeh vid�et, �ze u n�ekter�yh rozd�elen�� u�z si l�epe vede metoda kvantilov�eregrese. V tabulk�ah jsou v�et�sinou jednoduh�e p�r��pady, kdy jsou data tvaruYi = fk(ti) + Wi; i = 1; : : : ; n, kde Wi je generov�ano z jin�eho rozd�elen�� ne�znorm�aln��ho, v�sehny Wi a tedy i Yi maj�� stejn�y konstantn�� rozptyl.Pokud se pod��v�ame na p�r��klady, kde kvantilov�a regrese v��t�ez�� nad LMS meto-dou, zjist��me, �ze maj�� jeden spole�n�y znak. P�redev�s��m p�ri v�et�s��h rozsaz��h v�yb�eruje to vid�et p�ri vykreslen�� teoretik�yh a odhadnut�yh k�rivek (viz obr�azek 4.1).LMS metoda dob�re vystihne tvar k�rivek, ale odhadnut�e k�rivky n�ekter�yh kvantil�ujsou trohu posunuty vzhledem k t�em teoretik�ym ve sm�eru svisl�e osy. V n�ekter�yhp�r��padeh to vede a�z k tomu, �ze pod n�ekter�ymi odhadnut�ymi kvantilov�ymi k�rivka-mi je rozd��l mezi o�ek�avan�ym a skute�n�ym proentem dat pod k�rivkou a�z 8%.Lep�s�� p�redstavu o t�eto situai si ud�el�ame, pokud se zam�e�r��me na jednotliv�eVi pro v�sehny zkou�sen�e modely a to jak u LMS metody, tak i u metody kvanti-lov�e regrese. Konkr�etn�� p�r��pad na dateh generovan�yh za pomo�� dvojit�e expo-neni�aln��ho rozd�elen�� ukazuje obr�azek 4.2. Na obr�azku je vid�et, �ze hov�an�� oboumetod je odli�sn�e. LMS metoda m�a v tomto p�r��pad�e nejv�et�s�� probl�emy s odhad-nut��m k�rivek pro 1. a 3. kvartil, zat��mo kvantilov�a regrese se hov�a ,,p�rirozen�e\26



Tabulka 4.1: V�ysledky simulov�an�� (p�redpoklad LMS spln�en { jednodu�s�s�� p�r��pady):V u(model) znamen�a, �ze nejlep�s��ho v�ysledku V u bylo dosa�zeno pro model v z�avore.Zi � N(0; 1); i = 1; : : : ; n, fj jsou funke zm��n�en�e v z�av�eru kapitoly 3,  jekonstanta pro zaru�en�� kladnosti v�seh Yi i odhadnut�yh k�rivek.Sh�ema generov�an�� dat LMS RQ LMS RQp�redpis n V u(model) V u(model) V w(model) V w(model)Yi = f1(ti) + 20Zi +  500 805(0;6;3) 1540(5) 953(0;6;3) 1921(5)1000 449(0;6;3) 479(4) 467(0;6;3) 520(4)2000 138(3;9;3) 283(5) 153(3;9;3) 288(5)4000 110(0;9;6)? 129(6) 119(1;9;6)? 152(6)Yi = f3(ti) + 20Zi +  500 783(0;6;3) 1524(4) 894(0;6;3) 1901(4)1000 406(0;6;3) 660(5) 454(0;6;3) 800(6)2000 94(3;6;6)? 210(4) 103(3;6;6)? 244(4)4000 70(1;6;6)? 80(4) 76(1;6;6)? 85(4)Yi = f3(ti) + 10Zi +  500 165(4;4;4) 269(4) 182(4;4;4) 311(4)1000 85(0;6;3) 141(4) 98(0;6;3) 175(4)2000 28(0;6;3) 30(4) 29(0;6;3) 34(4)4000 32(6;7;6)? 22(4) 33(6;7;6)? 22(4)8000 10(0;12;12)? 15(4) 11(0;12;12)? 17(4)Yi = f4(ti) + 20Zi +  500 1909(0;12;9) 2441(10) 2169(0;12;9) 2714(8)1000 974(0;12;9) 1844(9) 1038(0;12;6) 2006(9)2000 165(1;12;9) 893(8) 190(1;12;9) 963(8)4000 181(0;15;9)? 440(12) 202(0;15;9)? 521(12)8000 86(1;15;11)? 195(10) 92(1;15;11)? 201(10)Yi = f5(ti) + 20Zi +  500 812(6;9;9) 1574(8) 800(6;9;9) 1586(8)1000 428(3;9;6) 1021(8) 457(3;9;6) 1198(8)2000 227(1;12;9) 922(8) 241(1;12;9) 975(8)4000 126(1;12;9)? 252(10) 129(1;12;9)? 258(10)8000 84(0;15;11)? 142(10) 91(0;15;11)? 168(10)Yi = f6(ti) + 20Zi +  500 2387(0;15;9) 3257(11) 2544(0;15;9) 3605(11)1000 1035(0;18;12) 3596(8) 1131(0;18;12) 3605(8)2000 368(0;18;12)? 887(12) 397(0;18;12)? 922(12)4000 314(0;18;15) 531(14) 337(0;18;15) 574(14)8000 199(0;18;15)? 294(14) 208(0;18;15)? 332(14)Yi = f7(ti) + 20Zi +  500 1183(3;12;6) 3449(10) 1260(3;12;6) 3899(10)1000 629(1;15;9) 1772(12) 676(1;15;9) 1914(12)2000 358(3;15;6) 545(10) 390(3;15;6) 608(10)4000 129(1;15;9)? 290(10) 143(1;15;9)? 314(10)8000 70(0;18;12)? 247(10) 80(0;18;12)? 278(10)? P�ri v�et�s��h hodnot�ah n se m�u�ze st�at, �ze si software pro v�ypo�et LMS k�rivek s�am zv�y�s��po�et stup�n�u volnosti oproti t�em, kter�e zad�ame. Touto zna�kou jsou ozna�eny p�r��pady, kdysi funke v n�ejak�em ze zkou�sen�yh model�u sama upravila po�et e.d.f. V z�avork�ah u V jepak upraven�y po�et e.d.f. 27



Tabulka 4.2: V�ysledky simulov�an�� (p�redpoklad LMS spln�en { slo�zit�ej�s�� p�r��pady):V u(model) znamen�a, �ze nejlep�s��ho v�ysledku V u bylo dosa�zeno pro model v z�avore.Zi � N(0; 1); i = 1; : : : ; n, fj jsou funke zm��n�en�e v z�av�eru kapitoly 3,  jekonstanta pro zaru�en�� kladnosti v�seh Yi i odhadnut�yh k�rivek.Sh�ema generov�an�� dat LMS RQp�redpis n V u(model) V u(model)Yi = f1(ti) + fsd(ti)Zi +  500 596(1;6;3) 899(4)fsd(t) = 15 t+ 10 1000 256(0;6;3) 633(4)2000 134(0;6;3) 194(5)4000 194(0;9;6)? 219(5)8000 68(1;10;11)? 95(6)Yi = f2(ti) + fsd(ti)Zi +  500 2793(6;12;6) 1904(6)fsd(t) = 1100(t� 80)2 + 10 1000 903(3;12;6) 2271(5)2000 706(1;20;9) 953(6)4000 511(6;16;9)? 562(8)8000 303(0;20;12)? 257(7)Yi = f3(ti) + (15 ti + 10)Zi +  500 429(3;4;3) 1374(4)fsd(t) = 15 t+ 10 1000 451(3;4;3) 555(4)2000 331(0;9;6) 594(4)4000 77(0;6;6)? 113(4)8000 83(0;11;11)? 113(5)Yi =M(ti)[1 + L(ti)S(ti)Zi℄ 1L(ti) 500 3231(3;9;6) 8331(8)L(t) = 1 + 0:1 sin( 1100t�) 1000 1696(6;12;9) 4453(8)M(t) = f4(t) +  2000 1198(4;9;6)? 2000(9)S(t) = 1M(t)(20 + 20 sin( 1100t�)) 4000 921(6;15;12)? 1497(10)8000 209(10;11;11)? 376(10)Yi =M(ti)[1 + L(ti)S(ti)Zi℄ 1L(ti) 500 1567(3;9;6) 3126(6)L(t) = 1 + 0:1 sin( 150t� + �) 1000 1664(6;9;6) 3300(6)M(t) = f5(t) +  2000 532(4;9;6)? 1960(8)S(t) = 1M(t)(20 + 20 sin( 1100t�)) 4000 358(6;12;9)? 860(10)8000 176(11;12;12)? 426(10)? P�ri velk�yh hodnot�ah n se m�u�ze st�at, �ze si software pro v�ypo�et LMS k�rivek s�am zv�y�s��po�et stup�n�u volnosti oproti t�em, kter�e zad�ame. Touto zna�kou jsou ozna�eny p�r��pady, kdysi funke v n�ejak�em ze zkou�sen�yh model�u sama upravila po�et e.d.f. V z�avork�ah u V u jepak upraven�y po�et e.d.f.
28



Tabulka 4.3: V�ysledky simulov�an�� (p�redpoklad LMS nespln�en)(1.��ast): V u(model)znamen�a, �ze nejlep�s��ho v�ysledku V u bylo dosa�zeno pro model v z�avore, fj jsoufunke zm��n�en�e v z�av�eru kapitoly 3,  je konstanta pro zaru�en�� kladnosti v�sehYi i odhadnut�yh k�rivek.Sh�ema generov�an�� dat LMS RQp�redpis n V u(model) V u(model)Yi = f5(ti) +Wi +  500 1957(0;9;6) 2690(6)Wi m�a rovnom�ern�e rozd�elen�� 1000 1859(3;9;6) 2165(6)na intervalu [-50,50℄ 2000 1718(0;9;6) 420(8)4000 1354(0;9;7)? 370(8) Æ8000 1420(0;11;11)? 198(10)Yi = f1(ti) +Wi +  500 1811(4;4;4) 2693(5) ÆWi { dvojit�e exponeni�aln�� 1000 873(0;6;3) 927(7) Æs hustotou 2000 790(6;12;6) 239(5) Æp(x) = 120p2 expf� jxj10p2g 4000 881(6;9;6)? 249(6) Æ8000 900(11;15;11)? 120(6) ÆYi = f5(ti) +Wi +  500 3665(0;12;6) 5710(4)Wi { dvojit�e exponeni�aln�� 1000 2415(0;12;6) 2705(6)s hustotou 2000 1711(1;12;6) 1295(10)p(x) = 130p2 expf� jxj15p2g 4000 1807(9;12;9) 761(10) Æ8000 1865(11;12;11)? 571(8)Yi = f7(ti) +Wi +  500 5892(0;12;6) 8796(10)Wi { dvojit�e exponeni�aln�� 1000 3812(0;12;6) 6198(10)s hustotou 2000 1823(0;12;6) 1886(10)p(x) = 130p2 expf� jxj15p2g 4000 1602(0;15;9) 885(10)8000 1711(12;15;12)? 549(10)Yi = f4(ti) + 20Wi +  500 1771(0;12;6) 11353(5)Wi { t-rozd�elen�� 1000 2185(6;12;6) 2194(8)o 5 stupn��h volnosti 2000 762(0;12;6) 1767(8)4000 927(9;12;9) 1463(9)8000 1096(18;18;12)? 520(9)Yi = f5(ti) + 10Wi +  500 845(9;9;9) 1533(6)Wi { t-rozd�elen�� 1000 360(0;12;6) 382(8)o 5 stupn��h volnosti 2000 214(6;12;6) 295(8)4000 209(6;12;6) 971(6)8000 223(10;18;10)? 146(10)? P�ri v�et�s��h hodnot�ah n se m�u�ze st�at, �ze si software pro v�ypo�et LMS k�rivek s�am zv�y�s��po�et stup�n�u volnosti oproti t�em, kter�e zad�ame. Touto zna�kou jsou ozna�eny p�r��pady, kdysi funke v n�ejak�em ze zkou�sen�yh model�u sama upravila po�et e.d.f. V z�avork�ah u V u jepak upraven�y po�et e.d.f.Æ Ozna�uje, �ze tato data jsou pou�zita v n�ekter�em z obr�azk�u t�eto kapitoly.29



Tabulka 4.4: V�ysledky simulov�an�� (p�redpoklad LMS nespln�en)(2.��ast): V u(model)znamen�a, �ze nejlep�s��ho v�ysledku V u bylo dosa�zeno pro model v z�avore, fj jsoufunke z obr�azku 3.2,  je konstanta pro zaru�en�� kladnosti v�seh Yi.Sh�ema generov�an�� dat LMS RQp�redpis n V u(model) V u(model)Yi = f2(ti) +Wi +  500 2259(6;9;6) 3645(5)Wi { logistik�e 1000 1379(9;9;6) 1319(6)s distribu�n�� funk�� 2000 559(0;12;6) 831(6)F (x) = 115 expf�x�1015 g 4000 486(1;12;6) 489(7)8000 306(0;12;10)? 206(7)Yi = f3(ti) + (Wi)3 +  500 19363(0;6;3) 13986(4)Wi { rovnom�ern�e 1000 13515(0;6;3) 3706(4)na [-5,5℄ 2000 13575(3;6;3) 1093(4)4000 13714(1;6;6)? 1369(4)8000 13514(0;11;11)? 375(4)Yi = f4(ti) + (Wi)3 +  500 17636(0;12;6) 9871(7)Wi { rovnom�ern�e 1000 17878(0;12;6) 12673(5)na [-5,5℄ 2000 15468(0;12;6) 4494(8)4000 13944(0;12;6) 3025(9)8000 13817(0;12;12)? 2369(7)Yi = f7(ti) + fe(Wi) +  500 827(6;12;6) 982(10)fe(x) = sgn(x)pjxj 1000 520(1;15;15) 1413(10)Wi { dvojit�e exponeni�aln�� 2000 526(1;15;15) 673(10)p(x) = 1400p2 expf� jxj200p2g 4000 421(1;15;15) 234(10)8000 414(0;18;15)? 179(10)Yi =M(ti)[1 + L(ti)S(ti)Wi℄ 1L(ti) 500 12563(3;9;6) 16467(8)L(t) = 1 + 0:1 sin( 1100 t�) 1000 3759(3;12;6) 2951(8)M(t) = f4(t) +  2000 6664(9;12;6) 4749(7)S(t) = 1M(t)(20 + 20 sin( 1100 t�)) 4000 3455(5;9;6)? 3925(7)Wi : p(x) = 12 expf�jxjg 8000 3918(12;15;12)? 781(10)Yi = f4(ti) + 50Wi +  500 10020(1;9;6) 15600(10) yWi { logaritmiko 1000 4531(6;12;6) 7287(9) ynorm�aln�� s hustotou 2000 3688(9;12;6) 5528(8) yp(x) = 2xp2� expf�2(lnx� 12)2g 4000 1378(6;9;6) 1884(8) y8000 813(12;12;11)? 1192(9) y? P�ri v�et�s��h hodnot�ah n se m�u�ze st�at, �ze si software pro v�ypo�et LMS k�rivek s�am zv�y�s��po�et stup�n�u volnosti oproti t�em, kter�e zad�ame. Touto zna�kou jsou ozna�eny p�r��pady, kdysi funke v n�ejak�em ze zkou�sen�yh model�u sama upravila po�et e.d.f. V z�avork�ah u V u jepak upraven�y po�et e.d.f.y Pro Wi v tomto p�r��pad�e existuje transformae p�rev�ad�ej���� data na norm�aln��. V kategoriinespl�nuj���� p�redpoklady LMS metody jsou tyto v�ysledky um��st�eny kv�uli tomu, �ze se tatodata nedaj�� vyj�ad�rit ve tvaru (4.1). 30



0 20 40 60 80 100

20
0

25
0

30
0

35
0

40
0

LMS metoda  edf=c( 0,9,7 ) , n=4000

t

y

0.050.1

0.25

0.5

0.75

0.90.95

Obr�azek 4.1: Nejlep�s�� model pro LMS metodu p�ri dateh generovan�yh jakoYi = f5(ti) + 209:5 +Wi; i = 1; : : : ; 4000, kde Wi je generov�ano z rovnom�ern�ehorozd�elen�� na [�50; 50℄. Je z�reteln�e vid�et jist�e posunut�� mezi teoretik�ymi a od-hadnut�ymi kvantily.a nejv�et�s�� hodnoty Vi jsou u krajn��h kvantil�u.Abyh vylou�il mo�znost, �ze se jedn�a jen o �spatnou volbu odpov��daj����hstup�n�u volnosti, provedl jsem pro data z obr�azku 4.2 dodate�n�e v�ypo�ty pro mno-hem rozs�ahlej�s�� skupinu troji e.d.f. (elkem 30 model�u). Jednotliv�e slo�zky trojiee.d.f. byly voleny v rozmez�� od 0 a�z do 40, tak�e byly vyzkou�seny r�uzn�e variantytoho, kter�a slo�zka t�eto trojie bude nejv�et�s��, atd. Model, kter�y by se k dat�umbl���zil l�epe, ale nebyl nalezen. Nav�� jako dal�s�� poznatek se p�ri t�eto dodate�n�eanal�yze uk�azalo, �ze v�sehny modely maj�� podobn�e hov�an�� jako na obr�azku 4.2bez ohledu na konkr�etn�� e.d.f.Zaj��mav�e bude i srovn�an�� metod, o se t�y�e toho, jak se odhadnut�e k�rivkyv t�ehto p�r��padeh bl���z�� k teoretik�ym k�rivk�am s rostou�� velikost�� datov�eho sou-boru (obr�azek 4.3). Z obr�azk�u i v�ysledk�u v tabule 4.3 to vypad�a, �ze s rostou��mrozsahem v�yb�eru se odhadnut�e k�rivky u LMS metody bl���z�� (konverguj��) k trohuposunut�ym teoretik�ym k�rivk�am (o�z by byl z�asadn�� probl�em). Metoda kvantilov�eregrese tuto vlastnost nem�a a ,,konverguje\ ke spr�avn�ym k�rivk�am. Toto je tak�ed�uvod, pro� jsou od ur�it�eho rozsahu v�yb�eru hodnoty V pro metodu kvantilov�eregrese men�s�� ne�z hodnoty V pro LMS metodu (obr�azek 4.3).31
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Obr�azek 4.2: Porovn�an�� metod na datov�em souboru nespl�nuj����m p�redpokladyLMS metody. Konkr�etn�e na dateh Yi = f5(ti) + 286 +Wi; i = 1; : : : ; 4000, kdeWi m�a hustotu p(x) = 130p2 expf� jxj15p2g. Horn�� obr�azky: ka�zd�emu modelu p�r��slu�s��jedna lomen�a ��ara slo�zen�a z hodnot Vj; j = 1; : : : ; 7 p�r��slu�sn�yh tomuto modelu.Vodorovn�a osa ur�uje, ke kter�emu kvantilu Vj pat�r��. Na doln��h obr�az��h jsoupak vykresleny stejn�e Vj, ale lomen�a ��ara jedn�e barvy ted' p�redstavuje hodnotyVj pro konkr�etn�� kvantil �j m�en���� se v z�avislosti na modelu (jednotka vodorovn�eosy tedy p�redstavuje jeden model). + ukazuje hodnotu V u (pr�um�er Vj) pro mo-del, jeho�z ozna�en�� je v popisku vodorovn�e osy. Z toho plyne, �ze jako nejlep�s��model pro tato data je vyhodnoen ten, u kter�eho je zna�ka + nejn���ze. Obr�azkyna lev�e stran�e p�r��slu�s�� LMS metod�e, na prav�e stran�e RQ metod�e. Na prvn�� po-hled je vid�et rozd��ln�e hov�an�� LMS a RQ metody. Tak�e je vid�et, �ze modely LMSmetody se hovaj�� v�sehny v odhadov�an�� k�rivek podobn�e { nejv�et�s�� probl�emy jsous odhadnut��m 1. a 3. kvartilu.
32
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Obr�azek 4.3: Hodnoty Vj z�avisl�e na velikosti dat { porovn�an�� metod na datehnespl�nuj����h p�redpoklady LMS metody. Na horn�� dvojii obr�azk�u jsou zakreslenyv�ysledky Vj; j = 1; : : : ; 7 nejlep�s��h model�u pro r�uzn�e rozsahy dat generovan�yhstejn�ym zp�usobem. Jedna lomen�a ��ara zna��� hodnoty Vj; j = 1; : : : ; 7 nejlep�s��homodelu pro dan�y rozsah dat n. Na doln��h obr�az��h p�redstavuje lomen�a ��arajedn�e barvy zm�enu Vj (pro dan�y kvantil �j) v z�avislosti na n pro nejlep�s�� modely.Byla pou�zita data, jejih�z v�ysledky jsou v 6.{10. �r�adku tabulky 4.3. Je jasn�evid�et, �ze se v tomto p�r��pad�e hov�a v�yrazn�e l�epe RQ metoda. Nav�� ni neukazujena to, �ze by se kvalita odhadnut�yh k�rivek u LMS metody s rostou��m rozsahemdat n�ejak vylep�sovala.
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V�sehny v�ysledky ukazuj�� na to, �ze LMS metoda v t�ehto p�r��padeh nedok�a�zezela spr�avn�e popsat data a m�a v�a�zn�e probl�emy s odhadem n�ekter�yh kvanti-lov�yh k�rivek. Probl�em se nevy�re�s�� ani p�ri v�et�s��h datov�yh souboreh. Konkr�etn�em�ela LMS metoda nejv�et�s�� probl�emy s vystihnut��m n�ekter�yh kvantil�u u v�sehdat generovan�yh pomo�� rovnom�ern�eho rozd�elen�� (obr�azek 4.1 a tabulky 4.3,4.4), dvojit�e exponeni�aln��ho (obr�azky 4.2, 4.3 a tabulky 4.3, 4.4) a jejih trans-forma��. U logistik�eho a t-rozd�elen�� se tento jev tak�e projevil, je ale m�en�e patrn�y.4.2 Chov�an�� odhadnut�yh r�ustov�yh k�rivekNyn�� je pot�reba se zm��nit i o dal�s��h vlastnosteh sledovan�yh metod. Tytovlastnosti jsou odvozeny p�redev�s��m z v�ysledn�yh odhadnut�yh k�rivek na vygene-rovan�yh dateh pro jednotliv�e metody. Nejl�epe se d�a o n�asleduj����h vlastnostehp�resv�ed�it shl�ednut��m obr�azk�u na p�rilo�zen�em m�ediu.Poznatky jsou shrnuty ve form�e v�yhod a nev�yhod jednotliv�yh metod.Mal�e rozsahy dat a k�r���zen�� odhadnut�yh k�rivekP�ri men�s��m rozsahu dat m�a RQ metoda probl�emy. Odhadnut�e k�rivky seodli�suj�� od teoretik�yh mnohem v��e ne�z k�rivky sestaven�e LMS metodou.V n�ekolika p�r��padeh dokone doh�az�� u odhadnut�yh k�rivek k ne�z�adou��muk�r���zen�� n�ekter�yh kvantil�u.Jev k�r���zen�� odhadnut�yh k�rivek se u metody kvantilov�e regrese m�u�ze vyskyt-nout. To se d�a ilustrovat na n�asleduj����m jednoduh�em p�r��kladu: M�ame �ulohu, kdeje podm��n�en�a kvantilov�a funke rovna QY (� jx) = �0(�)+�1(�)x, pak v�ysledn�ymodhadem jednotliv�yh podm��n�en�yh kvantil�u jsou p�r��mky proh�azej���� ka�zd�a dv�e-ma datov�ymi body. Ka�zd�e dv�e tyto p�r��mky se n�ekde prot��naj��. Jde jen o to,jestli se tak stane uvnit�r nebo mimo prostor, na kter�em se podm��n�en�ymi kvantilyzab�yv�ame.To je zp�usobeno t��m, �ze kvantilov�a regrese vyu�z��v�a jen lok�aln�� informae okolour�it�eho kvantilu, nen�� itliv�a na velikosti odhylek dat nad nebo pod k�rivkou.Probl�em k�r���zen�� se t�yk�a kraj�u interval�u, na kter�yh k�rivky sestavujeme. P�rirozsahu dat v�et�s��m ne�z 2000 pozorov�an�� do�slo ke k�r���zen�� sledovan�yh kvantil�una na�sih dateh u�z jen jedenkr�at. S rostou�� velikost�� dat p�rest�av�a b�yt k�r���zen��kvantilov�yh k�rivek probl�emem.Chov�an�� na kraj��h interval�uZ v�ysledn�yh odhadnut�yh k�rivek je tak�e patrn�e, �ze RQ metoda m�a nejv�et�s��pot���ze s odhadem k�rivek pr�av�e na kraj��h interval�u, na kter�yh k�rivky sestavu-jeme. Tyto pot���ze jsou v�et�s�� ne�z u LMS metody (to dokl�ad�a i obr�azek 4.6, kter�ybyl vytvo�ren v r�ami dodate�n�yh anal�yz, kter�e teprve budou pops�any).34



Po�et dat pod k�rivkamiNespornou v�yhodou RQ metody je ji�z zm��n�en�a vlastnost spr�avn�eho pom�erudat pod k�rivkami. LMS metoda tuto vlastnost nezaru�uje a jak jsme se mohlip�resv�ed�it na p�r��kladeh dat nespl�nuj����h p�redpoklady LMS metody, v n�ekter�yhp�r��padeh je pom�er dat pod k�rivkou a�z p�r��li�s odli�sn�y od o�ek�avan�eho (obr�azek 4.5).Hladkost nejlep�s��h model�uZ literatury je zn�am fakt, �ze p�ri ur�ov�an�� e.d.f. pro re�aln�a data pro LMSmetodu je nejv�et�s�� probl�em ve vyv�a�zen�� hladkosti a kvality modelu.P�ri p�r��li�s velk�yh hodnot�ah e.d.f. nejsou v�ysledn�e k�rivky hladk�e (odhadnut�ek�rivky se vln�� okolo teoretik�yh k�rivek, p�ri pohledu na takovouto odhadnutouk�rivku se to pozn�a tak, �ze k�rivky maj�� mnoho v��e �i m�en�e patrn�yh hrbolk�u,kter�e nesouvis�� s tvarem teoretik�eho rozd�elen��). U RQ metody tak�e plat��, �ze p�rivelk�em po�tu prvk�u b�aze se k�rivky p�r��li�s vln�� (tento jev je vid�et nap�r��klad naobr�azku 3.1).Pokud vezmeme jako m�e�r��tko kvality modelu zde pou�z��vanou hodnotu V ua porovn�ame nejlep�s�� modely pro jednotliv�e metody, zjist��me, �ze nejlep�s�� modelyLMS metody ve v�et�sin�e p�r��pad�u nejsou tak hladk�e jako nejlep�s�� modely RQ me-tody (jeden z takov�yh p�r��pad�u je vid�et na obr�azku 4.4). Potvrzuje to tedy to, �zemodel LMS metody bl���z���� se nejl�epe dat�um, m�a v n�ekter�yh p�r��padeh probl�emys hladkost�� odhadnut�yh k�rivek. Naopak RQ metoda tento probl�em praktikynem�a { se zv�y�sen��m kvality modelu nevznik�a probl�em s hladkost��. Na z�aklad�ev�ysledn�yh odhadnut�yh k�rivek se d�a konstatovat, �ze u RQ metody nen�� probl�ems vyv�a�zen��m kvality a hladkosti.Odpov��daj���� stupn�e volnostiDal�s�� vlastnost�� LMS metody je to, �ze si m��ru slo�zitosti e.d.f. pro n�ekterouz k�rivek L(t),M(t) a S(t) vol��me pro el�y interval, na kter�em k�rivky odhadujeme.To znamen�a, �ze ka�zd�y �usek odhadnut�eho splinu m�a stejnou m��ru slo�zitosti (�usekyk�rivky se vln�� ,,podobn�e\). Z toho plyne, �ze pokud je jedna ��ast teoretik�yhk�rivek v�yrazn�e hlad�s�� ne�z druh�a, pak bude m��t LMS metoda v jedn�e z t�ehto��ast�� probl�emy spr�avn�e odhadnout teoretik�e rozd�elen��. To se potvrdilo p�redev�s��mu dat, kde je k�rivka M(t) volena jako f6(t) +  (viz obr�azky v p�r��loze).Pozn.: V literatu�re lze naj��t modi�kai LMS metody, kter�a tento probl�em ��aste�n�e�re�s��. Tato modi�kae je pops�ana v [10℄. Jedn�a se o to, �ze se nejd�r��ve transformujet na z�aklad�e p�redb�e�zn�eho odhadu k�rivkyM , pot�e se odhadne LMS model pomo��penalizovan�e v�erohodnosti a nakone se p�revede transformovan�e t zp�et a sestav��se r�ustov�e k�rivky. Tato �uprava nebyla na na�sih dateh vyzkou�sena.
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Obr�azek 4.4: Odhadnut�e k�rivky nejlep�s��h model�u pro data Yi = f2(ti)+ 1100(ti�80)2Zi+224, Zi � N(0; 1), i = 1; : : : ; n. Do obr�azk�u jsou p�rikresleny �sedou barvouteoretik�e k�rivky. V prav�yh doln��h roz��h jsou dosa�zen�e hodnoty V u. Je vid�et,�ze LMS metoda m�a probl�emy s hladkost�� v�ysledn�yh k�rivek.4.3 Dodate�n�e anal�yzy4.3.1 Normalita v�ysledn�yh veli�in ZiJednou z mo�znost��, jak zjistit, jak dob�re se LMS metod�e da�r�� data p�rev�estna norm�aln��, je otestov�an�� normality veli�in Zi; i = 1; : : : ; n. Zi se daj�� jednodu�sespo���tat z konkr�etn��h dat a z hodnot odhadnut�yh k�rivek L, M a S v bodehti podle vzore (2.3). K testov�an�� pou�zijeme Shapir�uv-Wilk�uw test normality.T��m budeme testovat normalitu veli�in Zi; i = 1; : : : ; n nejlep�s��ho modelu LMSmetody zvl�a�st' pro ka�zd�y datov�y soubor.Pro datov�e soubory, pro kter�e jsou spln�eny p�redpoklady LMS metody, test vev�seh p�r��padeh nezam��tl hypot�ezu normality na 5 proentn�� hladin�e v�yznamnosti.Naopak u dat, pro kter�a nejsou spln�eny p�redpoklady LMS metody, test zam��tlhypot�ezu normality na 5 proentn�� hladin�e ve v�seh p�r��padeh krom�e dvou (a topr�av�e u dat generovan�yh z logaritmiko norm�aln��ho rozd�elen��, kter�e je sv�ympostaven��m v kategorii nespln�en�yh p�redpoklad�u LMS metody vyj��me�n�e). Toukazuje, �ze LMS metoda v p�r��pad�e nespln�en�� p�redpoklad�u opravdu nedok�a�zep�rev�est data na norm�aln�e rozd�elen�a. 36
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Obr�azek 4.5: Hodnoty rozd��lu o�ek�avan�eho a pozorovan�eho po�tu dat pod odhad-nutou k�rivkou v z�avislosti na v�ysledn�e p-hodnot�e Shapirova-Wilkova testu norma-lity v�ysledn�yh Zi. Hodnoty r svisl�e osy (v proenteh) zna��� maxim�aln�� odhylku(maximum p�res sledovan�e kvantily) o�ek�avan�eho a pozorovan�eho po�tu dat podur�itou odhadnutou k�rivkou nejlep�s��ho modelu LMS metody. �Cerven�e jsou vy-zna�eny p�r��pady, kdy data nespl�nuj�� p�redpoklady LMS metody. Oba obr�azkyzahyuj�� stejn�a data, jen vodorovn�a osa m�a jin�e m�e�r��tko.
Na obr�azku 4.5 je zobrazena z�avislost v�ysledn�e p-hodnoty testu normalitya rozd��lu mezi o�ek�avan�ym a pozorovan�ym po�tem dat pod odhadnutou k�rivkounejlep�s��ho modelu. Je vid�et, �ze s v�et�s��m poru�sen��m normality roste i tento rozd��l.Je tak�e vid�et, jak a�z velk�y tento rozd��l m�u�ze b�yt pro jednu kvantilovou k�rivku.Pro srovn�an��: u RQ metody nebyl tento rozd��l pro jednu k�rivku nikdy v�et�s�� ne�z1.2% (to je maximum pro v�sehny nejlep�s�� modely a pro v�sehny datov�e soubory).4.3.2 Data generovan�a za pomoi t-rozd�elen��V t�eto ��asti se podrobn�eji pod��v�ame na vlastnosti dat generovan�yh jakoYi = f5(ti) + 10Wi + ; i = 1; : : : ; 4000; (4.2)kde Wi m�a t-rozd�elen�� o 5 stupn��h volnosti. A to p�redev�s��m kv�uli v�ysledn�e hod-not�e V u pro RQ metodu (viz tabulka 4.3). Tato hodnota je ne�ekan�e velk�a, proton�as m�u�ze zaj��mat, jak�y to m�a d�uvod. 37



Tabulka 4.5: Statistiky shrnuj���� vypo�ten�e velikosti hodnot V u pro jednotliv�emetody na 20 r�uzn�yh datov�yh souboreh generovan�yh podle (4.2).metoda minimum 1.kvartil medi�an pr�um�er 3.kvartil maximumLMS 139:4 191:2 214:5 236:4 258:2 432:5RQ 141:1 164:2 209:0 251:6 250:2 838:2Za t��mto �u�elem bylo dogenerov�ano 20 soubor�u dat generovan�yh stejn�e jakov (4.2). Na nih pak byly nalezeny nejlep�s�� modely LMS a RQ metody a spo�tenyhodnoty V u. Z��skan�e v�ysledky jsou v tabule 4.5.Hodnota V u = 971 u RQ metody v tabule 4.3 se n�am zd�ala velk�a, proto�zese �ekalo (vzhledem k ostatn��m v�ysledk�um tabulky 4.3), �ze na tomto p�r��pad�e datbudou metody srovnateln�e (v r�ami dosa�zen�eho V u). Z v�ysledk�u v tabule 4.5 lze�r��i, �ze metody opravdu srovnateln�e jsou. Hodnota V u = 971 u RQ metody sienen�� typik�a pro tento typ dat, ale m�u�ze se vyskytnout.Na tomto p�r��klad�e je vid�et, �ze hodnotu V je opravdu nutn�e spojovat s kon-kr�etn��m datov�ym souborem a ne s ur�it�ym typem datov�eho souboru.Pro ilustrai vlastnost�� obou metod bylo na z�aklad�e t�eto anal�yzy vykreslenodo jednoho obr�azku (obr�azek 4.4) 10 soubor�u odhadnut�yh k�rivek, kde ka�zd�ysoubor k�rivek je vytvo�ren z jednoho datov�eho souboru generovan�eho podle (4.2).Na obr�azku je mo�zn�e sledovat hned n�ekolik vlastnost�� sledovan�yh metod. Jenap�r��klad vid�et, �ze u LMS metody se odhadnut�e k�rivky 10. perentilu odhyluj��od teoretik�e k�rivky 10. perentilu sm�erem dol�u (podobn�e pro k�rivky pro 90.perentil), o�z je znovu d�r��ve popisovan�y probl�em odhadov�an�� k�rivek p�ri nespln�en��p�redpoklad�u LMS metody. Naopak u RQ metody tomu tak nen��. D�ale jsou tak�ena obr�azku vid�et probl�emy RQ metody na kraj��h intervalu, na kter�em k�rivkysestavujeme.4.3.3 Uzly B-splinov�e b�azeJak ji�z bylo zm��n�eno, to �ze byly vnit�rn�� uzly pro vytv�a�ren�� B-splinov�yh b�az��voleny ekvidistantn�e, m�u�ze b�yt v n�ekter�yh p�r��padeh omezuj����.To, �ze to opravdu omezuj���� m�u�ze b�yt, ukazuje n�asleduj���� p�r��klad: Na datehYi = f6(ti)+20Zi+136, i = 1; : : : ; 4000, Zi � N(0; 1), byla dodate�n�e provedenaanal�yza, kdy se vnit�rn�� uzly B-splinov�e b�aze nevolily ekvidistantn�e. Tato data bylapro tuto anal�yzu vybr�ana p�redev�s��m kv�uli tvaru funke f6(t), kter�a je konstantn��na intervalu [0; 50℄ a pak se za���n�a vlnit, ekvidistantn�� vnit�rn�� uzly tedy nejsoup�r��li�s vhodn�e. Na obr�azku 4.7 je vid�et porovn�an�� nejlep�s��ho modelu pro metodukvantilov�e regrese s B-splinovou b�az�� s ekvidistantn��mi vnit�rn��mi uzly a modelus vnit�rn��mi uzly zvolen�ymi sie ekvidistantn�e, ale prvn�� vnit�rn�� uzel je a�z v bod�e45. Je zde jasn�e vid�et vylep�sen�� odhadnut�yh k�rivek.38
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Obr�azek 4.6: 10 soubor�u odhadnut�yh k�rivek pro nejlep�s�� modely LMS a RQmetody pro 10 datov�yh soubor�u generovan�yh jako Yi = f5(ti) + 10Wi + ; i =1; : : : ; 4000, kde Wi m�a t-rozd�elen�� o 5 stupn��h volnosti. Pro p�rehlednost jsouvyzna�eny jen odhadnut�e k�rivky pro 10. a 90. perentil a pro medi�an. �Cern�e jsouvyzna�eny teoretik�e k�rivky.D�a se tedy �r��i, �ze metoda kvantilov�e regrese s ekvidistantn��mi vnit�rn��mi uzlym�a v tomto ohledu je�st�e jist�e rezervy. P�ri volb�e neekvidistantn��h uzl�u je alepot�reba postupovat opatrn�e, nesta��� se d��vat na jednotliv�e um��st�en�� uzl�u, ale jet�reba vyb��rat b�azi jako elek.4.4 Zm��nka o oben�ej�s��h typeh datV el�e pr�ai se zab�yv�ame jen daty, kdy je sledovan�y znak z�avisl�y jen na jedn�espojit�e veli�in�e a jednotliv�a pozorov�an�� [ti; Yi℄ jsou navz�ajem nez�avisl�a. A�kolinejpou�z��van�ej�s�� typ r�ustov�yh k�rivek vznik�a na z�aklad�e takov�yhto dat, m�u�zemesi p�redstavit i oben�ej�s�� varianty. V tomto kontextu je pot�reba zm��nit je�st�e jednud�ule�zitou v�yhodu p�r��stupu kvantilov�e regrese. P�rid�an�� dal�s�� prom�enn�e, na kter�eby z�avisel sledovan�y znak, je relativn�e jednoduh�e { sta��� roz�s���rit regresn�� matiio dal�s�� sloupe. Stejn�e tak nen�� probl�em s daty, kde se vyskytuj�� jist�e z�avislosti.U re�aln�yh dat to jsou hlavn�e p�r��pady, kdy sledujeme znak u jednoho jedinedel�s�� �asov�e obdob�� a m�ame tedy pro tohoto jedine v��e pozorov�an��.Zoben�en�� LMS metody jist�e nebude tak jednoduh�e (�l�anek [11℄).39
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Obr�azek 4.7: P�r��klad vylep�sen�� RQ metody volbou neekvidistantn��h vnit�rn��huzl�u B-splinov�e b�aze. Data generov�ana jako Yi = f6(ti) + 20Zi + 136, i =1; : : : ; 4000, Zi � N(0; 1). Vnit�rn�� uzly vylep�suj���� B-splinov�e b�aze (obr�azekvpravo naho�re) jsou (45; 54:17; 63:33; 72:5; 81:67; 90:83). Horn�� obr�azky ukazuj��pou�zit�e B-splinov�e b�aze, doln�� obr�azky ukazuj�� odhadnut�e r�ustov�e k�rivky (vy-kreslen�e mod�re) vznikl�e RQ metodou pro tyto b�aze. V prav�em doln��m rohudoln��h obr�azk�u jsou dosa�zen�e hodnoty V u. �Sedou barvou jsou p�rikresleny teore-tik�e k�rivky.
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Kapitola 5Shrnut��Na z�aklad�e anal�yz na nagenerovan�yh datov�yh souboreh lze vyvodit propou�zit�� LMS metody a metody kvantilov�e regrese zalo�zen�e na B-splinov�e b�azin�ekolik n�asleduj����h doporu�en��.Pou�zit�� RQ metody nen�� vhodn�e pro rozsahy dat men�s�� ne�z 1500 pozorov�an��{ LMS metoda m�a v t�ehto p�r��padeh (dokone, i kdy�z nejsou spln�eny jej�� p�red-poklady) kvalitn�ej�s�� odhadnut�e k�rivky a nav�� u RQ metody doh�az�� v t�ehtop�r��padeh nej�ast�eji k ne�z�adou��mu k�r���zen�� odhadnut�yh k�rivek pro sledovan�ekvantily.Nejd�ule�zit�ej�s��m v�ysledkem, kter�y pod�av�a tato pr�ae, je to, �ze pokud datanespl�nuj�� p�redpoklady LMS metody, pak se mohou v�ysledn�e odhadnut�e r�ustov�ek�rivky z�asadn�e li�sit od teoretik�yh k�rivek a to pro v�sehny zkou�sen�e modely nat�ehto dateh. Probl�emem u takov�yh k�rivek je, �ze pro n�ekter�e kvantily neod-pov��d�a po�et dat pod k�rivkou o�ek�avan�e hodnot�e, o�z je nev�yhodn�e vzhledemk �u�elu, pro kter�y jsou k�rivky sestavov�any. Situae se nezlep�s�� ani p�ri v�et�s��m roz-sahu dat. Nav�� je nep�r��jemn�e, �ze se toto nepozn�a na tvaru odhadnut�yh k�rivek.LMS metodu byhom tedy m�eli pou�z��t, jen pokud nebudou z�asadn�e poru�senyjej�� p�redpoklady (nebo, jak bylo �re�eno, p�ri mal�yh rozsaz��h dat). Nespln�en��p�redpoklad�u (tedy p�redev�s��m p�r��pad neexistuj���� transformae dat, kter�a by p�re-vedla data na norm�aln�e rozd�elen�a) se d�a, jak se uk�azalo, elkem snadno ov�e�rittestem normality.Pokud jsou spln�eny p�redpoklady LMS metody, pak LMS metoda l�epe popi-suje data, v n�ekter�yh p�r��padeh je to ale na �ukor hladkosti k�rivek. S rostou��mrozsahem dat se kvalita odhadnut�yh k�rivek RQmetody bl���z�� v�ysledk�um LMSme-tody. Nav�� hladkost v�ysledn�yh nejlep�s��h model�u uk�azala, �ze odhadnut�e k�rivkyRQ metody jsou hlad�s�� a tak�e, �ze RQ metoda t�em�e�r nem�a probl�emy s vyv�a�zen��mhladkosti a kvality odhadnut�yh k�rivek.P�ri v�et�s��h rozsaz��h dat se tedy d�a RQ metoda v�yhodn�e pou�z��t. Metoda nen��zat���zena �z�adn�ymi p�redpoklady, nen�� probl�em s vyv�a�zen��m hladkosti a kvality od-hadnut�yh k�rivek a nav�� zaru�uje spr�avn�y po�et dat pod jednotliv�ymi odhad-nut�ymi k�rivkami. Jedinou nev�yhodou jsou mo�zn�e probl�emy v hov�an�� k�rivek na41



kraj��h interval�u.5.1 Mo�znosti nav�az�an�� na pr�aiDal�s��m mo�zn�ym krokem v pr�ai by bylo nav�azat na z��skan�e v�ysledky vesnaze nal�ezt postup, kter�y by �re�sil odhadov�an�� k�rivek na re�aln�yh dateh. V li-teratu�re je pops�ano mnoho krit�eri��, jak ur�it kvalitu modelu na re�aln�yh dateh(viz nap�r��klad [9℄). C��lem by tedy bylo vyzkou�set takov�ato krit�eria na souborehna�sih nagenerovan�yh dat a naj��t takov�e krit�erium, kter�e by vyb��ralo modelypodobn�e t�em model�um, kter�e byly v t�eto pr�ai vyhodnoeny jako dobr�e. Totokrit�erium (nebo kombinae krit�eri��) by bylo n�asledn�e pou�zito pro vybr�an�� nej-lep�s��ho modelu na re�aln�yh dateh. P�ri�em�z by se up�rednost�novalo pou�zit�� RQmetody p�redev�s��m vzhledem k tomu, �ze se nezd�a b�yt probl�emem ve vyv�a�zen��hladkosti a kvality odhadnut�yh k�rivek. To samoz�rejm�e jen v p�r��pad�e, �ze by sejednalo o v�et�s�� datov�y soubor.P�ri soust�red�en�� na RQ metodu by se pak dalo podrobn�eji zab�yvat problemati-kou um��st�en�� vnit�rn��h uzl�u, o�z by mohlo v�est k dal�s��mu vylep�sen�� odhadnut�yhk�rivek.
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Dodatek APopis p�rilo�zen�eho m�edia apou�zit�y softwareK pr�ai je p�rilo�zeno DVD, na kter�em jsou nejd�ule�zit�ej�s�� zdrojov�e k�ody, �radaobr�azk�u a slo�zky s daty. V ka�zd�e ze slo�zek jsou konkr�etn�� nagenerovan�a data,zkou�sen�e modely LMS a RQ metody a v�ysledky porovn�an�� metod. V�se ve form�esoubor�u typu .Rdata.V�sehny v�ypo�ty byly provedeny programem R, verze 2.4.0 pro Windows. Prokonstruki model�u LMS metody byla pou�zita knihovna gamlss verze 1.4-0. Promodely RQ metody knihovna quantreg verze 4.02 a pro ni pot�rebn�a knihovnaSparseM verze 0.71.Internetov�a adresa na str�anky softwaru R je http://www.r-projet.org.
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