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Uvod

V predlozené praci se autor zabyva optimaliza¢nimi tlohami s pravdépodob-
nostnimi omezenimi. Konkrétné se jedna o optimaliza¢ni tlohy, ve kterych vystu-
puje nahodny efekt, jez neni popsan konkrétnim pravdépodobnostnim rozdélenim,
ale pouze rodinou pravdépodobnostnich rozdéleni.

Préce je rozdélena do péti hlavnich kapitol, ve kterych jsou nejprve nastinény
teoretické zaklady, jez slouzi pro vybudovani a odvozeni pristuptu aplikovanych
na popsany problém. Prvni kapitola je vénovana uvedeni zakladnich pojmi, de-
finic a lemmat, kterd jsou pouzivana v dalsim textu. Nasleduje ¢ast vénovand
stochastickému programovani, ve které jsou uvedeny zakladni pristupy a vysledky
pouzivané v pripadé problémi, kdy je pravdépodobnostni rozdéleni ndhodného
efektu znamo.

Stézejni teoretickd ¢ést prace je obsahem treti kapitoly, kde je jiz veskera
pozornost zamérena na optimaliza¢ni tlohy s pravdépodobnostnimi omezenimi
bez znalosti konkrétniho pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodného efektu. Jsou
zde uvedeny dva mozné pristupy reseni obdobnych tloh. Jedna se o metodu pesi-
mistickijch scéndri, kdy je z mnoziny moznych pravdépodobnostnich rozdéleni vy-
brano to nejméné priznivé. Druhy pristup optimistickych scéndri spo¢iva v tom,
ze je z mnoziny pravdépodobnostnich rozdéleni naopak vybrano to nejvyhodné;jsi
vzhledem ke splnéni pravdépodobnostniho omezeni. V této kapitole je uvedeno
nékolik vét spolu s diikazy, pomoci kterych je mozné za jistych predpokladi tyto
ulohy pretransformovat na tlohy jednodussi a feSitelné.

V poslednich dvou kapitolach jsou vysledky odvozené v teoretické casti apli-
kovany na redlné praktické problémy z oblasti optimalizace portfolia a zpracovini
obrazu. V prvnim kroku jsou zkoumané problémy transformovany do formy op-
timalizac¢nich 1loh v pozadovaném tvaru, na které pak miize byt pouzit aparat
vybudovany v predchozich ¢astech. Takto pripravend metoda je aplikovana na re-
alna data. V jednom pripadé se jedna o portfolio tvorené souborem vybranych
akcii a v druhém jde o odstranovani Sumu z obrazku naméreného magnetickou
rezonanci.



1. Zakladni pojmy a definice

V této casti jsou uvedeny zakladni definice a lemmata, kterda jsou spojena
s optimalizacnimi problémy a na kterd bude odkazovano v dalsich kapitolach.
Nejprve zavedme obecnou optimaliza¢ni (minimalizacni) tlohu, kterd se nejcastéji
zapisuje ve tvaru:

min  f(x)

st.  gi(x)<0,i=1,..m (1.1)
hi(@) =0, j =1,k
x e R",

kde x je rozhodovaci promennd a f(x) je ucelovd funkce. Mnozina, ze které jsou
vybirdna mozna x, je restringovana m omezenimi ve tvaru nerovnosti a £ omeze-
nimi ve tvaru rovnosti, jez dohromady tvoii mnozinu piipustnych feseni. Utelovou
funkei f(x) (a samoziejmé i vSechny ostatni) pouzitou ve formulaci optimalizacni
tlohy chapeme jako jednorozmérnou (tj. f(x) : R® — R). V opa¢ném pii-
padé by se jednalo o problém vicekriterialni optimalizace, kterym se v tomto
textu nebudeme zabyvat.

Vitanou vlastnosti optimalizac¢nich tloh je konvexita, které je vénovano néko-
lik dalsich definic a lemmat.

Definice 1.1 (Konvexita). Rekneme, Ze

« mnozina A je konvexni, pokud Va, b € A a VA € [0,1] plati:
A+ (1—\)b e A

o funkce f(x):R" — R je konvexni na mnoziné D C R", jestlize V&, y € D
a VA € [0,1] plati: f(Ax+ (1 —Ny) < Af(x) + (1 =N f(y).

o funkce f(x): R™ — R je ryze konvexni na mnoziné D C R", jestlize
Ve,y € D:x #yaVA e [0,1]platl: fAz+(1-N)y) < Af(x)+(1-N)f(y).

o funkce f(x) : R" — R je konkavni na mnoziné D C R", jestlize je funkce
— f () konvexni na stejné mnoziné.

Definice 1.2 (Kvazikonkavita). Rekneme, Ze funkce f(x) : R* — R je kvazikon-
kavni na mnoziné D C R™, jestlize V&, y € D a VA € [0,1] plati:
fOz+ (1= Ny) = min{f(z).f(y)}-

Lemma 1.3. Necht je funkce f(x) : R" — R konkdvni na mnozine D C R™.
Potom je také kvazikonkdavni na stejné mnozine.

Diikaz. Necht @1, £y € D CR" a A € [0,1]. Z konkavity funkce f(x) na mnoziné
D vyplyva:

fOz+ (1= Nzo) = Af(x1) + (1 = A) f(2)

> Amin{f (@), f(22)} + (1 = A) min{f(@1),f(22)} = min{f (1), (z2)}.



Uloha je konvexni, pokud je konvexni jak mnozina pripustnych feseni,
tak i acelova funkce f(a). Mnozina pripustnych feseni bude pro takto definovanou
tlohu konvexni, pokud funkce g;(x) vystupujici v omezenich ve tvaru nerovnosti
budou konvexni a funkce h;(x) definujici omezeni ve tvaru rovnosti budou afinni.
V pripadé konvexniho problému je zaruceno, ze kazdy bod lokalnitho minima je
soucasné i bodem minima globalniho.

Dalsimi dilezitymi pojmy, které by mély byt zminény ve spojitosti s optima-

lizaénimi ulohami, jsou Lagrangeova funkce a Slateriv bod. Pro tlohu (1.1) ma
Lagrangeova funkce tvar:

L(zuw) = f(x) + f:luigxm) 3 uh(a), (1.2)

kde koeficienty u;, v; € R se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory. Existence Slate-
rova bodu pro konvexni tlohu zarucuje, ze primarni i dualni iloha dosahuji stejné
optimélni hodnoty tucelové funkce (silnd dualita) (viz Kapitola 5.2.3 v knize Boyd
a Vandenberghe| (2004)).

Definice 1.4 (Slatertiv bod). Rekneme, Ze ' € R™ je Slaterovyim bodem konvexni
tlohy (1.1)), jestlize & je pripustnym FeSenim a soucasné g;(x’) < 0Vi € {1,...,m}
s vyjimkou afinnich omezenich.

Véta 1.5. Necht * € R" je lokdlnim minimem dlohy (1.1), B(x) = {i €
{1,....m} : gi(x) = 0} je mnozZin indexi aktivnich omezenich a plati alespori
jedno z ndsledugicich:

o Va.gi(z*) Vi € B(x*) a Vyh;(z*) Vj € {1,....k}

jsou linedrné nezavislé,
e dloha je konvexni a existuje Slateriv bod.

Potom je x* staciondrnim bodem této tlohy a existuje dvojice (u*,v*) spliujici

tzv. First Order Sufficient Condition (FOSC):
e pripustnost: g;(x*) < 0 Vi, hj(x*) =0 Vj
e komplementarita: uf > 0 Vi, > ufgi(x*) =0
e optimalita: VL(x* u*v*) =0.

Dalsi ¢ast bude vénovana objekttim, které jsou spojeny s fesenim optimalizac-
nich 1loh, nebo pomoci nichz mohou byt primo zadavany mnoziny pripustnych
feseni. Jednd se o kuZele a epigrafy funkei.

Definice 1.6 (Kuzele).

e Mnozina A C R" se nazyva kuzel (s vrcholem v pocatku), jestlize 0 € A a
pro kazdy bod s € Aaa >0 je as € A.

e Mnozina A C R" se nazyva konvexni kuzel, pokud je kuzelem a zaroven
konvexni mnozinou.

e Necht A C R” je kuzel. Potom dualnim kuzelem ke kuzeli A rozumime
mnozinu A* = {y € R": (x,y) > 0 Vo € A}.
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o Necht A C R” je kuzel. Potom polarnim kuzelem ke kuzeli A rozumime
mnozinu P = —A*={y e R": (z,y) <0 Ve € A}

Lemma 1.7. Necht A C R" je kuZel, potom A* je konvexni uzavreny kuZel.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze A* je kuzel. Vezméme tedy I € A* a a > 0. Potom
musi nutné Vs € A platit, ze (al,s) = a(l,s) > 0. Tim je dokdzéno, Ze mnoZina
A* je kuzel.

Dalsim krokem je ukézat, ze mnozina A* je konvexni. Necht l;, I, € A*,
A € [0,1], potom Vs € A plati, ze (Al; 4 (1 — A)la,s) = A(ly,s) + (1 —N)(l2,s) > 0,
nebot se jedna o soucet dvou nezapornych ¢lenti. Tim je dokazano, ze konvexni
kombinace prvkil z mnoziny A* zustava ve stejné mnoziné (Al + (1 — Nl € A*).
To znamena, ze mnozina A* je konvexni.

Nyni zbyva dokazat, ze mnozina A* je uzaviend. Pro tento ucel vytvorme
posloupnost Iy € A* Vk € N, jez konverguje k prvku (I, — 1 pro k — +00).
Predpokladejme, ze I ¢ A*, tudiz 3§ > 0 a s € A : (l,s) < —4. Ze spojitosti
skaldrntho sou¢inu vyplyva, ze musi Ik’ € N : (lx,s) < 0 Vk > k’. To je ovSem
v rozporu s vychozim predpokladem, ze I, € A* Vk € N. Tim je dokazano, ze
limita kazdé posloupnosti definované na mnoziné A* je prvkem mnoziny A*, a
tudiz je dana mnozina uzavrena. O

Definice 1.8 (Epigraf). Epigrafem funkce f(x) : R” — R nazveme mnozinu
epi f = {(z;n) € R*" xR : f(x) <n}.

V souvislosti s epigrafem funkce f(x) se zavadi tzv. droviiové mnoZiny, kdy
pro kazdé pevné n € R ma dand mnozina tvar {& € R" : f(x) < n}. Pro ujasnéni
rozdilu mezi témito dvéma pojmy zdiraznéme, ze pro funkci f(x) : R" — R je
mnozina epi f C R"*! zatimco pifslusné tiroviiové mnoZiny patii do prostoru R™.
Da se také jednoduse ukazat, ze uroviové mnoziny kvazikonvexnich funkci jsou
konvexni mnoziny.

Na zavér prvni kapitoly jesté uvedme nékolik nezbytnych definic a lemmat,
jejichz znalost a vystupy budou déle vyuzivany.

Definice 1.9 (Charakteristickd a indikdtorova funkce mnoziny). Charakteris-
ticka funkce mnoziny A je definovana jako:

: _JO proxzg A
AT pro x € A.

Indikatorova funkce mnoziny A je dana predpisem:

Salz) = 0 prox € A
AT o0 pro z ¢ A.

Definice 1.10 (Opérna funkce). Opérna funkce mnoziny A v bodé x je urCena
vztahem:

O_A(x) = sup <$aa>‘
acA



Lemma 1.11. Necht P C R" je polarni kuzel k uzavrenému konvexnimu kuzeli
A, potom plati:
oa(x) = dp(x).

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze hodnota opérné funkce pro libovolny kuzel A C R"
nabyva pouze hodnot 0, nebo 4+o00. Kazdy kuzel obsahuje nulovy prvek, a tedy
hodnota opérné funkce nemuze byt v zddném bodé zaporna ((x,0) = 0 Vo € R™).
Pokud vsak existuje prvek a € A takovy, ze (x,a) > 0, potom z vlastnosti kuzele
plyne, ze pro libovolné a > 0 plati aa € A. Pro a — +oo pak dostavame, ze
oa(x) > alx,a) — +0o. A tedy supremum je z definice rovno +oo. Proto opérna
funkce kuzele miize nabyvat pouze hodnot 0 nebo +o0.

Necht 04(x) = sup,c4 (x,a) = 0, tudiz Va € A plati (x.a) < 0. To znamen4,
ze x € P (0p(x) = 0). Jestlize naopak oa(x) = sup,e4 (x,a) = +00, tak existuje
a € A, pro které plati (x,a) > 0, z ¢choz vyplyva, ze € ¢ P (0p(x) = +00). Tim
je dany vztah dokazan. O]

Definice 1.12 (Vlastni funkce). Rekneme, e funkce f(x) : R® — R je vlastni,
jestlize 3z € R™, pro které plati f(x) < +o0, a f(x) > —oo V& € R".

Definice 1.13 (Konjugovana funkce). Konjugovana funkce k vlastni funkei f () :
R™ — R je uréena predpisem:

frv)=sw {v'x - f(z)}.

reR”

Pro indikatorovou funkci neprazdné mnoziny A C R”, jez je z definice funkci
vlastni, plati, Ze:

Fh(x) = sup {7y —daly)} = sup (z,y) = oa(x). (1.3)

Druhéa rovnost plati, nebot pti vypoctu suprema lze mnozinu R"” nahradit mno-
zinou A, protoze jinak by —da(y) = —oo, coz je varianta, kterou lze vzhledem
k uvazovanému supremu opomenout.

Definice 1.14 (Polospojitost). Rekneme, 7e funkce f(z) : R® — R je zdola
polospojitda v bodé y € R", jestlize plati:

lim inf f(2) > f(y).



2. Stochastické programovani

V této Easti bude deterministicka tloha (1.1)) rozsifena o nahodny efekt w € R!
s distribu¢ni funkci F'. Pomoci tohoto rozsiteni je mozné se vice priblizit vétsiné
realnych situaci, ve kterych hraje nejistota obvykle nemalou roli.

2.1 Nahodny efekt v tucelové funkci

Nejprve se budeme zabyvat situaci, kdy se nahodny vektor w vyskytuje pouze
v ucelové funkci. Mnozina pripustnych feseni bude oznacena jako X C R" a
nebude nijak zavisla na nahodném vektoru w:

mip f(z.w). (2.1)

Je ztejmé, zZe tloha definovand predpisem nedava dobry smysl, nebot pro kaz-
dou realizaci ndhodného vektoru w* bude vybér optimalniho feseni x* odlisny.
Jistou cestu teseni nabizi kritérium stredni hodnoty, kdy je misto ulohy
resena uloha:

mip /R f(@w)dF(w). (2.2)

Jednd se o minimalizaci stfedni hodnoty tcelové funkce f(x,w) na mnoziné pri-
pustnych feseni X. Tento pristup vyzaduje znalost pravdépodobnostniho rozdé-
leni nahodného vektoru w. Dalsi mozny postup vychazi z cilového programovant,
kdy je optimalni feseni hledano pomoci tlohy:

min [ | fl@w) - (@) | dF(w), (23)

zeX

kde se minimalizuji rozdily hodnoty ucelové funkce od optimalni hodnoty pti kon-
krétni realizaci ndhodného vektoru w vazené jeho pravdépodobnostnim rozdéle-
nim. Existuji samoziejmeé i dalsi pristupy. Lze napriklad uvést jesté tyto varianty:

o mingex f(x,w), pouZiti bodové odhadu & pro ndhodnou velidinu w
o mingex u(f(x,w)), pouZiti vhodné uzitkové funkce u
e mingex Ef(z,w) + aR(f(x,w)), zahrnuti rizikové miry R s vihou «.

Znovu je potieba zdtraznit, ze k pouziti vySe zminénych pristupt je nutné znat
pravdépodobnostni rozdéleni nahodného vektoru w.



2.2 Pravdépodobnostni omezeni

Druhou moznosti, kde se mize nahodny efekt v optimalizac¢ni tloze objevit,
jsou omezujici podminky tvorici mnozinu pripustnych feseni. Takova optimali-
zacni tloha miize mit tvar:

min f(x)
st.  gilzw)>0,i=1,..m (2.4)
xcX CR™

V tomto ptipadé nejsou uvazovany omezeni ve tvaru rovnosti, nebot pro nadhodné
vektory se spojitym pravdépodobnostnim rozdélenim by tato omezeni byla az pii-
lis silnd a v nékterych pripadech az nesplnitelna. Vzhledem k tomu, Ze se v ome-
zenich objevuje nahodny vektor w, neni zcela jasné, jak dand omezeni chapat.
Platnost omezeni by mohla byt vyzadovana skoro jisteé:

Plg;(z.w) > 0, Vi € {1,....m}] = 1. (2.5)

Tato vzdy pripustnd reseni vSak nejsou zcela prakticka, protoze mohou byt az
prilis omezujici. Mnohdy je zcela postacujici, pokud dana omezeni plati alespon
s pravdépodobnosti a < 1. Muze byt tedy pozadovano, aby bud vsechna ome-
zeni najednou platila s pravdépodobnosti alespon «, nebo aby kazdé individualni
omezeni platilo s pfedem danou minimalni pravdépodobnosti «;. Prvni pristup
je nazyvan jako sdruzZené pravdépodobnostni omezeni a druhy jako individudlni
pravdepodobnostni omezeni. Pro presnéjsi formulaci omezujicich podminek opti-
malizacni ilohy definujme mnozinu pripustnych reseni pro oba vyse zminéné
pristupy:

o sdruzené pravdépodobnostni omezeni o € [0,1] :

IC(a) ={x e X : Plg;(x,w) >0, Vi e {1,...m}] > a}

e individualni pravdépodobnostni omezeni o = (Qu,...,00)
Ka)={x X :Plg(xw)>0]>aq; Vie{l,.,m}}
=NE{x € X : Plgi(x,w) > 0] > oy} =N, Kiay).

Lemma 2.1. Necht pravdépodobnostni omezeni jde vyjadrit ve tvaru g;(x,w;),
kde w; jsou slozky ndhodného vektoru w. Pokud jsou w; nezdvislé, potom plati:

i) = U (K6,

BeB(a) i-1
kde B(«) je definovdno jako mnozina vsech B € [0,1]™ splnujicich [T, ;i = a.

Diikaz. Necht & € IC°(«r). To znamend, 7ze € X a vSechna pravdépodobnostni
omezeni jsou soucasné splnéna s pravdépodobnosti alespon a. S vyuzitim neza-
vislosti w; lze psat:

Plgi(x,w;) >0, Vi e {1,....m}]| = ﬁIP’[gi(m,wi) > 0] > a.
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Nyni polozme 5} = P[g;(z,w;) > 0] Vi € {1,...,m}, pro které plati [T, 55 > a.
Nésledné definujme f; = g Vi # [, kde [ € {1,...,m}. /5, volime tak, aby platilo
[1", Bi = «, coz znamend, ze 5, < (. Z toho plyne, ze B € B(«) a také x €
Usen(a) Niz1 Ki(Bi). Tim je dokdzana prvni inkluze.

V druhém kroku volme & € Ugep(a) Nit; Ki(Bi). To znamend, ze x € X a
3B € [0,1]™ : [T, B; = a. Soucasné plati, ze Plg;(x,w) > 0] > §; Vi € {1,....m}.
K tomuto pridejme predpoklad o nezavislosti slozek w; a celkem dostaneme:

m

Plg;(z.w;) > 0, Vi € {1,...,m}] = [[ Plgi(z.w;) > 0] > ﬁﬁz = a.

i=1 i=1

Z toho plyne, ze x € I°(«). Druhd inkluze je tim dokédzana, a tedy i rovnost
obou mnozin. O]

Véta 2.2. Necht funkce g;(x,w) je separovatelnd ve smyslu g;(x,w) = q;(x) —
wi, ¢i(x) : R" — R jsou kvazikonkdvni a F; jsou margindlni distribucni funkce
ndhodného vektoru w € R™, pak je mnozina K (a;) = {x : Plg;(x) > wi] > oy}
konvexni pro libovolné rozdéleni ndhodného vektoru w a libovolné «; € [0,1].

Diikaz. Nerovnost Plg;(x) > w;| > «a; ve formulaci mnoziny IC; (o) 1ze za pouziti
distribuéni funkce F; ndhodné veli¢iny w; prepsat do tvaru Fi[¢;(x)] > «;. Na obé
strany této nerovnosti aplikujeme monoténni transformaci ve formé kvantilové
funkce £, ndhodné veli¢iny w;. Po prendsobeni vzniklé nerovnosti —1 ziskdme
—qi(x) < —F;'(a;). Mnozina bodt spliiujici tuto nerovnost tvoii tiroviiovou
mnozinu funkce —g;(x). Jelikoz je funkce ¢;(x) dle predpokladu kvazikonkavni,
tak je funkce —¢;(x) kvazikonvexni, a tudiz jsou jeji uroviiové mnoziny konvexni.

]

Pozndmka 2.3. 7 této veéty vyplyva, ze pro konvexni mnozinu X je mnozina pri-
pustnych feseni K(a) = N, K (a;) N X konvexni, nebot prinik konvexnich
mnozin je konvexni mnozina.

Déle se zamérime na sdruzena pravdépodobnostni omezeni. V této souvislosti
je potteba zavést pojem logaritmické konkavity.

Definice 2.4 (Logaritmickd konkavita). Necht P je pravdépodobnostni mira
na prostoru (R',B'). Rekneme, ze:

o P je log-konkévni, pokud pro libovolné dvé mnoziny A,B € R' a \ € [0,1]
plati: P(AA + (1 — \)B) > P(A)P(B)'

o funkce f(z): R' = R je log-konkavni, jestlize V£, y € R! a V) € [0,1] plati:
fOz+ (1= Ny) = f(@)f(y)'

Lemma 2.5. Necht nahodny vektor w ~ Ny(u,X), potom hustota pravdépodob-
nosti f,(v) je log-konkdvni funkce.

Diikaz. Hustota pravdépodobnosti nadhodného vektoru w ma tvar:

o) = A= o)

(2m)" 3]

Libovolna funkce je log-konkavni, pokud je jeji logaritmus konkavni funkeci. Pokud

je tedy funkce v exponentu (fe(v) = —i(v — p)"E" (v — p)) konkévni, pak



je hustota pravdépodobnosti vicerozmérného normalniho rozdéleni log-konkavni
funkei. Funkce f.(v) je kvadratickd forma tvorena matici 3, kterd je vzhledem
k pozadavkim kladenych na kovarian¢ni matici pozitivné semidefinitni. Z toho
vyplyva, ze funkce f(v) je konkdvni a f,(v) ~ exp{fe(v)} je log-konkdvni. [

Pozndmka 2.6. Mezi rozdéleni s log-konkavni hustotou pravdépodobnosti patii
napt. také gamma rozdelent, Dirichletovo rozdéleni, Wishartovo rozdeéleni a dalsi.

Véta 2.7 (Prékopa (1971)). Necht funkce g;(x,w), ¢ = 1,...,m jsou konkdvni
na R™ x R!. Necht w md log-konkduni rozdéleni na (RY,B!), pak je funkce h(z) =
Plgi(x,w) > 0, Vi € {1,....m}| log-konkdvni na R".

Pozndmka 2.8. Pokud je navic X konvexni, pak je mnozina K(«a) = {x € X :
Plgi(x.w) >0, Vi € {1,....,m}] > a} konvexni.

Lemma 2.9. Necht funkce f(x) : R™ — R je log-konkdvni, potom je f(x) také
kvazikonkaund.

Diikaz. Funkce f(x) je log-konkdvni, a tudiz Ve, y € R™ a X € [0,1] plati:

A
FOx+ (1= Ny) > f(2) f(y) = <min{J{((wm)),f(y)}>
( f(y)

1-X
(y)}> min { f(x),f(y)} > min {f(x),f(y)}.

min {f(z),f
Posledni nerovnost plati diky tomu, ze oba vyrazy v zavorkach jsou vétsi nebo
rovny jedné a exponenty jsou nezaporné. n

Véta 2.10. Necht jsou funkce g;(x) : R* — R konkavni Vi € {1,....m}, w md log-
konkdvni rozdéleni a mnozina X je konvexni. Potom je mnozina K(a) = XN{x €
R™ : Plgi(x) > w;, Vi € {1,....m}] > a} konvexnd.

Diikaz. Funkce g;(x) jsou konkavni. Potom jsou i funkce g;(x,w;) = ¢i(x) — w;
konkavni, nebot se jedna o slozeni konkavni a afinni funkce. Dle Véty [2.7]je funkce
h(z) = Plg;(z,w;) > 0, Vi € {1,...,m}] log-konkdvni, a tudiZ (viz Lemmal[2.9) také
kvazikonkavni. Déle plati, Ze troviiové mnoziny kvazikonvexni funkce (—h(x) <
—a) jsou konvexni. Konvexita se zachova i po pruniku s konvexni mnozinou X. [
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3. Pravdépodobnostni omezeni
bez znalosti daného rozdéleni

Vsechny vysledky odvozené v predchozi kapitole vychéazely z predpokladu
znalosti pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodné veli¢iny (vektoru) vyskytujic
se v pravdépodobnostnich omezenich. Obvykle je vSak k dispozici jen minimum
informaci o daném pravdépodobnostnim rozdéleni. V nékterych pripadech lze ale-
spon zaradit ono pravdépodobnostni rozdéleni P do urcité rodiny pravdépodob-
nostnich rozdéleni P, jez muze byt urcena napiiklad typem pravdépodobnostnich
rozdéleni ¢i specifikaci nékterych momentii, nebo jinych parametra definujicich
pravdépodobnostni rozdéleni. Tato situace bude naplni nasledujiciho textu.

3.1 Pesimisticky scénar

Pravdépodobnostni omezeni za znalosti rodiny pravdépodobnostnich rozdéleni
P muize mit tvar:

i > >1-—
nfPlg(z.w) 20 =1 - (3.1)

kde € € [0,1) a funkce g : R* x R — R™ je chdpdna jako vicerozmérna. Diky
tomuto zapisu lze jinym zptisobem vyjadrit sdruzené pravdépodobnostni omezend.
Tento tvar reprezentuje tzv. pesimisticky scéndr, nebot z mnoziny pravdépodob-
nostnich rozdéleni P je vybirano pravée to, pro které je hodnot pravdépodobnosti
nejméné prizniva (nejnizsi).

Pred formulaci optimalizacni tlohy s omezenim ve tvaru pesimistického scé-
ndre nejprve zavedme potiebné definice.

Definice 3.1. Méjme D C R”™ konvexni uzavieny kuzel, v, w € R" a funkci
d: R — R". Potom:

 nerovnosti v <p w (v <p w) rozumime, ze w —v € D (w — v € int D).

o funkci d(w) nazveme D-konvexni, pokud Vw;, wy € R plati, ze d(Aw; +

o funkci d(w) nazveme pozitivné homogenni stupné k, pokud Vw € Rt aa > 0
plati d(aw) = ofd(w).

o« D-epigraf funkce d(w) je definovan predpisem epi(d) = {(w,n) € R! x R4 :
d(w) =p n}.

Pozndmka 3.2. Pro D = R’ nerovnost v <p w znamend, ze v; < w; Vi € {1,....,n}.
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V této sekci budeme vychézet z optimalizac¢ni tlohy s pesimistickym pravde-
podobnostnim omezenim ({3.1]) a specidlnim tvarem mnoziny pripustnych reseni:

min f(x)
st. xeXCR" (3.2)
%Drelﬂf)IP[T(a:)w <u(x)] >1—¢,

kde f(x) : R — R je obecnd tucelova funkce, X C R" je konvexni polyed-
rickd mnoZina (prinik koneéného poctu uzavienych poloprostoril), T'(x) € R*¥*!
a u(x) € R¥ jsou slozeny z afinnich funkci proménné x a e € [0,1). Rodina
pravdépodobnostnich rozdéleni P je definovana predpisem:

P = (P e Py(Q) : Eplw] = p, Epld(w)] <o o}, (3.3)

kde Py(2) je mnozina Borelovskych pravdépodobnostnich rozdéleni na 2 C R!,
p € R! je stfedni hodnota ndhodného vektoru w a o € R? reprezentuje horni
mez pro o¢ekavanou hodnotu disperzni funkce d(w) € RY. Navic predpoklddejme,
7e D C R? je konvexni uzavieny kuzel. Dale definujme mnozinu indext omezeni
J ={1,...,k}. Pro kazdé pevné & oznacme mnozinu indexu, pro které muze byt
omezeni poruseno:

J(x) ={i €I :t;(x) w > u(x) pro néjaké w € Q} (3.4)

Na doplnéni jesté definujme mnoziny Jo = JU {0} a Jo(x) = I(x) U {0}.
Nyni uvedme nékolik dodatecnych predpokladii, které budou dale vyuzivany
pro reformulaci pravdépodobnostniho omezeni tdlohy (3.2)):

A1l Disperzni funkce d je D-konvexni.

A1’ Disperzni funkce d je D-konvexni a pozitivné homogenni stupné 1.
A2 Mmnozina €2 je konvexni a uzaviena.

A2’ Mnozina € je konvexni a uzavreny kuzel.

A3 Rodina pravdépodobnostnich rozdéleni P spliuje Slaterovu podminku
p et ad(p) <po.

A4 Matice T'(x) = T je konstantni Va € R™.

Pravdépodobnostni omezeni z tlohy (3.2)) je pomérné slozité a reprezentuje neko-
necné rozmérny problém. Pomoci nasledujicich krokt lze prejit k ekvivalentnimu
jednodussimu problému konec¢né dimenze:

o Infimum v omezeni z tlohy (3.2)) nahradime kone¢né rozmérnym problémem

(P1) (Véta[3.3).

« Problém (P1) transformujeme do ekvivalentniho minimaliza¢ntho konvex-

nfho problému (P2) (Véta [3.4)).

e 7 duality pfejdeme od (P2) k maximalizaénimu problému (P3), jehoz opti-
malni hodnota musi byt dle (3.2) alesponi 1—e. Toto je ekvivalentni existenci
pripustného feseni (P3) takovému, zZe tcelova funkce (P3) je rovna alespon
1—e
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Timto postupem lze nahradit slozitou podminku z tlohy ([3.2)) koneénym poctem
nerovnosti.

Véta 3.3 (Redukce do koneéné dimenze, [Hanasusanto a kol. (2017)). Hodnota
infpep P[T(x)w < u(x)] z pravdépodobnostniho omezent ilohy je za podmi-
nek A1, A2 a A3 rovna optimdlni hodnote konecne rozmérného problému:

pin

st. NeER,, w, €Q,i€dyx)

S on=1 (3.5)

i€Jo(x)

Z )\z’wz =M
i€Jo(x)
iEjo(:l})

ti(z) w; > u(x),Vi € I(z).

Diikaz. Levéa strana pravdépodobnostniho omezeni v tloze (3.2)) je dle Theoremu 6
v ¢lanku Hanasusanto a kol.| (2017) ekvivalentni problému:

max a+pu B—o'~y
By
st. a€R, BeR, ~veD

a+w' B — d(w)T’Y < Ir(@)w<u(z), Yw € §2

Nerovnost obsahujici na pravé strané indikator mnoziny lze rozdélit na dva pri-
pady, coz vede na ulohu:

max a+p B—o’y
a,Byy

st. acR, BeR, ~vecD
a4 wy B —d(wy) v < 1,Vwy € Q(x)
a+w B —dw) v <0,Yw,; € Qi(x),i € I(x),

kde
Qo(xz) = a Q) ={weQ:ti(x) w>u(x)) proi € I(x). (3.6)

Vysledkem je optimalizacni iloha s rozhodovacimi proménnymi o, 8 a v feSend
za pesimistickych scéndri w;, i € Jo(x). Dle Theoremu 4.1 v ¢lanku Beck a Ben-
Tall (2009)) 1ze tento vystup prepsat do tvaru optimalizacni tlohy:
i A
N

s.t. YRS Ry, w; € Ql(ill), 1€ j()(m)

d>oon=1

1€Jo(x)

Z Aiw; =
iEjo(:E)
iEJo(:I})

13



Na zavér je omezeni w; € ;(x) nahrazeno jednodussim w; € €2 za pridani
podminky (viz definice mnoziny €2;(x) (3.6)):

ti(x) w; > (), Vi € I(x).

Celkem tedy bylo dokéazéno, ze hodnota infpep P[T'(x)w < u(x)] z pravdépodob-
nostniho omezeni v tloze (3.2)) je rovna optimélni hodnoté problému (3.5). O

Predmétem nasledujici véty bude preformulovani tlohy na konvexni pro-
blém. V této souvislosti definujme pro d(w) a A > 0 funkci (i(x,)\) predpisem
d(x.\) = Ad(%) s umluvou d(x,0) = limy_,o+ Ad(%). Existence této limity je za-
rucena, pokud je funkce d(w) D-konvexni a zdola polospojita (viz Dusledek 8.5.2

v knize Rockafellar| (1997))).
Véta 3.4 (Konvexni reformulace, [Hanasusanto a kol.| (2017)). Redukovand tiloha

ma za predpokladi A1, A2 a A3 stejnou optimdlni hodnotu jako ndsledujici
konvexni problém:

min Ao
AisXi

st. MNeER,, x; €RLied,

ST =1 (3.7)

i€Jo

Xi cqvied,
Yy

Z Xi = MK

i€Jo

S ndX) <5 o
1€Jg )\Z

ti(x) xi > Nug(x), Vi €
Diikaz. Pro kazdé pripustné feseni (A,w!) tlohy (3.5) je (Aiyxi) = (A, Nwi)

pro i € Jo(x) a (A\;,x:) = (0,0) pro i € Jp\Jo(x) pripustné feseni tlohy
a dosahuje stejné hodnoty tcelové funkce. Optimélni hodnota tlohy posky-
tuje dolni mez pro optimalni hodnotu tlohy .

Dalsim krokem je ukéazat, Zze optimalni hodnota tlohy poskytuje také
horni mez pro optiméalni hodnotu tlohy . K tomuto zadefinujme pomocny

problém:

min Ao
AisXi

st.  NeER,, xi €RY e y(x)

d>oou=1 (3.8)

Z'Gjo(it)
Xi .
T S Q,\V/l S 30(33)
Xi = M
i1€Jo(x)
> m(%) <p o
i€Jo(x) (

ti(x) " xi > (), Vi € I(=),
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kde jsou pouzity stejné indexové mnoziny Jo(x) a J(x) jako v problému (3.5)).
Nyni ukazme, ze pro kazdé pripustné reseni ulohy existuje pripustné re-
seni problému , které ma stejnou hodnotu ucelové funkce. Uvazujme tedy
libovolné pifpustné Feseni (\;,x}) problému ([3.7)). Poté definujme ();, x;) takto:

=N+ D A, A=\ VieI(x),
i€N\I(x)

Xo=Xo+ Y. XiXi=X;VieI(x)
i€\I(z)

a ukazme, ze jsou pripustnym fesenim vyse uvedeného problému. Pro \; > 0 a
i € Jo(x) dostavame:

doN= ) A=la Y xi= ) Xi=hw

ZEJO ) ZGJQ ) ZEjo(w) lego(w)

kde druhé rovnosti plati, nebot (A.,x}) je pfipustné feseni tlohy (3.7). Z D-
konvexity disperzni funkce d(w) vyplyva:

Xi X6 + Zieﬂ\ﬂ(w) X; X/‘
A ( ) Y )V ( LY vd( X
R ( 2 ) [TRSSH T R P G

i€\I(x) i€d(x
=9 Z )\id ( f) p O.
i€Jg >\
Déle vime, ze ’A‘—: = % € Q pro vsechny i € J(x). Také plati, ze:
Xo _ X0 T 2ieni(z) Xi
Ao Ao+ Xieni(@) 2
Ao Py
- + Z XZ S
/\O + ZlEJ\J () )‘ )‘0 ieNI(z >‘O + 2163\3 (x) )‘ )‘

nebof 2 je konvexni mnozina a ’/{—g lze vyjadrit jako konvexni kombinaci pripust-
nych feseni tlohy (3.7)). Splnéni posledni podminky pripustnosti je zcela zrejmé:

ti(x) xi = ti(x) " x) > Ni(x) = M\ug(x) Vi € I(z).
Tudiz (i, x:) je pripustné feseni definované tilohy. Pro (\;,x;) je hodnota tucelové
funkce rovna hodnoté tcelové funkce pro hodnoty (;,x}) z tlohy (B.7), nebot
plati, ze A} = 0 pro vSechna i € J\I(x). V opaéném pripadé totiz w, = f—: €N
spliiuje nerovnost ;(x) 'w! > u;(x), coZ je v rozporu s definici indexové mrlloiiny
J(x). To znamena, ze FeSeni tlohy dava horni mez pro optimalni hodnotu
ulohy .

Nyni ukazme, zZe feseni tlohy vytvari horni mez pro optimalni hodnotu
ulohy . Predpokladejme, ze (\;,x;) je piipustné feseni ulohy . Na zakladé
drobné modifikace Lemmatu lze ukazat, ze pro tlohu (3.8) existuje Slateriv
bod (A.,x}) s Ai > 0 Vi € Jo(x). Pro konvexni tlohu (3.8) muzeme vytvorit
konvexni kombinaci z boda (A;,x:) a (A;,x}), kterda bude stéle lezet v mnoziné
pripustnych feseni a pouzijeme ji k vytvoreni posloupnosti pripustnych reseni:

M) = (1= D)) + 2 (L),

k k
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jez konverguje k (/\,-,xi) pro k — +oo a splituje \f > 0 Vi € Jy(x). Odpovidajic
feSeni (AF,wF), kde wF = )\: jsou pripustnymi fesenimi tlohy 1) a dosahuji
stejné hodnoty ucelové funkce. To znamena, ze optimalni hodnota ulohy .
tedy i ulohy . ) tvoii horni odhad pro optimélni hodnotu tlohy (3.5)), coz jsme
chtéli dokazat.

Poslednim krokem je ovéreni toho, zda tato preformulovand tloha je
skuteéné konvexni. To znamend ovétit, zda je funkee d(x,\) = Ad(X) D-konvexni.
Necht A1, Ay > 0, x1, x2 € Rt a 6 € [0,1], potom plati:

d(Ox1 + (1 —0)x2,0M + (1 —0)\y)

— (O + (1 - O)\o)d (%’2 i 8 - Z;i‘;)

O\ X1 (1 — 9))\2 X2
= 1-— N o
(9)\1 + ( 9))\2)(1 (9/\1 T (1 — 0))\2 A\ O\ + (1 — (9))\2 A2

<o 00 (Y1) + (1= 0020 (32) = (03 00) + (1 = )21,

1

kde nerovnost plyne z D-konvexity funkce d(w) (piedpoklad A1). Funkce d(x,)\)
je tedy D-konvexni. Uroviiové mnoziny souc¢tu konvexnich funkei jsou konvexni,
a tudiz mnozina pripustnych feseni urcena timto omezenim je konvexni. Omezeni
X € 2 v dloze vytvatri konvexni mnozinu pravé tehdy, pokud je mnozina €2
konvexni, coz zarucuje predpoklad A2. Zbyla omezeni jsou linearni a tudiz je cela
uloha konvexni. O

Zde jesté uvedme ditkaz lemmatu, na které bylo odkazovano v pribéhu dikazu
predchézejici véty.

Lemma 3.5. Pro konvexni ilohu existuje za splnéni podminek Al a A3
Slateriuv bod.

Diikaz. 7 definice indexové mnoziny J(x) (3.4]) plyne, ze Vi € J(x) Jw,; € Q :
t! (z)w; > u;(x). Potom pro i € J(x) a § > 0 malé volme x; = \iw; a \; = 4.
Ostatni hodnoty jsou nastaveny jako \; = 0, x; = 0 pro i € \I(x) a Ay =
1 —ddimI(x), Xo = H — Xicse) Xi- Pro § dostatetné malé plati, Ze 32 € int €2,
nebot p € intQ, a e, Nid(XH) <p o, coZ plyne z d(p) <p o a spojitosti
disperzni funkce. Splnéni ostatnich omezujicich podminek je zfejmé:

Z)‘i: Z)\—l—édlmﬂ 25—1

1€Jo 1€Jo(x) i€J(x)
dDXi= D, Xi=H— Y, Xit D Xi=M
1€Jo 1€Jo(x) 1€J(x) i€I(x)

U afinnich podminek ¢;(z) " x; > A\ju;(x) neni ostrd nerovnost vyzadovana (viz De-
finice [L.4). Tim je dokézéno, Ze (X\;,x;) je Slaterovgm bodem tlohy (3.7)). O

Obsahem dalsi véty bude prevedeni konvexniho problému ({3.7) do kénického
tvaru. Nejprve vsak uvedme kratké lemma, které bude pouzito v jejim dikazu.
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Lemma 3.6. Pro jakékoliv~y € D* je dudl konvexnt funkce v" d(w) ddn vztahem:

(’7Td)*(y) = Uepid(Va - 7)
Diikaz. Pomoci definic konjugované a opérné funkce lze dané vyrazy vyjadrit
jako:
(v'd)'(v) = §U£{VTE—7Td(€)},
€

Oepia(V, —7y) = sup {v'&—~'n:d(€) =pn}
¢€R! neRd

Rovnost mezi témito dvéma vyrazy budou dokézany postupné pres nerovnosti.
Prvni nerovnost plyne z toho, zZe supremum pocitané pres vétsi mnozinu musi byt
nutné vétsi nebo rovno. Proto pro volbu = d(&) dostavame:

sup {v'€—~v"n:d(€) =pn} >sup{r'€—~"d(¢)}.
¢ER! neRd ¢eR!

Pro ditkaz druhé nerovnosti nejprve k vyrazu uvniti suprema pricteme a odecteme
¢len v d(€):
sup  {v'&—~"d(€) —v'(n—d(€)) : d(&) <o n}.
¢eR! neRd

Vzhledem k podmince d(§) <p 1 plati, ze n—d(&) € D. Jestlize v € D*, tak musi
platit, Ze v (n — d(€)) > 0. Pokud tedy bude tento ¢len ze suprema vypustén,
tak se jeho hodnota nemiize snizit. To znamena, Ze:

sup {v'€—~"n:d(€) 2pn} <sup{v'&—~"d(¢)}
¢eR! neRd ¢eR!

Tim je dokézana rovnost mezi obéma vyrazy. O]

Véta 3.7 (Konicka reformulace, |[Hanasusanto a kol.| (2017)). Za predpokladi A1’
A2, A3 a AJ je pesimistické omezeni z ulohy splnéno prdve tehdy, pokud
ezistuji B € R, v € D*, 7, ERy proi €I a v; € R pro i € Iy splriugici:

l+pu'B—0c'ry > 1—c¢
vy—pB €
vi—pB—-7t; € Q' Viel (3.9)
(—viy) € epitd,Vie

IA

Ti +ui(x), Vi € J.

)l

Diikaz. Za platnosti predpokladu A1’) A2’ a A4 Ize (3.7) zjednodusit do tvaru:

min Ao
AiyXi

s.t. NER, x;€Q,1€7

=1 (3.10)

i€Jg

Z Xi =M

1€Jg

Z d(x:) 2p o
1€Jg
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nebot dle pfedpokladu A1’ plati, ze A\;d(X*) = d(x;). Na zakladé A2’ vime, Ze
mnozina §2 je kuzel, a tak lze podminku {* € €2 nahradit omezenim x; € €.
Posledni predpoklad A4 znamend, ze t;(x) = t;. Lagrangeova funkce ilohy ({3.10))

ma pak tvar:

L(xiA\i,o.8,77,750 € ) = Ao+ a(l — Z Ai) + BT(H - Z Xi)

i€Jo i€Jo
— (o =Y dx:)) + Y mi(hui(x) =t xi)
i€Jo ie€d
= atp'B-oa'v+ (1 -a)+d N(rui(z) —a)
)
+ (v'd(x0) — B x0) + > (vTd(xi) — B xi — mit{ xi)
i€l

s multiplikitory o € R, B € R!, v € D*, 7; € Ry, i € J. Pokud existuje Slateriv
bod tlohy (]3.10]), pak je jeji optimalni hodnota rovna:

su inf L i;>\i;a7 Y Ti ) 3.11

A e e, (x BT (3.11)

Diuikaz toho, Ze pro tlohu (3.10]) skutecné existuje Slateriv bod je analogii dukazu

Lemmatu s drobnymi obménami, proto ho zde nebudeme znovu provadét.

Jelikoz se jednd o konvexni tlohu, lze supremum ve vyjadreni (3.11)) nahradit
maximem. Dale vyjdéme ze vztahu:

inf L(xihiaBym) = atp'f—o’y+ inf A(l-a)
Ao€ER ¢

)\i,Xi,iEJO
+ Z mf Ni(Tiug () — ) + Xioréf;)(’YTd(Xo) — ﬁTXo)

i€

+ > inf (v'd(xi) — B xi — it xi),

EQ
ieg Xi€

ktery bude maximalizovan pres zbyvajici proménné. Proto musi proménna o € R
splnovat omezeni @ < 1 a a < nu(x) Vi € J. V opacném pripadé by ¢leny
obsahujici tuto proménou divergovaly do —oo, coz je vzhledem k nasledné ma-
ximalizaci nezajimava varianta. Za platnosti vyréenych podminek budou ¢leny
infy,er, Ao(1 — @) a Y;eyinfy,er, Ai(7u;(x) — a) nulové. Pfedposledni vyraz lze
upravit do tvaru:

inf (v'd(x0) = B'x0) = — sup (8"x0 — 7 d(x0) — da(x0))
Xo€ Xo€R!
= —(v'd+da)(B)

=~ inf (vTd) () + (B — )

= sup (—0epia(t0, — ) — 0a(B — )),

1) eR!

kde v prvnim kroku byla zaménéna mnozina, pres kterou je poc¢itano supremum, a
pridan ¢len obsahujici indikator piivodni mnoziny. Dalsi rovnost vychazi z definice
konjugované funkce. Konjugovany soucet dvou funkci je vypocitan dle Theoremu
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11.23(a) uvedeného v Rockafellar a Wets (2009)) jako inf-konvoluce. V poslednim
kroku byl vyuzit vztah mezi konjugovanou indikdtorovou funkci a opérnou funkci
(viz vztah (1.3))) a Lemma Analogicky plati pro posledni ¢len a Vi € J:

inf (v'd(xi) = B'xi — 7t xi) = — sup (B'x; + 7t xi — v d(xi) — da(x:))
XZEQ XieRl

= —(v'd+da)* (B +Tits)
= — inf (7" d)" () + 05(B + Tt — 1))

= Supl (_Uepid(yia - ’Y) - 09(5 + 7t — Vz))
v; ER

Maximaliza¢ni tloha (3.11) méa tedy tvar:

max a—i—uT,@—O’T‘)’— Zaepid(yia _'Y)

a:ﬂv’yﬂ-iy’/i ZEJO
—oq(B —vy) — ZUQ(B + 7t —v;)
i€J
st. acR BeR, vyeD" ,eR,,icd, v, eR e,
a<l
a < ru(x), Vi € 7.

Dle Lemmatu [1.11| je opérna funkce uzavieného konvexniho kuzelu K totozna
s indikdtorovou funkci negativniho dudlniho (polarniho) kuzelu —X*. JelikoZ jsou
mnoziny  a epid na zakladé predpokladi A1’ a A2’ uzavienymi konvexnimi
kuzeli, lze psit oq(v) = da«(—V) & Oepia(V) = Oepi-a(—V). Na zdkladé téchto
souvislosti je mozné dualni dlohu prepsat do tvaru:

max a+p' B—o'~y

a,B,7,Ti Vi
st. acR BeR, vyeD" r,eR,,icd, v, eR e,
vy— B e (3.12)
v — B—rit; € O, Vi el
(—v;,y) € epi*d, Vi € I
a<l
a < ru(x),Vi e J.

V dalsim kroku budou vyuzity podminky komplementarity, které plati diky
Vete . Konkrétné pro kazdy par feseni primarni a dudlni (3.12)) tlohy musi
platit A\p(1—«) = 0. Jelikoz optimélni hodnoty téchto tloh, které jsou na zaklade
stlné duality totozné, souvisi s hodnotou vyrazu infpep P[T(x)w < u(x)], musi
byt splnéni podminky komplementarity zajisténo volbou a = 1. Druhé varianta
Ao = 0 by vedla k feSen{ infpep P[T(x)w < u(x)] = 0 (viz Véta [3.3), které
vzhledem k podmince infpep P[T(z)w < u(x)] > 1 — € pro € € [0,1) nema smysl
uvazovat. Volbou o = 1 se snizi pocet omezeni v tloze a posledni z nich se
transformuje do tvaru 1 < ru;(x) Vi € J.

Hlavnim cilem celé této kapitoly bylo zjistit, za jakych podminek je splnéno
pesimistické pravdépodobnostni omezeni tlohy (3.2)). Maximum tlohy je
vétsi nebo rovno 1 — e pravé tehdy, kdyz existuje pripustné teSeni, pro které
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ma ucelova funkce hodnotu alespon 1 — e. Tedy hledame feSeni splnujici tyto
podminky:

l+p'B—0c’y>1—¢

a€eR BeR, veD* ,eR,, i€, v, eRL ey
vy— B e

v~ B— Tt € Q, Vi e T

(—v;y) € epi*d, Vi € I

1 < 7mu(x), Vied.

Nakonec jesté ukazeme, ze posledni podminka v tloze je totozna s pod-
minkou 1 < mu;(x). Vyjdéme z tvaru podminky, kterd je uvedena v tloze (3.9).
Tuto nerovnost nejprve umocnime, coz lze udélat, nebot 7, € R, a 1 < mu;(x).
Z ¢ehoz dohromady plyne, ze u;(x) > 0. Dalsi dpravy této nerovnosti jsou jiz
ziejmé:

Va+ (n—w(@)? < 7+ ()
4472 = 2ru(x) +ui(x) < 724 2mu(x) + ud(x)

Timto vysledkem je dokazéno, ze pravdépodobnostni podminka z tlohy (3.2)) je
ekvivalentni omezenim (3.9)). O

Celkem bylo pomoci Vét a 3.7 ukazano, ze tlohu (3.2)) 1ze za platnosti
pozadovanych predpokladi upravit do ekvivalentni podoby:

min  f(x)

st. xeXCR" BeR, veD,
neRL, i€l vy, eR e,
l+pu'B-—c'y>1—c¢ (3.13)
vg— B e
vi—B—T1it; e Q,Vied
(—v;y) € epi*d, Vi € Iy
1 < 7nu(x), Vi e J.

Posledni omezeni lze napsat i jako:

(S

coz je tvar tzv. Lorentzova kuZele. Jedna se o typ kuzele generovaného [P-normami
pro volbu p = 2. Pro p > 1 je [P-norma vektoru & € R" definovana jako:

n
], = ¢ > |zl
i=1

s imluvou ||| = max;cq1,..n} |2i|. Obecny kuzel generovany [P-normou ma pak
tvar:

S Ti + Ul(iB),
2

n+l __ n+1 .
I = {(m,a) e R™ |||, < a}.
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Jedna se vlastné epigraf dané normy. Tyto kuzele jsou konvexni, coz plyne z troj-
tthelnikové nerovnosti pro normy a lze to lehce dokézat. Vezméme (x,a), (y,b) €
Xp+ta A € [0,1], potom plati, ze:

Az + (1= Nyll, < Azll, + (1 =) lyll, < Ao+ (1=,

kde prvni nerovnost plyne z trojihelnikové nerovnosti a druha z predpokladu
(z,0), (y,b) € K2F1. Vysledkem je, Ze (Ax + (1 — M)y, \a+ (1 —A)b) € KT, a
tudiz jsou tyto kuzele konvexni.

Dali otdzkou je, za jakych podminek bude tloha linedrni konicka.
K tomu staci pozadovat, aby tcelova funkce f(x) byla afinni, nebot vSechna ome-
zeni jsou v linedrnim tvaru a mnoziny £2*, epi* d jsou kuzele, coz plyne z predpo-
kladt A1’, A2’ Lemmatu[I.7)a faktu, Ze epigraf D-konvexni pozitivné homogenni
funkce (stupné 1) je kuzel. Posledni omezeni lze vyjadrit ve tvaru Lorentzova ku-
Zele a vzhledem k afinnimu tvaru funkei u;(x) také linearita problému ztstéva
neporusena za predpokladu, zZe je mnozina X polyedricka.

V pripadé ztraty linearity problému prichazi na rfadu otazka konvexity tlohy
(3-13). V takovém piipadé musi byt jak tcelovd funkce f(x), tak mnozina X
konvexni. Mnoziny Q* a epi(d)* jsou za platnosti predpokladia A1” a A2’ konvexni
(viz Lemma [1.7)). Jelikoz w;(x) > 0, protoze jinak by pro 7; > 0 nebylo mozné
splnit omezeni 1 < 1;u;(x), lze dané omezeni prepsat do tvaru ﬁ < 7;. Jedna
se o epigraf slozené funkce, kde vnéjsi funkce (i) je hyperbola, kterd je konvexni
pro y > 0, a vnitini funkce u;(x) > 0 je dle predpokladu afinni. Slozend funkce
je tedy za danych podminek konvexni a jeji epigraf je konvexni mnozina.

3.2 Ovéreni predpokladi

Pri praktickém teseni optimalizac¢nich tloh je dilezita jejich formulace tak, aby
co nejlépe popisovaly dany problém a soucasné byly fesitelné a splnovaly pred-
poklady pouzitych metod. Otazkou, kterd je zcela zasadni pri feseni tlohy ,
je vybér disperzni funkce d. Jednou z moznych voleb jsou tzv. rizikové miry (de-
finované obvykle pro jednorozmérné nahodné veli¢iny Z € R), mezi které patii
napiiklad variance, smérodatnd odchylka, hodnota v riziku (VaR,(Z) = inf{z €
R : Fy(z) > a} = F;*(a)) nebo podminéna hodnota v riziku (CVaR.(Z) =
E[Z|Z > VaR,(Z)]). K prechodu od tlohy k tdloze (3.13)) je potieba, aby
vybrana rizikova mira splnovala pozadavek A1’ Z tohoto diivodu jsou zajimavé
tzv. koherentni miry rizika p(Z), které dle definice pro kazdé ndhodné veliciny
L, Ly, Ly € R a konstanty a > 0, b € R splnuji néasledujici vztahy:

e monotonie: Ly > Ly skoro jisté: p(Ly) > p(Ls),
o subaditivita: p(L1 + Lo) < p(L1) + p(La),

e pozitivni homogenita: p(al) = ap(L) a

o translacni ekvivalence: p(L + b) = p(L) + b.

Koherentni miry rizika jsou pozitivné homogenni (stupné 1), coz plyne pifimo
z definice, a konvexita je disledkem subaditivity a pozitivni homogenity. Dalsim
pozadavkem, na ktery je potteba brat pri vybéru disperzni funkce ztetel, je snadny
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vypocet dudlu jejiho epigrafu (epi*d), coz muze byt pro koherentni miry rizika
celkem slozity tkol. O poznani jednodussi je vypocet dualu k epigrafu [P-norem.
Rizikové miry od nich odvozené (p(Z) = E| Z||,,) sice nejsou koherentnimi, nebot
nesplnuji pozadavek translac¢ni invariance:

p(Z +0) =E[|Z + b, <E(|Z]l, + [Ioll,) = E[Z]l, + E[|b]l,, = p(Z) + 0],

nebot tato nerovnost skoro nikdy nebude rovnosti. Splnuji vsak pozadavek A1’
V souvislosti s vypoctem dudlu k epigrafu [P-normy je vhodné zavést dualni normu
vektoru € R™ ||z, predpisem:

||, = sup{x"y : ly[| <1}, (3.14)
yeR?

Pomoci nasledujicich dvou lemmat bude ukazano, jak lze vypocitat dual k epi-
grafu [P-normy. Prvni lemma se zabyva vztahem mezi [P-normami a jejich dudl-
nimi podobami.

=1 (s dmlwou - = 0)

T +

Lemma 3.8. Prox € R" a p, ¢ > 1 splniujici
plati |||, = ||z,

1,1
p q
Dikaz. V prvnim kroku se omezme na p, ¢ € (1, + o0), které jsou navic Hélde-
rovsky konjugované (% + é = 1). Déle lze bez ijmy na obecnosti predpoklddat,
ze x # 0. V opacném pripadé by vztah mezi normami platil trivialné. Zacneme
nalezenfm hornf meze pro [|z|,.:

n n
'y = ziyi <D lwyil < |z, lyll, < =,

i=1 =1

Druhd nerovnost plyne z Hélderovy nerovnosti a tfet{ z omezeni [ly[|, < 1 (viz

vztah (3.14])).

K dokézani rovnosti staci najit vektor y : ||y||,, < 1, pro ktery plati, Ze x'y =
|z|l,- Nejprve definujme pomocny vektor z ptedpisem z; = sgn(z;)|x; |77t Vi €
{1,...,n}. Potom lze s vyuzitim vztahu sgn(z;)x; = |x;| psat:

n

x'z = Swiz = wpsgn(m)|z] =D |a|? = |5 - (3.15)
i=1 =1

i=1

Déle pro ||z, plati:

2]l = > lzil” = D7 [sgn(aa)lal P = 3 Jaa 07 = 3" il = [l (3.16)
i=1 i=1 i=1 i=1

nebot pro Hélderovsky konjugované mocniny p a q je p(¢ —1) = ¢q. Nyni vezméme
vektor y = ﬁ Tato definice je korektni, protoze vzhledem k predpokladu « # 0
P

je ||z[l, > 0. Za vyuzit{ vztahi (3.15)) a (3.16) dostdvame:

_4
v y=—r z=—7 |zl =zl "=zl

22



protoze pro p a q Holderovsky konjugované plati, ze q — % = q(1 — %) = % = 1.
Tim byl nalezen vektor y : ||y||, < 1, ktery splivje 'y = [|z|,, a dokdzdno, Ze
||, = [lxll, pro Hélderovsky konjugované p, q € (1, + 00).

Nyni zbyva jesté dokoncit dikaz pro normy ||z||; a ||z|| .. Zatneme {*-normou
a vypoctem jejiho dudlu dle predpisu:

]|, = sup {z"y : ly[, < 1}.
yeR?

V tomto pripadé je dosazeno suprema pro volbu vektoru y : y; = 0 Vi # k, kde k

-----

2l = lol = max o] = o]l

Pro [**-normu plati vztah:
lzllo, = sup{z "y : [yl <1}
yeR?

Nyni volme vektor y, jeZ spliiuje y; = sgn(z;) Vi € {1,...,n} a pro ktery dosdhneme

suprema:
@l = > il = llll, -

1e{1,...,n}

Tim je lemma dokazano pro p, ¢ > 1. O
Nasledujici lemma déva navod, jak urcit dudl k epigrafu [P-normy.
Lemma 3.9. Pro [P-normy a p, ¢ > 1 Hdélderovsky konjugované plati:
epi” |||, = epi [l -
Diikaz. Nejprve napisme definice obou mnozin:

epi* |, = {(@a) €R™ 2Ty +ab>0¥(yb) € R™ : |ly], < b},

epi|-l, = {(za) eR"™: 2|, <a}.
Zatnéme s dokazovanim inkluze epi||-||, C epi*|[|-[|,. Vezméme tedy (z.,a) €
epi |||, a (y,b) € epi||-||,,, pro které plati ||z[|, < a a [[y||, < b. VSechny hodnoty
v téchto dvou nerovnostech jsou nezaporné, a tudiz je lze dat dohromady:

ab > ||z, lyll, = I, lyll, = —="y.
Rovnost plati diky invariantnosti normy vii¢i zméné znaménka vektoru a posledni
nerovnost plyne z Hélderovy nerovnosti. Ziskany vztah lze prepsat do tvaru:
x'y+ab>0, (3.17)

¢imz je ovéfeno, Ze (x,a) € epi” |-, a dokdzdna prvni inkluze.
Pro dokdzan{ druhé inkluze vezméme body (z,a) € epi” |||, a (y,b), kde
y = ﬁ pro z : z; = —sgn(z;)|z,|! Vi € {1,...,n} a b = 1. Protoze [lyl|, < b,
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tak pro dané body plati vztah (3.17). Pro Hélderovsky konjugovanou dvojici p a
q lze psat:

n

Izllp = > o = |||l
i=1

nebot p(q — 1) = ¢. Déle lze skaldrni souc¢in mezi vektory x a y vyjadrit jako:

IR ST
=t (P =t
B
= ——t=—ally " = |, (3.18)
|l

Zkombinovanim vztaht (3.17) a (3.18)) dostaneme pro volbu b = 1:
|, = —x'y <ab=a.

Tud{Z je bod (z,a) € epi” |||, také prvkem mnoZiny epi||-||,. Tim je dokézéna
druhd inkluze, a tedy i rovnost mezi mnozinami.

Jesté zbyva dokoncit diikaz pro p = 1 a ¢ = +00. Zac¢neme s inkluzi epi ||-|| . €
epi” ||-||;. Vezméme (x,a) € epi |||, a (y,b) € epi||-||;- Vzhledem k nezdpornosti
norem a hodnot a, b plati:

ab > 2| llylly = max Jzil > [yl

i€{1,...,n} ie{T,.m}
> Y > Y myi=-z'y.
i€{1,...,n} ie{1,...,n}

Z toho vyplyva, ze (z,a) € epi*|-||,, protoze "y + ab > 0 V(y,b) € epi |||,
Pro dokazani druhé inkluze (epi* ||-||; C epi]-||.,) volme (y,1) € epi|-||; ta-
kovy, ze y; = 0Vi # k, kde pro k plati, Ze |v;| = max;eq1,. 0y |75 @ yp = — sgn(zy).
Potom pro (x,a) € epi*||-||, plati:
0<z'y+a-1=—sgn(rp)rs +a=— max |z]+a=—|z|, +a,
tudiz je (x,a) € epi*|-||; také prvkem mnoziny epil-|| (|||, < a). Tim je
dokédzéna rovnost mezi mnozinami. Platnost vztahu epi*||-||, = epi|-||; plyne

z toho, ze kuzele generované [P-normami jsou konvexni a uzaviené, a tudiz pro né
plati, Ze (epi®[|-||,)* = epi |-, O
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3.3 Optimisticky scénar

V nékterych pripadech mtze byt vhodnéjsi misto scéndri pesimistickych na-
opak uvazovat scéndre optimistické. Potom méa dané pravdépodobnostni omezeni

tvar:

supPlg(z,w) > 0] > 1 —e. (3.19)
PeP

Obdobné jako vyse lze vyraz na levé strané tohoto omezeni se specialnim tvarem
funkce g(x,w) = u(x) — T(x)w v nekolika krocich pfetransformovat do jed-
nodussiho problému. Za platnosti predpokladi Al, A2 a A3 lze postupné pre-
jit ke koneéné rozmérnému konvexnimu problému. Pokud jsou pouzity strikt-
n&jsi predpoklady A1’, A2’ spolu s predpokladem A4, lze omezeni prevést
na ekvivalentni problém hledani w; € €, i € {0,1} splnujicich nasledujici vztahy:

Twy < (1 —e)u(x)

Yowi=p (3.20)

1€{0,1}

Z d(wz) j@ .

1€{0,1}
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4. Aplikacni cast

V predeslych kapitolach prace byly pripomenuty potiebné znalosti z teorie
optimalizace, které byly nasledné aplikovany na tlohy s pravdépodobnostnimi
omezenimi, jez jsou hlavni naplni tohoto textu. Konkrétné se jednd o tlohy,
ve kterych pravdépodobnostni rozdéleni nahodnych veli¢in definujicich mnozinu
pripustnych feseni neni pfimo znamo. Znama je pouze rodina pravdépodobnost-
nich rozdéleni, uréena napifklad predpisem (3.3). Jako mozné piistupy FeSeni
tohoto problému byly vybrany metody tzv. pesimistickych a optimistickijch scé-
ndru, kdy je prislusné pravdépodobnostni omezeni formulovano ve tvaru ,
respektive . Dosavadnim hlavnim teoretickym vysledkem je moznost trans-
formace takové optimalizac¢ni tlohy ve specidlnim tvaru , za splnéni jistych
predpokladi, do vipocetné prijatelnéjsi podoby (3.13). Pro pripad optimistického
scénare lze pravdépodobnostni omezeni prepsat do tvaru (3.20)).

Optimalizacni dlohy jsou spojeny s celou rfadou obort lidské ¢innosti, jako
je logistika |Cordeau a kol. (2007), finance Dert a Oldenkamp| (2000), tvorba
siti Wang (2007)), projektovy management [Shen a kol.| (2010)) a dalsi. V této praci
budou dosazené vysledky aplikovany na problémy z oblasti optimalizace portfolia
a zpracovdni obrazu.

4.1 Optimalizace portfolia

V pouzitém modelu je portfolio chapano jako soubor n aktiv drzenych jednim
investorem. Zastoupeni jednotlivych aktiv v portfoliu je dano vektorem vah x €
R™. Pokud nejsou na vihy x;, i € {1,...,n} kladeny zaddné dodate¢né podminky,
tak predpokladame, ze tzv. prodeje na kratko jsou povoleny. V opa¢ném pripadé
je potfeba vektor vah omezit podminkou & € R’}. Mnozstvi aktiv v portfoliu je
urceno bohatstvim investora w, které je ochoten do aktiv vlozit. Tato skutec¢nost
Ize vyjadiit podminkou 1@ = w, kde 1 je vektor jednic¢ek. Vynosy aktiv p jsou
reprezentovany nahodnym vektorem se stfedni hodnotou Ep = r a kovarianéni
matici varp = V.

Optimalizace portfolia je proces, kdy se investor snazi alokovat své bohatstvi
w mezi aktiva v portfoliu podle svych cili, které jsou dany snahou dosahnout
jistého predem urcéeného vynosu r. s minimalnim moznym rizikem, coz je stan-
dardni chovani popsané jiz v élanku Markowitz (1952)). Méfitkem rizika je rozptyl
vynosu portfolia var p'a = x " Vz. Misto ndhodného vektoru p lze pracovat s cen-
trovanym vektorem w = p —r (se stejnou kovarianéni matici V), ktery vyjadiuje
perturbace od stfedni hodnoty vynosi. Z téchto predstav vychazi Markowitziv
model portfolia, jez odpovida optimalizacni tloze:

mgn x'Vz
st. xeR" (4.1)
1Tz =w

r'x > Te.

Tento model predpokladéd znalost parametri (Ep, var p) pravdépodobnostniho
rozdéleni ndhodného vektoru p. Jednd se o konvexni problém, nebot vsechna
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omezeni jsou v linedrnim tvaru a kovarianéni matice V je z definice pozitivné
semidefinitni.

Nyni bude problém transformovan do teci pesimistickijch scéndri, kdy je
do tlohy ptidan ndhodny efekt v podobé perturbaci w:

min x 'V

st. xeR" (4.2)
1Tz =w
IﬁgP[xT('f +w) >r]>1—c¢,

kde pro pfedem zvolenou disperzn{ funkci d(w) : R® — R? a parametr o € R? je
rodina pravdépodobnostnich rozdéleni P dana jako:

P = {P € Py(R") : Eplw] = 0, Ex[d(w)] < o}

Pro prevedeni dlohy (4.2]) do tvaru (3.13]) je nutné identifikovat jednotlivé objekty
pro tento konkrétni pripad:

T(x) = —x'
u(x) = x'r—r,.
Tim je dosazeno pozadovaného tvaru pravdépodobnostniho omezeni tlohy (4.2)):

]%Drelg)P[T(w)w <u(x)>1-ec

P1i transformaci optimalizac¢ni tlohy ve tvaru pesimistickych scéndri do po-
doby byl ve Vété pouzity predpoklad A4 (konstantni matice T'(x) =
T), ktery je v tomto pripadé porusen. Tento predpoklad vSak pouze zarucuje
linearni tvar vysledné tlohy a nijak nesouvisi se samotnym pfevodem tlohy
do tvaru , ktery tedy miize byt uc¢inén i v tomto pripadé. Za disperzni funkci
byla zvolena [?>-norma, kterd splituje pozadavek pozitivni homogenity (stupné 1),
konvexitu a dudl jejiho epigrafu lze spocitat velice snadno, nebot plati epi* ||-||, =
epi |-, (viz Lemma [3.9). Kuzel D je totozny se svym dudlem a rovny R,. Ko-
necné nosicem nahodného vektoru w je cely prostor R", jehoz dualem je bod
0 € R" (* = {0}). Horni hranice pro volbu parametru o, ktery bude v tomto
pripadé jednorozmérny, je tvorena stopou kovarianéni matice V (v/TrV), nebot
pro zvolenou disperzni funkci a centrovany nahodny vektor w plati:

Ed(w) = Ellw], < JEZw? = sz — VTV,
=1 i=1

Pri tomto vypoctu byla vyuzita linearita stiedni hodnoty a Jensenova nerov-
nost pro konkavni funkei (druhd odmocnina). Nyni je vSe pfipraveno k prepsani
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ulohy dle do tvaru:

mxin x 'V

st. xeR" yeRy,
TR, vy, v, €R" (4.3)
1" =w
l—0oy>1—c¢€
vi—vg+T1xe=0
Ivoll, <~

lenlly <y
L<7(x"r —7r.),

kde byla jesté dimenze problému redukovana eliminovanim proménné B na za-
kladé omezeni vy — B = 0. Vzhledem k poruseni predpokladu A4 jiz neni dany
problém konvexni, a tudiz neni zaruceno, ze nalezené minimum bude minimem
globalnim.

Za totoznych tvah a pozadavki lze k tloze pristoupit pomoci metody opti-
mistickych scéndri (viz vztah (3.20))), kterd vede na lohu:

mwin x' 'V
st. x=eR" vy, v €R”
1T =w
—z < (1-e)(x'r—r,)

Z v =H

1€{0,1}

> vl <o

1€{0,1}

S vyuzitim volby g = 0 a druhé rovnosti lze redukovat pocet proménnych, nebot
vy = —v4. Vysledna tloha ma tvar:

min x Vo

st. zeR"veR" (4.4)
1Tz =w
(1—ere<z' (1—er+v)
2lwlly <o

Ze stejného duvodu jako vyse tento problém neni konvexni.

Zajimava situace nastava pro o = 0. Nasledujici argument je pouze formalni,
nebof pro tento pripad neni splnéna Slaterova podminka (d(p) < o), takze
spravny postup by byl uvazovat limitu ¢ — 0. Nejprve zacnéme optimistickou
variantou . Pri volbé o = 0 z posledni nerovnosti plyne, ze ||v|, < 0. To
znamend, ze v = 0. Po dosazeni tohoto vztahu do predchozi nerovnosti a zkraceni
kladného vyrazu 1 — € na obou stranéch, vznikne podminka r, < "7, ktera je
stejna jako v pripadé klasické ulohy . U pesimistické varianty pri volbé
o = 0 vypadne z prvni nerovnosti ¢len s v, a tudiz na tento parametr neni kladeno
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zadné dalsi omezeni kromé v € R,. Vzhledem k predposlednim dvéma nerovni-
cim ani vektory vy a v; nejsou omezeny zaddnou podminkou, a tak bude rovnost
v; — vy + 7 = 0 platit pro libovolné & € R" a 7 € R. Posledni nerovnost bude
splnéna, pokud bude vyraz ' — r, kladny. Vzhledem k tomu, ze 7 > 0, jinak by
dané omezeni muselo byt nutné poruseno, 1ze celou nerovnost vydélit 7 a ucinit
limitn{ p¥echod pro 7 — +o0: & 'r — 7, > % — 0, coz vede na tlohu .

Bohatstvi je pro jednoduchost voleno rovné jedné (w = 1). Jedna se pouze
o skalovaci faktor, kterym muzeme v pripadé potieby optimalni feseni x*, zis-
kané pro volbu w = 1, prenasobit konstantou a ziskat feseni pro obecnou volbu
bohatstvi.

Ve vSech tfech optimalizacnich tlohach vystupuji parametry pravdépodob-
nostniho rozdéleni ndhodného vektoru p (w). V souladu s postupy uvedenymi
v Kapitole [2.1]1ze dané parametry obsazené v ti¢elové funkei i v pravdépodobnost-
nim omezeni nahradit jejich odhady 7 a V. Tyto hodnoty budou urceny z historic-
kych dat metodou exponencidlné vazengch klouzavych praméri (viz Engle (2009)
a Tsay (2005)), kterd dava vétsi vahu hodnotam z blizké minulosti pred témi ca-
sové vzdalenéjsimi. Odhad stfedni hodnoty = v ¢ase n ma pak pro vyrovnavaci
konstantu 5 € (0,1) tvar:

#a(n) = (1— 6)2 BR,_ = (1— B)R, + Bfaln — 1), (4.5)

kde R, je vektor vynosii v ¢ase n. Obdobné je také urcen odhad kovarianéni
matice V:

Vsn) = (1-9) g F( Ry s — Ro) (R i — R)
= (1-B)(R.—R,)(R.— R, +8Vs(n—1), (4.6)

kde R, je primér vynost pies sledované obdobi.

4.2 Zpracovani obrazu

Jednim ze zakladnich problémi tykajicich se zpracovavani obrazu je odstrano-
vani Sumu. Zasumény cernobily obrazek ve formé m xn rozmérné matice mtize byt
reprezentovan vektorem intenzit jednotlivych pixelt f € [0,1]™", kde 0 znaci cer-
nou a 1 bilou barvu. V takovém pripadé je tikolem odseparovat od sebe ptivodni
obréazek x € [0,1]™" a Sum, coZ je realizace ndhodného vektoru w € [—1,1]™".
P1i tomto procesu se vychézi z pozorovani, ze v obrazcich se vyskytuji velké plo-
chy, kde se intenzita mezi sousednimi pixely méni pozvolna. Tyto plochy jsou
oddéleny ostrymi hranicemi, kde dochézi ke skokovité zméné v intenzité. Celkem
to znamena, ze obrazky obecné vykazuji nizkou celkovou varianci:

V(@)= Y 3 (@i —2i)? + (@ige — i), (4.7)

1<i<m 1<j<n

kde z; ; oznacCuje pixel nachézejici se v i-tém fadku a j-tém sloupci obrazku x.
Na zékladé tohoto empirického pozorovani byl v ¢lanku |Goldfarb a Yin (2005)
formulovan nasledujici optimaliza¢ni problém:
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min TV (x)

st.  xe[01]™ weR™ (4.8)
r+tw=Ff
lwll, < K,

kde K > 0 je zvolena konstanta. Tato tloha je konvexni, nebot normy jsou
konvexnimi funkcemi a afinni funkce v omezeni ve tvaru rovnosti tuto skutec-
nost neporusi. Nejcastéjsim predpokladem, ktery byva kladen na Sumovou slozku
v téchto modelech, je, Ze se sklada z nezavislych normalné rozdélenych nahodnych
veli¢in o nulové stfedni hodnoté a zndmém fixnim rozptylu o2.

Tyto predpoklady jsou vsak v mnohych pripadech zcela jisté poruseny. Napri-
klad variabilita zavisi na intenzité v jednotlivych mistech obrazu a byva obecné
vyssi v oblastech s vyssi intenzitou. Také nosi¢ uvazovaného ndhodného vektoru
musi byt omezeny, nebot intenzity v zasuméném obrazku musi stale lezet v inter-
valu [0,1]. Pro tento pfipad, kdy nezndme presné rozdéleni ndhodné veli¢iny w,
lze vyuzit metody odvozené v Kapitole 3] Pro pesimistickou variantu by tloha
méla tvar:

min TV (x)
st. xel0,1™ (4.9)

. s
HlmrelglP[a:qu fl>1—¢

kde rodina pravdépodobnostnich rozdéleni P je urcena predpisem:
P=A{P e Po(R™) : Ep[w] = p, Ep[[|w]l,] < o}

Skutecnost, ze velikost Sumu v daném pixelu zavisi na intenzité, lze do modelu
zanést, pokud bude stfedni hodnota nahodného vektoru w volena jako vhodna
funkce zasuméného obrazku p(f). Takto definované rodina pravdépodobnostnich
rozdéleni obsahuje i spojitd rozdéleni, pro kterd plati Pl + w = f] = 0, a tudiz
prislusné omezeni:

infPlx+w=7Ff]>1—c¢

PP

nemuze byt pro € € (0,1) nikdy splnéno.
V této aplikaci se proto zamétrime pouze na optimistickou variantu:

min TV (x)

st. xelolm™ (4.10)
supPlx+w=f]>1—¢
Pe?

Pro vyuziti vysledki odvozenych v Kapitole [3| je nutné vyraz uvniti pravdépo-
dobnostniho omezeni vyjadrit ve tvaru nerovnosti:

f—x

~(f — ).

w

IAIN

—Ww
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Tyto dvé soustavy nerovnic 1ze spojit do jedné velké soustavy:
Aw < A(f — =),

kde A je blokova matice o rozméru 2mn X mn tvorena jednotkovymi maticemi

- ()

Tim jsou omezeni prevedeny do tvaru neostrych nerovnosti. Prevod na ostré lze
ucinit snadno vlozenim konstantniho vektoru 61, kde 1 je vektor jednicek a ¢ > 0
je malé:

]Im’l’bX mn :

Aw < A(f —x) + 41.

Nyni je tloha v pozadovaném tvaru:

min TV (x)

st. xel0,1™ (4.11)
supP[T(x)w < u(x)] > 1 —¢,
PeP

kde T(x) =T = Aau(x) = A(f —x) + 1. Jelikoz je vybrana disperzni funkce
(I’-norma) pozitivné homogenni, mnozina £ = R™ je konvexni uzavieny kuZel,
matice T = A je konstantni a kuzel D = R, lze pravdépodobnostni omezeni

tlohy (4.11)) dle vysledki z Kapitoly prepsat jako:

vy, v € R™

> lwill, <o

1€{0,1}

a celou tlohu lze napsat ve tvaru:

min TV (x)
st.  xe[0,1]™ vy, vy € R™ (4.12)

vy, V1 € R™
Avg < (1 —e)(A(f —x) + 1)
Z v; = p(f)

1€{0,1}

> vl <o

1€{0,1}

Déle je potieba z tlohy eliminovat konstantu d, kterd do ni bylo uméle pri-
ddna pri jejim prevodu do pozadovaného tvaru (4.11)). Tento proces je obsahem
nasledujiciho lemmatu.
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Lemma 4.1. Oznacme optimdlni reseni ulohy jako (x5, Vo5, V1,5). Potom
pro 6 — 0 je tato posloupnost omezend a kaZdd konvergentni podposloupnost je
resenim:

min  TV(x)
x,Vo,V1
st.  xe[01]™ vy, vy €R™ (4.13)

vo=(1-¢(f -
Z vi = p(f)

i€{0,1}

> i, <o
1€{0,1}
Diikaz. Nejprve ukazme, Ze optimalni feseni tlohy (4.12)) existuje. To plyne ze sku-
teCnosti, ze ucelova funkce TV (x) je spojitd a mnozina pripustnych feseni je
uzaviend a omezena (kompaktni). Dale vyberme konvergentni podposloupnost
ve tvaru (x5, , Vo, , V14,) & ukdzeme, ze jeji limita (z*,1/§,v7) pro k — 400 (9 —
0) je pripustnym fesenim tlohy (4.13). Mnozina ptipustnych reseni tlohy (4.12)) je
kompaktni, a tudiz limita konvergentni posloupnosti bude prvkem stejné mnoziny.
Z toho plyne splnénf omezeni @* € 0,1, S0 vF = p(f) a Sicqony IIV7]l, <
0. Splnéni zbyvajici podminky vyplyva z toho, ze kazdy bod vybrané podpo-
slouplosti (xs,, Vo, V1.s,) lezi v mnoziné uréené nerovnostmi:
vs, < (L= )(f — s, + 1)

—Vg, S —(1 — 6)(f — &§, — (Sk]l)
Pokud ma limita podposloupnosti zlistat v mnoziné pripustnych reseni, musi lezet
v priniku téchto mnozin, coz je mnozina:

V= (]‘ - 6)<f - m)a

a tedy bod (x*,1/§,v}) je pripustnym fesenim tlohy (4.13]).

Nyni je potfeba ukdzat, ze limy_, 1o, TV (xs,) = TV (2), kde (2, vy, 1) je opti-
malni Feseni problému (4.13)). Za¢neme s ditkazem nerovnosti limy_, o TV (25,) <
TV (x), kterda plati diky tomu, Ze mnozina piipustnych feseni ulohy (4.12) je
pro kazdé & vétsi nez mnozina pripustnych feseni tlohy (4.13]). Druhd nerovnost
plyne z toho, ze bod (&, vy, 1) je optimalnim FeSenim problému (4.13)), a tudiz:

TV (@) < TV(2") = lim TV(xs,).
—+400

Tim je ovéfeno, ze limita optimélnich feSeni dlohy (4.12) (x5, Vo5, V1,5) prod — 0
je optimalnim fesenim tlohy (4.13]). ]

Problém (4.13)) ztstavd konvexni, nebot [*>-norma, a tedy i funkce TV (), je
konvexni a ostatni podminky jsou ve tvaru linedrnich omezeni. Vztah mezi touto
tlohou a puvodnim problémem 1ze odhalit pfi volbé p(f) = 0. V takovém
piipadé z omezeni Y ;o 1y Vi = () vyplyva, Ze vy = —1y. Za pouziti substituce
w = - lze problém vyjadrit ve tvaru:

min TV (x)
st.  xe[01]™ welR™
c+w=7Ff
lwlly < 57
w — .
27 2(1—¢)
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Uloha 1} tedy prechazi na pivodni problém 1} s parametrem:

o

K=——. 4.14

2(1—¢) (4.14)

Pro eliminaci zakladnich nedostatkt standardni metody reprezentované tlo-

hou (4.8) je nezbytné volit stfedni hodnotu sumové slozky nenulovou a také po-

stihnout jeji zavislost na intenzité v jednotlivych pixelech obrazku f. Nejjedno-
dussi linearni zavislost muze vypadat takto:

u(f) = b —2f). (4.15)

Tento model odrazi fakt, ze v prilis temnych, nebo svétlych oblastech obrazku
nemuze mit Sumova slozka nulovou stifedni hodnotu, nebot intenzita v kazdém
pixelu originalniho i zasuméného obrazku musi byt v intervalu [0,1]. Vyznam pa-
rametru b > 0 je takovy, ze udava rozmezi pro stfedni hodnoty Sumové slozky
obrazku. V nejtemnéjsich oblastech je stiedni hodnota rovna b a v nejsvétlej-
sich mistech mé naopak stfedni hodnota velikost —b. Vybéru vhodnych hodnot
parametri b a o bude vénovana vypocetni ¢ast.
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5. Vypocetni cast

Pro teseni vybranych optimalizac¢nich iloh byl zvolen software Mathlab ve verzi
R2017b spolu s programy Yalmip a CVX, které slouzi k pripraveé vstupi do formy
vyzadované pouzitymi fesiteli optimalizac¢nich tloh. Zdrojové kédy pouzité pri fe-
seni jednotlivych tloh jsou k dispozici jako elektronické ptilohy.

5.1 Optimalizace portfolia

Vybrané modely z predchozi ¢asti budou nyni aplikovany na portfolio tvoreno
10 vybranymi akciovymi tituly. Pro vypocet odhadi stredni hodnoty vynosu akcii
r a kovarianéni matice V byla pouzita data ziskana ze serveru Yahoo! Finance
za obdobi od 7.4.2017 do 7.4.2018 (celkem 250 pozorovani). Odhady byly poci-
tany metodou exponencidlne vazZengjch klouzavych priméri s volbou vyrovnavaci
konstanty 5 = 0,9 dle doporuceni v knize Cipra| (2008)). Denni vynos akcie v ¢ase
t R, byl urcen z dennich uzaviracich kurzi akcii oc¢isténych o dividendu p, jako:

R, = Ml@()[%].
Di—1

Vybrané akcie spolu s ofekdvanym dennim vynosem a rizikem (smérodatnou od-
chylkou) jsou uvedeny v tabulce .

Tabulka 5.1: Vybrané akciové tituly

Akcie Eminent Ocekavany vynos [%] Riziko [%]
OXY Occidental Petroleum Corp. 0,30 1,87
LAC Lithium Americas Corp. -0,46 4,46
PFE Pfizer Inc. -0,15 1,35
DIS The Walt Disney Comp. -0,08 1,42
C Citigroup Inc. -0,28 1,74
UL Unilever PLC 0,42 1,39
DAL Delta Air Lines, Inc. -0,23 2,09
ADS.DE  Adidas AG 0,63 2,20
SIE.DE Siemens AG 0,05 1,56
VOW.DE Volkswagen AG 0,24 1,73

Na portfolio téchto akcii byly aplikovany vsechny tfi optimalizacni postupy.
Nize uvedené vypocty byly uéinény pro velikost bohatstvi w = 1, r. = 0,5 a
e = 0,1. Parametr ¢ byl vybirdan v rozmezi od 0 do v/ TrV = 6,8. Vysledky analyz
v zévislosti na volbé tohoto parametru jsou zndzornény na obrézcich [5.1] a
. Do grafti je pridana dolni mez tlohy , kterd vznikne jako Feseni této
tilohy bez podminky na minimédlni o¢ekévany vynos (r'x > r.). V grafech si
muzeme vsimnout, ze pro volbu ¢ = 0 davaji vSechny pristupy stejny vysledek,
coz potvrzuje tvahy uvedené v predchozi kapitole.

V pripadé pesimistického scéndre s rostoucim parametrem o roste také vynos
a riziko vybraného portfolia. To souvisi s faktem, ze pri pesimistické varianté
jsme nuceni do portfolia zahrnout i akcie, které maji vyssi kladny, ale i zaporny
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vynos (prodeje na krdtko) a které jsou soucasné vice rizikové. Tento efekt lze
pozorovat na vahéch akciich LAC a ADS.DE v tabulce 5.2l Pro pesimisticky scé-
nar neexistuje zadna horni hranice, a tudiz aby bylo zajisténo splnéni podminky
na minimélni ofekdvany vynos (viz tloha (4.2)), je tieba v portfoliu zvySovat
zastoupeni nejvynosnéjsich (a nejrizikovéjsich) akeii. Riziko takto vytvoreného
portfolia pak se zvySovanim velikosti parametru ¢ enormné nartista. Na obraz-
cich az neni zachycen cely pribéh zavislosti v daném rozsahu hodnot o.
To je vedle zachovani prehlednosti obrazkt také dano tim, ze zhruba od hod-
noty o = 0,2 jiz nebylo mozné nalézt pripustné reSeni. Vzhledem k praktickému
pouziti ziskanych vysledki vsak ani pri nizsich hodnotdch parametru o, které
nejsou znazornény na obrazcich, neprichdzime o zadna zajimava teseni, nebot se
jednd o portfolia, jejichz rizika jsou vyrazné vyssi nez riziko portfolia ziskaného
Markowitzovym pristupem.

Naopak pro optimisticky scéndr plati, ze do portfolia lze zahrnout i akcie
s niz$§im vynosem (a rizikem), protoZze véfime, ze jejich vynos bude vySsi nez
oc¢ekavany. V tomto pripadé je také ocekdvany vynos nizsi nez predepsana hod-
nota 0,5 % (viz obrazek . Pokud je hodnota parametru o zvysovana, dochazi
k rozsitovani rodiny pravdépodobnostnich rozdéleni, ve které se nachézi pravdeé-
podobnostni rozdéleni ndhodného vektoru w popisujiciho perturbace od stredni
hodnoty vektoru vynostu akcii v portfoliu. Pfi jisté hodnoté o, v tomto konkrét-
nim pripadé zhruba 0,53, je rodina pravdépodobnostnich rozdéleni tak bohata,
ze je mozné soucasné splnit optimistickou variantu pravdépodobnostniho ome-
zeni a také dosdhnout zminéné dolni hranice tcelové funkce. Poté jiz zvy-
sovani hodnoty parametru ¢ nijak neovlivni optimalni feseni dané tlohy, které
zustava stejné.

Na obrazeku [5.3| jsou vyneseny hodnoty skutecnych vynost portfolii vzniklych
tfemi ruznymi pristupy pro néasledujici obchodni den (9.4.2018). Zde je vidét, zZe
pro dany soubor akcii dava nejlepsi vysledek metoda optimistickych scéndri, kdy
byly pro parametry ¢ v intervalu od 0 do zhruba 2,8 timto postupem sestaveny
portfolia s nejvyssim redlnym vynosem a nizsim rizikem v porovnani s portfoliem
vzeslym ze standardniho Markowitzova pristupu.

Posledni porovnéni pouZitych p¥istupt je zndzornéno na obrazku [5.4], kde jsou
vyneseny zavislosti rozptyli portfolii ziskanych metodami optimistickych a pesi-
mistickijch scéndri na jejich ocekavanych vynosech. Pro Markowitzuv pristup je
zde zavislost rozptyli portfolii na predepsaném vynosu r., ktery je vSak od jisté
hranice rovny vynosu ocekavanému. Pribéh obou zavislosti je velice podobny. Op-
timisticky scéndr nabyva nizsich hodnot ocekavanych vynosi i rozptylu a v bodé
zvoleného predepsaného vynosu 0,5 % se napojuje na pesimisticky scéndr, pro néjz
rozptyl portfolia stoupé s nartistajicim ocekavanym vynosem strméji nez pro Mar-
kowitzuv pristup.
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Tabulka 5.2: Porovnani vah akcii v portfoliu pro rtizné pristupy

Markowitzliv | Pesimisticky scénar | Optimisticky scénar
pristup | 6 =005 o0=0,1|0=0,3 oc=20,6
OXY 0,47 0,50 0,63 0,39 0,31
LAC -0,07 -0,09 -0,18 -0,05 -0,03
PFE 0,36 0,05 -0,16 0,49 0,48
DIS -0,22 -0,06 -0,04 -0,19 -0,10
C -0,21 -0,27 -0,42 -0,19 -0,18
UL 0,47 0,62 0,78 0,34 0,28
DAL -0,17 -0,15 -0,18 -0,15 -0,13
ADS.DE 0,12 0,24 0,50 0,07 0,04
SIE.DE 0,34 0,11 -0,01 0,39 0,33
VOW.DE -0,10 0,05 0,09 -0,09 -0,01
0.8
- —Optimisticky scénar
S 07f —Pgsimisnck{; SCEnaF
§ 06l Markowitzv pristup
= —Dolni mez
2 05/
& 04f
S 03
02 | | | | | |
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Obrazek 5.1: Zavislost oc¢ekavaného vynosu portfolia na volbé parametru o
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Obréazek 5.2: Zavislost rozptylu portfolia na volbé parametru o
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Obrazek 5.3: Zavislost realného vynosu portfolia na volbé parametru o
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Obrézek 5.4: Zavislost rozptylu portfolia na ocekdvaném vynosu pro pesimisticky
a optimisticky scéndr (a) a na predepsaném vynosu pro Markowitziv pristup (b)
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5.2 Zpracovani obrazu

V této ¢asti budou postupy odvozené v Kapitole 4.2] aplikovany na realna
data. Konkrétné na obrazek z magnetické rezonance zobrazujici transverzalni rez
lidského téla (viz obrazek . Hlavnim cilem je porovnat standardni pristup re-
prezentovany tlohou s optimisticky scéndr . Volba parametru € je fixni
na hodnoté 0,1 a ostatni parametry budou nastavovany tak, aby bylo dosazeno
co nejlepsi kvality obrazku. V tomto pripadé neexistuje zadné objektivni meéritko,
a tak rozhodovani a vybér nejlepsich parametrii budou zalozeny na subjektivnich
kritériich. Vzhledem k vypocetnim moznostem pouzitého softwaru byla analyzo-
vana pouze zluté oznacend ¢ast zminéného obrazku [5.5] V rdmci standardniho
pristupu byl nejvhodnéjsi parametr K z tlohy vybiran v rozmezi od 0 do 1.
Na obrazku jsou znazornény vysledky pro tii konkrétni volby parametru K.
Obréazky jsou vykresleny v barevné skéle, aby byly lépe znatelné drobné roz-
dily. Ptvodni obrazek odpovida volbé K = 0, jez obsahuje mnoho bodi, které
svou intenzitou nezapadaji do okolnich struktur. Tento efekt muze byt zmirnén
metodami slouzicimi k odstranéni Sumové slozky. Na dalsich tfech obrazcich je

Obréazek 5.5: Obrazek z magnetické rezonance se zluté ohrani¢enym vysekem,
na kterém budou provadény dalsi analyzy

demonstrovan efekt parametru K. Pri jeho zvysSovani se povoluje vétsi rozdil
mezi puvodnim obrazkem f a vyhlazenym obrazkem « (viz problém (4.8))). Tim
se rozsiruje mnozina pripustnych feseni, a tedy optimalni hodnota tcelové funkce
TV () klesé. To se vizualné projevi tim, Ze je dany obrazek méné ostry. Pri tomto
procesu dochézi jednak k odstranovani sumu, ale také ke ztraté kontrastu. Je tedy

38



potfeba najit kompromis mezi témito dvéma protichidnym efekty. Proto byla zvo-
lena hodnota parametru K = 0,2, pti niz jesté nedoslo k zasadnimu rozmazani
pritomnych struktur, coz uz pro vyssi volby parametru K neplati.

Obrazek 5.6: Standardni pristup

Metoda optimistickyjch scéndri zahrnuje, pri pevném e, dva volné parametry.
Jejich hodnoty byly vybirdny v rozmezi od 0 po 2 v ptripadé parametru o. Horni
mez pro parametr b zavisi na volbé o. Pro ¢ = 2 bylo mozné volit parametr b az
do hodnoty 0,04. V pripadé vyssi hodnoty parametru b jiz neexistuje pripustné
feseni. Vliv tohoto parametru je znazornén na obrazku Pro tento tucel byla
zémeérné volena vyssi hodnota parametru o, diky ¢emuz je mnozina moznych
parametri b vétsi, a tudiz je jeho efekt znatelnéjsi. Ten spoCiva ve zmirnéni ztraty
kontrastu na hrandch, ktery je naptiklad vidét na struktufe v pravé dolni ¢asti
obrazku. Pokud prii fixni volbé parametru ¢ dojde ke zvyseni hodnoty parametru
b, tak se zacnou jednolité celistvé plochy v obrazku rozpadat na mensi s drobnymi
rozdily v intenzitach.

Tabulka 5.3: Vybér optimalnich parametri

Standardni pristup | Optimisticky scénar
Parametry K o b
Hodnoty 0,2 0,6 0,01
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Obréazek 5.7: Vliv parametru b na vyhlazovani obrazku pro o = 2

Porovnani obou metod pro nejlepsi vybrané parametry, jejichz hodnoty jsou
uvedeny v tabulce [5.3] je na obrazku [5.8] Zajimavé je, ze pro optimisticky scénar
byla zvolena hodnota o = 0,6, ktera je vyssi nez hodnota spocitana podle vzorce
, jez udava vztah mezi parametrem K pro standardni ptistup a parametrem
o z optimistického scéndre za predpokladu nulové stiedni hodnoty Sumové slozky
(b = 0). To znamend, ze pro model s nenulovym parametrem b lze pouzit vétsi
vyhlazeni (vyssi o), ¢imz v obréazku vzniknou vétsi plochy konstantnich intenzit,
pri malé ztraté ostrosti (viz obrézek [5.8). To je ddno vybérem funkce p(f) (viz
vzorec ), ktera v pripadé pixelu s vysokou intenzitou v obrazku f preferuje
vysokou hodnotu intenzity i ve vyhlazeném obrazku x. Protoze plati, ze x = f—w
a stfedni hodnota p(f) je po slozkdch klesajici funkce intenzit v obrazku f.
Na rozhrani dvou mist s (vyrazné) rozdilnou intenzitou se tyto vlivy séitaji a
brani tim rozmazani dané hranice. Tento efekt je vsak maly a vzdy pouze koriguje
rozmazani dané velikosti parametru . Pomoci vhodné volby parametri je mozné
docilit vétsiho, ¢i mensiho poctu celistvych ploch v obrazku za stejného kontrastu
na hranéch.

Obrézek 5.8: Porovnani optimistického scéndare (O) se standardnim piistupem (S)
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Z.aver

Obsahem diplomové prace bylo nalezeni vhodnych pristuptt pro feseni opti-
malizacnich tloh s pravdépodobnostnimi omezenimi bez znalosti pravdépodob-
nostniho rozdéleni. Tento problém byl formulovan v podobé dvou scénait. Pesi-
misticky scéndr popisuje situaci, kdy k danému pravdépodobnostnimu omezeni
pristupujeme tak, ze z mnoziny moznych pravdépodobnostnich rozdéleni vybi-
rame to nejméné priznivé. Pri optimistickém scéndri naopak hleddme pravdépo-
dobnostni rozdéleni, které nam poskytne co mozna nejvétsi mnozinu pripustnych
reseni. V teoretické casti byly tyto tlohy s pravdépodobnostnimi omezenimi trans-
formovany na jednodussi deterministické tlohy.

Nésledné byly odvozené pristupy aplikovany na praktické problémy. Nejprve
jsme se zamérili na problém optimalizace portfolia, kdy se investor snazi alokovat
své bohatstvi mezi portfolia aktiv tak, aby minimalizoval riziko za podminky do-
sazeni alespon predepsaného vynosu. Zde byly metody scénaii porovnany na re-
alnych datech s Markowitzovym pristupem, kde je s vyuzitim odhadt parametria
pravdépodobnostniho rozdéleni vynosu akcii feSena deterministicka optimalizacni
uloha. PTi pouziti pesimistického scéndre je investor nucen vice riskovat, aby za-
jistil splnéni pozadavku na predepsany vynos. Tudiz musi investovat vétsi ¢ast
svého bohatstvi do akeif s vySSim vynosem a obvykle také s vétsim rizikem. Cim
je pesimismus investora, vyjadireny pomoci parametri modelu, vétsi, tim roste
oc¢ekavany vynos a také enormné narusta riziko takto sestaveného portfolia.

Prijatelnéjsim pristupem se zda byt optimisticky scénar. Ocekavand rizika
portfolii nalezenych timto postupem jsou mensi nebo rovna riziku portfolia se-
staveného pomoci Markowitzova pristupu. V pripadé rozsitovani rodiny pravde-
podobnostnich rozdéleni, ze které vybirame, dochézi ke snizovani ocekavaného
vynosu (pod predepsanou troven) spolu s rizikem. Tento pokles se zastavi v mo-
menté, kdy je rodina pravdépodobnostnich rozdéleni dostatecné velka na to, aby
bylo mozné dosahnout globalniho minima pro riziko portfolia s danym souborem
akcii a bohatstvim investora. Toto portfolio odpovida optimalnimu feseni tlohy
na minimalizaci rizika bez podminky na minimalni predepsany vynos. Nejlepsim
pristupem se zda byt metoda optimictickijch scéndru. V pripadé uvazené volby
parametru vystihujictho miru optimismu investora bylo dosazeno vyssiho redl-
ného vynosu a soucasné nizsitho o¢ekavaného rizika nez v ptripadé Markowitzova
pristupu.

Druhym problémem, na ktery byly ziskané pristupy pouzity, je zpracovdni ob-
razu. Konkrétné odstranovani sumu z obrazku naméreného pomoci magnetické
rezonance. Pesimisticky pristup byl hned na zacatku zavrzen, nebot v pripadé
volby nejhorsiho mozného pravdépodobnostniho rozdéleni z dané rodiny, bychom
nikdy nemohli zarucit splnéni pravdépodobnostniho omezeni. Béhem implemen-
tace optimistického scéndre na tento konkrétni problém se ukazalo, zZe se jedna
o rozsifeni standardni metody, kdy je zasumény obrazek rozkladan na ptvodni
obrazek bez Sumu a samotnou sSumovou slozku. Tato metoda v sobé obsahuje
predpoklad o nulové stredni hodnoté sumové slozky. Tento predpoklad neni zcela
realny, protoze naptiklad v mistech obrazku s maximalni moznou intenzitou muze
sumova slozka nabyvat pouze zapornych hodnot, protoze ani v zasuméném ob-
razku nelze prekrocit hranici maximalni intenzity. Tento efekt lze do tlohy zahr-
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nout pomoci optimistickych scénari. Stredni hodnota sSumové slozky pak miize
zaviset na intenzité v daném pixelu. Zapocitanim tohoto efektu do optimalizacni
tlohy je mozné mirné zmirnit ztratu kontrastu na rozhrani dvou oblasti s vyrazné
odlisnymi intenzitami, coz je nechtény efekt vSech metod slouzicich k odstrano-
vani Sumu z obrazku.
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