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Abstrakt: Prace se vénuje studiu variant metody bootstrap vhodnych pro vySetfo-
vani vlastnosti autoregresnich procesti s nahodnymi koeficienty. Ctenar je nejprve
seznamen s puvodni metodou bootstrap navrzenou pro nezavislé stejné rozdélené
nahodné velic¢iny a se zakladnimi variantami této metody bézné pouzivanymi pro
analyzu ¢asovych tad. Poté je pfedstaven autoregresni proces s ndhodnymi koefi-
cienty fadu p (RCA(p)). Jsou popsény zakladni vlastnosti tohoto procesu a blize
prozkouméany vlastnosti procesu RCA(1). V dalsi ¢ésti jsou uvedeny varianty me-
tody bootstrap, které jsou v ptipadé procesu RCA(1) konzistentni, a pro metodu
wild bootstrap je odvozena konzistence pro proces RCA(2). V posledni kapitole
jsou na simulovanych datech ovéreny vlastnosti popsanych metod.
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riants used in the field of time series analysis. Then we define a random coefficient
autoregressive process of order p (RCA(p)). We describe some basic properties
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Uvod

Pri analyze casovych fad je nasim cilem obvykle co nejlepsi odhad néjaké cha-
rakteristiky mechanismu, na zakladé kterého data postupné vznikala, at uz nas
zajima bodovy ¢i intervalovy odhad parametru ovliviujiciho rozdéleni nahodného
procesu, predpovéd jedné ¢i vice budoucich realizaci tohoto procesu nebo testo-
vani hypotéz o vlastnostech dané rady. Naptiklad pro ziskani bodového odhadu
parametru mame k dispozici mnoho metod (maximélné vérohodné odhady, ja-
drové odhady, odhady metodou nejmensich ¢tverct a dalsi). VétsSinou néds vsak
nezajima jen konkrétni hodnota odhadu, ale i jeho kvalita, kterou lze posuzovat
podle smérodatné odchylky odhadu, stfedni ¢tvercové chyby nebo dalsich veli¢in
navrzenych k tomuto tcelu. Rozdéleni ndhodnych veli¢in tvoricich ¢asovou fadu
vSak zpravidla nezname a snazime se tedy vlastnosti zvolené charakteristiky apro-
ximovat s vyuzitim centralnich limitnich vét. Bohuzel vysledek je do zna¢né miry
ovlivnén poctem pozorovani, kterd mame k dispozici. Chceme-li eliminovat nega-
tivni vliv malého rozsahu dat, nabizi se ndAm metoda bootstrap, kterou predstavil
v roce 1979 americky statistik Bradley Efron ve svém c¢lanku Efron| (1979). Jde
o postup kombinujici metodu Monte Carlo a tzv. plug-in pristup. Na zakladé
principu Monte Carlo se v metodé bootstrap opakované generuji nové sady dat
z puvodniho vzorku a aplikovanim plug-in pristupu se tyto nové hodnoty, nebo jiz
z nich spoc¢tena hodnota konkrétni statistiky, pouziji misto piivodnich dat v dal-
sich vypoctech.

Metoda bootstrap byla ve své prvotni podobé navrzena pro posloupnosti stejné
rozdélenych nezavislych ndhodnych veli¢in. Clanek vzbudil mezi statistiky veliky
zdjem a protoze nezavislost jednotlivych pozorovani nelze v mnoha piipadech,
zejména v oblasti finan¢nich ¢asovych tad, oc¢ekavat, byla metoda brzy tspésné
rozsitena i na rlizné pripady, kdy nahodné veli¢iny nejsou nezavislé nebo stejné
rozdélené. Vzniklo tak mnoho variant metody bootstrap pouzitelnych v riznych
simulacich od c¢asovych rad, kde sice predpokladame zavislost nebo heteroske-
dasticitu, ale nechceme se prili§ omezovat predpoklady ohledné struktury této
fady, az po procesy, u kterych naopak ocekavame, ze se tidi konkrétnim mode-
lem, a chceme pouze odhadovat parametry tohoto modelu.

Uspé&$nost pouziti bootstrapu zavisi pravé na volbé vhodné metody pro danou
casovou Tadu a pro statistiku, kterou odhadujeme a jejiz vlastnosti chceme zkou-
mat. Jelikoz metoda spociva v opakovaném replikovani pivodniho vzorku a na-
sledné aproximaci asymptotického rozdéleni dané statistiky rozdélenim jejiho bo-
otstrapového ekvivalentu, je potfeba, aby nase bootstrapova metoda vérné napo-
dobovala zavislostni strukturu ptivodniho nadhodného procesu. Nastésti asympto-
tické rozdéleni dané statistiky ¢asto nezavisi na vSech aspektech mnohdy znacné
komplikované zavislostni struktury ptivodniho ndhodného procesu. V mnoha pii-
padech nam staci pro korektni aproximaci napodobit napiiklad jen stfedni hod-
notu procesu a jeho autokovarianéni funkci.

Uvedme nékteré z duvodu pro pouziti metody bootstrap pii analyze ¢asovych
rad:



e rozdéleni procesu generujiciho data sice zname, ale presné rozdéleni dané
statistiky presto nelze stanovit,

e asymptotické rozdéleni dané statistiky existuje, ale nezname jeho presnou
podobu,

e pocet pozorovani, kterd mame k dispozici, neni pro asymptotické odhady
dostacujici (a i v pFipadé dostatecné velkého vzorku bootstrap ¢asto posky-
tuje lepsi vysledky, nez limitni véty),

e bootstrap lze vyuzit ke korekci vychyleni odhadi.

Metoda bootstrap je i dnes v poptedi zajmu statistiki a moznosti jejiho pou-
ziti v riznych tlohach, nejen pro casové rady, se neustale rozsiruji. V této praci se
budeme zabyvat nékolika metodami, které lze pouzit k posuzovani charakteristik
odhadt u autoregresnich procesti s ndhodnymi koeficienty, které budeme znacit
zkratkou RCA(p) z anglického ndzvu Random Coefficient Autoregression. Jed-
nou 7z téchto metod je wild bootstrap, tedy metoda jiz delsi dobu zndma a hojné
pouzivana. Druhou metodou je varianta rezidualniho parametrického bootstrapu,
kterd byla navrzena v nedavné dobé specidlné pro tyto procesy, a dvé jeji modi-
fikace.

V kapitole 1 se sezndmime s metodou bootstrap, s jeji originalni verzi navrze-
nou pro nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny i s postupné vznikajicimi vari-
antami, které pouziti metody neustale rozsituji na Sirsi spektrum nahodnych pro-
cest. V kapitole 2 definujeme autoregresni proces s ndhodnymi koeficienty radu p
a popiseme nékteré jeho vlastnosti, jako je stacionarita a odhad stfedni hodnoty
autoregresniho koeficientu. Nasledné se zamérime na proces radu 1 a ukdzeme si
metody bootstrap, pro které byla dokazana konzistence v souvislosti s procesy
RCA(1). Nakonec rozsifime pouziti metody wild bootstrap i na proces RCA(2)
a pri splnéni urcitych predpokladt kladenych na chybové slozky procesu dokazeme
konzistenci této metody. V posledni kapitole v nékolika simulacich ovéfime vhod-
nost pouziti popsanych metod pro odvozovani vlastnosti konkrétnich statistik
zalozenych na odhadech autorehresnich koeficientii procesi RCA(1) a RCA(2).
Vétsina tabulek a grafi znazornujicich vysledky simulaci je obsazena v kapitole
Prilohy.



1. Metoda bootstrap

1.1 Bootstrap pro nezavislé stejné rozdélené na-
hodné veli¢iny

Podivejme se nejprve na originlni verzi této metody, tedy na boostrap pro ne-
zavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny (pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veliciny budeme v textu misty pouzivat zkratku ¢id a na metodu bootstrap pro
iid data se budeme dale v textu odkazovat jako na IID bootstrap). Pii analyze
casovych tad se s nezdvislymi daty sice prilis ¢asto nepotkame, ale je to zaklad,
ze kterého jsou vSechny bootstrapové metody pro zavisla data odvozené.

Ptredpokladejme tedy, ze mame k dispozici pozorovani Xy, ..., X,,, n € N,
kterd vznikla realizaci prvnich n prvkia ndhodné posloupnosti {X;, Xa, ...}, jejiz
jednotlivé slozky jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny pochazejici z neznamého roz-
déleni s distribuéni funkei F. Bud 6 = 6 (F') charakteristika tohoto rozdéleni,
kterd nas zajima, T,, = T, (X, ..., X,) statistika, pomoci které chceme 6 od-
hadnout, a R, = R, (X}, ..., &) jeji vhodné upravena verze (standardizovana,
studentizovand ¢ jinak modifikovand). Pokud bychom F znali, mohli bychom
spocist hodnotu 0 primo. Rozdéleni ale nezndme, budeme tedy postupovat nasle-
dujicim zptisobem:

1. S vyuzitim pozorovani Xi, ..., X,, nalezneme néjaky vhodny odhad dis-
tribu¢ni funkce F. Obvykle se pro tyto tcely pouziva empirické distribuéni
funkce, spoc¢teme tedy

1 n
E,(z) = EZ]I[Xigx],xe]ﬁz,
=1

kde I[X; < 2] = [[_w, o (X;) je indikdtor mnoziny (—oo, z], tedy funkce,
kterd nabyva hodnoty 1, pokud X; € (—oo, ], nebo 0 v opa¢ném piipadé.

2. Vygenerujeme tzv. bootstrapovy vybér. Jde o oznaceni hodnot X7, ..., X
vygenerovanych z rozdéleni daného distribu¢ni funkci F,, (jakmile
zndme Xy, ..., X,, je F, zndma funkce). Oznac¢me P* (Xj* :Xz-) =
P(X;-‘ = X;| Xy, ..., Xn), i, j = 1, ..., n. Protoze pro kazdé i, j =
1, ..., n plati

PP (X} = X)) = By (Xw) — Fu (Xgew) = o

kde k je potfadi hodnoty X; v uspofddaném nahodném vybéru

Xy, -+ » X(n), generujeme bootstrapovy vybér pomoci vybéru s vracenim
z Xy, ..., X,. Bootstrapovy vybér tedy tvoii ndhodné veli¢iny X7, ..., X,
které jsou (podminéné) nezavislé a kazda nabyva hodnot Xi, ..., X,, s prav-

dépodobnosti %

3. Nyni pirejdeme od plivodnich dat k bootstrapovym replikam, tedy od roz-
déleni F' k F,. Parametr 0 (F) ve vypoc¢tech nahradime vyrazem 0* =

3



0 (F,), ktery se z F, odvodi stejnym zptisobem, jako se 6 odvodi z F.
Ve vyrazech T, a R, nahradime ptvodni vybér bootstrapovym vybérem
a ziskame tak jejich bootstrapové ekvivalenty T = T, (X, ..., X})
a R: =R, (X7, ..., X}).

Kroky 2 a 3 vsSak neprovadime pouze jednou. Protoze nezname rozdéleni F
a tudiz ani rozdéleni statistik 7;, a R,, chceme jejich rozdéleni aproximovat roz-
délenim bootstrapovych statistik 77F a R;. Ani jejich rozdéleni vSak zpravidla
nezname. Abychom ho mohli presné uréit, museli bychom realizovat vsech n"
moznych vybért s vracenim z X, ..., X,,, nebo eventuelné ,jen* (2”7;1) na-
vzajem riznych vybéri, a pro kazdy z nich spoc¢itat hodnotu T}, resp. R;. I pii
relativné malych n to mize byt znacné vypocetné naroc¢né. Proto rozdéleni sta-
tistik 177, resp. R; aproximujeme metodou Monte Carlo. V zavislosti na poctu
pozorovani n a na charakteristice, kterou chceme odhadovat, zvolime pocet bo-
otstrapovych vybérai B € N. Pro b = 1, ..., B vygenerujeme (nezavisle na
sobé) bootstrapové vybéry Xp1s ---» Xp, @ hodnoty bootstrapovych statistik
Ty, = Tn (Xf:,p o ,ngn), resp. Ry, = R, (X{;l, o ,X;n). Rozdéleni statistik
T, resp. R} pak nahradime jejich empirickym rozdélenim. Stejné tak k odhadu
stiedni hodnoty bootstrapovych statistik, rozptylu nebo jiné jejich charakteris-
tiky pouzijeme jejich vybérovou variantu.

Oznacme

H,(z)=P(T,<z),zeR,
H' (x) = P*(TF <) = P(T" <z|X1, ..., X,), 2 €R

distribucni funkci statistiky 7),, resp. T)r. Funkce H} se nazyva teoreticka dis-
tribuc¢ni funkce ziskand metodou bootstrap. Tuto distribu¢ni funkci odhadneme
empirickou distribuc¢ni funkei

B
Z Tbngx r eR.
b:

Analogicky aproximujeme i rozdéleni bootstrapové statistiky R}. Stfedni hodnotu
E*Tr = E [T X,...,X,] odhadneme vybérovym primérem

B
- =t 1
E*T: - TB,n = E ZTb*,n

a rozptyl var* T = var [T*| X1, . .., X,,] odhadneme vybérovym rozptylem
B
— 1 = \2
ar Ty = =" (ngn - TBm) .
b=1

Statistiky E*T* a var* 1T se rovnéz nazyvaji teoretické charakteristiky T} .



1.1.1 Konzistence metody bootstrap

Zatim jsme se nezabyvali otazkou, na zdkladé ¢eho rozhodneme, zda pouziti
metody bootstrap bylo ispésné, neboli zda je zvolend bootstrapova metoda pro
nase data a vybranou statistiku vhodna. Zajima-li nas rozdéleni odhadované sta-
tistiky, pak se u bootstrapu pro 7td data stejné jako u jeho riznych variant pro
zavisla data dé Tici, Ze bootstrap ,funguje”, pokud (teoretické) rozdéleni boot-
strapové statistiky 7% je konzistentni s rozdélenim 7;,. Distribucni funkce H se

nazyvé (silné) konzistentni odhad H,, jestlize p (H*, H,) RNy pro n — oo, kde

. . . . v , S.J. o, .
p je metrika na prostoru distribu¢nich funkci. Symbolem — znac¢ime konvergenci
skoro jisté. Casto pouZivanou metrikou je supremalni metrika

poo (F, G) = sup |[F () — G (2)| = |[F (x) = G ()]

z€R

oo *

Pokud p (H}

n?

H,) konverguje k nule v pravdépodobnosti (tuto konvergenci bu-

v P , . . .
deme znadit symbolem — ), mluvime o slabé konzistenci.

Neni prekvapivé, ze jako prvni se objevily ditkazy konzistence IID bootstrapu
pro statistiky zalozené na vybérovém priméru X, = %2?:1 X;. Uvazujme tyto
dvé statistiky:

Vi (=) i (R,

kde p = EX; a 0 = y/var X;. Pro vyjadreni jejich bootstrapovych protéjska
potfebujeme znat pu* a o*:

u=E X = En:xip* (X7=X;) = %i){ = X,,
=1 =1

oF =B (X; - EXD) =) (X - X)) P (X = X) = %Z (X, — X,)%

i=1 i=1

Odpovidajici bootstrapové statistiky tedy maji tvar

Vi (X, —u) = v (X, - %)

ﬁ(ynwj:ﬁ Yn_yn_ 2
VS, (X - X,)

Konzistence pro tyto statistiky byla odvozena v ¢lanku Singh| (1981).

Véta 1 (Konzistence IID bootstrapu pro vybérovy primér). 1. Je-li EX? < oo,
pak

I (v () <) Pl

Xn—u)gm) s'—j'>0pron—>oo.

HOO

7



2. Je-li EX} < oo, pak

: |7 (Vi (Xe =) <) = PR =) < )] =
151%S£p\/W N (\/ﬁ( ,u)_:c) N
\/2 var (X, — p)°
B 202/ 2me J

3. Je-li E|X3}| < oo a F neni fesetovitd, pak pro n — oo
7* — * 771_ s.17
\/EP*<\/E<”—*M)§$>—P(\/E( “)gx) 29y,
o o

o0

4. Je-li E|X3}| < oo a F je fedetovitd s krokem h, tj. existuji redlné konstanty
¢, hy, h >0, takové, Ze P(X, € {c+ zh, z € Z}) = 1, pak

(o(=52) ) oo

*

n—o0

H oo

Podle bodu 1 véty je statistika ﬁ(y

n = u*) konzistentnim odhadem

\/ﬁ(yn — ,u) a v bodé 2 je uvedend i rychlost této konvergence. Podle bodi

3 a 4 véty je konzistentni i standardizovand statistika /n(X, — u*)/o*.
ProtoZe podle Berry-Esseenovy nerovnosti (viz Dodatek, véta je rychlost

. . . o 1wz _1
konvergence standardizované statistiky k normalnimu rozdéleni fadu O (n 2,
dava bootstrap pro neresetovita rozdéleni lepsi vysledky nez centralni limitni véty.

Pozndmka. Na piikladu pfevzatém z ¢lanku Singh| (1981)) si rovnou také ukazme,
ze 11D bootstrap neni spasnou metodou poskytujici dobré vysledky ve vsech situ-
acich. Necht X1, ..., X, je prvnich n prvku stacionarni posloupnosti m zavislych
nahodnych veli¢in (Vlz Dodatek, definice [§ ' E X, = pu, var X; = 0% OznaCme

02 = var X; + 237"  cov (X1, Xerl) Je-li 02, < co, pak podle centralm limitni
véty pro m-zavislé ndhodné veli¢iny (viz Dodatek, véta plati

Vi (X,

Vybérem s vracenim vytvorime z X, ..., X, bootstrapovy nahodny vybér
X5, ..., X I poodvozeni z realizace m-zavislého procesu veli¢iny X jsou (pod-
minéné) nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny a stejné jako u bootstrapu
pro iid ndhodné veli¢iny i v tomto pripadé plati

Vn (7:; — Yn) LN (0, 0%) s.j.

— ) i>/\/'(O, afn).

Diikaz je uveden v |Lahiri (2003), véta 2.2. Protoze v pfipadé m-zévislych veli¢in
je obecné 2?:11 cov (X1, Xii1) # 0, rozptyly limitnich rozdéleni pivodniho a bo-
otstrapového vybéru se lisi, tudiz pro m-zavislé ndhodné posloupnosti neni I1D
bootstrap konzistentni.



1.2 Bootstrap pro zavisla data

Pokud se zabyvame casovou radou, u niz lze ocekavat néjakou zavislost mezi
jejimi jednotlivymi slozkami, s IID bootstrapem nevysta¢ime. V pomérné kratké
dobé po publikovéani ¢lanku Efron| (1979)) se proto objevily riizné modifikace jeho
postupu, které jsou urcené pravé k analyze zavislych dat. Volba metody zavisi
mimo jiné na tom, jaké predpoklady ohledné mechanismu, kterym data vznikaji,
jsme ochotni uvazovat. Jestlize mame divod predpokladat, ze se proces generu-
jici naSe data ridi néjakym znamym modelem, jehoz parametry bychom chtéli
odhadovat, mizeme ziskat dobré vysledky pii pouziti nékteré z parametrickych
metod. Pokud naopak nemame o zavislostni struktufe konkrétni predstavu nebo
nechceme na ndhodny proces klast ptilis omezujici predpoklady, pti jejichz nespl-
néni bychom dostali zkreslené vysledky, 1ze vyuzit nékterou z neparametrickych
bootstrapovych metod. V nésledujicich odstavcich si zdkladni parametrické
a neparametrické metody popiseme.

1.2.1 Blokovy bootstrap

Blokovy bootstrap je prirozenym rozsitenim IID bootstrapu na data, o kte-
rych predpokladame, zZe jsou néjakym zplisobem zavisla. Tato metoda mé obecné
vyuziti v pripadech, kdy nevime nic konkrétniho o zavislostni strukture procesu
generujicitho data. Postupuje se podobné, jako u IID bootstrapu, ale misto na
jednotliva pozorovani uplatnime vybér s vracenim na celé bloky po sobé jdoucich
pozorovani. Zakladni c¢tyri varianty této metody se mezi sebou lisi v tom,
zda se jednotlivé bloky prekryvaji ¢i ne a zda délka bloki je ndhodnd nebo
deterministicka. Postupem c¢asu vznikly dalsi modifikace blokového bootstrapu,
které se snazi eliminovat jeho nedostatky.

Ptredpokladejme, ze X, ..., X,, je realizace redlného stacionarniho ndhodného
procesu {X;, t € Z}. Algoritmus blokového bootstrapu s pevnou délkou bloku
a nepiekryvajicimi se bloky vypada nasledovné:

1. Zvolime vhodnou délku bloku | < n a oznac¢ime L pocet bloki. Pro jedno-
duchost budeme predpokladat, ze n = [ L. Pozorovani tedy mizeme rozdélit

na bloky
(Xy, ooy X)) = (X, oo Xag, Xog, ooy, Xogy ooy Xpay o0, Xia)
2. Z mnoziny indextd {1, ..., L} postupné vybereme s vracenim n hodnot
{i1, ..., in}
3. Bootstrapovy vybér vytvorime sefazenim bloki s poradimi {iy, ..., i,}.
(X7, o, X)) =Xigas oo Xty Xigas oo Xigty oo Xip1, oo, Xipg)

Bootstrapovym vybérem pak nahradime ptvodni data ve statistice T}, =
T, (X1, ..., X,), jejiz rozdéleni nebo nékteré konkrétni charakteristiky
chceme aproximovat.



V pripadé blokového bootstrapu s prekryvajicimi se bloky upravime bod 2
tak, Ze indexy {i1, ..., i,} vybereme (s vracenim) z mnoziny {1, ..., n — [+ 1}.

Blokovy bootstrap s prekryvajicimi se bloky a s ndhodnou délkou bloku byl
navrzen v ¢lanku |Politis a Romano (1992a)) s cilem ziskat bootstrapovy vybér,
ktery je stacionarni, stejné jako puvodni ndhodny proces. Blokovy bootstrap
s pevnou délkou bloku ke stacionarnimu vybéru nevede. Algoritmus pro ziskani
bootstrapového vybéru se upravi tak, ze se v bodé 1 urci délky bloku [y, ..., [
generovanim nezavislych veli¢in s geometrickym rozdélenim s vhodné zvolenym
parametrem p € (0, 1). Pocet blokd L uréime jednoduse tak, Ze generujeme
délky blokid [;, dokud jejich soucet nedd pozadovanou délku bootstrapového
vybéru n (posledni blok se piipadné ofizne). Prvni vybrany blok ma tvar
Xiy, ooy Xijqi,—1. Pokud tedy X = X;, pak X7, = X;;; s pravdépodobnosti
1 —p a s pravdépodobnosti p bude X ; nahodné vybran ze zbylych n —1 prvkii.
Takto ziskany bootstrapovy vybér ma kromé stacionarity navic markovskou
vlastnost, viz Lahiri (2003)), sekce 2.7.2.

Jednim z nedostatkl blokového bootstrapu s prekryvajicimi se bloky je sku-
tec¢nost, ze hodnoty X; uvniti vybéru se v bootstrapovém vybéru objevi s vétsi
pravdépodobnosti, nez hodnoty na krajich vybéru. S podobnym problémem se
muzeme potykat i u bootstrapu s neptrekryvajicimi se bloky v ptipadé, Ze pocet
pozorovani neni nasobkem délky bloku. Hodnoty na konci vybéru (za poslednim
blokem) pak nebudou vybrany nikdy. V ¢élanku Politis a Romano (1992b)
autori proto navrhli tzv. circular bootstrap, tedy kruhovy bootstrap, coz je
varianta blokového bootstrapu, ktera tento nedostatek odstranuje. V kruhovém
bootstrapu se hodnoty vybéru Xy, ..., X, usporddaji do kruhu tak, ze za X,
nasleduje X, a vybird se z n prekryvajicich se blokt nebo L + 1 neprekryvajicich
se bloki, kde L = |n/l|. Existuji dalsi varianty blokového bootstrapu, které redu-
kuji vychyleni zptisobené porusenim ptivodni struktury na prechodech mezi bloky.

Uvnitt jednotlivych blokid, ze kterych se sklddd bootstrapovy vybér
X7, ..., X7, je ziejmé zachovana zavislostni struktura piivodniho procesu. Ob-
vykly pozadavek proto je, aby délka bloku [ rostla s rostoucim poc¢tem pozorovani.
V monografii |Lahiri (2003)), sekce 3.2.1 a 3.2.2, dokézal autor pro tzv. a-mixing
ndhodny proces s kone¢nymi momenty urcitého fadu a pro l - oo a l/n — 0
pii n — oo konzistenci blokového bootstrapu pro centrovany vybérovy priameér
T, = \/n(X, —u), kde = E X;. Terminem o-mixing se oznacuje jeden z druht
tzv. slabé zavislosti. Oznac¢me

al(s) = sup{|P(AﬂB) —P(A)P(B)|, Ae F, Be ]:to_is},
tez

kde 7y = o{&,, r <t} a FX, = o{&,, r>s+t}. Jsou-li prvky ndhodného
procesu {X;, t € Z} nezavislé, je ziejmé «(s) = 0 pro vSechna s > 1. Nahodny
proces je a-mixing, jestlize a(s) — 0 pii s — oo. Tedy mezi dostatecné
vzdalenymi prvky ndhodného procesu je zavislost takika nulova.

V [Lahiri| (2003)) je konkrétné odvozena konzistence rozptylu (resp. varian¢ni

matice pro vicerozmérny proces) a distribu¢ni funkce 7 = /n(X, — X,) pro
bootstrap s prekryvajicimi se bloky a pevnou délkou bloku (v anglické literatute
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zndmého jako moving block bootstrap), pro bootstrap s nepiekryvajicimi se
bloky a pevnou délkou bloku, pro kruhovy bootstrap a pro stacionarni bootstrap,
tj. bootstrap s prekryvajicimi se bloky a nahodnou délkou bloku.

1.2.2 Parametricky rezidualni bootstrap

Pti analyze casovych tad se Casto spoléhame na to, Ze se dand tada fidi
nékterym znamym modelem, ktery zavisi na nezndmém parametru 6. Tento
parametr pak odhadujeme. K aproximovani vlastnosti odhadu parametru
modelu lze v takovém pripadé pouzit parametricky rezidualni bootstrap. Tato
metoda spociva v odhadnuti neznamého parametru nékterou béznou metodou,
spocteni rezidui odhadnutého modelu a iid replikovani téchto rezidui. S vyuzitim
replikovanych rezidui a odhadnutého modelu pak vygenerujeme bootstrapovou
repliku ¢asové fady. Tuto metodu konkrétnéji popiseme pro autoregresni model,
kterému je v literature tykajici se bootstrapu vénovana znac¢na pozornost.

Necht X, ..., X, je realizace stacionarniho procesu AR (p), p € N, neboli
procesu {X;, t € T'} takového, 7e

Xe=or X+ -+ X + &y, (1.1)
kde ¢y, ..., ¢, jsou redlné konstanty, pro které plati, Ze vSechny kofeny
polynomu ¢ (z) =1 — 12 — ... — @,zP lezi vné jednotkového kruhu a ¢, # 0,

{ei, t € T} je posloupnost iid ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou
a konstantnim kone¢nym rozptylem o2. V definici autoregresniho procesu se sice
bézné pozaduji nekorelované chyby, ale pro vétsinu odvozenych asymptotickych
vysledkli pro rezidualni parametricky bootstrap je predpoklad nezavislych chyb
nezbytny.

Zkonstruovani bootstrapové repliky tohoto procesu probéhne nasledovné:

1. Vhodnou metodou (napf. metodou nejmensich ¢tvercti) ziskdme odhady

o1, - ., Ppparametrii ¢y, ..., @,. Spocteme rezidua autoregresniho modelu

ét = Xt - ¢1Xt—1 - ... — @pXt—p pro t Z P + 1. (12)

2. Odhadnutd rezidua vycentrujeme, & = & — ﬁ Z?:pﬂ g pro t =
p+1, ..., n, a spo¢teme empirickou distribu¢ni funkci F,, centrovanych

rezidui &;.

3. Vygenerujeme bootstrapova rezidua €7, t = p+ 1, ..., n jako nezavislé
ndhodné veli¢iny pochazejici z rozdéleni F, (neboli vybérem s vracenim
z{ép+1, -+, En})

4. Zvolime pocatecni hodnoty bootstrapového vybéru Xy, ..., X a dopoci-

tame zbylé hodnoty bootstrapového vybéru tak, ze
Xi=gX{ + oo +¢pX{ , +eg pro t>p+ 1.
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Kombinaci vztahi (1.1 a (1.2)) dostaneme rovnost

p

étzgt—Z(@z‘—%)Xt—i, t=p+1, ..., n
i=1

Pro konzistentni odhady autoregresnich parametrii tedy plati &, ~ ¢, tudiz &; se
chovaji priblizné nezavisle a mizeme na né pouzit IID bootstrap. Ziejmé plati
P*(ef = &) :nL_p proi,t=p+1, ..., n, takze

n

* ok 1 - = — 1 A-—L Y £y =
E Et_n_pi:nglgz_n_pizzp;lgz n_pz:zp;lgl_a

Diky centrovani odhadnutych rezidui modelu tedy i bootstrapova rezidua spliuji
podminku nulové stfedni hodnoty. Pocatecni hodnoty bootstrapového vybéru
se obvykle voli {Xf, ce X;} = {Xy, ..., X,} a dalsi hodnoty X/, t > p se
generuji tak dlouho, dokud neni dosazeno stacionarity. Pfebyvajici hodnoty na
zacatku se vynechaji tak, aby bootstrapovy vybér mél pozadovanou délku n.

Konzistence této metody pro stacionarni autorgresni model AR (p) byla od-
vozena v ¢lanku [Bose| (1988)), a to za predpokladii:

1. {&;} jsouitds Ee; =0, vare; =1 a E £} < oo,

2. vektor (e, 5%)/ spliuje tzv. Cramérovu podminku, tj. pro kazdé d > 0
existuje 6 > 0 takové, ze

sup E [exp {i (g1, €7) t}] < e,
l[tl>d

3. v8echny kofeny polynomu 1+ >7 ;2" lezi uvniti jednotkového kruhu.

Oznatme @, = @, (X, ..., X,) odhad autorgresnich parametri ¢ =
(¢1, -, ¢p). Bootstrapovy protéjiek ziskdme jako obvykle nahrazenim péivod-
nich pozorovani bootstrapovym vybérem, tedy @ = @, (X7, ..., X}). Jsou-li
splnény body 1-3, pak pro skoro vSechny realizace plati

P (VaZ 2 (8, — @) < 2) = P (VaSY2 (@ — @) <) = o(n'7?).

Symbolem ¥ zde znafme varian¢ni matici vektoru (X, ..., X,)" a sym-
bolem X* bootstrapovou varianéni matici vektoru (X7, ..., X’)', tj. prvky
matice 3 tvorl hodnoty cov* (XZ-*, X;), i, 5 = 1, ..., p. Podobné vysledky

lze ziskat i pfi uvolnéni podminek na stacionaritu autoregresni posloupnosti
a na nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl &, viz Bose (1988). Dalsi
autori se néasledné zabyvali pouzitim parametrického rezidualniho bootstrapu
pro stacionarni ARMA procesy, ARCH a GARCH modely a dalsi. Odkazy na
konkrétni ¢lanky lze nalézt napiiklad v ¢lancich Paparoditis a Politis| (2009)
a Kreiss a Paparoditis (2011b)).
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1.2.3 Neparametricky rezidualni bootstrap

Uvazujme model
Xt :m(thl, ey Xt,p)—l—a(.)(t,l, ceey thq)gta t:T+1, 7’—1—2, ceey (13)

kde r = max {p, q}. Dokud nic neptedpoklddame o funkcich m a o a o posloup-
nosti {&;}, jde o velmi obecny zapis, kterym lze popsat Sirokou Skalu modeld.
Naptiklad je-li m linearni funkce a 0 = 1, jde o autoregresni model. Je-li m =0
a0’ (X1, ..., Xig) = Bo+ X2+ ... + B, X2, dostaneme model ARCH(q)
s nulovou podminénou stfedni hodnotou. Na takové modely lze pouzit rezidudlni
bootstrap popsany v predchozi sekci. Metoda zalozena na iid replikovani rezidui
se ale d& pouzit i v pfipadé, ze nevime, zda se mechanismus generujici data
fidi néjakym parametrickym modelem, poptipadé jakym. Predpokladejme, ze
pozorovani Xi, ..., X, pochdzi z procesu, ktery lze popsat modelem (1.3,
kde e; je posloupnost 7id ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a jed-
notkovym rozptylem, a m a o jsou neznamé hladké funkce. Pomoci nékteré
z neparametrickych metod ziskdme odhady m a ¢ a spocteme rezidua modelu
& = (Xt —m(Xi 1, ..., Xt,p))/&(Xt,l, ooy Xi—g). S vyuzitim i, ¢ a &, pak
generujeme bootstrapovy vybér.

Pro jednoduchost se omezme na piipad p = ¢ = 1, tedy
Xt =m (thl) + o (thl) Et, t= 2, 3, ce

Funkce m a o maji v tomto modelu konkrétni vyznam: m (X;_1) = E [A}|X;_1]
a o (X;_1) = var [X;|X;_1]. Funkce o se zejména ve finanénim prostiedi nazyva vo-
latilita a predpoklada se, ze je kladna. Vyjadiuje velikost odchylky od ,trendu®,
respektive ocekdvaného systematického vyvoje casové tady, reprezentovaného
funkci m. Hodnota ¢; pak uréuje smér této odchylky. Predpokladame, zZe €; jsou
iids Ee; =0avare; =1 a Zze ¢; nezavisi na Xy, ..., X;.

Jednou z neparametrickych metod, kterou lze pouzit pro odhadnuti m a o, je
Nadarayaiiv - Watsoniiv jadrovy odhad, ktery ma tvar:

n—1
1 1
my () = = Ky (x — X3) X1, © €R,
h() ph(x>n—1; h( t) t+1
1 1

n—1
t=1

kde K je jadrova funkce, K (z) = %K (%), h, B’ jsou vyhlazovaci parametry

a pp, () je jadrovy odhad staciondrni hustoty p procesu {X;, t € T'}:

n—1
. 1
P () = n_ngh(x—Xt), r eR.
Proces replikace ptivodniho vzorku Xy, ..., X, s vyuzitim jadrovych odhadt

tedy probiha takto:
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1. Zvolime vhodnou jadrovou funkci K a vyhlazovaci parametry h, h’. Pomoci
jadrovych odhadt uvedenych vyse ziskame odhady py,, my, a 6, a spocteme

rezidua X (X
—m _
ét: tA h( tl),t:2,...,n.
Opt (Xt—l)
2. Odhadnuta rezidua vycentrujeme, &, = &, — ﬁ Yo éiprot=2, ..., n,
spo¢teme empirickou distribuéni funkei F), centrovanych rezidui &; a vy-
generujeme jejich bootstrapové repliky €}, t = 2, ..., n jako iid ndhodné

veliciny s rozdélenim F),.

3. Zvolime pocatecni hodnotu X7 a ostatni hodnoty bootstrapového vybéru
vygenerujeme rekurzivné podle vzorce

X7 =1 (X7) +ow (X)) e, t=2, ..., n.
Bootstrapovy vybér Xy, ..., X} dosadime misto ptivodniho vzorku
Xy, ..., X, do jadrovych odhadi a spocteme tak bootstrapové odhady p; (x),

m} (x) a 637 (x). V ¢lanku Franke a kol. (2002) byla odvozena konzistence apro-
ximace rozdéleni statistik v'nh (1, (z) — m(x)), resp. Vnh(62(z) — o*(z)) roz-
délenim statistik v/nh (1} (z) — . (x)), resp. Vnh(672(z) — 6%(z)), pii splnéni
urcitych predpokladi kladenych na tvar funkei m, o a K a na hustotu a momenty
inovaci ;. V tomto ¢lanku také najdeme vhodnou volbu pocatec¢ni hodnoty X7,
jadrové funkce a vyhlazovacich parametri.

1.2.4 Regresni bootstrap

V pripadé rezidualniho bootstrapu, at uz parametrického nebo neparame-
trického, kopiruje vysledny bootstrapovy vybér strukturu zavislosti ptivodniho
procesu. Je to zplsobené tim, Ze hodnotu X generujeme rekurzivné s pomoci
pseudo-pozorovani X ;, eventuelné pomoci dalsich predchozich replik v za-
vislosti na fadu modelu. Tato vlastnost je pro konzistenci bootstrapu velmi
dilezita. Nicméné v nékterych situacich pro odvozeni (asymptotického) rozdéleni
statistiky, kterd néas zajima, nepotifebujeme znat veskeré aspekty zavislosti
dané casové tady. Vystacime treba jen se znalosti autokovariancni struktury,
pomoci které mizeme rozdéleni této statistiky dostatecné dobie aproximovat.
V tom pripadé neni nutné bootstrapem replikovat ndhodny proces tak, aby
vérné odrazel veskerou zavislostni strukturu pivodniho procesu. Staci dosdhnout
napodobeni toho aspektu zavislosti, ktery je pro odvozeni rozdéleni statistiky
urcujici. K tomuto ucelu lze vyuzit tzv. regresni bootstrap.

Uvazujme neparametricky model z predchozi sekce, tedy
Xt =m (thl) + o (thl) Et, t= 2, 3, e

Funkce m a o odhadneme stejnym zptsobem jako u neparametrického rezidudl-
niho bootstrapu. Spocteme rezidua a vycentrujeme je, spocteme jejich empirickou
distribu¢ni funkei F,, a bootstrapova rezidua ¢; generujeme opét jako #id veliiny
z rozdélni F,,. Bootstrapové repliky jiz ale negenerujeme autoregresnim (rekurziv-

*

nim) zptisobem X} = iy, (X;_,)+6w (X;_,) €] jako d¥fve. Misto toho se na model

14



divame jako na regresni model s fixnim designem a replikujeme pseudo-pozorovani
X} pomoci odhadnutého modelu v zavislosti na skutecnych pozorovanich X, ;,
tedy

Xt* = mh (Xt—l) + a‘h/ (Xt_l){:‘:, t= 2, Lo, n.

Néhodné veli¢iny X jsou nyni nezavislé (podminéné na pivodnim vzorku)
a bootstrapovy vybér X7, ..., X, tudiz nezachovava strukturu zavislosti
ptvodni casové rady.

Odvozeni konzistence regresniho bootstrapu pro aproximaci rozdéleni sta-
tistik vnh (i (z) — m(z)) a Vnh(62/(z) — 0(z)) lze najit v ¢lanku Franke
a kol.| (2002). Autori dokédzali konzistenci za pfedpokladu, Ze tyto statistiky maji
asymptoticky normaélni rozdéleni, a za dalSich ne prili§ striktnich predpokladi
tykajicich se zejména spektralni hustoty procesu, funkci m a o a atributi jadro-
vych odhadi. My tuto metodu v této praci pouzijeme v kombinaci s tzv. wild
bootstrapem pro replikovani pozorovani autoregresniho modelu s nadhodnymi
koeficienty.

1.2.5 Wild bootstrap

Wild bootstrap byl navrzen v ¢lanku [Wul (1986) jako vhodnd metoda pro
replikaci rezidui v modelu linearni regrese s chybami sice nekorelovanymi, ale he-
teroskedastickymi. Wu zkoumal rtzné odhady rozptylu OLS odhadu parametri
linedrniho modelu a zatimco vyse popsany rezidualni bootstrap vede v pripadé
heteroskedastickych chyb k vychylenému odhadu, odhad ziskany pomoci wild
bootstrapu vychylenim zatizeny neni. Wild bootstrap se od té doby zacal
hojné vyuzivat v kombinaci s jinymi bootstrapovymi metodami pravé v pripa-
dech, kdy se zabyvame modelem, u kterého nelze predpokladat izd chybové slozky.

Princip metody wild bootstrap si ukdzeme na modelu
Xt:m(.)(t_1>+€t, t:27 3, N

kde chyby ¢, jsou sice nezavislé, ale heteroskedastické s nulovou stfedni hodnotou
arozptylem o? > 0. Porovndme-li tento model s modely v pfedchozich sekcich, vo-
latilita je schovana v chybové slozce, jeji vlastnosti zkoumat nebudeme a budeme
se zajimat jen o odhad funkce m. Algoritmus pro vygenerovani bootstrapového
vybéru postupuje nasledovné:

1. Pomoci jadrového odhadu spocteme my (z) a dopoditdme rezidua
ét:Xt—mh(Xt_1>,t:27 ooy n.

2. Nezavisle na Xy, ..., X,, vygenerujeme vy, ..., v, jako 1id veli¢iny s roz-
délenim s nulovou stiedni hodnotou a jednotkovym rozptylem.

3. Spocteme bootstrapova rezidua €; = &y, t =2, ..., n.
4. Vygenerujeme X7, ..., X* tak, ze X = my, (X;-1) + &}
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Podivejme se na vlastnosti ¢;:
E*e; =E [g| Xy, ..., Xo] =E G| Xy, ..., Xp]| =& E 1 =0,
var*e] = var[e]| X1, ..., Xo) =E [} X, ..., X, | =& Eyf =6

Pokud bychom bootstrapova rezidua generovali jako diive vybérem s vracenim,
byla by podminéné homoskedastickd. Tim, Ze jsme do modelu dodali externi
zdroj variability v, docilili jsme heteroskedasticity bootstrapovych rezidui. Diky
tomu, ze var v; = 1, nedochazi k priliSnému zkresleni variability v ptvodnim
modelu. Pravé prendsobeni rezidui ndhodnou veli¢inou nesouvisejici s danou
¢asovou Tfadou vyjadiuje nazev metody ,,wild“, neboli ,divoky* bootstrap.

Pro bootstrapovy vybér plati

E* Xt* =E [T;’Lh (Xt—l) + €I|X1, cey Xn] = mh (Xt—l) ,
var* X; = E [(X; —mn(X0) [ X1, -, Xa] = E [E2]X0, ., X = E2
Bootstrapové repliky X7, ..., X jsou nyni nezavislé podminéné na X;, ..., X,

a stejné jako u regresniho bootstrapu z ptredchozi sekce nekopiruji zavislostni
strukturu pivodniho procesu. Presto lze tuto metodu pouzit, s vyuzitim
bootstrapového vybéru spocist bootstrapovy odhad mj (z) a s jeho pomoci
aproximovat rozdéleni statistiky v/nh (n(z) —m(z)). Odvozeni konzistence této
metody za relativné mirnych piedpokladi (pfedev§im asymptoticky normalni
rozdéleni statistiky vnh (1, (z) — m (x))) stejné jako vhodnou volbu pocatecni
hodnoty X7, jadrové funkce a vyhlazovacich parametrii lze nalézt v clanku
Franke a kol.| (2002).

Jak jiz bylo fec¢eno, velkym pfinosem metody wild bootstrap je, ze jeji kombi-
naci s jinou metodou bootstrap 1ze pouzit onu druhou metodu i v pripadech, kde
by sama o sobé nedavala dobré vysledky. |Goncalves a Kilian (2004) vySetfovali
moznosti pouziti metody bootstrap pro aproximaci rozdéleni odhadu koeficienti
stacionarniho autoregresnitho modelu, kde chyby jsou martingalové diference vy-
kazujici podminénou heteroskedasticitu. Wild bootstrap zde pouzili ve spojeni
s regresnim a parametrickym rezidudlnim bootstrapem. Pro jednoduchost si to

ukazeme na modelu AR(1). Necht tedy ndhodny vybér X, ..., X, vznikne re-
alizaci procesu X; = X, 1 + e, t = 2,3, ..., kde |p| < 1 aE [g|F_1] = 0.
Fi1=0{ei-1, ..., €1} je o-algebra indukovand inovacemi do ¢asu t — 1. Necht

dile E e = 0% < 0o alim, oo n ™t Y 1| E [e7|Fioi1] = 0 > 0. Tedy {e;} tvoii po-
sloupnost martingalovych diferenci a podminény rozptyl se mtze u jednotlivych
inovaci lisit. Témto podminkam vyhovuji napiiklad ve finan¢nich ¢asovych radach
oblibené modely ARCH a GARCH, nékteré modifikace modelu GARCH a mo-
dely stochastické volatility. Pti splnéni nékolika dalsich podminek na momenty
e, 1ze dokdzat, ze statistika /n (@, — ) konverguje v distribuci k normalnimu
rozdéleni N (0,1 — ¢?) (v autoregresnim procesu vyssiho fddu konverguje ana-
logicka statistika pro vektor parametrii procesu AR(p) k normalnimu rozdéleni
s varian¢ni matici C'), kde ¢,, je OLS odhad parametru ¢, tedy

@ — E::Q Xt*lxt
! Z?:Q thfl
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Tvar matice C' a odvozeni asymptotické normality 1ze nalézt v (Goncalves a
Kilian (2004).

Nevyhodou rezidualniho bootstrapu a regresniho bootstrapu je, Zze nedokdzou
korektné odhadnout varian¢ni matici C'. Jejich spojenim s wild bootstrapem se
tento nedostatek odstrani. Pro vygenerovani rezidui metodou wild bootstrap
je potfeba nejprve spocist rezidua pivodniho modelu &, = X; — ¢, X, 1,
t = 2, ..., n, vygenerovat opét nezavislé hodnoty 1o, ..., v, z rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem a dopocitat bootstrapova
rezidua €; = &,14. Bootstrapovy vybér X7, ..., X} se v piipadé regresniho
bootstrapu spocte pomoci vztahu X; = ¢,X;_1 + €], zatimco u rezidudlniho
parametrického boostrapu je X; = ¢, X; ;| + ;. Obé metody lze pouzit ke kon-
zistentni aproximaci rozdéleni statistiky /n (¢, — ¢) statistikou /n (¢ — @n),
kde @7 je OLS odhad parametru ¢ v modelu X; = ¢ X; | +¢;. VSechny potfebné
predpoklady pro odvozeni tohoto vysledku 1ze nalézt v Goncalves a Kilian| (2004)).

Vyuziti metody wild bootstrap pro popis chovani odhadt parametri v nék-
terych dalsich modelech si ukdzeme v dalsi sekci a nasledujicich kapitolach. Po-
znamenejme jesté, ze pro rychlejsi konvergenci rozdéleni bootstrapové statistiky
k rozdéleni ptivodni statistiky se casto kromé E v, = 0 a var v, = 1 pozaduje
navic jesté E 13 = 1.

1.2.6 Parovy bootstrap

Dalsi metodou, ktera si umi poradit s heteroskedasticitou v modelu, je tzv.
parovy bootstrap. Tato metoda byla ptivodné navrzena pro nedynamické regresni
modely, kde pozorovani Ize rozdélit do skupin podle néjakého t¥idiciho prvku, na-
priklad oblasti pozorovani. Lze ji ale vyuzit i v dynamickych modelech, jako je
tfeba proces AR(p), jehoZ chybové slozky se fidi modelem martingalovych dife-
renci, ktery byl popsan v predchozi sekci. Princip parového bootstrapu aplikova-
ného na casovou radu spoc¢iva v replikovani part tvorenych hodnotou X; a vek-
torem obsahujicim vSechny hodnoty X;_;, j > 1, na kterych X, zavisi. V pripadé
procesu AR(p) jde tedy o vybér s vracenim z para {Xt, (0, CHE T Xt_p)/},
t>p+1. Mame-li {X/, (Xt*—lv ce Xf_p)/}, t=p+1, ..., n bootstrapové
repliky ptvodnich part a oznacime-li X} | = (Xt*_l, cee Xt*_p)/, bootstrapova
statistika analogickd OLS odhadu @, = (Pn1, ..., Pnyp) M4 tvar

-1
I < , 1 <

o= —— 3 X7 X7 —— S x7.x7 |

o (i ) (3 )

t:p—‘,—l t:p+1

Goncalves a Kilian| (2004) ukézali, 7e asymptotické rozdéleni statistiky
Vn (@, — @) lze Gspésné aproximovat asymptotickym rozdélenim statistiky
Vi (@f — @n). Metodu také simulacné porovnavali s wild bootstrapem kombi-
novanym s regresnim bootstrapem a rezidudlnim parametrickym bootstrapem
a na jejich datech parovy bootstrap vykazoval o néco lepsi vysledky nez regresni
bootstrap, ale o néco malo horsi vysledky nez rezidualni parametricky bootstrap.
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1.2.7 Dalsi metody

Vyse jsme popsali metody, které povazujeme za zakladni nebo je budeme dale
v praci pouzivat. Existuji ale i dalsi bootstrapové metody. Nékteré jsou zcela
odlisné od téch jiz uvedenych, nicméné rozsifovani pouzitelnosti bootstrapu ve
statistice se zejména ubird smérem aplikovani a prizpasobovani jiz znamych po-
stupil na nové problémy, pro které jesté nebyla konzistence nékteré bootstrapové
metody dokazana. Struény popis dalsich pouzivanych metod lze nalézt napriklad
v Clancich Paparoditis a Politis| (2009) a Kreiss a Paparoditis| (2011b). Je t¥eba
upozornit, ze riizni autori mohou stejné metody nazyvat rizné nebo naopak rtzné
metody oznacovat stejnym nazvem. Vyplati se tedy obezretné sledovat, jak ten
ktery autor data skutec¢né replikuje. Zminime jesté strucné nékolik dalsich metod.

Sitovy bootstrap

Sitovy (z anglického vyrazu sieve) bootstrap je metoda vychéazejici z ivahy, ze
prestoze casto modelujeme ¢asové fady pomoci autoregresniho procesu urcitého
konec¢ného radu, ve skutecnosti nelze v mnoha pripadech fict, Ze pozorovani
v case t zavisi jen na predchozich p hodnotach. Spravnéjsi by bylo v dané
situaci predpokladat, ze hodnota v ¢ase t zavisi na vSech predchozich hodnotéch,
tedy Ze se casova fada Fidi modelem AR(oco). Model AR(co) aproximujeme
odhadnutymi modely AR(p(n)), kde ¥ad modelu p(n) roste s rostoucim poctem
pozorovani. , Sitovost“ bootstrapu je teoreticky princip, ktery je ale potieba
uplatnit na néjakou konkrétni metodu. V ¢lanku Goncalves a Kilian| (2007)
ukazali autofi konzistenci sitového bootstrapu za pouziti parového bootstrapu
a tzv. fixed-design wild bootstrapu, ktery odpovida vyse popsanému regresnimu
bootstrapu v kombinaci s wild bootstrapem. S pomoci téchto metod aproximovali
rozdéleni statistik zaloZzenych na prvnich k koeficientech procesu AR(oco), kde
chybova slozka se idi modelem martingalovych diferenci s moznou podminénou
heteroskedasticitou, a k roste s rostoucim n.

Markovsky bootstrap, lokalni bootstrap

Predpokladame-li, ze naSe data byla vytvofena Markovovym procesem,
muizeme za jistych podminek pouzit markovsky bootstrap. Na zakladé daného
vzorku dat Xi, ..., X, nékterou neparametrickou metodou odhadneme piecho-
dovou distribu¢ni funkei

F(.Z‘|.flft_1, ceey .flft_p) = P(Xt < ZIf|Xt_1 = Tt—1y -y Xt—p = ."L"t_p), r €R.

Zvolime pocatecni hodnoty Xy, ..., X a dalsi hodnoty bootstrapového vy-
béru vygenerujeme tak, aby pravdépodobnost vybéru hodnoty z Xy, ..., X,
odpovidala odhadnutym pravdépodobnostem prechodu v zavislosti na ptredcho-
zich pseudo-pozorovanich. S touto metodou uzce souvisi lokalni bootstrap, kde se
data replikuji vybérem z ptivodniho vzorku pomoci vhodné vahové funkce tako-
vym zpisobem, aby pravdépodobnost P (X = X| X, 1) byla tim vétsi, ¢im blize
je vektor X[ ; vektoru X;_; ve smyslu néjaké vhodné metriky. Pfipomenme, Ze
symbolem X, ; zna¢ime vektor pfedchozich pozorovéni (X, y, ..., X;_,)". Po-
drobnéjsi popis téchto metod a odkazy na jejich pouziti Ize najit v ¢lancich |Pa-
paroditis a Politis| (2009) a Kreiss a Paparoditis (2011aj).
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Frekvenéni bootstrap

Vsechny vyse popsané metody pracuji s casovymi rfadami v ¢asové doméné.
Ve statistické analyze casovych fad se ovSem pouzivaji i metody fungujici ve
spektralni doméné a i ve svété bootstrapu nékolik frekvencénich metod vzniklo.
Predpokladame-li, ze nase data jsou tvorena linearnim procesem, tedy spektralni
hustota f(\) tohoto procesu existuje, mizeme nékterou z nich pouzit. Jejich stru-
¢ny popis lze najit naptiklad v ¢lanku Kreiss a Paparoditis (2011a).
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2. Autoregresni procesy
s nahodnymi koeficienty

Klasické autoregresni procesy, linearni a ARMA procesy predstavuji velmi
oblibenou tifidu modelii, pomoci kterych se ve statistice analyzuji casové tady.
Vysledky tykajici se jejich stacionarity, odhadl koeficientd, predikci a jejich
dalsich vlastnosti jsou znamy a chovani casové fady fizené autoregresnim pro-
cesem lze oproti nékterym jinym modeliim srozumitelné interpretovat. V praxi
se ale ukazuje, ze predpoklady kladené na autoregresni proces nejsou v mnoha
situacich splnitelné. Jeden problém predstavuji nezavislé stejné rozdélené chyby.
Sice se Casto z praktickych davodd piredpoklada, ze chyby v modelu uzitém pro
interpretaci ¢asové fady jsou nezavislé a stejné rozdélené, v mnoha redlnych
situacich ale chybové slozky tento predpoklad porusuji.|Goncalves a Kilian| (2004))
ukazali pritomnost heteroskedasticity v fadé ekonomickych jevii. Ve financ¢nich
¢asovych radach se proto prechdzi napriklad k modelim ARCH a GARCH,
které si umi s heteroskedasticitou chybové slozky poradit a predstavuji proto

vvvvvv

Jinym nedostatkem klasického autoregresniho procesu mize byt predpoklad,
ze koeficienty modelu jsou deterministické a zistavaji neménné po celou dobu
pribéhu procesu. Je ziejmé, ze u déle probihajiciho procesu se okolnosti ovliv-
nujici jeho chovani mohou zménit. Stejné tak mira zavislosti pozorovani X; na
predchozim pozorovani X; i, kterou koeficient autoregresniho procesu predsta-
vuje, se muze v ramci jednoho procesu lisit pro ,mald“ a ,velkd" pozorovani
X;_1. Z toho divodu se zacaly pouzivat prahové modely a modely s koeficienty
ménicimi se v ¢ase. Dalsi variaci autoregresniho procesu je autoregresni proces
s nahodnymi koeficienty, ktery budeme znacit zkratkou RCA pochazejici z an-
glického vyrazu random coefficient autoregression. Tento proces byl predstaven
v ¢lanku |Andél| (1976) s argumentem, Ze zejména u prirodnich jevi modelovanych
autoregresnim procesem jsou koeficienty tohoto modelu ¢asto tvoreny smési riz-
nych nahodnych faktort. Je tedy principielné spravnéjsi uvazovat o parametrech
modelu jako o nahodnych veli¢inadch. V této kapitole se budeme zabyvat pravé
autoregresnimi modely s ndhodnymi koeficienty, s homoskedastickymi i hetero-
skedastickymi chybami, a pouzitim metody bootstrap pro aproximaci asympto-
tického rozdéleni odhadi koeficientid modelu.

2.1 Proces RCA(p)

Definujme nyni autoregresni model fadu p € N s ndhodnymi koeficienty.

Definice 1 (Proces RCA(p)). Necht p € N a pro ndhodny proces {X;, t € Z}

plati
p

X = bi(t)X +e, (2.1)

i=1

kde
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(A1) {&, t € Z} je posloupnost nezavislych stejné rozdélengjch nahodnijch velicin,
Ee, =0 avare, = 0% pro viechna t € Z, kde 0 < 0% < oo,

(A2) {b(t) = ((t), ..., bp(t))/, t € Z} je posloupnost nezdvisljch
stejné  rozdélenych — ndhodngych  vektori — se  stredni  hodnotou
Eb(t)=E (bi(t), ..., bp(t))/ =B, ..., B,) =BER a  wvariancni

matici varb(t) = Q € Ryy,, t € Z, kde Q2 je pozitivné definitni matice
s konecnymi proky. Posloupnosti {b(t), t € Z} a {e;, t € Z} jsou navzdjem
nezavisle.

Pak tekneme, Ze nahodny proces {X;, t € Z} je autoregresni proces fadu p s nd-
hodnymi koeficienty.

Prvky varian¢ni matice € budeme znacit w;;, 7, 7 = 1, ..., p. Definici
procesu RCA (p) Ize roz§ifit i pro ndhodné vektory X; = (X4, ..., X0), q¢ > 2.
S takovym procesem pracuji [Nicholls a Quinn| (1982), my se ale budeme zabyvat
jen skaldrni verzi procesu RCA(p). Chceme-li mit jistotu, Ze f4d modelu je do-
drzen, tedy koeficient b,(t) je nenulovy s.j., meéli bychom také dodat predpoklad
By # 0 nebo varb, (t) = wy, > 0, nicméné tento predpoklad se v literatufe Casto
vynechava. Uvedena definice modelu predstavuje jeho zakladni variantu. Pozdéji
v této kapitole se budeme vénovat i verzi modelu, kde je uvolnén predpoklad
nezavislosti a homoskedasticity chybovych slozek v modelu.

2.1.1 Stacionarita procesu RCA(p)

Jednou z prvnich vlastnosti, které nas u ndhodného procesu zajimaji, je jeho
stacionarita. [Andél (1976) odvodil postacujici podminky slabé stacionarity pro
proces RCA(p), kde jednotlivé slozky jsou skalarni ndhodné veli¢iny a ¢ € N.
Nicholls a Quinn (1982) néasledné dokazali striktni stacionaritu pro proces
RCA(p), kde jednotlivé slozky jsou ndhodné veli¢iny ¢i vektory a ¢ prochazi N ¢i
Z.

Pro uvedeni podminek striktni stacionarity procesu RCA(p) potiebujeme au-
toregresni vlastnost (2.1 procesu RCA (p) piepsat do jiného tvaru. Z predpokladi
definice procesu RCA(p) vidime, Ze pro koeficienty autoregresniho procesu plati

b(t) = B+ B(t), kde B(t) = (Bi(t), ..., B,(t)) jsou iid nahodné vektory
s nulovou stfedni hodnotou a varian¢ni matici 2. Ozna¢me X; ndhodny vektor
(X, ..., Xipy1)". Vztah (2.1) nyni mizeme rozepsat do maticové rovnice
Xt - (C + Dt)Xt—l + Jt, (22)
kde
61 62 ﬁpfl ﬁp Bl (t) Bp(t) £
1 0 0 0
0 0 0
C= 1 0 0], D= , a J, =
0 0 1 0 0 0 0
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Ozna¢me F; = o {es, B(s) : s <t} o—algebru tvofenou informacemi o sloz-
kach predstavujicich variabilitu v modelu ziskanych do ¢asu t. Nahodny proces
{X:, t € Z} se oznacuje jako F;—méritelny ¢i F;—adaptovany, pokud pro kazdé
t je Xy Fi—métitelna nahodna velicina. V nasledujicich dvou vétach uvedeme
podminky pro existenci slabé a striktné stacionarniho procesu RCA(p).

Véta 2. Necht matice C a Dy jsou jako v a necht plati

(A3) |N| < 1,i=1, ..., p, kde symbol ® znaci Kroneckeriv soucin matic a \;
jsou vlastni c¢isla matice [E (Dt ® Dt) +C® C}.

Pak existuje jediny Fy—meéritelny nahodny proces, ktery je reSenim rovnice .
Tento proces je navic slabé staciondrni.

Definice Kroneckerova souéinu je uvedena v kapitole Dodatek 2, definice [7]
Dikaz véty lze nalézt v knize Nicholls a Quinn| (1982), disledek 2.2.1. Pro slabou
stacionaritu neni pot¥eba, aby ¢, a B(t) byly #id, stadi, aby byly nezavislé a mély
stejnou stredni hodnotu pro vSechna ¢ a konstantni rozptyl, respektive varianc¢ni
matici. Slab, resp. striktni stacionarita procesu {A;} tedy tizce souvisi se slabou,
resp. striktni stacionaritou ndhodnych procesi {e;} a { B;}. Podminky pro striktni
stacionaritu procesu {X;} jsou uvedené v nasledujici vété:

Véta 3. Necht {e;, t € Z} a {B(t), t € Z} jsou ndhodné procesy spliiugici pod-
minky (A1) a (A2). Jestlize existuje Fr—meéritelny slabé staciondrni ndhodny
proces {X;, t € Z}, ktery je iedenim rovnice (2.1), pak {X;, t € Z} je strikiné
stactondrni a ergodicky.

Diikaz je uveden v knize [Nicholls a Quinn| (1982), véta 2.7. Definice ergodicity
a nekteré vlastnosti ergodického nahodného procesu jsou popsané v dodatku
2. Ergodicita je vlastnost, kterd umoznuje s vyuzitim vybérového priméru
posuzovat charakteristiky ndhodného procesu z jediné jeho realizace i v ptipadé,
7e nejde o posloupnost nezavislych nahodnych velicin. Je to dané tim, ze
u ergodického procesu se rovnaji limity limy oo N7'Y° o X(w), kde N je
poCet prvkl mnoziny Q, a lim, .on ' > | X;(w), pro libovolné w € Q. Pii
dostatecné velkém poc¢tu pozorovani budeme tedy dostavat ,stejné“ vysledky, at
uz nase realizace procesu zacala vybérem kteréhokoli w. Tuto vlastnost vyjadtuje
ergodickd véta (véta [19). V této praci vyuzijeme ergodicitu procesu RCA(p)
pro odvozeni konvergence bootstrapové statistiky /n (B;; — Bn> k normélnimu
rozdéleni.

2.1.2 Odhad autoregresniho parametru procesu RCA (p)

D4 se ocekavat, ze v praxi pri reSeni takika libovolného problému za-
hrnujiciho autoregresni proces budeme potiebovat odhad jeho koeficient
@ =(p1, ..., ©p), v nékterych piipadech i odhad rozptylu chybové slozky o2.
Symbol ¢ zde pouzivame pro odliSeni deterministického parametru klasického au-
toregresniho modelu od stfedni hodnoty ndhodného parametru modelu RCA (p).
V piipadé klasického autoregresniho modelu AR(p), tedy modelu spliujiciho
vztah

p
X = Z%Xt—ri-ét, t>p+1,
i=1
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lze parametr ¢ odhadnout metodou nejmensich ¢tverci. Odhad metodou nej-
mensich ¢tvercu je dan vzorcem

n -1 n
@ = <Z Xt_1X;_1> > XX, (2.3)

t=p+1 t=p+1

kde n je pocet pozorovani. Odhad parametru o2 ma tvar

. I < .
e S (K- Xe)

n E—
p t=p+1

U modelu RCA(p) nés pfirozené také zajima hodnota autoregresnich koefi-
cientd b(t) = (bi(t), ..., bp(t))/. V tomto piipadé jde ale o ndhodné veli¢iny
a jako takové je primo odhadovat nelze. Spokojime se tedy s odhadem jejich
stfedni hodnoty 3. Kromé o2 jsou nyni v modelu navic dals{ nezndmé parametry,
které v nékterych ptipadech mize byt potieba také odhadnout. Jde o jednotlivé
slozky matice Q = varb(t). Odhad téchto parametri budeme potfebovat pii
aplikaci bootstrapu pro aproximaci rozdéleni odhadu ,én

I v piipadé ndhodnych koeficienti lze parametr B odhadnout meto-
dou nejmensich c¢tverci. Odhad Bn mé stejny tvar, jako odhad autoregres-
nich koeficientd u modelu AR(p) dany vzorcem (2.3). Pro zjednoduseni zna-
¢eni budeme nadale zpravidla predpokladat, ze mame k dispozici pozorovani
X_pt1, o, Xo, X1, ..., X;,. Odhad B tedy bude mit podobu

n -1 n
B, = (Z thXt’1> > XX, (2.4)
t=1 t=1

V Nicholls a Quinn| (1982), véta 3.1 je odvozena silnd konzistence odhadu 3,
a konvergence statistiky /n (Bn — ﬁ) k normalnimu rozdéleni.

Véta 4. Necht {X;, t € Z} je strikiné staciondrni JFi-méfitelny proces RCA(p)
spliiugict predpoklady (A1) a (A2) a B, je odhad B dany vzorcem . Pak

Plati-li navic
(A4) E X} < o0,

pak
Vit (B = B8) 5 N, (0, a,), m = ox,

kde o5 = 0V 4+ VLE (X, X)) (X/QX,)|[VHa V = E [X,X]].
Symbolem %5 7de znacfme konvergenci v distribuci. Odhad parametru o2 se

jiz ov8em lisi od odhadu v modelu AR(p), nebot variabilita je v modelu RCA(p)
rozlozena mezi 02 a . My se v nasledujicich sekcich budeme zabyvat odhadem
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téchto parametri v modelu RCA(1) a RCA(2). Vypocet jejich odhadi v modelu
RCA(p) lze nalézt v knize |Nicholls a Quinn| (1982)), rovnice (3.2.4) a (3.2.5).
V této knize lze také nalézt postup pro odhad parametri modelu metodou
maximalni vérohodnosti a odvozeni konzistence této metody.

2.2 Proces RCA(1)

V literature se casto pracuje jen s autoregresnim procesem s ndhodnymi koefi-
cienty radu 1. Z ¢asti je to kviili jednodussimu a prehlednéjsimu zapisu, nicméné
nékteré vysledky ¢ postupy byly zatim odvozeny jen pro model RCA(1). I my
se budeme nyni vénovat procesu RCA(1), kde A&; jsou jednorozmérné nahodné
veli¢iny a t € Z. V této asti piejdeme od znaceni by(t) a By (t) k b; a By, stiedni
hodnotu autoregresniho koeficientu b, budeme znacit 8 a jeho rozptyl w?. Struk-
tura procesu RCA(1) je uréena vztahem

Xt = tht,1 + &4, te Z, (25)
ktery se casto jesté rozepisuje do tvaru
Xt = (6 + Bt) Xt—l + Et, t e Z, (26)

kde {B;: B, =0b — (8, t € Z} je posloupnost iid ndhodnych veli¢in, pro které
plati E By = 0 a var By = w?.

2.2.1 Stacionarita

V sekei 2.1.1 jsme uvedli postacujici podminky pro slabou a striktni staci-
onaritu procesu RCA(p), které se v piipadé procesu RCA(1) samoziejmé vy-
razné zjednodusi. Matice v pfedpokladu (A3) ma v jednorozmérném pripadé tvar
B? + w?, predpoklad pro stacionaritu se tedy zredukuje na podminku

(A3) B2+w?< 1.
Podivejme se na stfedni hodnotu a rozptyl A;:
EX,=E[(B+B) Xo1+e] =BE Xy,

nebot E B, = E g = 0. Ma-li byt proces striktné ¢ slabé stacionarni, pak
E X, =E X,_y, a tudiz bud E X, = 0 nebo 8 = 1. Z piedpokladu 8% +w? < 1 ale
vyplyva také |5] < 1, musi tedy platit E A; = 0.

varX, =E [(B+ B) Xy + &) =E(B+ B)?E X% | +E &2,
nebot B; a X;_1 jsou nezavislé a ¢; nezavisi ani na B; ani na X;_;. Déle je
E(B+ B)*=p*+2BE B, +E B} = 3> + .,
ze stacionarity tedy dostaneme

var X, = (8% + w?) var X, + o2,

25



a tudiz

0.2

Var?(t = m

(2.7)

Po vydani Nicholls a Quinn| (1982) se i dalsi autofi zabyvali procesem RCA(1)
s cilem najit méné omezujici predpoklady pro jeho stacionaritu. V ¢lanku |Aue
a kol.| (2006)), véta 3.1, je dokazana stacionarita za slabsich podminek:

Véta 5. Necht plati predpoklady:
(A1) {(es, B)', t € Z} je posloupnost iid ndhodnych vektord.
(A2’) Eln" |ey| < 0o, EIn™ |by| < 00, —00 < Eln|b] <0,

kde In" (z) 2naci kladnou c&dst prirozeného logaritmu. Pak Fada

o) i—1
Xt = ZEt_iHbt_j (28)
1=0 j=0

konverguje absolutné s pravdépodobnosti 1 pro kazdé t € 7Z a nahodny proces
{X,, t € Z} je jediné kauzdlni staciondrni fesent rovnice (2.5).

Vyraz [2.§] ziskame tak, ze rovnici (2.5) rozepiSseme nasledujicim zptisobem:

Xe =1+ b (b1 X0 + £4-1)
= e+ bier_1 + biby_y (b—2Xi3 +€4-9)

o] i—1
= g Et—i H bt—j-
i=0 §=0

Z&vér: Pozadujeme-li od procesu RCA (1) pouze slabou stacionaritu, staci ovéfit
podminky E X; = 0 a 3% + w? < 1 a pozadavky na nezdvislost prvkil procest
chybovych slozek {e;} a {B;} a jejich prvni a druhé momenty. Pro striktni
stacionaritu potfebujeme navic, aby slozky procest {e;} a {B;} byly iid. Druhou
moznosti, jak zjistit, zda je dany proces stacionarni, je ovétit predpoklady (A1’)
a (A2’). Neni zde kladena podminka na existenci a kone¢nost druhych momenti

w? a 0%, podminka (A2’) je tedy slabsf neZ piedpoklad 3% + w? < 1. Nicméné jeji

------

2.2.2 Odhad parametru  procesu RCA(1)

Jiz vime, 7Ze pii splnéni predpokladi (A1) - (A3), eventuelné (A1) a (A2’),
je proces RCA(1) striktné stacionarni a odhad parametru § metodou nejmensich
¢tverci je konzistentni. Je-li navic splnén predpoklad (A4), statistika \/ﬁ(ﬁn - B)
konverguje v distribuci k normdalnimu rozdéleni. Odhad metodou nejmensich
ctvercit ma tvar

B _ Z?:l thlXt
! Z?:l Xthl
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a asymptoticka varian¢ni matice 3., se zredukuje na asymptoticky rozptyl

2 2 4
9 o w’E A&

as = —"_ Y
EX? (E &2

o (2.10)

Pozndmka. V predpokladu (A2) je zahrnuta podminka 0 < w? Je-li w? =0,
dostaneme klasicky autoregresni proces AR(1), jehoz parametr znalime .
Asymptoticky rozptyl statistiky /n (@, — ) u striktné stacionarniho procesu
AR(1) m4 tvar o2 /var X}, kde var X; = 02/(1 — ¢?), viz. Pragkova) (2004b)), véta
10.1. ProtoZe u stacionarniho procesu RCA(1) je

0.2

1— BZ — w2’
viz. vzorec (2.7)), dojdeme pii w? = 0 ke stejnému vysledku.

EX?=var X, =

Obvykle 02 a w? jsou neznamé parametry a stejné tak nezndme momenty
EX? a E X! Presnou hodnotu asymptotického rozptylu o2, tedy spocitat
nemtizeme. Miizeme ji alespon aproximovat tak, zZe nahradime nezndmé mo-

menty X}, €; a b; jejich konzistentnimi odhady.

Odhad E X? a E X

Jiz vime, 7e je-li proces RCA (1) stacionarni, pak

0.2

2 _
EX =

(2.11)

V [Kreiss a Fink (2013)) je odvozen i tvar E X, a to nasledujicim zplisobem.
Za podminek, které jsme stanovili v prepokladech (A1) a (A2’) a které zarucuji
striktni stacionaritu procesu RCA(1), lze vyuzit vysledek odvozeny v Aue a kol.
(2006)), lemma 3, tykajici se vyssich moment ndhodnych veli¢in AX;:

Lemma 6. Nech? {(Bt, g),te Z} je posloupnost nezavislych stejné rozdéle-
nyjch ndhodndch vektori a —oo < EIn™ |by| < 0. Necht pro néjaké v > 1 plati
E |eo]” < 00, E |By|” < 00 a E |by|” < 1. Pak E |X,|” < oc.

Stacionarity sice mizeme dosdhnout za predpokladi (A1) a (A2%), pro odhad
E X ale potiebujeme jesté zesilit predpoklady kladené na chybové slozky pro-
cesu RCA(1). Misto pfedpokladu (A1’) nebo (Al) a (A2) tedy nadéle budeme
predpokladat:

(B1) Posloupnost {&;, t € Z} spliiuje predpoklad (A1), E eF < oo pro k < 8,
pficem? liché momenty jsou nulové. Oznac¢me §, = E &}.

(B2) Posloupnost {b;, t € Z} spliuje predpoklad (A2) a pro B, = by — [ plati
E BF < oo pro k < 8, piifemz liché momenty jsou nulové. Oznac¢me
oy = E le
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Pti splnéni podminek (B1), (B2) a (A2’) se pfedpoklady lemmatu 6 zredukuji
na podminku E |bg|” < 1, neboli E |5+ By|” < 1. Protoze liché momenty By jsou
nulové, dostaneme pro v =4, 8
E (B4 By)' = 5* +48°E By + 65°E B2+ 48E B} +E B}

= 3%+ 68°w” + au,
E(3+ By)®=08°+88"E By +283°E B2 +565°E B> + 703E B! +563°E B
+ 283°E By + 83E Bj + E B}
= [ +2845w* + 708%ay + 286%E BS + E BS.
Z lemmatu tedy vyplyva, ze
Ex’<ocoe F+w <1,
EX!'<ocoe Bt +68%w +ay <1,
E X’ < 0o 2+ 288%0° + 708%y + 288°E BS +E Bf < 1.

Kone¢nost E X sice nyni k nifemu nepot¥ebujeme, v nasledujici sekci ji ale
vyuzijeme.

Diky stacionarité procesu {X;} a nulovosti lichych momentt &, a B; dostaneme

EX'=E X1 +¢e]
—E(B+By)'E X', +6E(8+ By)’E X* |Ec?+E ¢!
= (B* + 68°w* + au) E X' +6(8> + w?)o” E A7 + 4y,
a po dosazeni vyrazu (2.11)) do rovnice
EX'(1—p"— 68w —ay) = 6(8> +w?)o’E X2 + 44

dostaneme

_1—54—6ﬁ2w2—a4' (2.12)

E X}

Pro odhad E X? a E X! tedy miizeme pouZit vzorce a (2.12), ve kterych
nahradime parametry w?, 0%, 3, 64 a a4 jejich odhady. Jsou-li tyto odhady
konzistentn{, budou konzistentni i odhady E X? a E X. Odhad § jiz zname
a v nasledujicich sekcich si ukazeme, jak ziskat i odhady zbylych parametri.

EX? a EX! samozfejmé miizeme také odhadnout rovnou z pozorovani
Xo, ..., X,. Pro odhad E X? spofteme X2, ..., X? a stfedni hodnotu od-
hadneme vybérovym pramérem (n + 1)t Y7 X7, ktery je také konzistentnim
odhadem E X?. Obdobné odhadneme E X;!. Béhem simulaci se podivame, ktery
pristup dava vysledky blizsi skutec¢nosti.

Odhad parametria w? a o?

Parametry o2 a w? 1ze odhadnout opét metodou nejmensich étvercti zptisobem
popsanym v Nicholls a Quinn| (1982), ktery si ted ukazeme.
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Rovnici (2.5) definujici strukturu procesu RCA(1) mizeme piepsat nasleduji-
cim zpusobem:

X =0 X1+ =(B+B)Xo1+e =X +uw, teZ, (2.13)

kde uy = B;X;_1+¢;. Z¥ejmé E vy = 0 avaruy = E u? = w? E X2 | +02. Rozptyl u;
sice zavisi na hodnoté E X2 |, kterou nezname, ale diky stacionarité procesu {X;}
je konstantni. Model RCA (1) jsme tedy zapsali jako model AR(1) s inovacemi ;.
Podivejme se nyni na momenty u; podminéné informacemi znamymi v ¢ase t — 1,
tedy o-algebrou F;_;. Protoze {Bs} a {es} jsou navzajem nezavislé posloupnosti
11d veli¢in, jsou ndhodné veli¢iny €; 1 By nezavislé na F;_;. Oproti tomu ze zapisu
vidime, ze &; je Fi-méfitelnd nahodna velic¢ina. Tudiz:
E [w|Fi—1] = E [BiXi—1 + 4| Fia]

= X, E[By| Fioi] + E [e4| Fia]

=X, EB,+E¢&

=0 (2.14)

E [uﬂftfl] =E [fotal + ZBtXt,18t + 5?|ft71]

= X2 E [B|Fia] + 2% 1 E [Bi|F ] E [ef Fia] + E [€]]Fia]

=X EB+E¢}

= X7 W+ o7 (2.15)
Vidime, ze pokud podminime momenty u,; znalosti F;_1, tyto inovace v modelu
pfepsaném jako proces AR(1) sice maji nulovou (podminénou) stfedni hodnotu,
ale nemaji konstantni (podminény) rozptyl. Ozna¢me 4, = X; — 5, X;_1 rezidua
odhadnutého modelu (2.13). S pfihlédnutim ke tvaru podminéné st¥edni hodnoty
rezidui u? spo¢teme odhady w? a 0 minimalizaci vyrazu

n n

> (@ —E [uflFia])’ = D (@7 — A2 = 0?)

t=1 t=1

vzhledem k w? a o2.

Algoritmus pro postupny odhad vSech ti{ parametri modelu RCA(1) tedy
vypada nasledovné:

1. Odhadneme parametr 8 metodou nejmensich ¢tverci pomoci vzorce (2.9).

2. Pomoci odhadu Bn z predchoziho kroku spoc¢teme prot =1, ..., n rezidua
- 571th1-

3. Spoc¢teme druhé mocniny pozorovani X? a reziduf a?.

4. Parametry o2 a w? odhadneme metodou nejmensich ¢tvercti jako parametry
linedrniho regresniho modelu 47 = o + X? ;w? + §;, kde d; je nepozorovana
chybova slozka, o které predpoklddame, Ze mé nulovou stfedni hodnotu
a konstantni kone¢ny rozptyl. Odhady parametri jsou tedy dany piedpisem

~2 Z?:1 ﬂ? (Xt2—1 B % 22:1 st—l) ~2 X2
W = n 2 1 n 2 2 0 Z Uy = w n Z t—1
thl (Xt—l T n 25:1 Xs—l)
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V Nicholls a Quinn| (1982)), lemma 3.2 a véta 3.2, je dokézano, Ze je-li {X;}
striktné staciondrni a E X! < oo, pak @w? a 62 jsou (silné) konzistentni odhady
parametrii w? a o2. Je-li navic splnén predpoklad

(A5) E X < oo,
pak pro n — oo plati
Vi (@2 = w?) 5 N (0,72),
Vi (62 - 0%) ~5 N (0,02).
Asymptotické rozptyly 72 a v? z4visi na momentech ndhodnych veli¢in X, a B,

a g; do fadu 8. Jejich odvozeni a tvar jsou uvedeny v Nicholls a Quinn (1982),
Apendix 3.2.

2

Odhady a4 a 54

Ukazeme si jesté odhady ¢tvrtych momentt nahodnych velicin B; a ¢4, které
znacime po fadé oy a d4. MiZzeme je vyuzit pro odhad E X dosazenim do vzorce
(2.12), ale predevsim je budeme potiebovat v nasledujici sekei pii aplikaci boot-
strapu. Vyjdeme ze vztahu u; = B, X;_1 + €;. Opét vyuzijeme nezavislosti By, &;
a A;_1 a nulovosti lichych momenti B; a ; a dostaneme

Eul=E [BX,_1+¢]*
=E [B/XL, + 4B} X} &, + 6B XY (€] + AB X8 + €}
= a E X} | +60w?0%E X2 |+ 6, (2.16)

Plati tedy E u} —6w?0?E X? | = ay E X! | +0,. Jsou-li ¢ iid ndhodné veli¢iny
s nulovou stiedni hodnotou, miizeme tuto rovnici prepsat na

4 2 242 4
Uy — 6w o X = au X, | + 04 + €.

Podivame-li se na pravou stranu této rovnice, nabizi se opét odhadnout oy a d,
pomoci linedrni regrese. V rovnici se ale vyskytuji ¢leny, které nezname. Ne-
znamé hodnoty w? a 0 miizeme nahradit konzistentnimi odhady @? a 62, které
jsme ziskali v predchozich krocich, a pro odhad rezidui opét vyuzijeme vztah
uy = Xy — BAX;_1. Algoritmus pro odhad ay a d4 tudiz vypada nasledovné:

1. Spoc¢teme odhady f,, &2 a 62.
2. Spocteme rezidua 4, = X; — BnXt_l prot =1,

3. Spo¢teme modifikovand rezidua ;, = 4} — 60262 X7,

4. Odhady a4 a 04 ziskdAme metodou nejmensich ¢tverci z modelu linearni
regrese Uy = 04 + oy X} | + €, tedy

| (i - 60202X7 >(Xt41 X,)
S (X - %)
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S Al na22232 A4S
(54n—nZ(ut 60202 X7 1) —a'X (2.18)

kde Yi = %Z?:l Xfll-

Definujme jesté tzv. y/n-konzistentni odhady:

Definice 2. Bud' T, odhad parametru 0. Rekneme, Ze T, je /n-konzistentni,
jestlize ndhodnd posloupnost /n (T,, — 0) je stochasticky omezend, neboli

Ve > 03K >03N <oo: P(|\/n(T,—0)|>K) <e, Vn> N.

V takovém pripadé také piseme (T, —0) = Op(\/iﬁ).

Obdobné bychom mohli obecnéji definovat a,-konzistentni odhady, u kterych
je stochasticky omezend statistika a, (T, — 6). Zrejmé je-li T,, \/n-konzistentni

odhad 6, pak (T,, — 0) L0 pro n — oo, tudiz T,, je konzistentni odhad 6.

Kreiss a Fink (2013) ve vété 2.2 dokazali, Ze jsou-li B,, @2 a 62 /n-
konzistentni odhady parametri 3, w? a 02 a E X8 < oo, pak odhady Gy, a 04y
spoctené podle pravé popsaného algoritmu jsou konzistentni odhady parametri
ay a 04. To znamend, ze pro ziskani konzistentnich odhadi a4 a 0, nemusime
nutné ve vzorcich a pouzit odhady f,, @2 a 62 spoctené metodou
nejmensich ¢tverci popsané v této kapitole, ale mizeme dosadit i jiné jejich
v/n-konzistentni odhady.

Z&vér: Postupné jsme ukézali, Ze za platnosti pfedpokladi (B1), (B2), (A2’),
(A4) a (Ab) miZeme metodou nejmensich ¢tverci spocist konzistentni odhady
parametrii 3, 02 a w?, a 7e statistiky /n(8, — 3), V(02 —w?) a /n(62 — o?)
konverguji v distribuci k normalnimu rozdélni. Ukazali jsme také podminky, za
kterych jsou splnény pfedpoklady (A4) a (Ab), a jak se ziskaji odhady ¢tvrtych
momentli nahodnych veli¢in ¢; a By, které vyuzijeme v nasledujici ¢asti.

Pro ziskani vSsech odhadi jsme pouzili metodu nejmensich ¢tvercii. Neni to
vSak jediny mozny piistup. Odhadiim parametri procesu RCA(p) metodou ma-
ximalni kvazi-vérohodnosti se vénovali Nicholls a Quinn| (1982). |Aue a kol.| (2006])
pak zmirnili pfedpoklady pro konzistenci odhadii metodou maximalni vérohod-
nosti pro parametry modelu RCA(1).

2.3 Pouziti metody bootstrap u procesu
RCA(1)

2.3.1 Rezidualni bootstrap

Metoda bootstrap byla jiz v literatufe mnohokrat pouzita pro aproxi-
maci rozdéleni autoregresniho parametru ¢ klasického autoregresniho procesu

31



AR(1). Jako vhodné metoda se nabizi rezidudlni bootstrap, ktery jsme popsali
v sekci 1.2.2. Tato metoda spociva v odhadnuti parametru ¢, spocteni rezidui
& = Xy — 9pXy_1, jejich vycentrovani a generovani bootstrapovych rezidui &
vybérem s vracenim z mnoziny centrovanych rezidui. Vysledna bootstrapova
rezidua jsou nezavisla (podminéné) a stejné rozdélena.

V piipadé procesu RCA(1) mizeme postupovat analogicky, tedy odhadnout
B a spocist rezidua u; = X; — BnXt,l. Pouziti rezidualniho bootstrapu, ktery je
zalozeny na iid generovani bootstrapovych rezidui, zde ale nedava smysl. Inovace
u; maji tvar v, = B,X; 1 + &, takze v sobé zahrnuji obé slozky variability
modelu (B; a &) a zavisi také na predchozi hodnoté procesu {X;, t € Z}.
Podminime-li jejich stiedni hodnotu a rozptyl informacemi o ¢, a B; do ¢asu
t—1 jako v a , vidime, ze jde o posloupnost martingalovych diferenci
s podminénym rozptylem w?X? | + 02. Jde tedy o podminéné heteroskedasticky
model. V |Praskova (2002), véta 2 je dokazéano, ze rezidualni bootstrap tak,
jak jsme ho popsali v sekci 1.2.2, neni v takovém pripadé konzistentni. Pokud
chybovou slozku autoregresniho procesu tvoifi posloupnost martingalovych
diferenci, statistika \/ﬁ(@’; — Bn) konverguje k normalnimu rozdéleni s jinym
rozptylem, nez je asymptoticky rozptyl statistiky ﬁ(ﬁn — B). Duvodem je, 7e
vygenerovand bootstrapova rezidua jsou uid a neodrazi zavislostni strukturu
v puvodnich datech.

Kreiss a Fink (2013) navrhli modifikaci rezidudlniho bootstrapu tak, aby
tuto metodu bylo mozné pouzit i pro proces RCA(1). Zasadni odlignost od diive
popsaného rezidualniho bootstrapu spociva v tom, ze metoda popsana v Kreiss
a Fink| (2013) pocita ne jedny, ale dvoje rezidua, zvlast pro variabilitu obsazenou
v autoregresnim koeficientu b;, respektive By, a zvlast pro inovace ¢; predstavujici
vnéjsi vlivy, které piisobi na proces, kterym pozorovani Xy, ..., X,, vznikaji.

Pro konstrukci bootstrapovych replik se pouziva odhad parametru Bn SpoC-
teny metodou nejmensich ctverci. V okamziku, kdy méame vygenerovana bo-
otstrapova rezidua €j, ..., €, a By, ..., B;, vytvofime bootstrapovy vybér
X5, ..., X, tak, ze zvolime X; = X, a ostatni hodnoty spocteme rekurzivné
podle vzorce

X7 = (Bu+ B X+, (2.19)

Postup, kterym ziskdme boostrapova rezidua, si nyni popiSeme.

*

Bootstrapova rezidua ¢, ..., ¢

Predpokladejme, ze mame realizaci X, ..., X, procesu RCA(1). Pfipomenime
si jeho strukturu:
Xt = BXt—l + BtXt—l + &¢. (220)

Abychom mohli z nasich pozorovani spocitat rezidua &;, aniz by v nich byla
zahrnuté i variabilita obsazena v ndhodném autoregresnim koeficientu b, respek-
tive jeho centrované verzi B;, potfebovali bychom ze vztahu (2.20) néjak od-
stranit ¢len B;X;_;. Podivejme se, jak vypada stiedni hodnota ¢lenti na pravé
strané rovnice podminénd znalosti X;_;. Zatimco E [X;_1|X_1] = BX;_1,
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tedy podminénd stiedni hodnota prvniho ¢lenu je pfimo hodnota tohoto ¢lenu,
E [BiXi—1|X;—1] = X;—1 E B, = 0. Druhy ¢len tedy ze stfedni hodnoty po pod-
minéni znalosti X;_; vypadne. Této vlastnosti modelu vyuzijeme pro konstrukci
bootstrapovych rezidui €. Protoze B; je nahodné veli¢ina s nulovou stiedni hod-
notou a koneénym rozptylem w?, nedopustime se prili§ velké chyby, kdyz ¢len
B:X;_1 v pripadé, ze je X;_; dostateéné malé, ve vztahu (2.20)) zanedbame. Rov-

nici (2.20) prepiseme na
Xy =BX1 + (et + 0) = X1 + &4,

kde ¢; jsou ndhodné veli¢iny, pro které plati E [§;|X;—1] = 0. Rezidua &; budeme
generovat pomoci tohoto priblizného vztahu nasledujicim algoritmem:

1. Spoc¢teme odhad Bn metodou nejmensich ¢tverct.
2. Zvolime m = m(n) > 0 tak, aby m(n) — 0 pro n — oc.

3. Najdeme podmnozinu {X7, ..., X}, kterd bude obsahovat ta pozorovani
X, pro kterd plati | X, 1| < m, tzn. jejich pfedchozi pozorovani je ,dosta-
tecné malé“. Indexy pozorovani X;, kterd tuto podminku spliuji, oznac¢ime

Tl, ey TNE; kde NE = Z?:l ]I{|Xt,1|<m}-

4. Prot =Ty, ..., Ty. spocteme rezidua & = X, — B, X;_1.

5. Rezidua ¢&; vycentrujeme, tedy spocteme &, = &, — NL Zi\[; €s, Pro
t="Ty, ..., Tn..

6. Bootstrapova rezidua e}, ..., €, vygenerujeme vybérem s vracenim

Z mnoziny {éTl, ooy ETy, }

Vznikla bootstrapovéa rezidua jsou nezavisla a stejné rozdélend, ptricemz jejich
rozdéleni je urcené empirickou distribu¢ni funkci centrovanych rezidui &;. Diky
centrovani odhadnutych rezidui je dodrzena nulova stfedni hodnota bootstrapo-
vych rezidui:

N. L TRRL
E*s*zgéP*(z—:*:é):— é——Eé =
t s t s s r

— N = N

s=1 s=1
Je ziejmé, ze hodnotu m musime volit obezietné. Pokud bude m ptilis malé,
ziskdme i malou mnozinu {&;,, ..., éy.} a vysledna bootstrapova rezidua mohou
byt oproti skute¢nym hodnotdm chyb e; znacné zkreslena. Volbé m se budeme
vénovat v simulac¢ni ¢asti.

Bootstrapova rezidua Bf, ..., B}

Pii generovani rezidui By, ..., B} se naopak zaméfime na pozorovani, kterym
predchazi pozorovani dostatecné vzdalena od nuly. Cilem je tentokrat eliminovat
z vyrazu (2.20) chybovou slozku ;. Pfedpokladejme, ze X;_; # 0 s.j. Pak plati

Et E Et
E X, 4| = =0
{xt_ﬂ t 1} X,
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a vztah (2.20) mtuzeme piepsat takto:

Xt Xt—l thl €t
— B = B ~ B
X 59\@—1 + X + X p+ B+~ B+ By,
kde ~; jsou ndhodné veli¢iny, pro které plati E [v,|X;_1] = 0. Slozku ~; tedy
opét vynechame a bootstrapova rezidua By, ..., B budeme generovat pomoci

algoritmu:
1. Spocteme odhad ﬁn metodou nejmensich ¢tverci.
2. Zvolime M = M(n) > 0 tak, aby pro n — oo platilo M(n) — oo.

3. Najdeme podmnozinu {X;, ..., X,}, kterd bude obsahovat ta pozorovani
X, pro kterd plati | X, 1| > M, tj. jejich predchozi pozorovani jsou dosta-
tecné daleko od nuly. Indexy pozorovani X, kterd tuto podminku splhuji,

v 7 n
oznacime Sy, ..., Sn,, kde Np =30 Iiix, >3-
4. Spocteme rezidua B; = X)t(il —Bnprot =251, ..., Sng-
5. Rezidua B, vycentrujeme, tedy spoiteme B; = B, — == S22 B, pro
. t VY ] ; y sp t t Ng 2us=1Ds> P
tle, ey SNB-
6. Prot =1, ..., n vygenerujeme bootstrapové rezidua By, ..., By vybérem
s vracenim z mnoziny {le, cee BSNB }
Bootstrapova rezidua By, ..., B} jsou opét nezavisld a stejné rozdélena,
s nulovou stfedni hodnotou (podminénou pivodnimi pozorovanimi), nezavisla
také na €7, ..., €. Stejné jako v predchozim piipadé se miize stat, ze zvolime-li

prilis velké M, budeme bootstrapova rezidua generovat z priliS malé mnoziny
rezidui {le, e BSNB }

Platnost rezidudlniho bootstrapu pro model RCA(1)

Uvedeme si nyni predpoklady nezbytné pro odvozeni platnosti popsané me-
tody.

(C0) Nahodny proces {&}, t € Z} je striktné staciondrni proces RCA(1) a B, 62,
W2, &t a ! jsou konzistentni odhady parametrii tohoto modelu.

n?

(C1) Néhodna veli¢ina X; ma hustotu f, pro kterou plati f(z) > 0 pro vSechna
r € R a f je spojita v 0.

C2) Hustota f nahodné veliciny X; je dvakrat spojité diferencovatelna v 0.

C3) Momenty E |X,|*” jsou konetné pro néjaké 9 > 0.

C4) Pro n — oo plati m = m(n) — 0 a zarovei n*m(n)® — oo.

(€2)
(C3)
(C4)
(C5) Pro n — oo plati M = M(n) — oo a zdrovei \/n (1 — F(M(n))) — oo

a /nF(—M(n)) — oo, kde F je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X;.
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Za téchto predpokladt Kreiss a Fink| (2013) dokdzali platnost rezidualniho
bootstrapu. Podrobné odvozeni konzistence Ize nalézt v sekcich 3 a 5 v Kreiss
a Fink| (2013). My zde uvedeme jen nékterd pomocna lemmata potiebna k di-
kazu konzistence navrzené metody, ktera jsou zajimava z hlediska toho, co se pfi
aplikaci rezidualniho bootstrapu déje s jednotlivymi slozkami procesu RCA(1).

Lemma 7. Je-li splnén predpoklad (C1), pak pii n — oo plati:

* %
E & = 0=E Et,
P
E*el* —— o® = Ecl,
P
E*e* ~— 6, =E &}
Jde o lemma 5.4 v Kreiss a Fink| (2013)). Prestoze ve vyrazech uvedenych v lem-
y y
matu nikde n pifmo nefiguruje, podminéné stiedni hodnoty E* e}, E* 2 a E* }*
na n zavisi. Bootstrapova rezidua e} vznikaji vybérem s vracenim z mnoziny cen-

trovanych rezidui {5T1, ooy ETy, }, jejiz obsah se mize ménit pii riznych hodno-
tach m(n). Konkrétni tvar stfednich hodnot je

€

N,
E*e* =E [¢% | Xo, ..., X = Nizel;
€ =1

kde k = 1, 2, 4. Podle predpokladu (C4) se pfi zvétSovani vzorku zmensuje mezni
hodnota m(n) a v disledku toho muize dojit jak ke zméné poctu rezidui N,
tak ke zméné skladby mnoziny {éTl, e 5TN5} a tudiz i zméné podminénych
stfednich hodnot.

*

Obdobné vztahy plati i pro bootstrapova rezidua B}, viz lemma 5.5, Kreiss
a Fink| (2013):

Lemma 8. Je-li spinén predpoklad (C5), pak pii n — oo plati:
E*"Bf =0=E By,
E*B? 5w = EBY,
E*B;* X5 ay = E BY.
Vidime tedy, zZe navrzeny proces generovani rezidui e; a B; vytvari repliky,

které vykazuji asymptoticky ty vlastnosti, které od nich pozadujeme. Toho se
vyuZije v nasledujici vété (véta 3.4, Kreiss a Fink (2013))):

Véta 9. Jsou-li splnény predpoklady (C0) - (C5), pak pro bootstrapové repliky
spoctené podle vzorce plati:

E*X;? = 0p(1) & E X7 < oo,
E*X*=0p(1) & EX! < .
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Dale, pokud E X? < oo, resp. E X} < oo, plati
) 2
o o
Er X —— e D
1—- 52 —af, 1-p5—w

N 824_‘2}2

4 ~4 " “Np 20,2

Oy, + 6oy, 1B —w% p 04+ 60! lf;{_wg

= = —
1— 34— 68203, — a4, 1— B4 —64%w? — ay’

E* X =

A2 E* 2 A2 R 2 S4 _ pr _xd . S i iy o LY
kde o5 = E"¢;*, Wy, = E* Bf*, 0. = E"¢;" a Yy, = E* B".

Pozndmka. 7 lemmat 8 a 9 vime, e velidiny 6% , &% , 0% a 4%, konverguji
v pravdépodobnosti ke skute¢nym hodnotam parametrii 0%, 64, w? a ay. Stejné
tak dle predpokladu (CO0) jsou odhady f3,, 62, @2, d4n a Gy, konzistentni. Pro

n — oo tedy mizeme predpoklidat, Ze za platnosti podminek
BP4uwt<l a Br46%t+ay<1
budou splnény i nerovnosti

A2 A2 A4 422 | -
B +w, <1l a pB,+608,w,+dy, <1

Bk <1 a BE+6p%%, +ay, <1
a bootstrapové repliky X7, ..., X budou tvofit ¢ast stacionarni posloupnosti.
Pracujeme ale s kone¢nym vybérem a nelze zarucit platnost téchto nerovnosti ani
pro odhady momenti ndhodného procesu {A;}, ani pro momenty bootstrapové
posloupnosti { X;}. Pii odvozeni konzistence bootstrapu se jejich platnost pred-
poklada. V kapitole vénované simulacim se podivame, zda jsou tyto nerovnosti
splnény i v praxi.

Nyni jiz uvedeme hlavni vysledek této sekce (Kreiss a Fink (2013), véta 3.5
a disledek 3.7):

Véta 10. Necht Xo, ..., X, je realizace procesu RCA(1) a X§, ..., X} jsou
bootstrapové repliky spoctené podle vzorce . Necht plati predpoklady (C0) -
(C6). Méjme odhad B;; spocteny pomoci bootstrapoviych replik X§, ..., X podle
vzorce
b= >t XiaX{
" > X2

Pak pro n — oo plati

A B N d O'2 2 E.)Cvél
V(B ) < N (0 g+t s )

v pravdepodobnosti.

Dusledek. Za podminek véty je rezidudlni bootstrap konzistentni pro
L (ﬁ(@n — B)) Symbolem £ znac¢ime pravdépodobnostni rozdéleni.
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Poznamka. Protoze rozdéleni statistiky \/H(B; — Bn) je podminéné ptivodnim
vzorkem dat, konvergence k normélnimu rozdéleni v distribuci ve vété
znamend konvergenci podminénych distribu¢nich funkci. Jde tedy o konvergenci
nahodnych velic¢in, proto je zde odvozena konvergence v distribuci, v pravdépo-
dobnosti. V praxi to znamena, ze pravdépodobnost, ze ptivodni vzorek dat bude
natolik nepriznivy, ze u néj bootstrap fungovat nebude, prestoze pijde o realizaci
procesu RCA(1), konverguje s rostoucim n k nule.

2.3.2 Modifikace rezidualniho bootstrapu

Bootstrap zaloZzeny na reziduich a momentech

Vyse popsany rezidualni bootstrap generuje rezidua By nadhodné z mnoziny
{le,.. BSNB} kterou jsme vytvorili na zékladé téch pozorovani X;, pro
ktera plati | Xi—1| > M. Muze se ale stat, ze i pri dobfe nastavené hod-
noté M neziskame z konkrétni realizace procesu dostate¢né velkou mnozinu
{Bg,,..., BSNB} na to, aby z ni vygenerovand bootstrapova rezidua odrazela
skutecné rozdéleni ndhodnych veli¢in B;. Kreiss a Fink (2013) proto navrhli
modifikovanou verzi rezidualniho bootstrapu, ve které se bootstrapova rezidua ;
generuji tak, jak bylo popsano v pfedchozi sekci, ale B} vznikaji jinym zptisobem.

O B, predpokladame, 7e jsou iid s momenty

(E By, E B}, E B}, EB}) = (0, w0, au) .
Umime spoé¢itat odhady parametrii w? a g, které jsou konzistentni. Vime také,
ze asymptoticky rozptyl statistiky v/n(5, — §) ma tvar

CUEXR T Xf)”

g

Viz Vzorec - pricemz vyrazy E X zav151 pouze na parametrech
B, 0%, w?, 04 a oy (viz véta 4 a vyrazy a ). Statistika v/n(3F — 3,) ma

A\ dlstrlbUC1 konvergovat ke stejnému rozdelem (v pravdepodobnostl) Chceme-li
bootstrapem vytvorit takovy vybér X7, ..., X ktery vérné zachycuje i momenty
nédhodné slozky autoregresniho koeficientu, miizeme generovat bootstrapova re-
zidua B} pfimo z rozdéleni, jehoz prvni az ¢tvrty moment jsou rovny ctvefici
(0,02, 0, Ay ). Algoritmus této metody tedy bude vypadat nésledovné:

2

1. Z ptvodnich dat spoc¢teme konzistentni odhady Bn, w> a (Qy,, napriklad

pomoci postupi popsanych v kapitole 2.2.2.

2. Bootstrapova rezidua e; vygenerujeme vybérem s vracenim z mnoziny
{5T1, ooy ETy }, kterou jsme ziskali stejnym zptisobem jako u rezidualniho
bootstrapu.

3. Bootstrapova rezidua B] vygenerujeme nezavisle z rozdéleni, jehoz prvni
a tfeti moment je nulovy a druhy a ¢tvrty moment nabyva po radé hodnot
~ 2 A
Wy Odn.
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4. Zvolime X§ = Xo a bootstrapové repliky vygenerujeme podle vzorce
X; = (Bu+ BY)Xio b t=1, ...om.

Konzistenci tohoto postupu odvozuji Kreiss a Fink| (2013) ve vété 3.9:

Véta 11. Za platnosti predpokladi (C0), (C2), (C3) a (C4) je bootstrapovd
metoda popsand v této sekci konzistentni pro L (ﬁ(ﬁn — ﬁ))

Poznamka. Prestoze tuto metodu uvadime jako c¢astecné rezidualni a castecné
momentovou, stale oznacujeme jak ef tak B; jako bootstrapovd rezidua.
Privlastek ,rezidudlni“ v nazvu metody se vztahuje ke zptisobu generovani
slozky vnasejici variabilitu do bootstrapové rady. Vratime-li se pro jednoduchost
k autoregresnimu procesu s deterministickymi koeficienty, rezidualni bootstrap
generuje tuto variabilitu z hodnot &, = X; — ¢, X, 1, kterym se ve statistice
iikd rezidua, které predstavuji rozdil mezi odhadnutym modelem a skutecnymi
daty a které jsou zaroven urc¢itym odhadem chybové slozky tohoto modelu.
Timto zplsobem jiz hodnoty B; negenerujeme, proto metodu oznacujeme jako
castecné momentovou. Nicméné i pti odlisném zpiisobu vzniku nadhodny proces
{B/, t € Z} stéle piisobi jako odhad ndhodného procesu { By, t € Z}, proto jeho
slozky stale nazyvame bootstrapovymi rezidui.

Bootstrap zaloZzeny pouze na momentech

Princip generovani bootstrapovych rezidui z rozdéleni s predem urcenymi
momenty se d& uplatnit i u ;. V pfedchozi sekci jsme si pfipomenuli, Ze asympto-
ticky rozptyl statistiky /n(8, — 3) zavisi jen na parametrech 38, o2, s, w? a ay.
Pri generovani €; tedy potrebujeme, aby tato rezidua co nejlépe napodobovala
momenty ndhodnych veli¢in ¢; do ¢tvrtého faddu. Protoze zndme konzistentni
odhady 62 a Oun parametri o2 a d;, budeme generovat & nezdvisle z rozdéleni
s prvnimi étyFmi momenty rovnymi étvefici (0, 62, 0,04,). Velidiny B; budeme
také generovat nezavisle z rozdéleni s pozadovanymi momenty, jako v pred-
chozi sekci. Tim se vyhneme tomu, Ze v libovolné z mnozin {5T1, cee 5TN5}
a {Bg,, ..., BSNB} je prilis mélo prvkl a rozdéleni bootstrapovych rezidui pak
bude zkreslené.

Bootstrapovy algoritmus bude nyni probihat v téchto krocich:

1. Na zékladé Xy, ..., X, spocteme konzistentni odhady 8,, 62, &2, d4n a iy,
napiiklad pomoci postupi popsanych v kapitole 2.2.2.

2. Bootstrapova rezidua e; vygenerujeme nezavisle z rozdéleni, jehoz prvni
a tfeti moment je nulovy a druhy a ¢tvrty moment nabyvé po radé hodnot
~92 N
0, a 5471-

3. Bootstrapova rezidua B; vygenerujeme nezavisle z rozdéleni, jehoz prvni
a tfeti moment je nulovy a druhy a ¢tvrty moment nabyva po fadé hodnot
S 2 A
Wy Oyp.
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4. Zvolime X7 = Xy a bootstrapové repliky pivodnich dat vygenerujeme
podle vzorce X; = (B, + B} ) X; , +¢;,t=1, ..., n.

Ve vété 3.11 v ¢lanku Kreiss a Fink (2013) je ukdzana platnost této metody.

Véta 12. Pri spinéni predpokladi (C0) a (C3) je bootstrap zaloZeny na momen-
tech konzistentni pro L <\/ﬁ (Bn - 6))

Poznamka. Dle ¢lanku Kreiss a Fink (2013) 1ze zvolit rozdéleni pro generovani
rezidui libovolné (za pfedpokladu, 7e bude spliiovat podminky kladené na
momenty). My pouzijeme metodu generujici ndhodné veli¢iny z tiibodového
rozdéleni, kterou blize popiseme v kapitole vénované simulacim.

Vidime, Ze oproti rezidudlnimu bootstrapu vyzaduji jeho modifikace pro
konzistenci méné piedpokladii. Nejsou u nich potfeba podminky pouzité pro
odvozeni konvergence momentii bootstrapovych rezidui €; a B k momentim
chybovych slozek ¢; a B;. Konvergence je zajisténa tim, ze bootstrapova rezidua
ey a Bf jsou primo konstruovana tak, aby jejich druhé a ¢tvrté momenty byly
rovny konzistentnim odhadim momenti ¢; a B;. Diky tomu lze i ocekavat, ze tyto
metody povedou k lepsim vysledkiim nez cisté rezidualni bootstrap, kde se rezi-
dua konstruuji jen z nékterych pozorovani a na zakladé heuristického pristupu,
ktery predpoklada, Ze neudélame prilis velkou chybu, kdyz pfi konstrukei ef
pomineme chybovou slozku B; a naopak pii konstrukci B} pomineme &;. Si-
mulac¢ni piiklad uvedeny v ¢lanku Kreiss a Fink| (2013)) tuto domnénku potvrzuje.

Pozndmka. Stejné jako u rezidudlniho bootstrapu, i zde se pracuje se stacio-
naritou a predpoklada se, ze plati napifklad podminka @2 + Bﬁ < 1. Pro n
rostouci nade vSechny meze to sice plati (skoro jisté), ale u dat koneéného rozsahu
tato podminka splnéna byt nemusi. V priibéhu simulaci ovérime, zda tomu tak je.

2.3.3 Wild bootstrap u procesu RCA(1)
Heteroskedasticky model RCA (1)

Rezidualni bootstrap popsany v predchozi sekci neni jedinou moznosti, jak
bootstrap uplatnit u autoregresnich procesti s ndhodnym parametrem. V ¢lanku
Praskoval (2003) se autorka zabyva wild bootstrapem aplikovanym na proces
RCA(1), u kterého je uvolnéna podminka na homoskedasticitu chybové slozky
¢ Jde tedy o obecnéjsi model, nez jak jsme ho zavedli drive. Predpokladejme, ze
mame pozorovani Xg, ..., X,. V této podkapitole budeme pracovat s modelem
RCA(1) v takovémto tvaru:

Xi=(B+DB) X +e, t=1,2, ..., (2.21)
kde

e X, je nahodna veli¢ina, pro kterou plati EX, = 0 a varX, = o%,
0 < 0% < oo,
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e {g;, t € N} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, E e, = 0 pro
vSechna t a vare; = 02, 0 < 0?7 < oo, pricemZ &; jsou nezavislé s X,

e {B;,t € N} je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in, E B, = 0
a var B, = w? pro vsechna t, 0 < w? < oo, pfifemz B; jsou nezavislé s X,
is {€t, t e N}

Stejné jako v predchozi sekci nds bude zajimat odhad parametru 3 ve tvaru

B _ z::1 Xt—lXt
T X

viz vzorec , konzistence tohoto odhadu a asymptotickd normalita statistiky
\/ﬁ(ﬁn — B). U homoskedastického modelu se pfi odvozovani vlastnosti odhadu g
hojné vyuziva stacionarita. Pravé popsany heteroskedasticky model stacionarni
obecné neni, nicméné i tak byly nalezeny podminky, za kterych ma odhad g
pozadované vlastnosti. Jde o predpoklady:

D1) E ]X0]4+6 < oo, E \€t|4+6 <K <ooprongjaké 6 >0a K € R, K > 0,
D2) sup,n E ]bt|4+(S < 1 pro né€jaké § > 0, kde b, = 5 + B,

D3) E B} je konstantni pro vsechna ¢,

)
)
)
)
)
)

w,

4

S |-

(
(
(
( S ot — 02> 0pfin— oo,

(D5) £370  0fE X2, — 6% > 0 piin — oo,

(D6) =3 E e} — 64> 0 piin — oc.

V Janeckova (2002), véty 3.1 a 3.4 jsou za téchto predpokladi dokdzany nésle-
dujici vysledky:

Véta 13. Bud'v* = E b}. Plati-li predpoklady (D1) - (D6), pak pri n — oo

B 2L 8

g

2
¢m@—m¢%N<u“‘W[“)Aﬂ,
kde ) 0o
2 6(8 +W)‘7+4+52'

A% =w
1—~*

Pozndmka. Jestlize E €2 = ¢ pro vsechna t, pak predpoklady (D4) a (D6) plati
automaticky. Z predpokladu (D2) vyplyva 8% + w? < 1, takZe ndhodny proces
{X,, t € N} je stacionarni (slabé, protoze nepredpokladdme, ze B, a &, jsou iid),
a proto v predpokladu (D5) je 6% = 02 E X?. Pfipomenime, Ze v tom p¥ipadé

EXQ_ O'2 a EX4— (54—1-604_1?25—5512
Do —p2— w2 L1 — Bt — 682w —ay
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Dale vime, 7e v* = E (8 + By)* = * + 652w? + .
Asymptoticky rozptyl z véty 13 se tedy v tomto piipadé zjednodusi na

1— B2 —w?)? 1
( 64 (U) AQI 22A2
o (E &7)
_ 1 2 6(52 + w?)o?E X12+54+02EX2
(E x2) 1— Bt = 66%w? — ay '

1 ) 6(52+w2)1_ﬁ°—z—4_w2+54 N o2
w
(E x2)° 1-p*=6pw?—ay  E X}
_ o? n E X
EA? " (E xp)

Dostavame tedy stejny asymptoticky rozptyl, jako je o2, ve vété 10.

Pozndmka. Pokud by nas zajimala jen konzistence bodového odhadu Bn, staci
k jejimu odvozeni i mirn&jsi predpoklady, konkrétné (D1) a (D2), s omezenim
momentti do fadu 2 + 6, a (D4). Dikaz lze nalézt v [Janeckovd (2002), véta
3.1. My se ale budeme zabyvat aproximaci asymptotického rozdéleni statistiky

Wild bootstrap

Prepisme opét nas model do tvaru
Xt = ﬁXt—l +u, t € N.

u = ByX; 1 + & je posloupnost martingalovych diferenci s podminénym
rozptylem E [u?|F_1] = w?X2, + of, kde F, = o{Xy, B1, €1, ..., By, &}
Jiz bylo tecCeno, Ze klasicky rezidudlni bootstrap s iid bootstrapovymi rezidui
vygenerovanymi z odhadnutych rezidui 4; v takovém pripadé neni konzistentni.
V pripadé heteroskedastickych modeli proto mnozi autoti kombinuji rezidualni
bootstrap nebo jiné bootstrapové metody s wild bootstrapem. Wild bootstrap
vnasi do modelu ,externi“ variabilitu, nahrazuje tim id vybér bootstrapovych
rezidul a umoznuje napodobeni heteroskedasticity v procesu generujicim data.
V ¢lanku [Praskovdl (2002) je dokdzana konzistence wild bootstrapu v kombinaci
s regresnim (neboli tzv. fixed-design) nebo rezidualnim bootstrapem pro proces
AR(1), kde chybové slozky jsou heteroskedastické a spliiuji podminky podobné
piedpokladiim (D1), (D4) a (D5). Cldnek Goncalves a Kilian| (2004) se vénuje
regresnimu a rezidudlnimu bootstrapu ve spojeni s wild bootstrapem pro
proces AR(1) s podminéné heteroskedastickymi chybami tvoficimi posloupnost
martingalovych diferenci, jako jsou tfeba procesy ARCH, GARCH a dalsi.
V ¢lanku (Goncalves a Kilian| (2007) je wild bootstrap kombinovan se sitovym
regresnim bootstrapem pro proces AR(oo) s podminéné heteroskedastickymi
chybami tvofenymi posloupnosti martingalovych diferenci. Pro proces RCA(1)
je odvozena platnost wild bootstrapu v kombinaci s regresnim bootstrapem
v ¢lanku Praskoval (2003). Tuto metodu si nyni popiSeme.
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Méjme opét pozorovani Xg, ..., X,,. Algoritmus pro generovani bootstrapo-
vych replik bude vypadat nasledovné:

1. Metodou nejmensich ¢tvercii spoc¢teme odhad Bn
2. Prot =1, ..., nspoc¢teme rezidua u; = X; — BnXt_l.

3. Nezavisle na uy, ..., 4, vygenerujeme vy, ..., Uy, a to nezavisle z rozdéleni
s nulovou stredni hodnotou, jednotkovym rozptylem a kone¢nymi momenty
do tadu 2 + ¢ pro néjaké § > 0.

4. Spocteme bootstrapova rezidua uj, ..., u; tak, ze u; = ;.
5. Bootstrapové repliky X7, ..., X vygenerujeme jako X; = BnXt—1 + uy.

Véimnéme si, ze kromé vnaseni externi variability do modelu v podobé na-
hodnych veli¢in v; je tu oproti dfive pouzivanému rezidudlnimu bootstrapu rozdil
i v generovani bootstrapovych pseudo-pozorovani. X; se negeneruje rekurzivné
z X[, ale z ptivodniho pozorovani X; ;. Stejné tak se nasledné spocte bootstra-
povy odhad parametru S:

n *
Ax Zt:l Xt—lXt

b=
R DD,
B;‘; tedy poc¢itame jako odhad regresniho parametru v modelu X; = X, _; + ¢,
kde ¢, t =1, ..., n jsou nekorelované nahodné veli¢iny s nulovou stredni hod-

notou a konstantnim rozptylem. Konzistence této metody je dokazana ve vété 2
v ¢lanku Praskoval (2003):

Vé&ta 14. Plati-li predpoklady (D1) - (DG6), pak prin — oo

sup P(\/ﬁ(ﬁn —ﬂ) < x) — P (ﬁ(ﬁ; —Bn) < :L’)’ — 0 s.7.

zeR

Pozndmka. Plati-li predpoklady (D1) - (D6) pro heteroskedastické chyby, plati
ziejmé i v pripadé, ze &; jsou iid. Wild bootstrap tedy miZzeme pouzit i pro
model s homoskedastickymi chybami, coz ndm dava ptilezitost béhem simulaci
porovnat Gc¢innost obou popsanych bootstrapovych metod.

2.4 Pouziti metody wild bootstrap na proces
RCA(2)

V' predchozich sekcich jsme predstavili rezidualni bootstrap, navrzeny
v ¢lanku Kreiss a Fink| (2013) pro model RCA(1) s iid chybami, a wild
bootstrap, jehoz platnost pro model RCA(1) s heteroskedastickymi chybami
byla dokazéna v ¢lanku Praskoval (2003). Nyni se pokusime odvodit platnost
wild bootstrapu pro proces RCA(2), jehoz chybové slozky e, jsou nezavislé
stejné rozdélené. Kromé tohoto predpokladu omezime i tvar varianéni matice €2
ndhodného vektoru B(t). Pokud je nim znamo, konzistence wild bootstrapu pro
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model RCA vyssiho fadu zatim odvozena nebyla.

Nyni uvedeme podminky kladené na proces RCA(2), které budeme pro od-
vozeni platnosti bootstrapu potiebovat. Predpokladejme, 7ze mame pozorovani
X 4, Xo, ..., X,.

(E1) Necht pozorovani X 1, Xo, ..., X, jsou generovana procesem, pro ktery
plati

X = (B4 Bi(t) Xy + (Bo + Ba(t)) Xz + &4, t €L,

kde
e (3 a (3 jsou redlné konstanty,

o {g, t € Z} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velidin,
existuji konetné momenty &, do ¥adu 4, pFicemz E |,|* = 0 pro k = 1, 3,
vare; =02 >0aE el =4, >0,

. {B(t) = (Bl(t), Bg(t))/} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych vektort, jejichz slozky Bi(t) a Ba(t) jsou navzajem nezavislé,
existuji kone¢né momenty B(t) do fadu 4, pricemz E B(t) = 0 a var B = (Q,

kde
wi 0
= <O w%) ’
E (Bi(t)%, Bo(t)*) = 0aE (Bi(t)", Bo()Y) = (s, ),

o {B(t)} a {&} jsou nezavislé.

2.4.1 Stacionarita procesu RCA(2)

Chceme, aby proces RCA(2) byl striktné stacionarni a ergodicky. Nadale
budeme proto predpokladat:

(E2) Proi=1, ..., 4je |\ <1, kde Ay, ..., Ay jsou vlastni ¢isla matice
_ Bi(t) Ba(t) Bi(t) Ba(t) B B B B
M=E K o o0 )% o o )|T\1 0)®\1 o)

Z véty 3 vime, Ze pokud je ndmi definovany proces RCA(p) s iid chybovymi
slozkami ¢, a B(t) slabé stacionarni, je i striktné staciondrni a ergodicky. Pted-
poklad (E2) je podminka pro slabou stacionaritu uvedena ve vété 2, pFepsana pro
pripad p = 2. Explicitni tvar matice M je
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Bi(t)* Bi(t)Ba(t) Bi(t)Ba(t) Ba(t) P Bife Bife B3
N 0 0 0 0 B 0 B 0
M=E| 0 0 o |* ﬁi By 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
B2+ w? BiBs Bife B3+ ws
o Bi 0 Ba 0
— iy 5 0 0 . (2.22)
1 0 0 0

Charakteristicky polynom matice M je
fF)=(A+p2)-
SN =N (BT Ba wi) A (Bawd — By — By — wh) + B3 + Bawi]

Z néj snadno dostaneme jedno vlastni ¢islo matice, Ay = —f5. Musi tedy platit
|B2| < 1. Zbyla tii vlastni ¢isla maji v zavislosti na parametrech 3i, B, w?, w3
prilis slozity tvar na to, abychom z nich vyvodili dalsi podminky pro stacionaritu.
V kapitole vénované simulacim ovérime, zda jsou zbyla vlastni ¢isla v absolutni
hodnoté mensi nez 1, pro konkrétni parametry procesu.

2.4.2 Vlastnosti 3,
Podivejme se nejprve na momenty procesu {X;}.

EX, =E [(51 + Bl@))thl + (52 + Bz(t))thz + 5t]
=/ E X1+ BE X,

Ma-li byt proces stacionarni, musi platit E X; = E X pro vSechna ¢, s € Z.
Z ptredchozi rovnice tedy vyplyva, ze bud E X; = 0 nebo 51+ = 1. Oznacme nyni
0% =EX?app=E XXy, k> 1. Vime, ze X;_,, s > 1 jsou nezavislé s B(t)
a 4. Také B(t) a g; jsou navzajem nezavislé a E By(t) = E By(t) = E¢ = 0,
tudiz plati

ok =E [(51 + By
=E [(B1+ Bi(t)) XL, + (B2 + Bo(1))? X2, + €2 4+ 2(By + Bi(1)) X2y
+2(B1 4 Bi(t)) (B2 + Ba(t)) Xm1Xi—o + 2(Ba + Ba(t)) Xi—oey]
= (B} + wi)ox + (Bs +ws)ox + 0> + 261 Bapr. (2.23)
Pro p; plati
p=E XX,
=E [((51 + Bi(t)) X1 + (B2 + Ba(t)) Xi—a + 5t> th]

X1+ (B2 + Ba(1) Xz + &4 ?

))
)?

(t
(

t

=E [(51 + B1 (t))Xil + (52 + B2(t))Xt71Xt72 + €tth1]

= 5103( + Bap1,
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takze

2 B

= . 2.24
P1 aXl _ /62 ( )
Dosadime-li vyraz (2.24)) do (2.23), dostaneme rovnici
2 2 2\ 2 2 2\ 2 2 piok
ox = (Bi +wi)ox + (B +wy)ox +o +251521_B2
=o% (5?+w%+6§+w§+25§1 2ﬁ ) + o?
= P2

a upravou ziskdme tvar rozptylu ndhodné veli¢iny Xj:

2
2 0-

UX:
R 2R
0.2
L —w? — w3 — B3 = B2 (1 + 2
0.2

_ . (2.25)
1—wf —wi — 53 — BR(752)

Chceme-li, aby rozptyl 0% byl koneény, musi platit

14 o
1—fs

1
1—wf—w§—5§—ﬂf< >>0, neboli w%+w%+ﬁ%+ﬁf( +ﬁ2) <1,

1= f,

a proto také 33 + 37 (%) < 1. Pokud by zaroven platila rovnost 3; + 52 = 1,
neboli 51 = 1 — (35, dostaneme

2 L+ 5o
52+(1—52)21_52

Bi+(1—B)(1+B) <1
f2+1-p2 <1,

<1

Dosli jsme tedy ke sporu, nemtze platit 5, + S = 1 a musi tudiz byt E X; = 0.
Je ztejmé, Ze ke stejnému sporu bychom dosli i v ptipadé, ze 1 = By — 1, neboli
musi platit

|Ba] # |1 = ol - (2.26)

Dalsi predpoklad, ktery budeme potiebovat, je
(E3) E X! < oo.

Z véty 4 vime, ze je-li ndhodny proces {X}, t € Z} striktné stacionarni, pak
ﬁn RN B, n— oo.
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Plati-li navic E X! < oo, pak

ﬁ(én—ﬁ> N (0, Bas) s 1 00,

kde
Y=’V I+ VIE [( X X)) (X/QX,)] V! (2.27)

aV=E[X,X].

Podivejme se nyni na matice V a V~!. Potiebujeme, aby V byla kone¢n4
a regularni. Ze vztahu (2.24) pro py = E X, X1 je

V=E ( th tht—l) _ O’g( O'g( 1?/132 _ Ug{ 1 1?/132 '
XX Xt—l 0%( 1f}32 0'3( 16152 1

Matice V je konecna, jestlize 0% < oo a |p;| < oco. Prvni podminka je zarucena
predpokladem (E3). Nerovnost |p;| < oo je splnéna, je-li navic |51| < oo, coz plati
z definice procesu {X;}, a By # 1, coZ je zaru¢eno podminkou |fs| < 1 vyplyvajici
z predpokladu (E2). Protoze 0® > 0, je i 0% > 0. Aby byla matice V reguldrni,
musi kromé toho platit jesté |5;| # |82 — 1|. Splnéni této podminky vyplyva ze
stacionarity procesu {X,}, jak jsme oveéfili v . Jednoduchym vypoctem pak
dostaneme tvar inverzni matice:

b 1=p5 1—08y =P
V' = Ug( B _BZ>2 e < 8 1 _52). (2.28)

Diky podminkam kladenym na o, 5; a 32 je matice V~! také kone¢na.

Pro znalost asymptotického rozptylu 3., statistiky \/H(BH — ﬁ) je potieba
doplnit jiz jen tvar matice E [(X, X)) (X;22X;)]. Ozna¢me tuto matici A. Jeji

tvar je
X2 XX w? 0 X
A — E t tVlt—1 X X_ 1 t
|:(XtXt—1 XtQ—I ( b 1) 0 W% Xt—l
2
e [, ) e e )]

Xt thl Xf,l

B WIE X+ wiE X2X?2,  WIE XPX +wiE AP
CN\WIE AXBX,  +wWIEXAXP, WIE XPXE | +wiE XY ’

kde v poslednim kroku jsme diky striktni stacionarité nahradili E X | vyrazem

E X. Stfedni hodnoty vyskytujici se v matici A maji tvar:

FAC+D

EX'= 2.2

" 1-FAB-FE’ (2.29)
EX’X,_1=A(BEX'+0C), (2.30)

1
EX A = p [ (82 + W) E X + 2813 E X2 X, 10%0%],  (2.31)
M2 T

EXX2, =B E X+ B E XX, (2.32)
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pricemz

_ 153 —wj
(= B - wd) [1 - B33 + 3uB)] = 382 (85 + wB) (8 — ) + (B + )]
B:%[ﬁfﬁw?”ﬁf(ﬁ%w%ﬂ(5§’+3ﬂ2w§) (1—55-@)},

1— 35 —ws
B 3B10%0? s
C_(1—52)(1—522—(4)%)[1_62(62—’_&)2)}7

6020 2

D=6+ 22 [ o+ (-8 -of) (B +ud 202 )]

632 + (5 + 3)
=33

E = 1 +68iwi 4+ aur + 85 + 685w3 + aus + + 4537 B2(B3 + 3w3),

1261 82(87 + wi)(Bs + w3)
1— 3 — w3

F = 45,(83 + 34102 + + 48185 (B5 + 3w3).

Vidime, 7e asymptotickd varian¢ni matice je jiz pii fadu p = 2 pomérné
komplikovana, a to i presto, ze jsme v definici naSeho procesu proménné e,
a B(t) zna¢né omezili. Véty 2, 3 a 4 jsou sice platné obecné pro fad p > 1,
z praktického hlediska ale prace s procesy vyssiho fadu muze byt problematicka.

2.4.3 Pouziti metody wild bootstrap pro proces RCA(2)

V této casti se budeme zabyvat konzistenci metody wild bootstrap pro nami
definovany proces RCA(2). Cilem je aproximovat rozdéleni statistiky /n (Bn — B)

rozdélenim statistiky /n (B; - ,én), kde

n -1 n
Bn = (Z Xt—1X£_1> Z Xi_1X;.
t=1 t=1

Algoritmus pro generovani bootstrapovych replik a bootstrapové statistiky B;; je
stejny jako v sekci 2.3.3.

1. Metodou nejmensich ¢tverctt spocteme odhad Bn
2. Prot =1, ..., nspoc¢teme rezidua tu; = X; — ,B;Xt_l.

3. Nezavisle na 4y, ..., U, vygenerujeme vy, ...,U,, & to jako 7id ndhodné
veli¢iny s rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou, jednotkovym rozptylem
a kone¢nymi momenty do fadu 2 + v pro néjaké v > 0.

4. Spoc¢teme bootstrapova rezidua uj, ..., u; tak, ze u; = uv;.
5. Bootstrapové repliky X7, ..., X' vygenerujeme jako X; = BnXt_l + uj.

6. Spocteme bootstrapovou statistiku

n -1 n
pie (Y] Yxew 29
t=1 t=1

47



Pro diikaz konzistence posilime jesté predpoklad (E3):
(E3’) Existuje v > 0 takové, ze E ||"™ < oc.
Budeme chtit dokazat nasledujici vétu:

Véta 15. Necht ndhodny proces {X;, t € Z} je proces RCA(2) spliiujici predpo-
klady (E1), (E2) a (E3’). Necht B, je odhad parametru B a B je jako
Pak piin — oo

P“(JH(BZ—Bn) <a:) —P(\/E(Bn—ﬁ) <w>) - 0,

sup
xeR2

Pozndmka. Symbolem ,,<“ u vektorti zna¢ime nerovnost po slozkach, neboli pro
@ = (1, 22), y= (1, ) Plati x <y & (21 <y A 22 < ).

Pred vlastnim dikazem véty uvedme je$té nékolik pomocnych lemmat.
Véty, na které se v diikazech odkazujeme a které nebyly uvedeny driive v textu
této prace, lze nalézt v dodatku 2.

Lemma 16. Bud G C Ryyo mnoZina vSech reqularnich matic a T : G — G
zobrazeni pFifazujict matici A € G matici k ni inverzni, tedy T(A) = A~'. Pak
T je spojité zobrazeni na G.

Diikaz:

Plati A~' = |A|7' A*¥ kde A% je adjungovand matice k matici A. Determinant
je polynomickd funkce prvkt matice, tedy spojita funkce. Prvky adjungované
matice A°Y tvoii subdeterminanty matice A, tudiZ zobrazeni A — A je také
spojité, a proto i T' je spojité zobrazeni na Royo. O

Lemma 17. Necht ndhodny proces {X;, t € Z} je proces RCA(2) spliujici pred-
poklady (E1) a (E2). Bud k > 0 redlnd konstanta a {Y;, t € Z} nahodny proces,
jehoZz slozky Y, jsou nahodné veliciny ¢i nahodné vektory urcené jednim z nasle-
dugicich predpisi:

(a) Y = X7, (b) Vi =&/, (¢) Vi= XX 1,
(d) Ye=X X1, (¢) Vo= X2X2,, (f) Yo = X7,
(9) Vi =1 Xoa ], (h) Ve = Xi1ee, (1) Y= X; B(1),
(1) Y= X1 Xy 1 B(1), (k) Yo = X{_1B(t)es,
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(1) Vi = | Xea| | BT, (m) Y= | Xeal[* e
Pak nahodny proces {Vy, t € Z} je striktné staciondrni a ergodicky.

Diikaz:

Pfipomenime, Ze F; = o {B(s), €5, s < t}. Z v&t 2] a [3] vime, Ze jsou-li splnény
predpoklady (E1) a (E2), ndhodny proces {X;, t € Z} je F;—méfitelny, striktné
stacionarni a ergodicky. Diky stacionarité procesi {X;}, {B(t)} a {&} jsou
vSechny procesy tvorené pomoci predpisi (a) az (m) také striktné stacionarni.
Podle véty v dodatku 2 je ndhodny proces, ktery vznikne z ergodického
nahodného procesu méritelnym zobrazenim, rovnéz ergodicky. Z této véty tedy
rovnou dostavame ergodicitu procest (a) az (g).

Podivejme se nyni na ergodicitu procesi {X, 1&}, {X/_B(t)},
{X,.1X,_,B(t)} a {X,_B(t)e;}. Vztah

X, = (C + Dt)thl + Jy,

(1 %) o () 20) w2 (3)

lze rozepsat nasledovné:
X; = (C + Dt)Xt—l + Ji

== Jt + (C + Dt) |:(C + Dt—l)Xt—Q + Jt—l]

=3+ (C+ D)y + (C+ D) (C+Dyy) [(C+ D) X+ 1]

o0

:Jt+z
k=1

V Nicholls a Quinn| (1982)), sekce 2.3, je dokdzano, Ze za platnosti uvedenych
predpokladi je vyraz na pravé strané rovnosti Fi;—méritelné zobrazeni na-
hodného procesu {(B(t)’, €t),, te Z}, pri¢emz {(B(t)’, 62),} je posloupnost 7id
nahodnych vektort, takze jde o proces striktné stacionarni a ergodicky. Méritel-
nost vyplyva z konvergence sumy sou¢ind matic v (2.34), kterou za predpokladu
(E2) odvodili Nicholls a Quinn| (1982)) v dusledku 2.2.1. Dale plati

Xi_ 16 = & <Jt1 + Z
k=1

ﬁ (C+ Dt_j)Jt_k] : (2.34)

J=0

ﬁ (C+ Dtlj)JHk] ) : (2.35)

Jj=0




Konverguje-li vyraz (2.34), jsou Fady na pravé strané vyrazi a také
konvergentni{. Ziejmé tedy i procesy {X;_1&:} a {X,_B(t)} jsou F,—méfitelné
procesy a jsou tedy také ergodické. Obdobnym zpiisobem lze odvodit i ergodicitu
procesti {X,1 X, 1B(t)} a {X,_B(t)s}.

vvvvvv

kovat vétu [20{ na ndhodné procesy { X/ | B(t)} a {X;_1&}. O

Lemma 18. Necht ndhodny proces {X;, t € Z} je proces RCA(2) spliugjici pred-
poklady (E1), (E2) a (E3’). Bud {);, t € Z} ndhodny proces vytvoreny z procesu
{X,} libovolngm z piedpisi (a) aZ (m) v lemmatu (17 Pak plati

]- “ s.J.
—§ YV, =B EY, n— oo
n

t=1

V pFipadé procesi vzniklych predpisem (g), (1) nebo (m) existuje k > 0, pro které
je toto turzeni splnéeno.

Diikaz:

Z lemmatu [17] vime, Ze ndhodny proces {);, t € Z} je striktné staciondrni a er-
godicky. Stac¢i tedy ovéfit, ze E |)1| < oo, a konvergenci vybérového praméru
ke stfedni hodnoté pak dostaneme z ergodické véty (véta . Konec¢nost stiredni
hodnoty u (a) a (b) vyplyva pfimo z pfedpokladu (E3’). U vyrazi (c) a (e) ji
odvodime pomoci Cauchy-Schwarzovy nerovnosti a u vyrazu (d) a (f) pomoci
Hoélderovy nerovnosti pii p =4 a q = %. Napriklad

E |42, | < (EXYT(EXL,)  =E & < oo,

Oznac¢me K realnou kladnou konstantu, jejiz hodnota se pribézné mize ménit,
a zvolme x = £. Pak plati, s vyuzitim pfedpokladi (E1), (E2) a (E3’),

24K

(8) E1Xea ™™ =E | X" = E (A2, + A2,)"" < K E 4" < oo,

(h) E thlgt =E thl E Et = O,
() E X_,B(t) —=E X!_ E B(t) = 0,
() E X, . X B(t)=E X, . X/_ E B(t) =0,

(k) E X! ,B(t)e; =E X, E B(t)E ¢, = 0.

Dle piedpokladu (E1) je E e} < oo, E Bi(t)! < oo a E By(t)* < oo, takze
P E et <0 a

E|IB()|*™ =E (By(1)2 + Bo(t)®)'"2 < K (E [Bi(t)]*™ +E |By(t)[*) < o0.

Kombinaci s jiz uvedenou nerovnosti (g) dostavame
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(1) E H-Xt—1”4+l/ ||B(t)||2+n - E ||Xt—1H4+V E ||B(t)||2+n < o0,

(Hl) E ”th1”2+'€ |gt‘2+fe < KE HthlHZH_QHE |€t’2+’i < 00,

Tim je dikaz dokoncen. O

Nyni se jiz dostavame k vlastnimu dikazu véty

Dikaz véty [15]:

Ozna¢me @y distribuéni funkci rozdéleni A5 (0, 3,,). Potom

swp [P (Va(B; — ) < @) =P (Va8 ~ B) < )| <
sup [P (Vi (B; - B,) < &) - @5, ()] +

xcR2

+ sup P (x/ﬁ(Bn -B) < w) — Py, (m)‘

7 véty [ vime, ze

- (VB —8) < 8) )] +0, 1

sup
xcR?

Staci tedy dokazat, ze

p* (ﬁ(,é;; - Bn) < :1:) — Oy, (m)‘ 250, n— o,

sup
xcR?

neboli Ze pii daném Xy, Xo, ..., X, konverguje podminéné rozdéleni statistiky
Vn(B; — B,) k rozdéleni N; (0, 2,,) v pravdépodobnosti. Vyraz /n(8; — Bn)
mizeme piepsat jako
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R (Ran
t=1 t=1

n -1 5
=Vn (Z Xt1X£—1) Z X1 <X£—15n + uf) — B
t=1 t=1

n -1 n
=/n (Z Xt—lXt,_1> (Z Xt—IXf{—1> Bn — Bn
t=1 t=1
n -1
+ (Z Xt—1X£1> Z X1y
t=1 t=1
n -1 5
=vn (Z Xt—1X£1> ZXt—IU:
t=1 t=1

-1
1 & I &
=(=) Xt_lX;1> — Xy (2.37)
(n t=1 \/ﬁ t=1

Pii vySettovani konvergence vyrazu (2.37) muzeme zkoumat jednotlivé ¢ini-
tele zvlast a nédsledné na né pouzit Cramér-Slutského vétu (véta 25). Nejprve se
budeme vénovat vyrazu

Ptipomenme, ze
/ —
Xt—lXt—l - (Xt—lXt—z Xt%Q
Podle lemmatu [18] plati

BN

—g X2 2L E A2 n— oo,
n

t=1

n
%Z?@th 2 E XX, n— oo
t=1
Protoze ndhodné matice konverguje skoro jisté, jestlize jeji jednotlivé prvky kon-
verguji skoro jisté, plati

1 u s.J.
=3 XX, SHEX X[ =V, n— oo
n

t=1

Bud nyni G C Ry mnoZina vSech reguldrnich matic v prostoru Roys. Z lem-
matu (16| vime, Ze inverzni zobrazeni matice je spojitd transforomace na G. Pro-
toze V je deterministickd a regularni, plati P(V € G) = 1 a z véty o spojité
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transformaci (véta [23) dostaneme

~1
1 - s.J.
(- ZthXt’1> 2l vl n = 0. (2.38)
Lt
Nyni bychom chtéli dokazat, ze pii daném X _q, Xy, ..., X, konverguje pod-

minéné rozdéleni statistiky

1 n
— > Xy (2.39)
Vi

v pravdépodobnosti k normalnimu rozdéleni. Zname-li X ¢, Xy, ..., X,, pak

1 « 1 «
e Z Xt—lur = — Z X1 tpvy
\/ﬁ t=1 \/ﬁ t=1

je linearni kombinace iid ndhodnych veli¢in v;, nebot 4, = X; — B/, X;_1 a

n -1 n
Bn = (Z Xt—1X£_1) Z Xt—lXt7
t=1 t=1

tedy vSechny ¢leny ve vyrazu (2.39) kromé v, jsou funkci X q, Xo, ..., X,.
V centralni limitni vété (véta polozme (Q,, A,, P,) = (Q, A, P), k, =n
ayY, = %Xt_lﬁtvt. Podivejme se nyni na momenty \/LﬁXt_lﬁtvt podminéné
znalosti X_1, Xo, ..., X,.
E” L X1 E L Xi_1mvg| X1, X X
—X; v | = E | —=X v | X, Xo, .., X
\/ﬁ t—1We Ut \/ﬁ t—1UWtlt 1 0
L X,_1u E
=—X, 1 i;Ev
\/ﬁ t—1Ut t
=0,
= X1 ! Xi_1vg| X1, X X
var® | — X,y | = var | — X1t | X1, Xo, ..., X
\/ﬁ t—1We Ut \/ﬁ t—1Wt Ut 1 0

1
= —X,; 1 X, 4} varv,
n

1 . .
=X, 1 X] 4} <00 s.].
n

1
Jn
a pro konvergenci k norméalnimu rozdéleni staci ukazat, ze pti n — oo plati

Pti zndmém X_¢, Xy, ..., X, je tudiz var* [ Xt_lﬁtvt] < oo pro vSechna t

1 - ~9 S.J.
— E X, X, a2 —5 H,
n
t=1
kde H je kone¢na matice, a
n 24K .
Z E* 5.5.
t=1

1
—0

—= XUy

vn

23



pro néjaké £ > 0. Zvolime x = 3. Pfipomenme, Ze v; jsou uid s kone¢nymi
momenty alesponi do fadu 2 + v a Ze u, = B(t)'X;_1 + &;. Nadale budeme pro
konecnou konstantu pouzivat znaceni K, pricemz hodnota K se miize pribézné
ménit. Plati

n 1 2+K 1 n
Z E||l—=Xi 1ty = 0% Z [P, Y a7 i =N TP
+7’
=1 Vn [

24K

X — ﬁ;thl

1 n
2
=K 21X
n t=1

24k

1 < . .
=K FE ; 12X 77 s + (B — Ba) X

1 — . ; . P )
<K ItE E :HXtﬂHQJr lue [T+ K HB _,BnH2+ Z 1|2
= t=1

itE
- g A
Vv Ve
(V1) (V2)

Plati 2x = v a z lemmatu [18] vyplyva, ze pii n — oo

11 5.
2o D Xt .
t=1

1 ¢ j
= IXa T 25 E [|X T < oo, a proto
n — n:2

Protoze ﬁn je podle véty silné konzistentni odhad parametru (3, plati
HB — BnHQM 2250, a tedy

1

ItE

(V2) = K ||B—Bul™™ = D 1Xema]"™ L 0.
t=1

Konvergence vyrazu (V1) se odvodi analogicky. Plati

1

(V1) =K TE D X [P
t=1

1 - 24K 24K
=K Z | X [B(t) X1 + =4
L Y e ! 24n L\ 24k | (24K
< K nits ; HXt—lH |B(t) Xt—1| + K n1—+% ; ||Xt—1|| |€t|

1 g 442 2 1 g 2 2
<K nl—_,_gZHXt—ln BT+ K nl—%ZHXt—lH e
t=1 t=1

Z lemmatu (18| opét plyne (V1) RN 0,a konecné

n 1 2+kK )
§ : ~ s.J.

E * —Xt_lut'l)t —]> 0.
— N
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Zbyva dokéazat konvergence
1 n
X X[ i o H
i3
~2 Q! 2 Y / 2
uy = [Xt - /BnXt—li| = [(5 — Bn) X111+ B(t) X1 + 84
= Xt/—l (/6 - Bn) (/3 - Bn)/Xt—l + Xt/—lB<t)B(t)/Xt—1 + 5?“'

+2X,_(B—B,)Bt) X, 1 +2X, (B Bn)e +2X,_ B(t)e, (2.40)

Ve vyrazu X, X]_,u; nahradme 4} vyrazem (2.40) a podivejme se na tvar jed-
notlivych s¢itancii:

Xwg—l (B - /én) (/3 - Bn)/Xt—l = [Xt—l (Bl - Bnl) + Xt—2 (62 - Bn2)} ’

= X2, (51 - Bm)z +2X; 1 X2 (51 - Bm) (52 - an) + X7, (52 - an)z
Levy horni prvek matice (Xt_ng_l) (X;_l(ﬁ — ,én) (,8 — ,én)/Xt_1> mé tedy

tvar
5 N2 5 A 5 N2
X1 (B = Bar)” +2X7 1 Xy 2 (B — Bu1) (B2 — Brz) + X7 X7 5(B2 — Bu2) ™
Dle lemmatu konverguji vybérové priméry tvorené prvky procesi {Xf_l},
{X}? X, o} a {X2 X2 ,} k jejich koneénym stfednim hodnotdm (skoro jisté).
Vyraz (B — Bn) konverguje skoro jisté k nule diky konzistenci odhadhu Bn (viz
véta[d), a proto pro n — oo

S [ (B~ B)? 42X X (81— ) (B2 — o) + XA XE (B2 — )] =
t=1

= (b1 — Bnl)Q% ZXf_l +2(8 — Bm) (B2 — an)% Z X7 Xio +
t=1 t=1

~ 1 - S8.7.
+ (B2 — ﬁnQ)Zﬁ X2, X2, Mo,
t=1

Obdobnym zptisobem dostaneme konvergenci k nule i u ostatnich prvki ma-
tice %Z?:l (Xt,ng_l) (X{_l(,B — Bn) (B — Bn)/Xt,l), tudiz cela tato matice
konverguje skoro jisté k nulové matici. Analogicky mizeme pomoci lemmatu
odvodit i nasledujici vztahy:

%Z (Xea X)) (Xg—l(ﬁ - BH)B(t)’Xt_J =9y 0,
t=1

Ly ! / 2 5.

E Z (Xt—l-Xt—l) (Xt—l(ﬁ - ,Bn)&g) — 07
t=1

LS (X XL (XL, B(0=) 25 0.
t=1
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Z matice (X;-1 X[ ;)4 ndm zbyvajl jiz jen d&leny X, X] €7
a (X,1X]_,) (X,_B(t)B(t) X;_1). Protoze

EX;, 1 X/ 6/=E X, 1X] Ec? =Vo? < o0,
z ergodické véty vyplyva
1 - s.J.
=3 XX & 25 Vo
n
t=1

Konvergenci druhé matice ukazeme opét po slozkach. Plati
(X, \B(t)B(t) X, 1) = (X%_1Bi(t) + X 2By (t))”
= X7\ Bi(t)? + 2X 1 X5 By (1) Ba(t) + X7, Ba(t)*.
Ozna¢me L = (1), ; matici (Xt,lX{_l) (X{_lB(t)B(t)’Xt,l). Pak
ElL,=EX' EB()*+2E X> X, oE Bi(t)B(t) + E X2 X2, E By(t)?
=E X! wi+E X2 X203,
Elos =E X2 X2 ,E Bi(t)* +2E X1 X2 ,E By(t)By(t) + E X', E By(t)?
=E X2 X2 wi+E X} w3,
Elio=E X X 2E Bi(t)* +2E X2, X? ,E By(t)By(t) + E X,_1 X} , E By(t)?
=E X% X, _w? +E X 1 &2 w5,
Elyy =E .
Je tedy

a z lemmatu [L§| dostaneme konvergenci
1 - s.7.
—> (XX ) (X[, B(H)B(t) X)) =5 A, n— oo.
n
t=1
Celkové tedy plati
1 - s.J.
= Z X, X, 02 25 o'V A+ A n— oo,
o
pii¢em? diky piedpokladim (E1) a (E3’) je 02V + A < oo.
Splnili jsme vSechny predpoklady centralni limitn{ véty (véta[24)), ovem s tim
rozdilem, Ze v jednotlivych podminkach v nasem pripadé nejde o konvergenci

realnych cisel, ale konvergenci ndhodnych veli¢in. Dostavame tedy konvergenci
podminéného rozdéleni pri znalosti X_1, Xy, ..., X,:

1 n
% Z X quf 4. Z skoro jisté, a tedy i v pravdépodobnosti, (2.41)
t=1

o6



kde Z ~ Ny (0, 02V + A).

Zbyva jiz jen aplikovat Cramérovu-Slutského vétu (véta [25)) na vyraz (2.37).
Ze vztahu (2.38)) vyplyva konvergence

-1

1 n

(— ZXt1X£_1> v n o .

(L

Kombinaci se vztahem (2.41]) tedy dostavame
N (BZ — Bn) 4 v-1Z v pravdépodobnosti.
Protoze matice V™! je deterministickd a A = E [(X;X]) (X;QX})], plati
V'Z ~ N (0,0°V '+ VTIE (X, X)) (X;QX,)] V).

Tim je dikaz véty [15] dokoncen.
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3. Simulace

V této kapitole na nékolika simulacnich experimentech provérime vhodnost
popsanych bootstrapovych metod k analyze vlastnosti odhadu parametru g,
resp. B ¢ statistik \/E(BR — ), resp. \/ﬁ([;n — B) procestt RCA(1) a RCA(2).
Protoze se v této praci nezabyvame testovanim, zda nase data odpovidaji modelu
RCA(p), vechny experimenty budou provedené na simulovanych procesech.
V pripadé realnych dat by kromé ovéreni, zda volime spravné autoregresni
model (véetné spravného fadu modelu), bylo potfeba otestovat také nulovost ¢i
nenulovost rozptylu, resp. varianc¢ni matice autoregresniho koeficientu. Metodu
pro test hypotézy, Ze w? = 0, resp. & = 0, lze nalézt v kapitole 6 monografie
Nicholls a Quinn| (1982).

Abychom odlisili rezidudlni bootstrap pro procesy AR(1) a rezidualni boot-
strap pro procesy RCA(1), budeme v textu znadit rezidudlni metodu popsanou
v ¢lanku Kreiss a Fink (2013) jako rezidudlni KF bootstrap (v tabulkich ho
budeme znacdit RBgp). Varianty rezidudlniho KF bootstrapu budeme oznaco-
vat rezidualné momentovy KF bootstrap (RM Br) a momentovy KF bootstrap

Intervaly spolehlivosti

Popsané metody budeme mimo jiné porovnavat pomoci pokryti intervali spo-
lehlivosti pro parametr 8. Existuji rtizné zptsoby, jak s vyuzitim metody boot-
strap konstruovat intervalové odhady. Tti zakladni postupy jsou popsané v ¢lanku
Praskoval (2004a)), kapitola 2.3. Nam se zde hodi tzv. hybridni intervaly spoleh-
livosti. Uvazujeme statistiku T, = v/n (Bn — 6) a oznacme jeji distribuc¢ni funkci
H,,(x). Chceme zkonstruovat interval spolehlivosti pro parametr /5 s koeficientem
1 — a. Interval spolehlivosti méa tvar

5 fi-g - qs
(Bn - \/ﬁ ) Bn - \/ﬁ) )

kde ¢1-g a ga jsou kvantily distribucni funkce H,,(x). Vime, Ze pfi pouziti vhodné
bootstrapové metody je asymptotické rozdéleni statistiky 7;, stejné jako asympto-
tické rozdéleni bootstrapové statistiky 7 = \/H(B;E — Bn) Kvantily ¢1-2 a gg
tedy aproximujeme pomoci kvantili qi‘_% a q*% distribu¢ni funkce H(x) statistiky

T?. Protoze ale teoretickou distribu¢ni funkci H(z) neznédme, vyuZijeme metodu
Monte Carlo. Vygenerujeme B bootstrapovych rad Xg,, ..., X}, pro kazdou

n,b?

spocteme odhad (3 ; a statistiku 7}y, a pomoci hodnot Ty ,, ..., T 5 zkonstruu-

jeme empirické kvantily ¢7_« a ¢a. Vysledny interval spolehlivosti tedy bude mit
2 2

tvar
. Gj_a . Ja
By — —= — 2 .
ooym’Tt Un
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3.1 Proces RCA(1)

Pro porovnani bootstrapovych metod generujeme casové fady podle modelu

Xt: (/6+Bt>Xt_1+€t, t= ]_, Lo, Ny
kde
e By ~ N (0, w?) nebo B, ~ R ([—\/ 3w?, \/3w2]> (tedy B; maji normélni

nebo rovnomérné rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem w?),

e ;. ~ N (0, 02) nebo g; ~ DEx(0, \/%2) (tedy &; maji normalni ¢ dvojité
exponencialni rozdéleni s nulovou st¥edni hodnotou a rozptylem o2),
e n € {200, 500}.

Zvolené kombinace parametrii 3, w?, o2 jsou uvedené v tabulce . Ptipo-
menme, 7e E B} = a4 a E¢} = §,. Kromé vlastnich hodnot parametri nés
zajima splnéni podminek pro existenci druhého, ¢tvrtého a osmého momentu
generovaného nahodného procesu, které zavisi i na rozdéleni B;:

EX?<ooe M2=p3*+uw? <1, (3.1)
EX!'<ocoe M4=p" 4632w +ay <1, (3.2)
E X < ocoe M8=p%+283%+ 708y +286°E BS +E Bf < 1. (3.3)

Hodnoty vyrazi M2, M4 a M8 jsou také uvedené v tabulce Daéle nas zajima
hodnota asymptotického rozptylu statistiky 7,, = /n (5n — ﬁ), ktery znacime
o2, a jehoZ tvar je uveden ve vzorci (2.10).

Sada parametri p4 odpovida procesu AR(1) a pridali jsme ji, abychom vidéli,
zda nase metody funguji i v piipadé, Ze $patné odhadneme model, kterym byla
nase data vygenerovana, a autoregresni koeficient je ve skutecnosti nendhodny.

Poznamka. Pro ziskani stacionarni ¢asové rfady je obvyklym postupem generovat
casovou tadu delsi, nez je deklarovany pocet pozorovani, a prvnich k£ hodnot
vynechat. I my volime tento pristup. Generovani zahajime hodnotou X, = 0,
vygenerujeme n + 51 hodnot a prvnich 50 hodnot nasledné vynechame. Obdobné
budeme postupovat i u procesu RCA(2).

3.1.1 Rezidualni a momentové metody
Vybér m(n) a M(n)

Abychom mohli porovnat t¥i metody navrzené v ¢lanku Kreiss a Fink| (2013),
které jsme popsali v sekcich 2.3.1 a 2.3.2, potfebujeme nejprve uréit meze m(n)
a M(n) pro generovani bootstrapovych rezidui 3, ..., € a Bf, ..., B:. Vy-
brané hodnoty maji spliovat predpoklady (C4) a (C5), které zarucuji konzistenci
metody. Horni mez pro generovani ¢; jsme volili nasledovné:

m(n) € {2n Y3 250713 2n~Y6 2 5716 L, 25 1
In(n)’ In(n)
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rozdéleni B W o s &, M2 M4 M8 o2

Bt7 Et s
N, N 0.27 1,92 0.288 0.966 1,833
N, DEz 3,84 2,435
pl -0,1 0,3 0,8 0,31
R, N 0,162 1,92 0,18 0,103 1,682
R, DFx 402 50y ’ 1929 905
N, N 0.27 1,92 0.288  0.966 1,833
N, DEz 3,84 2,435
p2 0,1 0,3 038 0,31
R, N 0,162 1,92 0,18 0,103 1,682
R, DEx 402 504 ) 1929 905
N, N 0.48 1,92 0504  2.96 2,603
N, DEz 3,84 3,445
p3 0,1 04 0,8 0,41
R, N 0,288 1,92 0,312 0,302 2,041
R, DEx ’ 3,84 ’ ’ 2,648
N, N 0 1,92 0,062 0,004 0,750
N, DEx 3,84 0,750
p4 0,5 0 038 0,25
R, N 0 1,92 0.062 0.004 0,750
R, DEx 3,84 ’ ’ 0,750
NN 0,068 102 0355 0772 1156
N, DEz 3,84 1,437
p5 05 0,15 0,8 0,40
R, N 0,04 1,92 0,328 0,342 1,163
R, DEx ’ 3,84 ’ ’ 1,404
N, N 027 3 0288 0966 533
N, DEz 6 2,435
D6 01 03 1 0,31
R, N 0,162 3 0,18 0,103 1,682
R, DEx ’ 6 ’ ’ 2,205

Tabulka 3.1: Parametry procesu RCA(1).

Dolni mez pro generovani B} jsme nastavili dle doporuceni v ¢lanku |Kreiss a
Fink| (2013) a pouze jsme ménili konstantu:

M(n) =k -In(ln(n)), k € {08,009, ..., 1,3}.

S kazdou dvojici m(n) a M(n) jsme pro 1000 nasimulovanych fad metodou
rezidudlni KF bootstrap generovali 90% intervaly spolehlivosti a porovnavali
jejich pokryti skuteéné hodnoty parametru (. Ukazalo se, 7e z navrzenych
hodnot m(n) lze pouzit libovolnou a na vysledek to nemd prilis velky vliv
(viz obrézek [3.6), prestoZe mezi nejvyssi a nejnizsf hodnotou (0,34 a 1,03) je
relativné velky rozdil a velikost mnoziny rezidui pro generovani ¢} se znacné
lisi. Naopak u M(n) jsou rozdily patrné. Cim vy&si je hodnota konstanty k, tim
méné intervald spolehlivosti prekryva (. Nicméné i pro £ = 1,3, kdy pti n = 200
pocet prvklt mnoziny {le, cee B’SNB}, ze které generujeme B;, nepfesahuje
20 a neni vyjimkou piipad Np = 3, neklesd pokryti pod 86 %. Pii nizSich
hodnotach k byva pokryti vyssi, nez je pozadovano. Kromé meze M (n) ma ale
vliv i rozdéleni ¢; a By. Pfi stejné kombinaci m(n) a M(n) a p¥i n = 200 byva
niz8i pokryti parametru f u fad, kde &, ma dvojité exponencidlni rozdéleni.
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Podivame - 1i se na hodnoty o2, v tabulce asymptoticky rozptyl statistiky
T, a tedy i odhadu 3, je vyssi v pifpads e ~ DEz(0, 0%/4/2). Tim mtze byt
zpusobeno niz$i pokryti parametru [ bootstrapovymi intervaly spolehlivosti.
Daéle, ma-li ¢, normalni rozdéleni, pak mirné vyssi pokryti intervali spolehlivosti
dava metoda u casovych tad, kde B; je rovnomeérné rozdélené. I tady lze rozdil
vysvétlit souvislosti s mensim asymptotickym rozptylem statistiky 7, pro rady
s rovnhomérné rozdélenymi chybami B;.

Pii n = 500 jsou rozdily mezi jednotlivymi rozdélenimi jiz méné znatelné
a obecné je pokryti vyssi nez 90 %. I konstanta k& = 1,3 je tedy pro delsi fady
pro zvolené parametry a rozdéleni chybovych slozek procesu mozné prilis nizka.
Nicméné i pti této délce fady obcas klesne pocet prvki mnoziny {Bgl, cee BSNB }
pod 10.

U procesu AR(1) je pokryti intervali spolehlivosti z¥etelné vyssi, nez
u ostatnich ¢asovych tad. Pri¢inou je pravdépodobné vychyleny odhad rozptylu
statistiky 7. Déale v textu se budeme odhadem rozptylu této statistiky také
zabyvat, takze si pripadné vychyleni mizeme ovérit. Dalsi obrazky znazornujici
pokryti pro vSechna uvazovana rozdéleni e, a B; jsou uvedené v kapitole A.

Prilohy, sekce A.2 Grafy (obrazky —13.18).

V dalsich simulacich jiz pro ¢; budeme uvazovat jen normadlni rozdéleni.
Protoze nechceme volit rlizné meze pro rizné kombinace délky casové tady,
rozdéleni chybovych slozek a hodnoty parametrt, pro KF rezidualni bootstrap
zvolime meze M(n) = 2,576 a M(n) = 1,31In(In(n)).

Odhad momentt E X? a E X}

Nezndme-li presné hodnoty parametri modelu RCA(1) a chceme-li ke
konstrukci intervalového odhadu pouzit asymptotické normaélni rozdéleni, po-
tfebujeme kromé odhadi parametrii 3, w? a o? také odhadnout E X? a E XL
K tomu mizeme pouZit bud vybérové momenty spoctené z pozorovani X? a X},
nebo miizeme do vzorcil a dosadit odhady B, w?, 02, 04 a au.
Metody pouzivajici asymptoticky normalni rozdéleni s rozptylem odhadnutym
pomoci vybérovych momenti budeme znacit ASy. Metody, kde se pro odhad
asymptotického rozptylu pouzivaji jen odhady parametri, budeme znacit ASp.
Nevyhodou druhého pfistupu je, Ze musime odhadovat dva parametry navic.
Vzorec pro vyjadieni E X! je také jiz pomérné sloZity, parametry se zde vyskytuji
opakované a chyby odhadi se tudiz mohou nascitat. Zejména odhady parametru
a4 vychdzi pro nase data velmi variabilni. Na obrazcich a -
v sekci A.2 Grafy vidime, Ze pokryti 90% intervalt spolehlivosti zkonstruovanych
pomoci asymptotického normalniho rozdéleni metodou ASp vychazi mirné hif
nez s metodou ASy, pokud je vyssi hodnota parametrti 3 nebo w? a tedy
hodnota vyrazii M2 a M4 je také vyssi. Tyto rozdily jsou vsak patrné jen pro
rady o 200 pozorovanich. Pti n = 500 jiz vychazi pokryti u obou metod prakticky
totozné. Asymptoticky normalnimu rozdéleni statistiky 7, se jesté dale v textu
budeme vénovat pii porovnavani bootstrapovych metod.
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Momentové metody

Modifikace rezidudlniho bootstrapu popsané v sekci 2.3.2 generuji boot-
strapova rezidua ef a B; z rozdéleni, jejichz prvni ¢tyfi momenty odpovidaji
“tveficim (0, @2, 0, Aun), respektive (0, 62, 0, d4,). V @énku Hall a Ma| (2007)
byl popsdn néasledujici zptsob generovani nahodnych veli¢in tak, aby jejich
prvni a tfeti momenty byly rovny nule a druhé a ¢tvrté momenty odpovidaly
predepsanym hodnotam.

Méjme nadhodou veli¢inu Y s diskrétnim rozdélenim:

_Vou — w
w p_2a4’ .
_ _ w
Y = 07 p_l_a_47
Vvas — wt
w p_2a4'

Rozdéleni je symetrické kolem nuly, tudiz E Y = E Y3 = 0. Déle

4
Q w
2 _ 4 _ 2
EY—2—2 2——w,
w Uy
2 4
o w
4 _o74 X _
Ey_w4 20, %
4

Bootstrapova rezidua B; tedy miizeme generovat jako nezdvislé ndhodné ve-
li¢iny s rozdélenim, jako mé& nihodné veli¢ina Y, pouze nezndmé hodnoty w?
a oy nahradime jejich odhady. Analogicky e; budeme vybirat nezéavisle z tiibo-

dového rozdéleni s hodnotami (— Vi 54n/6'n, 0, V 54n/<3n) a s pravdépodobnostmi

(2(;:1’ — g i, 22:1)' Predpokladem této metody je platnost nasledujicich nerov-
nosti: . .
w o
0<—<1 a 0<—<1,
Qy 54
respektive
w* ot
0<—<1 a 0<—<1.
Oy 54

Je-li z—i =1, tedy w* = a4, pak ndhodn4 veli¢ina Y nabyvé jen dvou hodnot, —w
a w, pficemz E Y? = w? a E Y* = w'. JelikoZ u procesu RCA(1) piedpokladédme
nenulovost o2 a w?, plynou prvni dvé nerovnosti pifmo ze vztahu

(E [X]P)» < (E |X]%)s

pro 0 < p < q. Jde tedy o predpoklady, které platit z teoretického hlediska musi
a metodu nijak neomezuji. Platnost druhé sady podminek ale zavisi na presnosti
odhadi parametri. A v nasem piipadé se ukazuje, Ze ve zna¢ném procentu pri-
padl neni mozné odhadnuté parametry timto zptsobem pouzit. Nejen, ze podil
W /ay, je Casto vétsi nez jedna, ale také u mnoha fad vychazi odhad Ay, zaporny,
tudiz nemiize figurovat jako ¢tvrty moment pravdépodobnostniho rozdéleni. Moz-
nym vysvétlenim pro takovy vysledek je kumulace chyb béhem odhadovani jed-
notlivych parametri. Parametry a4 a 0, odhadujeme jako koeficienty regresniho
modelu

ﬂt = (54 -+ CK4X;£1 + €¢, (34)
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kde @y = 1} —60262X2 | a iy = X;— 3, X;_1. Nejprve tedy odhadneme 3, pomoci
Bn ziskdme odhady w? a 02 a nakonec pomoci vsech tif odhadé odhadneme ay
a 04. 1 kdyz pouzijeme konzistentni odhady £,, 62 a &2 a odhady dy a 6, jsou
také konzistentni, v kone¢ném vzorku dat odhady nemusi odpovidat skute¢nym
hodnotam parametrii. Podivame-li se na problém jesté z jiného uhlu, pfi¢inou
muze byt i pominuti nékterych ¢lenit v rovnosti

up = B} | +4BIX? e, + 6B2X? (2 + AB X, 1€} + &}
prechodem ke stiedni hodnoté
Eul =a,E XL, +6wc”E X2, + 0y,

viz rovnice (2.16). Stiedni hodnota ¢lent 4B}X?, a 4B,X;_1&} je rovna nule
a dokud je X;_; relativné malé, miize byt jejich vliv zanedbatelny. Nicméné
vzhledem k tomu, Ze se v modelu vyskytuje X, ve vysSich mocninéch,
jiz mtze pfi vy$sich hodnotdch X; | €¢len 4B}X?, v modelu chybét a jeho
nepiitomnost vychylovat smérnici regresni primky. Na obrazku je znazornéna
zévislost @; na X! | u t¥i ¢asovych fad vygenerovanych podle modelu RCA(1) se
sadami parametri pl-p3 a s normalné rozdélenymi chybami ; a B;. Smérnice
prokladané primky miize byt do zna¢né miry ovlivnéna nékolika malo odlehlymi
hodnotami, které se u jednotlivych modeld vyskytuji.

Pro model RCA(1) prikladame graf znézoriujici odhady parametru oy
pro procesy, kde ; a B; maji normalni rozdéleni. Vidime, Ze pro fady s n = 200
jsou dolni kvartily u vSech sad parametri zaporné, zna¢na ¢ast odhada tedy lezi
pod nulou. U delsich fad jiz vychazi odhady lépe. Vyjimku tvoii proces AR(1),
kde je ay = 0, a proces s w? = 0,15, kde ay = 0,068. U takto nizké hodnoty
parametru zistava odhad v mmnoha ptipadech zaporny. Na obrazku dale
vidime, Ze i podil & /dy, Casto lezi mimo interval (0, 1). V takovych p¥ipadech
nelze u dané rfady momentové metody pouzit. Odhady ostatnich parametri
jsou nepriznivé jen v zanedbatelném zlomku ptipadi, takze jejich hodnoty zde
graficky prezentovat nebudeme.

Prestoze nam nevychéazi odhady parametri piiznivé, chtéli bychom porovnat
rezidudlni KF bootstrap s jeho momentovymi variantami. Generovali jsme
tedy takové mmnozstvi tad, abychom v nich nasli 1000 pripadli, na kterych
lze momentové metody pouzit. U téchto fad jsme opét konstruovali intervaly
spolehlivosti pro parametr S metodami rezidualni KF bootstrap, rezidualné
momentovy KFE bootstrap a momentovy KF bootstrap a pomoci asymptoticky
norméalniho rozdéleni, s obéma zplsoby odhadnuti asymptotického rozptylu.
Procenta pouzitelnych fad se pohybuji pro model RCA(1) u ¥ad s 200 pozoro-
vanimi zhruba mezi 20 a 30 % a u fad s 500 pozorovanimi p¥iblizné mezi 30
a 40 %. Tyto poCty se pro ruznd rozdéleni chybovych slozek B; vyrazné nelisi.
U modelu AR(1) je vhodnych jen pifiblizné 10 % fad, coz je zpiisobené vysokou
mirou zapornych odhadi parametru ay.

Konstruovali jsme 90%, 95% a 99% intervaly spolehlivosti a sledovali jejich
pokryti skute¢né hodnoty parametru (5. Intervaly spoc¢tené metodou rezidualni
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Obrazek 3.1: Odhady parametru a4 v modelu RCA(1) s normélné rozdélenymi
chybami ¢; i B;. Extrémni hodnoty nejsou zobrazeny. Odhady byly spocteny pro
1000 nasimulovanych fad, vlevo o 200 a vpravo o 500 pozorovanich.
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Obrazek 3.2: Podil &} /éy, v modelu RCA(1) s normalné rozdélenymi chybami
g, 1 B;. Extrémni hodnoty nejsou zobrazeny. Odhady byly spoc¢teny pro 1000
nasimulovanych tad, vlevo o 200 a vpravo o 500 pozorovanich.

KF bootstrap pokryvaji hodnotu S ve vétsi mife, nez je pozadovano. Zejména je
to patrné u 90% intervalti. Momentovy a rezidualné momentovy boostrap davaji
hodnoty bliz§i nominalni hladiné. Tento vysledek neni prekvapivy, generovani
rezidul pfimo z rozdéleni, jehoz momenty odpovidaji puvodnimu rozdéleni
chybovych slozek, miize davat lepsi vysledky, nez vybér z mnoziny odhadnutych
rezidui, kterd se u kazdé rady mize znacné lisit. Nicméné diivodem miize byt
i nevhodné zvolend hodnota M (n) u rezidudlniho KF bootstrapu. Asymptoticky
normalni intervaly vedou u kratsich rad také k vyssimu pokryti. U tad s 500
pozorovanimi se pokryti priblizi hladiné 1 — «. Oba pristupy vypoc¢tu asymptotic-
kého rozptylu davaji takika stejné vysledky. Pro proces AR(1) vSechny metody
vedou k vysSimu pokryti. Vysledky jsou uvedené v tabulkich [3.3]
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a[3.21l Tabulka[3.3]je vlozena v této kapitole, zbylé tabulky jsou prilozeny v sekci
A.1 Tabulky.

Protoze predvybér vhodnych c¢asovych fad muze eliminovanim ,extrémnich
hodnot* zvysit pokryti intervalovych odhadi a tak znac¢né zkreslit vysledky, pro
porovnani jsme zkonstruovali intervalové odhady na tisici ¢asovych rad jiz pouze
metodou rezidualniho KF bootstrapu a asymptoticky normélniho rozdéleni, bez
ohledu na to, jak u jednotlivych tfad vychazi odhady parametri. U vSech tii
metod skuteéné doslo ke zmenseni pokryti parametru (. Zejména rezidudlni
KF bootstrap se tim dostal blize k hodnotdm 1 — a. Asymptotické metody se
u nékterych sad parametri naopak od hodnoty 1 —« vzdalily. Celkové vSechny tii
metody davaji v tomto ohledu relativné dobré vysledky. Vysledky momentového
a rezidualné momentového KF bootstrapu jsou sice srovnatelné, ale pouzitelnost
této metody je omezend. Vysledky simulaci jsou uvedeny v tabulkach [3.4]
a[3.22] Posledni tii tabulky jsou pfipojeny na konci prace v sekei A.1 Tabulky.

Poznamka. V pribéhu simulac¢nich experimentt jsme pracovali s odhady meto-
dou nejmensich ¢tverct popsanymi v této praci. Je mozné, Ze za pouziti néjaké
jiné metody pro odhad parametri ay a d, bychom dostali lepsi vysledky. Pokusili
jsme se pro parametry o2 a w? pouzit i odhady ziskané metodou maximalni
kvazivérohodnosti popsané v [Nicholls a Quinn| (1982), které iteraéné zpiresnuji
odhady metodou nejmensich ¢tverci, a nasledné odhadovat a4 a 9, metodou
nejmensich ¢tverci pomoci téchto presnéjsich odhadi, ale na celkovy vysledek
to nema prilis velky vliv.

Pozndmka. Aby pri aplikaci rezidualniho KF bootstrapu a jeho variant boot-
strapové repliky ptuvodni Casové tady tvorily také stacionarni radu, pozadujeme
splnéni podmmek B.1]a ml pro odhady parametri. Konkrétné tedy chceme, aby
platilo 52 +w2<1la ﬁ4 + 6ﬁ 2 + &y, < 1. Tyto podminky v naprosté vétsiné
pripadi splneny jsou, jak je Vldet na obrazcich a V nékolika malo pii-
padech vychazi hodnota vyrazu Bﬁ + @2 pii n = 200 zdpornd, coz je zptsobeno
tim, Ze odhady w? vychdzeji ¢asto podhodnocené a ob¢as mensi nez nula. U fad,
kde pocet pozorovani je 500, se jiz zaporné hodnoty nevyskytuji, i kdyZz @? stale
vychazi mensi, nez je skutecna hodnota parametru, s niz byly fady generovany.

3.1.2 Porovnani wild bootstrapu a rezidualniho KF boot-
strapu

U obou metod je dokdzdna konvergence statistiky 7, = \/n (B* Bn) k normal-
nimu rozdéleni. Mizeme tedy porovnat odhad asymptotlckeho rozptylu T;, s boot-
strapovym odhadem rozptylu 7,,, neboli s odhadem nvarp (ﬁ ﬁn) V sekci 2.3.3
jsme popisovali wild bootstrap, u kterého nejprve vygenerujeme bootstrapova re-
zidua u; a bootstrapovy vybér nasledné vytvorime postupem X; = BnXt,l +uj.
Bootstrapovy odhad parametru 5 ma pak tvar

Z?:l thIXt*
Z?:l Xthl
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Obrazek 3.3: Hodnota vyrazu 52 + @2 v modelu RCA(1) s normalné rozdélenymi
chybami ¢, i B;. Odhady byly spoc¢teny pro 1000 nasimulovanych rad, vlevo o 200
a vpravo o 500 pozorovanich.
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Obrazek 3.4: Hodnota vyrazu 3% + 66202 4 Ay, v modelu RCA(1) s normalné
rozdélenymi chybami ¢; i B;. Odhady byly spoc¢teny pro 1000 nasimulovanych
fad, vlevo o 200 a vpravo o 500 pozorovanich.

Tuto metodu budeme oznacovat regresni wild bootstrap (W B,.,). Bootstrapovy
vybér ale miizeme také generovat rekurzivng postupem X; = 3, X; | +u’ aodhad
pak spocist podle vzorce
G T XX
2 X

Tuto metodu budeme nazyvat pro odliSeni rekurzivni wild bootstrap (W Biex).
Pro tento postup nemame sice k dispozici diikkaz jeho konzistence, to nam
ale nebrani v ramci simulaci metodu také vyzkouset a porovnat jeji vysledky
s regresnim wild bootstrapem. Ptidame jesté klasicky rezidudlni bootstrap
navrzeny pro proces AR(p). O ném vime, Ze vede pro proces RCA(1) u boot-
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strapové statistiky 7, k asymptotickému rozdéleni s jinym rozptylem, nez jaky
ma statistika 7,,, a mizeme ovéfit, jestli k tomuto vysledku v simulacich také
dojdeme.

Konkrétné budeme porovnavat vybérovou smérodatnou odchylku, vychyleni
a stfedni ¢tvercovou chybu odhadii varyT,, kde varyT, znad¢i odhad rozptylu
statistiky 7;, nékterou pouzitou metodou. U bootstrapovych metod postupujeme
tak, ze vygenerujeme N Casovych fad a pro i-tou fadu, kde ¢ € {1, ..., N},
vytvoiime B bootstrapovych vybért. Pro kazdy bootstrapovy vybér {X7,}
spocteme B;‘bn a ze vSech bootstrapovych odhadi pro fadu ¢ nasledné spocteme
nvarpg (ijn — B,n) Pro odvozeni vychyleni a stfedni ¢tvercové chyby porovnavame

bootstrapové odhady rozptyli s odhadem rozptylu nvar,c (Bm — B) ziskanym
metodou Monte Carlo na Nj;¢ simulovanych ¢asovych radach.

Simulace jsme provedli pro N = 1000 ¢asovych fad, pficemz z kazdé jsme
generovali B = 1000 bootstrapovych vybérd. Odhad metodou Monte Carlo
jsme ziskali pomoci Ny = 5000 vygenerovanych fad. VSechna tti sledovana
kritéria maji na nasich datech takika stejné hodnoty pro regresni wild bootstrap
a odhad rozptylu asymptoticky norméalniho rozdéleni ziskany metodou ASy.
Vychyleni u metody ASp a ASy jsou velmi podobné, ale odhady metodou ASp
maji vyssi smérodatnou odchylku a tudiz i vyssi stfedni ¢tvercovou chybu. To
odpovida predpokladu, ze opakovanym pouzitim odhadu jednotlivych parametri
modelu pro odhad E X? a E X! se mohou nascitat chyby jednotlivich odhadi
a vést k vétsi variabilité. Zatimco vychyleni odhadu rozptylu u regresniho wild
bootstrapu je velmi malé a ve vSech pripadech zaporné, vychyleni u rezidualniho
KF bootstrapu je pro vSechny sady parametri v absolutni hodnoté nékolikana-
sobné vétsi a kladné. Regresni wild bootstrap tedy vede k nepatrné mensimu
odhadu rozptylu, zatimco rezidudlni KF bootstrap naopak dava odhad rozptylu
vétsi, nez je jeho skutecnd hodnota. Smérodatnd odchylka u reziduilniho KF
bootstrapu je také o trochu vyssi nez u regresniho wild bootstrapu. Rekurzivni
wild bootstrap sice dosahuje nejmensi smérodatné odchylky a stiredni ctvercové
chyby (kromé klasického rezidualni bootstrapu), ale vychyleni odhadu rozptylu
je také nasobné vétsi nez u regresniho wild bootstrapu. Zajimavé je, ze u vSech
metod ma nejveétsi smérodatnou odchylku odhad rozptylu u procesu s parametry
(0,1, 0,4, 0,8). Sady parametri jsme zamérné volili pomérné podobné a tento
proces se od procesu se sadou parametrii p2 lisi jen o 0,1 vyssi hodnotou w?.
Tento rozdil ale vede u procestt s n = 200 k takika dvojnasobné smérodatné
odchylce odhadu rozptylu. Klasicky rezidualni bootstrap dle ocekavani dava
nejvice vychylené odhady, odhad rozptylu pomoci této metody je vyrazné
mensi nez skuteénd hodnota. Na sadé parametri p4, kterd odpovida procesu
AR(1), mé rezidudlni bootstrap nejlepsi vysledky, ale dobie zde funguji i oba
wild bootstrapy a asymptoticky norméalni rozdéleni. U wild bootstrapi to neni
piekvapivé, protoze jejich postup se pro procesy RCA(p) a AR(p) nelisi a konzis-
tence metod je dokdzand. U asymptotického normalniho rozdéleni to znamena,
7e odhad w? zfejmé vychdzi velmi blizko nule a odhad rozptylu statistiky 7,
u procesu RCA(1) se pak blizi odhadu rozptylu T, procesu AR(1). Rezidudlni
KF bootstrap oproti ostatnim metodam vede k vy$§imu odhadu vary T,,. Co se
tyce rozdéleni chybové slozky B;, u procest s rovhomérnym rozdélenim vychazi

68



smérodatna odchylka a tudiz i stfedni ¢tvercova chyba odhadu var 7,, mensi, nez
u procest s normalné rozdélenymi veli¢inami B;.

Pro odhad rozptylu statistiky 7, jsme tedy na naSich datech nejlepsich
vysledki dosahli metodou regresniho wild bootstrapu a pomoci asymptoticky
norméalniho rozdéleni, postupem ASy,. Vsechny vysledky jsou uvedené v tabul-

kach a [3.10] pficemz posledni t¥i zménéné tabulky jsou soucasti
sekce A.1 Tabulky.

Nakonec srovname jesté empirické hustoty bootstrapové statistiky
T = \/ﬁ(ﬁfl — Bn) ziskané metodami regresni wild bootstrap, rekurzivni wild
bootstrap, rezidudlni KF bootstrap a klasicky rezidualni bootstrap. Porovname
je s hustotou asymptoticky norméalniho rozdéleni statistiky 7, = \/H(BH — ﬁ),
kde hodnota o2, je odhadnuta metodou ASy, a skuteénou hustotou T, spo¢tenou
metodou Monte Carlo, tentokrat na 10 000 radach. Pro bootstrapové metody
jsme zvysili pocet replikaci na 5000.

Bootstrapové hustoty a hustotu normélniho rozdéleni jsme spocetli vzdy pro
tfi ndhodné vygenerované fady. Odhady parametru S v jednotlivych radach se
tedy obcas znac¢né lisi. Nicméné i tam, kde u dvou rad se stejnou sadou parametri
ma odhad ﬁn jen nepatrné odlisSnou hodnotu, vychazi empirické hustoty obcas
velmi odliné (viz napifklad fady o 500 pozorovanich na obrazcich [3.5 a kde
druhy obrazek je zahrnut v sekci A.2 Grafy). Zda se, Ze aproximace rozdéleni
T,, pomoci metody bootstrap zavisi vice na pivodnich datech nez na samotném
odhadu 3, protoze v8echny metody bootstrap (s vyjimkou klasického reziduélniho
bootstrapu) v nékterych piipadech velmi dobfe aproximuji skute¢né rozdéleni
statistiky 7,,, prestoze odhad 3 je zna¢né odlisny od skuteéné hodnoty (napiiklad
u fad v levé casti obrazku . Obé metody wild bootstrap i asymptoticky
pristup vedou vétsinou k velmi podobnému rozdéleni. Rezidudlni KF bootstrap
ma oproti nim obcas vétsi rozptyl, coz odpovida kladnému vychyleni, které jsme
zaznamenali vySe. Klasicky rezidualni bootstrap skutecné rozdéleni v T), v pii-
padé procesu RCA(1) piilis dobfe neaproximuje, rozptyl vysledného empirického
rozdélent je prilis maly. U procesu AR(1) funguji pomérné dobie obé metody wild
bootstrap, klasicky rezidualni bootstrap i asymptotické rozdéleni. Rezidualni KF
bootstrap se od skuteného rozdélen{ ob¢as pomérné odchyli (viz obrazek [3.27).
S vyjimkou grafu jsou vSechny obrazky znazornujici bootstrapové hustoty

obsazeny v sekci A.2 Grafy (obrazky -[3.29).

Chceme-li aproximovat rozdéleni statistiky 7},, na zakladé nasi simulace se
jako vhodné metody jevi obé metody wild bootstrap i asymptotické norméalni
rozdéleni.

3.2 Proces RCA(2)

Zbyva ndm na simulacich provérit chovani metody wild bootstrap pro proces
RCA(2).1v této ¢asti budeme pracovat pouze se simulovanymi ¢asovymi fadami.
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51 52 w% w% o? Al

pl 05 02 025 025 0,675
p2 05 02 01 0,1 0,596
p3 05 02 0 0 0,581
pd 05 -02 025 025 0,402
P5 05 -02 05 05 o 0773
p6 05 02 0 0 ° 0,200
p7 07 0 025 025 0,649
p8 07 0 01 0.1 0,519
p9  -0,5 -02 025 025 0,402
pl0 -05 -02 0,1 0,1 0,241

Tabulka 3.2: Parametry modelu RCA(2).

Data budeme generovat podle predpisu
Xo= B+ Bi(t) X1+ (Bo+ Bo(t)) o+, t=1,....n
kde

o Bi(t) ~ N (0, w?), nebo By(t) ~ R ([—\/3%2, \/3%2]), i = 1, 2 pficems
cov(Bi(t), Ba(t)) =0,

o 5, ~ N (0, 0?),
o n € {200, 500}.

V této ¢asti bude vidy o = 0,8. Zvolené parametry modelu jsou uvedeny
v tabulce B.2] Ke kazdé sadé parametrti zde uvadime také v absolutni hod-
noté nejvétsi vlastni ¢islo A\; matice M (viz rovnice (2.22)). Ma-li byt proces
RCA(2) staciondrni, musi byt vSechna vlastni ¢isla matice M v absolutni
hodnoté mensi nez 1. PovS§imnéme si, ze nezalezi jen na absolutni velikosti
parametri. Sady parametrt pl a p9 se lisi pouze znaménkem 31 a 35, ale rozdil
v A1 je 0,273. Proces RCA(2) je stacionarni se vSemi zvolenymi sadami parametri.

U procesi RCA(2) porovnavame regresni wild bootstrap s rekurzivnim
wild bootstrapem, klasickym rezidudlnim bootstrapem a s asymptoticky
normalnim rozdélenim. Nezkoumame ale odhad celé varianc¢ni matice statis-
tiky T,, = \/E(Bn — B), nybrz jen rozptyly statistik Ty, = \/ﬁ(ﬁln — B)
aly, = \/E(B% — ﬁg). Opét jsme spocetli vybérovou smérodatnou odchylku,
vychyleni a stfedni ¢tvercovou chybu pro odhady rozptyld ziskanych pomoci
1000 bootstrapovych replik pro 1000 vygenerovanych c¢asovych tad. Skuteénou
hodnotu rozdéleni statistik 7, a Ts, i tentokrat nahrazujeme odhadem metodou
Monte Carlo spoc¢tenym pro 5000 vygenerovanych fad.

Odhad varian¢ni matice 3, asymptoticky normélniho rozdéleni (viz vzo-
rec (2.27)) ziskdme tak, Ze parametry o2, w? a w? nahradime jejich odhady
62, W a w3, a hodnoty E XY, E XPX,_1, E X?X?, a E XX2 | v matici A

nahradime vybérovymi priméry spo¢tenymi z dat dané fady. Odhady 62, &%,
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a w2 spocteme metodou nejmensich ¢tvercit postupem navrzenym v Nicholls a
QQuinn| (1982). Jde o postup, ktery jsme pouzili pro odhad v modelu RCA(1),
rozsiteny na model fadu 2, tedy parametry odhadujeme jako regresni koeficienty
linedrniho modelu u? = 0? + wiX? | + w3 X? 5 + €. Zbyva nam odhadnout matici
V1 Jeji jednotlivé cleny, tedy E X? a E X;X;_; spocteme opét jako vybérové
Igfiméry, a jejich dosazenim do V ziskdme odhad \Afn Pak jiz staci polozit
V-1, = (\A/'n)_l. Misto vybérovych priméri bychom mohli vyuzit i vzorce
(2.25), (2.28) a (2.29)—(2.32) a odhady matic V™! a A spoéitat pomoci nich
tak, Ze misto skute¢nych hodnot parametri pouzijeme jejich odhady. Nicméné
parametry se v odhadech momenti procesu {X;} vyskytuji tolikrat, Ze sebemensi
chyba se miiZze netiinosné znasobit.

7 vysledkt simulaci je patrné, 7ze ¢im vyssi je Ay, tim vétsi je jednak odhad
rozptylu statistik Ty, a Ty, metodou Monte Carlo, ale i vybérova smérodatna
odchylka odhadi rozptylu T}, a Ts, pomoci vSech pouzitych metod s vyjimkou
klasického rezidualniho bootstrapu. S rostoucim A; se zvétSuje i vychyleni. Pti
stejnych hodnotach w; a ws maji odhady u procesu s parametry pl vice nez
dvojnasobnou smérodatnou odchylku oproti procesu s parametry p4 a vychyleni
se lisi jesté vyraznéji. Navic ¢im vyssi jsou hodnoty w; a wq, tim vice roste
skute¢na hodnota rozptylu i variabilita bootstrapovych odhadi i asymptoticky
normalnich odhadi, zvySujeme-li délku fady. U procest s w} = w? = 0,1 se
smérodatna odchylka zvySuje jen nepatrné.

Odhady rozptyla T, a T,s spoctené pomoci regresniho wild bootstrapu
maji velmi podobné vlastnosti, jako odhadnuté asymptotické rozptyly. U fad
délky n = 500 se metody zdaji byt rovnocenné. U fad s n = 200 ndm vychazi
u procesii s vét$imi hodnotami parametri w? a w? u odhadii metodou regresni
wild bootstrap mirné nizsi smérodatné odchylky. Naopak u tad, které vznikly
realizaci procesu AR(2), vychéazi trochu lépe asymptotické odhady. Ziejmé
i v piipadé procest fadu 2 jsou odhady parametri w? a w3 dostateéné blizko
nuly na to, aby prebytecny c¢len ve varian¢ni matici asymptotického rozdéleni

byl zanedbatelny.

Stejné jako u procesii Tddu 1 maji odhady konstruované pomoci klasického
rezidualniho boostrapu i zde velmi nizké smérodatné odchylky, ale zato vysoké
vychyleni. Cim vy$& je hodnota w; a ws, tim vychylendjsi odhady vychézi.
U procesi AR(2) (sady parametrii p3 a p6) naopak dava rezidualni bootstrap
velmi dobré vysledky. Chceme-li mezi sebou porovnat dvé pouzité metody wild
bootstrap, podle stfedni ¢tvercové chyby vychazi lépe rekurzivni wild bootstrap.
Regresni wild bootstrap mé vétsinou vyssi smérodatnou odchylku, ale rekurzivni
bootstrap zase dava casto vychylenéjsi odhady. Mezi procesy s normalné rozdéle-
nymi Bi(t) a B(t) a rovnomérné rozdélenymi By (t) a Bs(t) jsme zadny obecné
platny rozdil neodhalili. VSechny vysledky jsou uvedené v tabulkach a
v této kapitole a v tabulkach —[3.16] které jsou soucasti sekce A.1 Tabulky.

Nakonec jsme simula¢né porovnali empirickd rozdéleni bootstrapovych statis-
tik T = \/ﬁ(ﬂfn — 5m), 1 =1 2, pro jednotlivé bootstrapové metody mezi sebou
i s hustotou odhadnutého asymptotického normalniho rozdéleni. I zde se ukazuje,
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ze obé metody wild bootstrap i asymptoticky normalni rozdéleni pomérné dobte
kopiruji skutecné rozdéleni v piipadé, ze Ay mé nizsi hodnotu. S rostoucim A\,
se aproximace rozdéleni statistik 7}, zhorsSuje, jak u bootstrapovych metod,
tak u asymptotického norméalniho rozdéleni (viz napiiklad graf . Rozptyl
bootstrapovych hustot i asymptotického normalniho rozdéleni je casto prilis
maly nebo naopak prilis velky, a i empirickd stfedni hodnota statistiky 77, je
casto vychylena. U procest s nizkou hodnotou w; a ws naopak vyjimecné dava
dobré vysledky i klasicky rezidualni bootstrap (pii n = 500, viz obrazek .
Pro procesy AR(2) funguji vSechny metody velmi dobfe. U procesu se sadou
parametri p8 (graf je vidét, ze metody wild bootstrap i asymptoticky
normalni rozdéleni pomérné dobte kopiruji skuteéné rozdéleni kromé pripadu,
kdy je odhad 5 jiz prilis vzdalen od skutecné hodnoty parametru. Dalsi obrazky

jsou zahrnuty v sekci A.2 Grafy (obrazky —[3.46]).

Na nasich datech v pripadé aproximace rozdéleni statistik 7}, davaji asympto-
ticky norméalni rozdéleni i obé metody wild bootstrap srovnatelné vysledky. Ty
jsou tim lepsi, ¢im je nizsi hodnota Aq, kterd se zvySuje s rostoucimi hodnotami
parametril wy, wa, B1 a Ba, ale zavisi i na znaménku B; a fy. Cim vice se blizi
jedné, tim méné jsou aproximace presné. Pti nizké hodnoté w, a wy se zmensSuji
rozdily mezi procesy RCA(2) a AR(2) a v tom piipadé zfejmé mize byt mozné
uspésné pouzit i klasicky rezidualni bootstrap.

3.2.1 Implementace

Vsechny vypocty byly provedeny ve statistickém softwaru R, verze 3.4.3,
ktery je volné k dispozici na adrese https://www.r-project.org/ a jehoz autory
je vyvojovy tym R Core Team| (2013)). Pro generovani pseudondhodnych ¢isel
s dvojité exponencidlnim rozdélenim byla pouzita knihovna Runuran, pro barvy
v grafech knihovna RColorBrewer.

K elektronické verzi prace jsou pripojeny skripty s kddem pouzitym pro vy-
poc¢ty hodnot v tabulkach a pro tvorbu grafi uvedenych v kapitole 3 a v piilohach:

~ o4 5 ~ o 59 A~ ~
1. RCA1 parametry.R - spocteni Gun, s, 5 +w; a 3, + 667w; + dun,

2. RCA1 rozdeleni.R - grafy s aproximaci rozdéleni statistiky 7, procesu
RCA(1),

3. RCA2 rozdeleni.R - grafy s aproximaci rozdéleni statistik 77, a 1%, procesu
RCA(2),

4. RCA1 pokryti M.R - spocteni pokryti parametru [ intervalovymi odhady
pro rizné kombinace m(n) a M(n),

5. RCA1 pokryti grafy.R - vytvoreni grafii s pokrytim parametru S,

6. RCA1 var.R - charakteristiky odhadu rozptylu statistiky 7, procesu
RCA(1),
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7. RCA2_var.R - charakteristiky odhadu rozptylu statistiky 71, a 75, procesu
RCA(2),

8. RCA1 pokryti metody.R - pokryti parametru S intervalovymi odhady pro
rizné metody,

9. RCA1 pokryti bez mom boot.R - pokryti parametru [ intervalovymi od-
hady pro rizné metody, bez momentovych bootstrapovych metod.
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Obrazek 3.5: Aproximace rozdéleni statistiky /7(8, — 8) pro proces RCA(1),
sada parametrii p2, B; ~ N(0, w?), &; ~ N(0, 02). Grafy vlevo zobrazuji procesy
o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani je 5000. His-
togram znazorniuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000
rad.
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Xt = (5 + Bt))(tfl + Et, N = 200, Bt NN(O, UJ2), Er ~ N(O, 0'2)

metoda 1-—a (=0,1,0,3,0,8)* (0,1,0,3,0,8) (0,1,0.4,0,8) (0,5,0,0,8) (0,5,0,15,0,8) (0,1,0,3,1)
0,9 0,917 0,926 0,917 0,948 0,927 0,924
RBxr 0,95 0,961 0,962 0,964 0,971 0,962 0,966
0,99 0,994 0,988 0,995 0,995 0,994 0,994
0,9 0,894 0,889 0,895 0,913 0,905 0,892
RMBgr 0,95 0,933 0,945 0,939 0,955 0,952 0,945
0,99 0,986 0,982 0,985 0,982 0,987 0,987
0,9 0,893 0,898 0,906 0,910 0,904 0,899
MBgrp 0,95 0,946 0,954 0,950 0,956 0,954 0,954
0,99 0,987 0,982 0,992 0,983 0,986 0,983
0,9 0,910 0,923 0,921 0,933 0,913 0,914
ASy 0,95 0,955 0,962 0,967 0,965 0,953 0,969
0,99 0,992 0,991 0,998 0,995 0,991 0,993
0,9 0,913 0,926 0,927 0,935 0,910 0,919
ASp 0,95 0,952 0,964 0,967 0,966 0,952 0,969
0,99 0,992 0,988 0,996 0,995 0,979 0,993
% 27 27 25 9 21 27

Pozn: ® Trojice parametrt (8, w?, 02).

Tabulka 3.3: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalt spolehlivosti pro parametr /3
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pfi¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybéri. V poslednim radku
je uveden pomér nasimulovanych fad, které bylo mozné pouzit pro momentové
metody (v procentech).

Xt = (6 —+ Bt)Xt—l +Et, n = 200, Bt NN(O, w2), E¢ NN(O, 0'2)

metoda 1-a (-0,1,0,3,0,8)* (0,1,0,3,0,8) (0,1,0.4,0,8) (0,5,0,0,8) (0,5,0,15,0,8)  (0,1,0,3,1)
0,9 0,906 0,896 0,896 0,926 0,888 0,905
RBxr 0,95 0,952 0,943 0,945 0,966 0,942 0,944
0,99 0,985 0,982 0,986 0,990 0,983 0,985
0,9 0,903 0,889 0,890 0,904 0,874 0,881
ASy 0,95 0,947 0,942 0,946 0,947 0,940 0,933
0,99 0,986 0,990 0,986 0,987 0,983 0,974
0,9 0,902 0,887 0,388 0,905 0,859 0,881
ASp 0,95 0,947 0,936 0,938 0,948 0,925 0,934
0,99 0,986 0,988 0,986 0,987 0,967 0,976

Pozn: @ Trojice parametrt (3, w?, 02).

Tabulka 3.4: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalt spolehlivosti pro parametr (3
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pfi¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybeéri.
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X, = (B+ By)Xi—1+e, n=200, B, ~N(0,w?), & ~N(0, 0?)

metoda (-0,1,0,3,0,8)* (0,1,0,3,0,8) (0,1,0.4,0,8)  (0,5,0,0,8)  (0,5,0,15,0,8)  (0,1,0,3,1)
vatye T 1,629 1,630 1,947 0,760 1,060 1,675
SD 0,551 0,530 1,044 0,125 0,302 0,604
WB,., bias -0,061 -0,049 0,053 -0,022 -0,010 0,042
MSE 0,307 0,284 1,001 0,016 0,091 0,367
SD 0,365 0,368 0,612 0,102 0,178 0,380
WB,.. bias 0,220 0,208 0,311 -0,028 0,182 0,121
MSE 0,182 0,178 0,471 0,011 0,065 0,159
SD 0,785 0,940 1,072 0,164 0,344 0,757
RByr  bias 0,227 0,255 0,311 0,214 0,254 0,504
MSE 0,668 0,947 1,244 0,073 0,182 0,827
SD 0,048 0,048 0,050 0,069 0,075 0,048
RB bias -0,699 -0,699 -1,020 -0,003 0,326 -0,609
MSE 0,491 0,491 1,043 0,005 0,112 0,373
SD 0,533 0,536 1,048 0,122 0,302 0,583
ASy bias -0,060 -0,050 -0,047 -0,021 -0,010 0,038
MSE 0,288 0,289 1,100 0,015 0,091 0,341
SD 0,668 0,620 1,557 0,123 1,539 0,921
ASp bias 0,078 0,051 -0,030 -0,021 -0,003 0,070
MSE 0,452 0,387 2,423 0,016 2,365 0,852

Pozn: ® Trojice parametrt (3, w?, 02).

A

Tabulka 3.5: Porovnani vlastnosti odhadu var (v/n(8, — 8)) u procesu RCA(1).
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Xy = (B1+ Bi(t)) Xi—1 + (B2 + Ba(t)) X2 + &, n =200,
Bl(t) NN(O, w%), Bg(t) NN(O, w%), Et NN(O, 02), 0'2 = 0,8

(617 62) (07570:2) (0757072) (0757072) (0757 _072) (0757 _072)
(Wi, w3) (0,25,0,25)  (0,1,0,1) (0,0) (0,25,0,25)  (0,5,0,5)
varae Tin 2,842 1,297 0,970 2,060 6,451
vat e Ton 3,146 1,320 0,933 2,061 5,660
sp  Tim 3169 0572 0,139 1,243 4,133
Ty, 2,489 0,555 0,140 1,177 4171
. T 0,345 0,035 -0,024 -0,196 -0,932
WhBreg  blas " 963 0,058 0,009 0,132 0,758
vsg Tin 10,152 0,328 0,020 1,581 17,930
Ton 6,262 0,311 0,020 1,401 17,952
sp  Tin 2083 0,377 0,125 0,925 3,103
Ty, 1,379 0,265 0,087 0,695 2,937
. T -0,253 0,117 -0,026 -0,429 -1,968
WBrex  blas 5" g 20,159 -0,009 -0,469 2,051
visg Tin 4400 0,156 0,016 1,038 13,489
Ton 2,620 0,095 0,008 0,702 12,824
sp T 0073 0,052 0,050 0,062 0,110
Ton 0,069 0,052 0,048 0,063 0,104
s b T -1,867 0,365  -0,001 -1,199 5,487
¥ T, 2155 0,382 0,016 1,152 -5,103
vsgp Tin 3,490 0,136 0,003 1,441 30,121
Ton 4,649 0,148 0,003 1,330 26,054
sp  Tin 3435 0,620 0,093 1,304 5,063
Ty, 2,832 0,604 0,096 1,215 8,404
S b Ty 0,526 0,001 -0,024 0,168 -0,888
BT, 20,086 20,023 0,009 0,107 0,514
vsp Tin 12,065 0,384 0,009 1,728 26,396
Ton 8,019 0,365 0,009 1,485 70,818

Tabulka 3.6: Porovnani vlastnosti odhadi var (\/ﬁ(ﬁln —B1)) avar (\/ﬁ(ﬁgn — )
u procesu RCA(2).
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Xy = (B1+ Bi(t)) Xi—1 + (B2 + Ba(t)) Xo—o + &, n =200,
Bi(t) NN(Ov w%)7 Bs(t) ~ N(0, W%), €t NN(O, 0’2)7 02 =0,8

(ﬂlv 52) (0,57 _0,2) (0777 O) (0777 O) (_0757 _072) (_0757 _072)

(Wi, w3) (0,0) (0,25,0,25) (0,1,0,1)  (0,25,0,25) (0,1,0,1)
varare Tin 0,931 3,510 1,398 2.210 1,203
varare Ton 0,932 3,937 1,469 2,141 1,226

sp Tin 0141 3,433 0,617 1,120 0,276

Ty, 0,142 2,813 0,671 1,245 0,247

. T -0,035 0,459 0,003 0,177 -0,065

WBreg  blas " 019 0,522 0,014 0,136 0,013
vsg Tin 0021 11,983 0,380 1,283 0,080

Ty, 0,021 8,178 0,450 1,568 0,061

sp Tin 0125 9,442 0,444 0,805 0,213

Ty, 0,093 1,654 0,326 0,663 0,156

. T -0,050 -0,196 0,093 0,418 0,117

WBre  bias " 45 -1,205 0,158 -0,484 0,079
vgg Tin 0018 5,994 0,206 0,823 0,059

Ty, 0,011 4,185 0,131 0,674 0,031

sp L 0053 0,070 0,048 0,063 0,054

To, 0,051 0,075 0,048 0,066 0,0524

s b Ty 0,014 -2,268 -0,420 1,187 0,267
¥, 0,018 -2,863 0,433 -1,182 -0,220

vsg Lin 0.003 5,147 0,178 1,413 0,074

Ty, 0,003 8,201 0,190 1,401 0,051

sp L 0115 3,770 0,760 1,226 0,265

Ty, 0,115 3,293 0,900 1,353 0,228

AS bing  Tin 0,036 0,759 0,065 -0,146 -0,060
To,  -0,018 0,165 0,048 -0,105 -0,007

vsg Lin o 0.015 14,777 0,581 1,522 0,074

Ty, 0,013 10,858 0,812 1,839 0,052

~

Tabulka 3.7: Porovnani vlastnosti odhadii var (\/ﬁ(ﬁln—ﬁl)) a var (\/ﬁ(ﬁgn—ﬁg))
u procesu RCA(2).
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Obrazek 3.6: Pokryti intervalt spolehlivosti spoc¢tenych metodou rezidudlniho KF
bootstrapu pro rizné kombinace M (n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezentuje kon-
stanta k na ose z, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 200, B = 1000,

T = 1000, B, ~ R ([—\/3&)2, \/3w2]> &, ~ DEx (o, %) . Plnou ¢arou je na-
znacena hladina 1 —a = 0,9, ¢arkované pokryti intervalového odhadu spocteného

pomoci asymptotického normalniho rozdéleni metodou ASy,, teCkované metodou

ASp.
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Obrazek 3.7: Zavislost @; na X}, v modelech RCA(1) se sadami parametrii
pl — p3. Na obrazcich vlevo jsou zndzornéné vsSechny hodnoty, na obrazcich
vpravo je vytez bez odlehlych hodnot.
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Obrazek 3.8: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln —61) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn —62)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p2, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.9: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln —51) (vlevo) a \/ﬁ(,@n —Bg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p5, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,

spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.10: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p8, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g; ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Zaver

Cilem této prace bylo seznamit Ctenare se zdklady metody bootstrap a s je-
jim pouzitim pro casové fady a nasledné popsat a porovnat nékteré metody
vzniklé v nedavné dobé. V kapitole 1 jsme popsali metodu bootstrap tak,
jak byla ptvodné navrzena pro aproximaci vlastnosti statistik pro nezavislé
stejné rozdélené ndhodné veliciny. Odtud jsme presli k variantdm této metody,
které se postupné objevovaly, rozsirovaly jeji pouziti a které dnes predstavuji
jakési zakladni principy metody bootstrap. Popsali jsme blokovy bootstrap,
ktery se snazi napodobovat zavislost v ptivodni fadé replikovanim celych tseki
této tady, parametricky a neparametricky rezidualni bootstrap, ktery nejprve
odhadne model, o kterém predpoklddame, Ze jim vznikla nase data (nékterou
parametrickou ¢ neparametrickou metodou), a nasledné replikuje odhadnuté
rezidua tohoto modelu a pomoci nich a odhadu modelu generuje bootstrapova
pseudo-pozorovani. Dale jsme popsali regresni bootstrap, ktery téz odhadne mo-
del a replikuje rezidua, ale bootstrapové repliky k aproximaci vlastnosti zvolené
statistiky vyuziva jinym zplisobem, a parovy bootstrap, ktery replikuje v regres-
nich modelech dvojice vysvétlované a vysvétlujici proménné (¢i proménnych) .
Nakonec jsme stru¢né popsali wild bootstrap, ktery vnasi do bootstrapového
vybéru novy zdroj variability, pouziva se pro modely s heteroskedastickymi
chybami a ktery se s oblibou pouziva v kombinaci s jinymi metodami, kterym
zajistuje konzistenci i pro modely, kde by jinak samy o sobé konzistentni nebyly.

V dalsi kapitole jsme se vénovali autoregresnim procesiim s nahodnymi
koeficienty RCA(p). V sekcich 1 a 2 jsme popsali odhad stfedni hodnoty
autoregresnich koeficientt 8 a podminky stacionarity a konvergence statistiky
T, = \/H(Bn — ,B) k normalnimu rozdéleni, specidlné pak pro procesy radu 1.
V sekei 3 jsme se zabyvali pouzitim nékolika metod bootstrap pro tyto procesy.
Pro autoregresni procesy s nahodnymi koeficienty fadu 1 s nezavislymi stejné
rozdélenymi slozkami byla v neddvné dobé navrzena metoda upravujici klasicky
rezidudlni bootstrap, ktery se s oblibou pouziva pro procesy AR(p), tak, aby se
pomoci ni daly odhadovat obé slozky reprezentujici variabilitu v modelu RCA(1).
Zaroven s ni byly popsany i dvé varianty této metody, které bootstrapova rezidua
pro jednu ¢i obé slozky variability generuji z rozdéleni, jehoz prvni ¢tyfi momenty
odpovidaji odhadim prvnich ¢ty momentl rozdéleni danych chybovych slozek.
Diivodem pro tento postup je skutecnost, ze asymptotické rozdéleni statistiky
T, pro kterou byla autory ¢lanku dokazana konzistence vSech t¥{ metod, zavisi
pravé na prvnich ¢tyfech momentech téchto ndhodnych veli¢in. Dalsi metoda,
kterou lze vyuzit u procesu RCA(1), je wild bootstrap. Uvedli jsme piedpoklady
pro konzistenci této metody u procesu RCA(1) s heteroskedastickymi (ale
i homoskedastickymi) chybami.

V sekci 4 kapitoly 2 jsme rozsitili pouziti metody wild bootstrap na autore-
gresni procesy s nahodnymi koeficienty fadu 2 a odvodili konzistenci této metody
u procesii s nezavislymi stejné rozdélenymi chybovymi slozkami, jsou-li navic
mezi sebou nezavislé i chybové slozky Bj(t) a Bs(t) autoregresnich koeficient.
Pokud je nam znamo, pro modely vyssich fad nez 1 zatim konzistence metody
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wild bootstrap dokazana nebyla.

V kapitole 4 jsme na nékolika simula¢nich experimentech ovérovali konzistenci
bootstrapovych metod popsanych v kapitole 2 a také jsme zjistovali, zda davaji
¢i nedavaji vysledky srovnatelné s asymptoticky normélnim rozdélenim statistiky
T,. S témito metodami jsme porovnavali i dalsi dvé, a to rekurzivni wild
bootstrap, pro ktery konzistence dle nasich védomosti dokdzana neni, a klasicky
parametricky rezidudlni bootstrap, pro ktery je dokazano, ze u (podminéné)
heteroskedastickych procesti konzistentni neni. Metody jsme porovnavali jen na
simulovanych datech. Ukazalo se, Ze pro ndmi vygenerovand data dava metoda
regresni wild bootstrap témér stejné vysledky, jako asymptotické normalni
rozdéleni, a to u procest fadu 1 i 2. Rezidualni bootstrap navrzeny pro procesy
RCA(1) také dopada relativné dobie, ale oproti regresnimu wild bootstrapu
a asymptotickému rozdéleni byva odhad rozptylu statistiky 7, touto metodou
trochu vice vychyleny. K vétsimu vychyleni vede i rekurzivni wild bootstrap.
Klasicky reziduélni bootstrap dle oc¢ekavani dobré vysledky nedava. Momentové
varianty reziduadlniho bootstrapu na nékterych casovych rfadach davaji srovna-
telné vysledky se svoji Cisté rezidualni variantou a s asymptotickym rozdélenim.
Nicméné ukazalo se, ze jejich pouzitelnost je znac¢né omezend svoji zavislosti
na odhadech parametrt procesu RCA(1). Pokud tyto odhady nevyjdou dobfe,
momentové metody neni mozné pouzit.

Ukézalo se, ze pro autoregresni procesy s nahodnymi koeficienty davaji re-
gresni wild bootstrap i rezidualni bootstrap navrzeny pro tyto procesy vysledky
srovnatelné s vysledky zalozenymi na asymptoticky normalnim rozdéleni. Pokra-
¢ovanim této prace mize byt rozsifeni metody wild bootstrap na procesy RCA(2)
se slabsimi omezenimi kladenymi na rozdéleni chybovych slozek, eventuelné na
procesy, kde chybové slozky nejsou homoskedastické. Jinou moznosti by bylo
odvodit konzistenci ¢i naopak nekonzistenci metody rekurzivni wild bootstrap
pro autoregresni procesy s nadhodnymi koeficienty.
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Dodatek 1
Odvozeni ¢lenti matice E [(X; X)) (X/QX;)]

V  této sekci spocteme tvar jednotlivych c¢lent tvoricich matici
A = E [(X, X)) (X;QX,)]:

WIE X} 4+ wiE X2XP WIE X3X, ) +wiE X AP
WE XPX,_ 1 +wiE XAXP | WIE XPA? | +wiE &P ’

ktera se vyskytuje v asymptotickém rozptylu statistik ﬁ(ﬁn—ﬁ) a ﬁ(,@;—ﬁn)
Pfipomenme, 7Ze ; a B(s) jsou nezavislé pro vSechna ¢, s € N a X, je nezdvislé
na ¢; a B(t) pro s < t, tedy i ndhodné autoregresni parametry b, (t) = £ + Bi(t)
a by(t) = By + Bo(t) jsou nezavislé s Xy pro s < t. Dalsi predpoklad, ktery pii
vypoctech vyuzijeme, je nulovost lichych momentt ¢, a B(t).

Podivejme se nejprve na momenty autoregresnich parametra by(t) a bo(?).
Vime, 7e E b (t) = 1 a E by(t) = Bo. Déle

E by (t)? = S} + w?,

E by (t)° =E [} + 357 Bi(t) + 35.B1(1)* + Bi(1)’] = B} + 3617,

Ebi(t)! =E [B] + 4B} Bi(t) + 687 B1(t)* + 451 B1(t)* + By (t)"]
= B} + 65w + ayy.

Stejné tak

E ba(t)* = 35 + w3,
E bo(t)® = B3 + 3Baws,
E bg(t)4 = ﬁg + 652260% + qyo.
ProtoZe proces {X;, t = —1, 0, 1, ...} je striktné stacionarni, jei E X!, = E X},

EX3 X »=E AP, |, EX2 X2, — EX’X2, aE X, X7, = E X, . P¥i-
pomefime jesté tvary E X? a E X, X, 1:

2

2 2 g
UX:EXt: 9
1—w?—wf — B3 — B3(1352)
o
—E XX,_, =02 .
P1 teli—1 UX1—52

Nyni spocteme tvary E XY, E X, A2 |, E X2X2, a E X2X,_1 v zavislosti na
2,2 2
parametrech (31, fa, wi, w3, 41, 2, 0° & dy.
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E th\ff_l =E [(bl(t)xt—l + ba(t) X2 + 8t)th—l} =

= Eb()E X' +Eb(t)EX? X, »+E g E X},
= HEX' +5E XX, (3.5)

2
EX2X2, = E [(bl(t))q_l 4 by ()Xo +gt) Xf_l]
= E (01022, + ba()?2, + 2+

4 2by (D)o (D) Xy Xig + 25y () X2y + 2b2(t)Xt_25t>Xt2_ 1}
= Ebi(t)*’E X} | +Eby(t)?E X2 X2, +ETE X2, +
+2E by () E by(t)E X2 X, 5+ 2E by(t)E X2 [ E g, +
+2E by(t)E &7 | X, ,E ¢,
= (B +wi)E X+ (85 +w3) E X2X2, + 28152 E X2 X1 + 0% 07,

tudiz

1
E XtQ.)(f_l = m [(ﬁ% -+ (JJ%) E Xt4 + 2B1ﬁ2 E XEXt,l -+ 0'3(02 . (36)
2 2

V dalsich vypoctech jiz budeme vyrazy o néco méné rozepisovat a budeme
rovnou vynechavat ¢leny, kde se vyskytuji liché momenty &;.

EXSX, = E [(bl(t)?(t_l F ()X + et>3xt_1}
—E [(bl(t)3Xt3_1 + 30y (1) 2o ()X Xy + 3bi(E)ba(t)> X1 X2, +
+bo (832, 4 30y (1) A2 e + 6by()ba(t) X1 X _0es +
4 3by(£)2X2 46 + 3bi(DX1e? + 3ba()Xpac? + gi’))ct,l]
= (B +381w3 ) E X! + 38, (B2 + i) E X2 +

+ 36, (83 + 0B E X2, + (634383 E XX, +

+3510’20'§( + 352

Dosadime-li za E X2X? | vyraz (3.6) a za E X, | vyraz (3.5), dostaneme
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E XX, = (5? + 351wf> EX! + 35 <ﬁ% + wf) E XX, +
3&1 (ﬁQ + w2)
1o m= [(61
+ (83 + 362w§) [BiE X!+ B, X% ] +
lﬁiﬂé 03(02
361 (87 + wi) (B3 + i)
ey
67 32 (52 + WQ)
wf) T om o

6152
g T

f) E X!+ 2815 EXPX, 1 + o—g(a?] +

_E 2(5*[(5? + 3ﬁlw%> + + B (63 + 36%)3)} +

1E Xt3Xt—1 [352 <5% + + B (62 + 3/82002)] +

ox0o

12 [351(52 )

Méame tedy rovnici

ﬁf(ﬁf ) 4 (68 + 3802))

301 (87 +wi) (83 + Wz)
o

E XX, [1 — (352 (82 +w?) +

— EX[(8+3507) +

3 2 4+ w?
+J§( 02[ 151(5622 j?) + )
— Py Wy — P2

+ (85 + 3800 ) | +

(3.7)

Oznacme ¢asti této rovnice:

1
1- [352(5% +wi) + Gﬁffzé#ﬁ(;g) + B2(05 + 35%@)]

301 (51 +W1)(ﬁ2 )
1— 53—

A:

Y

B = [(8+38}) +

2 2 3&1(522‘“*)%)
¢ = [m* =5l

+ 1 (85 + 36008 ) |

Rovnici (3.7) pak mizZeme snadno piepsat do tvaru, se kterym se nam bude snaze
pracovat:

EX’X_, = AB-EX!+C). (3.8)

89



Vyrazy A, B a C' lze jesté upravit na tvar

A = 1_622_"‘}%
(1— 35 —w3) [1 — B3(83 +3W2>} —352[(62 + w3) (BF — wi) + (B +Wl)]
B #[51+3w1+2ﬁ1 (85 +w3) + (83 + 3Bw3) (1—53-@)],
B 3p10%0°
¢ = (1—32)(1fﬁ§—w§) [1_62 (6§+w§)].

Zbyva rozepsat ¢len E X1
Ex!i=E [bl (X1 + bo(t) Xy + 5t]4
—E [bl(t>4xt4_ |+ Ab(8)Pba () X3 Xy + Gby()2by(£)2 X2 X2 o+
4+ 4by ()bo (1) X1 X2 + by ()X o+
+ 4(b1()° X7 1 4 3b1(£)*ba(t) X7 1 Xia 4 3b1 (D) ba(£)* X1 X7 5 + ba(8)* X, ) e+
+6(bi(8)2 21 + 2b1 (£)ba () X1 Xy + Do (1) X2, 7+
FAB DX + bo(t)Xi2)e] + ]
= (B} +6B{wi + au1) E X' +46:(8} + 361wi) E X2 X1+
+6(B7 +wi) (B3 +w3) E XPXL, + 451 (85 + 38w3) E XA+
+ (B3 + 685ws + auz) E X+ 6(67 + wi)o’ox+

B
Ba

= (81 + 667w} + o) E X! +45(6) + 361w7) E PX, 1+

+ 1261520 03(1 + 6(522 +w2)a ox + 04

GRELIC: . ) (B +w?) EX 4288 E X + %0 |+
2

1—p3 -
+45,(83 + 30:08) [BE X!+ BE XPXy | + (B + 6533 + an) E X'+
+o aX[ (87 +wi) +6(85 +wi) + 121515;2}
6 2 2
—E Xf[(ﬁl + 6822 + ag) + (i IF_WIB)Q (5% ; “) | 487 (83 + 3Paws )+

(,82 + 662(4.)2 + Oé42)i| +

126182 (87 + wi) (B3 + w3) +

+E X3, [45 83 4 36w2) +
t -1 2(1 11) 1—52—w2
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+ 45,3 (53 + 36 | +

2 6(52 + w?) (582 + w2
+02<7§( [6(512—#00%) 4_6(5224-@%) + 121ﬁiﬁg2 + (ﬁll _wég(_ﬁzw% W2)] + 04.

Ozna¢me nyni

D ::020§[6(6f%-wf)ﬁ—6(ﬂ§%—a§)—%12 B +—6(5%%_u€2(ﬂgi_w%)]—%5@
1 =5 1 =05 —w;
B = (3 + 6952 + an) + SO “’B) P He8) | a3 (63 + 30d)+
P2 T W2
+ (B + 655w3 + aus),
P = 15,05+ 3) OBV | g5 61 3t).
2 2
Pak zfejmé E X} = E-E X+ F-E X3X,_, + D, a tedy
o EXXHD (3.9)

1-F

Dosadime-li do rovnice (3.9) vzorec (3.8) pro E X?X,_, vyjde nam

. F(ABEX+C))+D
&= 1-FE ’

a tedy

Vyraz D lze jesté prevést na tvar

2
D =6+

6‘7%(‘7 2 2 2 2 2 2 51252
1—622—w§ 51"‘“1"‘(1_52—“2) BQ+W2+21_62 .

Zpétnym dosazenim do vzorcu (3.8)), (3.6) a (3.5) pak lze vyjadiit po radé
i hodnoty E X2X, i, E X2X?2, a E X, X2 |, jejich presné tvary zde ale jiz
odvozovat nebudeme.
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Dodatek 2

Ergodicita

Na tomto misté popiSeme pojem ergodicity a uvedeme véty, které jsou
pouzity v ditkazu véty [15] Nésledujici definice jsme pievzali z [Davidson| (1994),
kapitola 13.

Definice 3. Bud (2, A, P) pravdépodobnostni prostor. Transformace zachovava-
jici miru je zobrazeni T prostoru 2 na ), pro které€ plati, Ze pro kaZdou mnoZinu

a€ AjeP(T(a) = P(a).

Definice 4. Nahodny jev a € A se nazjvd invariantni vzhledem k transformaci
T, jestlize T'(a) = a.

Definice 5. Transformace T zachovdvajici miru se nazyvd ergodickd, jestlize
bud P(a) = 0 nebo P(a) = 1 pro vsechna a € J, kde J je o-algebra vsech jevi
invariantnich vzhledem kT

V piipadé nadhodnych procesti pouzivame transformaci posunuti, u které

X1 (w) = X(T(w)).

Definice 6. Staciondrni posloupnost {X;, t € Z} se nazyvd ergodicka, jestlize
Xi(w) =) (Tt_l(w)) pro véechna t, kde T je ergodickd miru zachovdvajici trans-
formace.

Poznamka. Posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in ¢i
vektort je ergodicka.

Véta 19 (Ergodicka véta). Necht {X,, t € N} je staciondrni, ergodicky, integro-
vatelny nahodny proces. Pak

1 - S.J.
—§ X, 2 EX, n— .
n

t=1

Dikaz lze nalézt v Davidson| (1994), véta 13.12.

Véta 20. Necht nahodny proces {X;, t € Z} s hodnotami v mévitelném prostoru
(S, 8) je ergodicky. Oznacme (S, ) méritelny prostor, kde S je souci-
novy prostor X>°_S a S8 soucinovd o-algebra. Bud (Y, V) méFitelny prostor
a f: S® — Y méritelné zobrazeni. Pak ndhodny proces {Z;,t € 7}, kde
Zi=f(..., Xio1, Xy Xega, ), je ergodicky.

Diikaz 1ze nalézt ve [van der Vaart| (2010)), véta 7.10.
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Dalsi pouzité definice a véty

Definice 7 (Kroneckeriv sou¢in matic). Necht A = (a;;) je redlnd matice typu
(m, n) a B redlnd matice typu (p, q). Kroneckeriv soucin matic A a B je matice
typu (mp, nq) tvaru

a.B ... a,B

amB ... ap,B

Kroneckeruv soucin matic A a B znacime A Q B.

Definice 8 (m-zdvislé ndhodné veliciny). Rekneme, Ze ndhodné wveliciny po-
sloupnosti {X;, t € Z} jsou m-zéavislé, kde m € N U {0} je dané cislo, jestlize
pro kaZdé t € 7 jsou nahodné vektory (..., Xi—1, &) a (Xivma1, Xevmaos - )
nezavisle.

Véta 21 (Centralni limitni véta pro m-zavislé nahodné veli¢iny). Necht
{X,, t € Z} je redlnd strikiné staciondrni centrovand posloupnost m-zavislych na-
hodnych velicin s konecnymi druhymi momenty a autokovariancni funkci R, pro
kterou o2, = > - R(k) # 0. Pak pro n — oo plati

- 1 « d
nvarX, —os, a — Y X —N(0,02).
Vi

Diikaz je uveden v |Praskova (2004b).

Véta 22 (Berry-Esseenova nerovnost). Pro nezdvislé ndhodné veliciny

Xy, ..., X, takové, Ze E X = ... :EXn:OaO<S%:varX1+...+vaan<
oo, plati

sup |P lzn:Xk<a: —d(x) <£Zn:E]X-|3

veR Sl T so Z

Tato véta byla dokazana v |Stépan| (1987), IV.5.1 s konstantou C = 6.

Véta 23 (Véta o spojité transformaci). Necht X, X,,, n € N jsou k—rozmérné
ndhodné vektory. Necht ddale g : RF — R™ je zobrazeni spojité v kazdém bodé
oteviené mnoZiny C C RF takové, e P(X € C) = 1. Pak pro n — oo plati:
LX, 2 X = g(X,) 25 g(X),
P P
2. X, — X = g(X,) — g9(X).

Diikaz lze nalézt v Davidson| (1994)), véta 18.8.
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Véta 24 (Vicerozmérna Ljapunovova centralni limitni véta). Necht pro kazdé
n € N je ddn pravdépodobnostni prostor (Q, A,, P.) a na ném definované
nezdvislé q-rozmerné ndhodné vektory Y,1, ..., Yo, pri k, € N. Necht
EY,,= ... =EY,;, =0 avariancni matice VarY, ., ..., VarY, . existuji
konecne. Jestlize plati

1. lim,, 0o Zﬁ’;l VarY, = Xy, kde Xy je konecnd matice,

2. emistuje Kk > 0 takové, Ze lim,_ Ziil E Y7 =0,

potom ¥ Yox 45 Z, n— oo, kde L(Z) = N,(0, Zy).
Diikaz lze nalézt v Lachout| (1998)), véta 16.9.

Véta 25 (Cramér-Slutského véta). Necht X, X, jsou k-rozmérné ndhodné
vektory, Y, jsou (m X k)-rozmérné ndhodné matice a C € R« je matice kon-

stant. Necht pron — oo X, X Y, 2, C. Pak Y. X, LN CX, n— oo.

Ditkaz: Véta je dokdzéna v Sen a kol. (2010), véta 7.5.3. Formulace véty 7.5.3 je
mirné odlisna, ale staci si uvédomit, ze posloupnost nahodnych matic Y,, konver-
guje v pravdépodobnosti k matici C pravé tehdy, kdyz jednotlivé slozky matic Y,
konverguji v pravdépodobnosti k jednotivym slozkam matice C'. To je splnéno
pro kazdé C pravé tehdy, kdyZ stopa matice (Y, — C) (Y, — C)] konverguje
v pravdépodobnosti k nule, nebot stopa této matice je rovna sou¢tu druhych
mocnin vSech prvki matice (Y,, — C). Podminky véty [25] jsou tedy ekvivalentni
s podminkami véty 7.5.3 z publikace [Sen a kol.| (2010).

U
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Xy = (B+ B))Xi—1+e1, n=0500, By ~N(0,w?), e ~N(0, %)

metoda (—0,1;0,3;0,8)*  (0,1;0,3;0,8)  (0,1;0,4;0,8)  (0,5;0,0;8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)
vatrye T 1,800 1,760 2,253 0,772 1,123 1,730
SD 0,583 0,499 0,795 0,086 0,273 0,908
WB,., bias 0,013 0,057 0,187 0,000 0,016 -0,010
MSE 0,340 0,252 0,667 0,007 0,075 0,825
SD 0,425 0,374 0,570 0,073 0,142 0,508
WDB,er, bias 0,116 0,167 -0,370 -0,004 0,211 0,134
MSE 0,194 0,168 0,461 0,005 0,065 0,276
SD 0,905 1,005 1,427 0,149 0,383 0,936
RBxr  bias 0,389 0,385 0,569 0,240 0,338 0,606
MSE 0,970 1,158 2,359 0,080 0,260 1,242
SD 0,046 0,044 0,048 0,051 0,060 0,046
RB bias -0,740 -0,804 1,335 0,006 0,304 0,784
MSE 0,550 0,648 1,785 0,003 0,159 0,616
SD 0,575 0,499 0,791 0,079 0,269 0,893
ASy bias 0,014 0,057 -0,186 0,002 -0,018 -0,013
MSE 0,331 0,252 0,660 0,006 0,073 0,797
SD 0,608 0,485 0,835 0,080 0,600 1,009
ASp bias 0,014 -0,061 -0,180 0,002 0,008 0,015
MSE 0,369 0,239 0,730 0,006 0,360 1,017

Pozn: @ Trojice parametrt (3; w?; o2).

~

Tabulka 3.8: Porovnani vlastnosti odhadu var (v/n(8, — 8)) u procesu RCA(1).

X, = (B+B)X—1 +e1, n=200, B,~R ([—\/SwQ, \/3w2D . e~ N(0, 02)

metoda (-0,1;0,3;0,8)*  (0,1;0,3;0,8)  (0,1;0,4;0,8)  (0,5;0;0,8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)
vatye T 1,680 1,572 1,892 0,735 1,114 1,596
SD 0,366 0,330 0,553 0,122 0,316 0,369
WB,., bias -0,109 0,007 0,064 0,034 0,017 0,084
MSE 0,146 0,109 0,310 0,016 0,100 0,143
SD 0,285 0,255 0,388 0,098 0,167 0,277
WB,.. bias 0,235 0,113 0,262 0,042 0,171 0,212
MSE 0,137 0,078 0,219 0,011 0,057 0,122
SD 0,613 0,546 0,844 0,181 0,324 0,592
RBygr bias 0,174 0,272 0,362 0,203 0,265 0,374
MSE 0,406 0,372 0,843 0,074 0,175 0,490
SD 0,048 0,047 0,054 0,068 0,074 0,047
RB bias -0,689 -0,558 -0,939 -0,025 -0,320 -0,670
MSE 0,477 0,314 0,884 0,005 0,108 0,451
SD 0,361 0,327 0,551 0,118 0,310 0,358
ASy bias 0,110 0,009 -0,064 -0,035 0,016 -0,085
MSE 0,142 0,107 0,308 0,015 0,096 0,136
SD 0,389 0,343 0,707 0,121 0,865 2,540
ASp bias 0,110 0,014 0,067 -0,034 0,060 0,001
MSE 0,163 0,118 0,503 0,016 0,751 6,444

Pozn: ® Trojice parametri (3; w?; o2).

A

Tabulka 3.9: Porovnani vlastnosti odhadu var (v/n(8, — 8)) u procesu RCA(1).
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X, =(B+B)X1+e, n=500, B,~R ([—\/3w2, \/3w2]) . e~ N(0, 02)

metoda (-0,1;0,3;0,8)*  (0,1;0,3;0,8)  (0,1;0,4;0,8)  (0,5;0;0,8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)
varare T 1,638 1,609 1,977 0,722 1,076 1,623
SD 0,278 0,277 0,409 0,085 0,253 0,274
WB,e, Dbias -0,008 -0,003 -0,067 0,000 -0,003 0,003
MSE 0,077 0,077 0,172 0,007 0,064 0,075
SD 0,235 0,236 0,339 0,071 0,127 0,227
WB,er bias 0,078 -0,082 0,184 -0,006 -0,202 0,077
MSE 0,061 0,062 0,148 0,005 0,057 0,057
SD 0,615 0,584 0,788 0,154 0,340 0,565
RByxr Dbias 0,363 0,362 0,512 0,234 0,354 0,541
MSE 0,510 0,471 0,882 0,078 0,240 0,611
SD 0,046 0,046 0,048 0,050 0,055 0,046
RB bias -0,634 -0,643 -1,004 0,002 -0,386 -0,648
MSE 0,404 0,416 1,010 0,002 0,152 0,422
SD 0,265 0,265 0,400 0,078 0,244 0,266
ASy bias -0,009 -0,004 -0,065 0,000 -0,003 0,002
MSE 0,070 0,070 0,164 0,006 0,059 0,070
SD 0,273 0,269 1,485 0,078 0,506 0,280
ASp bias -0,006 -0,001 -0,110 0,000 0,008 0,005
MSE 0,074 0,072 2,216 0,006 0,255 0,078

Pozn: @ Trojice parametril (3; w?; o?).

~

Tabulka 3.10: Porovnéni vlastnost{ odhadu var (y/n(3, — 8)) u procesu RCA(1).
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Xy = (B1+ Bi(t)) Xi—1 + (B2 + Ba(t)) X2 + &4, n =500,
Bi(t) ~ N(0, w?), Ba(t) ~N(0, w3), et ~N(0, 0?), 0 =0,8

(/317 ﬂQ) (0757072) (0757072) (075:072) (0757 _072) (0757 _072)

(wi, w3) (0,25,0,25)  (0,1,0,1) (0,0) (0,25,0,25)  (0,5,0,5)
vatare Tin 4,744 1,375 0,960 2,650 13,615
var e Ton 5,487 1,456 0,952 2,650 12,025

sp L 6457 0,664 0,092 1,993 10,105

Ty, 5,105 0,592 0,096 2,254 9,648

. Tin 0,902 0,048  -0,030 -0,034 -1,655

WBreg  blas —p " 4s6 0,010  -0,016 -0,002 0,771
vsp Tin 42470 0,443 0,009 3,968 104,741

Ton, 26275 0,350 0,009 5,077 93,592

gp  Tin 4465 0,485 0,088 1,360 7,072

To, 3,213 0,382 0,068 1,126 5,642

. Tin 0,259 20,036 -0,033 -0,342 4,219

WBrer  blas " gay 20,102 -0,024 -0,454 -3,816
vsp Tin 19982 0237 0,009 1,966 67,766

To, 12,975 0,156 0,005 1,474 46,360

sp L 0,067 0,046 0,045 0,053 0,100

To, 0,064 0,047 0,046 0,052 0,095

RB bing Tin -3576 0,413 -0,017 1,597 -12,852
Ton,  -4,358 0,435  -0,007 -1,605 -11,299
vsp L 12790 0,173 0,002 2,554 165,188
Ton, 18,999 0,191 0,002 2,579 127,682

sp L TAOT 0,768 0,057 1,849 10,166

To, 6,158 0,651 0,056 2,076 9,603

A b Tin 1,350 0,067  -0,027 -0,052 1,877
¥, 20,027 0,030  -0,014 0,019 -0,936
vsp Lo 56625 0,594 0,004 3,417 106,771

Ty, 37879 0,424 0,003 4,307 94,729

Tabulka 3.11: Porovnani vlastnosti odhadi var (\/E(BM — 51)) a var (\/5(3% _
f2)) u procesu RCA(2).
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Xy = (B1+ Bi(t)) Xi—1 + (B2 + Ba(t)) X2 + &4, n =500,
By (t) ~ N(0, w}), Ba(t) ~N(0, w3), e ~N(0, 0?), 0 =08

(/617 ﬂQ) (0757 _072) (0777 0) (0777 O) (_0757 _072) (_075’ _072)
(wi, w3) (0,0) (0,25,0,25)  (0,1,0,1)  (0,25,0,25) (0,1,0,1)
varare Tin 0,950 6,340 1,567 2,584 1,221
varre Ton 0,972 7470 1,589 2,634 1,214
sp L 0,096 7,229 0,788 2,885 0,212
To, 0,093 6,242 0,982 2,240 0,209
. Ti, 0,016 0,873 0,005 0,120 -0,004
WhBreg  Dlas (026 -1,400 0,020 0,097 0,009
vsg L 0,010 52,969 0,620 8,328 0,045
To, 0,009 40,884 0,964 5,020 0,044
sp L 0093 4,965 0,603 2,100 0,178
To, 0,071 3,741 0,501 1,409 0,141
. Ti, 0,010 -0,527 -0,080 0,217 -0,044
WBrer  blas 5 (018 2,777 0,136 -0,300 0,045
vsg L 0,009 24,903 0,369 4,452 0,034
To, 0,005 21,687 0,269 2,074 0,022
sp L 0047 0,069 0,044 0,052 0,047
To, 0,048 0,070 0,045 0,052 0,048
RB bing Tin 0,023 -4,989 -0,585 -1,593 0,257
To, 0,031 -6,470 -0,575 1,511 -0,247
vsg L 0,003 24,805 0,344 2,541 0,068
To, 0,003 41,864 0,332 2,285 0,064
sp L 0073 8,457 1,072 3,086 0,203
To, 0,070 7,615 1,285 2,282 0,193
AS bing Tin 0,016 1,363 0,040 0,156 -0,009
To, 0,028 -0,908 0,053 0,132 0,006
vsg L 0,006 73,306 1,150 9,539 0,041
To, 0,006 58,760 1,652 5,218 0,037

~

Tabulka 3.12: Porovnani vlastnosti odhada var (\/H(Bm — ﬁl)) a var (\/ﬁ(ﬂ% _
B>)) u procesu RCA(2).
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Xy = (61 + Bi(t))Xe1 + (B2 + Balt >)XH +e, mo=200,

Bi(t ([ V342, \/3w1D7 ([ V343, \/3%}), e~ N(0, 0%), 0% =08
(517 52) (Oa57072) (0a57072) (0757()’2) (0’57 _Oa2) (0a57 _0’2)
(Wi, w3) (0,25,0,25)  (0,1,0,1) (0,0) (0,25,0,25) (0,5,0,5)
varyre Tin 2,867 1,330 0,940 2,023 6,486
vat e Ton 3,239 1,352 0,930 1,967 6,189
sp  Tin 2756 0470 0,137 0,979 4,364
Ton 2,033 0453 0,131 1,081 4,127
. T 0,440 0,007 -0,049 -0,100 0,547
WhBreg  blas " 999 20,037 -0,016 0,115 -0,679
vsg T 7783 0221 0,021 0,968 19,328
Ton 4,218 0,206 0,017 1,180 17,480
sp T 1875 0,330 0,122 0,684 3,317
Ton 1,242 0,247 0,082 0,555 2,606
. T -0,128 0,071 -0,051 20,336 1,665
WBrer blas " g3y 0,155  -0,033 -0,442 2,011
vsg Tin 3530 0,114 0,017 0,581 13,767
Ton 2,237 0,085 0,008 0,503 10,826
sp  Tin 0,065 0,053 0,049 0,063 0,096
Ton 0,067 0,052 0,050 0,062 0,097
s b T -1,729 0,322 -0,012 -1,080 5,411
BS o, 2,003 0,373 0,000 -1,098 -5,287
vsp Tin 2994 0,106 0,003 1,171 29,293
Ton 4,385 0,142 0,003 1,209 27,963
sp Tn 3048 0,518 0,094 1,048 5,129
Ton 2,606 0,638 0,090 1,086 8,431
S b Ty 0,620 0,0300  -0,041 -0,089 -0,534
¥S o, 20,088 20,006  -0,007 -0,100 -0,260
vsg Tin 9,665 0269 0,011 1,105 26,571
Ty 6,792 0,407 0,008 1,189 71,081

Tabulka 3.13: Porovnani vlastnosti odhadt var (\/ﬁ(ﬁln — 51)) a var (\/ﬁ(é% _
ﬁQ)) u procesu RCA(2).
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Xy = (B1+ Bi(t)) Xee1 + (B2 + Ba(t)) Xea + &1, 1= 200,

By (t) ~R([—\/ﬁ, \/ﬁ}) Bs(1) NRG—\/@, \/@D ey ~ N0, %), 02 = 08

(B1, B2)  (0,5,-0,2) (0,7,0) (0,7,0) (—0,5,—0,2) (=0,5,—0,2)
(Wi, wd) (0,0) (0,25,0,25)  (0,1,0,1)  (0,25,0,25) (0,1,0,1)
vatare Tin 0,990 3,272 1,412 1,888 1,166
vat s Ton 0,954 3,931 1,507 1,920 1,190
sp Tin 0,141 3,178 0,562 1,022 0,263
Ton, 0,142 2,830 0,615 0,840 0,237
. Tin 0,016 0,638 0,045 0,039 0,011
WhBeg  bias " 20,000  -0,666  -0,093  -0,163 0,012
vsg Tin 0,020 10,494 0,318 1,044 0,069
Ton, 0,020 8,445 0,387 0,732 0,056
sp Tin 0,129 2,225 0,516 0,694 0,208
Ton, 0,096 1,788 0,460 0,516 0,160
. Tin 0,029  -0,074  -0,034  -0,252 0,057
WBrer  bias " 0,035  -1,393  -0,217  -0,437 -0,068
vsg  Tin 0,018 4951 0,267 0,545 0,047
Ton, 0,010 5132 0,258 0,457 0,030
sp T 0,052 0,068 0,048 0,063 0,054
Ton, 0,051 0,068 0,048 0,061 0,053
RB b Tin 20,002  -2270 0371  -0,991 0,225
@S 0,001 3190 0512 -1,074 20,212
vsg Lin 0,003 5156 0,140 0,986 0,054
Ton, 0,003 10,178 0,264 1,157 0,048
sp Tin 0,114 3,670 0,879 1,050 0,246
Ton, 0,114 4,343 1,017 0,838 0,227
1S b Tin 0,018 0,805 0,092 -0,041 -0,004
@S 0,012  -0314  -0,042  -0,162 -0,008
vsg Tin 0,013 14256 0,781 1,102 0,061
Ton, 0,013 18941 1,036 0,727 0,052

N

Tabulka 3.14: Porovnani vlastnosti odhada var (\/ﬁ(ﬁln — 51)) a var (\/ﬁ(ﬁzn _
fB2)) u procesu RCA(2).
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= (51 + B1(t)) Xi—1 + (B2 + Bao(t ))Xt,g +&., n =500,

Bu(t) ~ R ([-V/32, V3d]). B

U \/3727 @D» e ~N(0, 0?), 02 =0,8

(Blv /82) (0757032) (0357032) (0757032) (0757 _072) (0’5’ _0’2)
(W}, w3) (0,25,0,25)  (0,1,0,1) (0,0) (0,25,0,25) (0,5,0,5)
vat e Tin 4,380 1,403 0,997 2,298 13,452
vatare Ton 5,347 1,441 0,958 2,382 13,044
sp T 6348 0622 0,097 2,149 9,572
Ty 5,043 0,542 0,097 1,284 8,655
. Tin 0,866 0,059  -0,006 0,087 0,414
WhBreg  blas " 490 0,044 0,009 -0,069 -0,302
vigp Tin 41,008 0,390 0,010 4,621 91,695
Ton 25,643 0,296 0,010 1,651 74,917
sp T 4060 0437 0,091 1,388 6,884
Ty, 2,874 0,332 0,065 0,980 5,484
. Tin 0,330 20,021 -0,005 20,348 -2,809
WhBrex  blas— p" 660 20,080 0,002 -0,381 -3,201
vsp Tin 16572 0,191 0,008 2,047 55,235
Ton 11,009 0,116 0,004 1,104 40,287
sp Tin 0,064 0,048 0,047 0,053 0,097
Ty, 0,061 0,047 0,045 0,052 0,093
e b Tin  -3,572 0,301 0,004 1,525 11,776
¥S o, 4,319 0,412 0,011 1,425 11,028
vsp  Tin 12764 0,155 0,002 2,330 138,681
Ton 18,659 0,172 0,002 2,033 121,635
sp Tin 6671 0,698 0,059 2,266 10,163
Ton 5,631 0,660 0,061 1,380 8,925
1S b Tin 1,057 0,076 -0,006 0,087 -0,467
Ty, -0,311 0,062 0,009 -0,072 -0,389
vsp Tin 45577 0,493 0,003 5,136 103,400
Ton 31,776 0,440 0,004 1,907 79,727

Tabulka 3.15: Porovnani vlastnosti odhadt var (\/ﬁ(ﬁln —

32)) u procesu RCA(2).
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Xy = (B1 + Bi(t))Xie1 + (B2 + Ba(t)) Xi—a + &, n = 500,

Bt NR([_\/?’T%’ \/QD By (t) NRG—\/@» \/@D, e ~ N (0, 02), 02 =038

(B, B2) (0,5,—0,2) (0,7,0) 0,7,0)  (—0,5,—0,2) (-0,5,-0,2)
(Wi, w3) (0,0) (0,25,0,25) (0,1,0,1)  (0,25,0,25) (0,1,0,1)
vatye Tin 0,956 5,559 1,506 2,362 1,224
vatyrc Ton 0,938 7,372 1,623 2,458 1,210
D Tin 0,098 7,127 0,805 1,600 0,178
Ton, 0,095 6,131 0,726 1,226 0,180
. Tin -0,002 1,468 0,091 -0,105 -0,018
WhBreg  blas  p" (003 1,047 0,018 -0,280 0,000
MSE Tin 0,010 52,902 0,656 2,569 0,032
Ton, 0,009 38,646 0,528 1,579 0,032
D Tin 0,091 4,762 0,576 1,189 0,158
Ton, 0,071 3,584 0,487 0,914 0,126
WB bias Tin -0,008 0,084 0,004 -0,331 -0,052
rek Ton, -0,006 -2,615 -0,114 -0,543 -0,052
MSE Tin, 0,008 22,665 0,331 1,522 0,028
Ton, 0,005 19,669 0,250 1,129 0,019
D Tin 0,048 0,058 0,047 0,054 0,050
Ton, 0,046 0,057 0,046 0,054 0,049
RB bias Tin 0,002 -4,528 -0,504 -1,434 -0,249
Ton, -0,001 -6,451 -0,548 -1,530 -0,248
MSE Tin 0,002 20,502 0,256 2,059 0,064
Ton, 0,002 41,622 0,303 2,345 0,064
D Tin 0,076 7,686 0,968 1,794 0,174
Ton, 0,074 6,951 1,007 1,368 0,167
AS bias Tin -0,001 1,907 0,134 -0,072 -0,017
Ton, 0,003 -0,587 0,066 -0,239 -0,001
MSE Tin 0,006 62,652 0,953 3,222 0,030
Ton, 0,006 48,613 1,018 1,926 0,028

Tabulka 3.16: Porovnéni vlastnosti odhadi var (v/n(Bi, — 1)) a var (v/(Ba, —
32)) u procesu RCA(2).
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Xt = (ﬁ + Bt)Xt,1 + &, N = 500, Bt ~ N(O, UJ2), Et ~ N(O, 0'2)

metoda 1—a (-0,1;0,3;0,8)® (0,1,0,3,0,8) (0,1,0.4,0,8) (0,5,0,0,8) (0,5,0,15,0,8) (0,1,0,3,1)
0,9 0,927 0,929 0,923 0,946 0,934 0,929
RBxr 0,95 0,968 0,969 0,969 0,976 0,972 0,970
0,99 0,990 0,994 0,989 0,992 0,996 0,994
0,9 0,888 0,898 0,863 0,912 0,906 0,890
RMBgr 095 0,939 0,943 0,925 0,956 0,951 0,938
0,99 0,985 0,986 0,974 0,987 0,985 0,982
0,9 0,898 0,909 0,804 0,911 0,910 0,903
MBgp 095 0,950 0,953 0,953 0,956 0,954 0,944
0,99 0,987 0,989 0,989 0,988 0,988 0,987
0,9 0,907 0,916 0,914 0,918 0,908 0,911
asl 0,95 0,960 0,959 0,961 0,957 0,955 0,955
0,99 0,986 0,992 0,990 0,992 0,993 0,991
0,9 0,907 0,912 0,907 0,917 0,915 0,913
as2 0,95 0,959 0,956 0,959 0,956 0,954 0,951
0,99 0,987 0,991 0,991 0,992 0,990 0,988
% 40 42 39 12 29 41

Pozn: ® Trojice parametrt (3; w?; o2).

Tabulka 3.17: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalt spolehlivosti pro parametr
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pti¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybéri. V poslednim radku
je uveden pomér nasimulovanych rad, které bylo mozné pouzit pro momentové
metody (v procentech).

Xt = (ﬂ + Bt)Xt—l + g, N = 500, Bt ~ N(O, W2), Et ~ N(O, 0'2)

metoda 1-a (-0,1;0,3;0,8)* (0,1;0,3;0,8) (0,1;0,4;0,8) (0,5;0;0,8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)
0,9 0,907 0,907 0,890 0,933 0,921 0,926
RBgr 0,95 0,953 0,958 0,951 0,971 0,963 0,964
0,99 0,985 0,992 0,981 0,995 0,994 0,992
0,9 0,883 0,895 0,882 0,909 0,889 0,900
asl 0,95 0,941 0,953 0,933 0,952 0,942 0,950
0,99 0,983 0,990 0,981 0,989 0,987 0,984
0,9 0,882 0,896 0,876 0,909 0,892 0,898
as2 0,95 0,941 0,951 0,931 0,951 0,939 0,945
0,99 0,982 0,990 0,977 0,989 0,985 0,081

Pozn: ® Trojice parametrt (3; w?; o2).

Tabulka 3.18: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalt spolehlivosti pro parametr
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pti¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybéri.
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X = (B+B)Xi +e0, n =200, Bi~R([-V3? V3], & ~ N (0, 0?)

metoda 1—a (=0,1;0,3;0,8)* (0,1;0,3;0,8) (0,1;0,4;0,8)  (0,5;0;0,8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)

0,9 0,928 0,922 0,920 0,925 0,921 0,944
RBxr 0,95 0,963 0,957 0,969 0,970 0,963 0,976
0,99 0,995 0,988 0,994 0,991 0,991 0,994
0,9 0,909 0,894 0,899 0,893 0,887 0,908
RMBkr 0,95 0,954 0,943 0,947 0,944 0,950 0,959
0,99 0,990 0,983 0,986 0,985 0,987 0,991
0,9 0,909 0,899 0,907 0,895 0,882 0,912
MBgp 0,95 0,956 0,944 0,948 0,944 0,947 0,953
0,99 0,991 0,978 0,987 0,984 0,987 0,990
0,9 0,923 0,915 0,921 0,907 0,897 0,931
asl 0,95 0,966 0,954 0,958 0,958 0,949 0,967
0,99 0,994 0,988 0,990 0,992 0,994 0,994
0,9 0,923 0,918 0,926 0,912 0,906 0,932
as2 0,95 0,968 0,955 0,964 0,960 0,952 0,966
0,99 0,993 0,987 0,994 0,992 0,989 0,994
% 27 26 26 9 19 28

Pozn: @ Trojice parametrti (f3; w?; o2).

Tabulka 3.19: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalii spolehlivosti pro parametr (3
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 Fad, pri¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybért. V poslednim radku
je uveden pomér nasimulovanych tad, které bylo mozné pouzit pro momentové
metody (v procentech).

X, = (B+B)X_1 +e, n=200, B,~R ([—\/BwQ, \/3w2D . e~ N(0, 02)

metoda 1-ao (-0,1;0,3;0,8)* (0,1;0,3;0,8)  (0,1;0,4;0,8)  (0,5;0;0,8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)

0,9 0,904 0,900 0,905 0,920 0,912 0,914
RBxr 095 0,946 0,943 0,946 0,967 0,953 0,955
0,99 0,985 0,987 0,985 0,997 0,983 0,990
0,9 0,890 0,804 0,885 0,883 0,886 0,890
asl 0,95 0,941 0,942 0,936 0,952 0,940 0,935
0,99 0,981 0,986 0,987 0,994 0,982 0,984
0,9 0,892 0,893 0,885 0,884 0,882 0,887
as2 0,95 0,941 0,940 0,935 0,951 0,936 0,936
0,99 0,983 0,988 0,985 0,994 0,975 0,984

Pozn: @ Trojice parametrt (83; w?; o2).

Tabulka 3.20: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalii spolehlivosti pro parametr (3
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pri¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybért.
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X, = (B+B)X—1 +e1, n=500, B,~R ([—\/SwQ, \/3w2D . e~ N(0, 02)

metoda 1-—a (=0,1;0,3;0,8)* (0,1,0,3,0,8) (0,1,0.4,0,8) (0,5,0,0,8) (0,5,0,15,0,8) (0,1,0,3,1)
0,9 0,911 0,915 0,938 0,952 0,942 0,929
RBxr 095 0,957 0,952 0,969 0,980 0,973 0,976
0,99 0,994 0,990 0,992 0,999 0,998 0,998
0,9 0,871 0,887 0,902 0,906 0,915 0,899
RMByr 0,95 0,932 0,937 0,945 0,956 0,959 0,947
0,99 0,986 0,980 0,984 0,993 0,992 0,990
0,9 0,875 0,887 0,904 0,907 0,915 0,897
MBgrp 095 0,937 0,938 0,953 0,956 0,955 0,947
0,99 0,986 0,981 0,987 0,992 0,991 0,987
0,9 0,887 0,898 0,915 0,911 0,915 0,905
asl 0,95 0,944 0,943 0,964 0,960 0,957 0,953
0,99 0,992 0,982 0,990 0,997 0,993 0,992
0,9 0,888 0,898 0,920 0,910 0,925 0,905
as2 0,95 0,942 0,943 0,965 0,960 0,957 0,953
0,99 0,992 0,982 0,991 0,997 0,993 0,991
% 41 40 43 12 2 40

Pozn: @ Trojice parametrt (3; w?; o2).

Tabulka 3.21: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalt spolehlivosti pro parametr (
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pti¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybért. V poslednim radku
je uveden pomér nasimulovanych tad, které bylo mozné pouzit pro momentové
metody (v procentech).

X, = (B+B)Xe—1 +e1, n=>500, Bi~R ([—\/3&12, \/3w2D . e~ N(0, 02)

metoda 1-a (=0,1;0,3;0,8)* (0,1;0,3;0,8) (0,1;0,4;0,8)  (0,5;0;0,8)  (0,5;0,15;0,8)  (0,1;0,3;1)
0,9 0,912 0,914 0,908 0,937 0,932 0,933
RByxr 0,95 0,956 0,955 0,957 0,967 0,972 0,973
0,99 0,989 0,989 0,992 0,993 0,993 0,998
0,9 0,886 0,898 0,879 0,903 0,901 0,905
asl 0,95 0,942 0,947 0,936 0,944 0,948 0,943
0,99 0,985 0,990 0,987 0,987 0,988 0,989
0,9 0,884 0,899 0,876 0,903 0,901 0,905
as2 0,95 0,942 0,947 0,933 0,944 0,948 0,943
0,99 0,985 0,988 0,983 0,987 0,988 0,990

Pozn: @ Trojice parametrt (3; w?; o2).

Tabulka 3.22: Pokryti 90%, 95% a 99% intervalt spolehlivosti pro parametr [
modelu RCA(1). Intervaly spolehlivosti byly zkonstruovany pro 1000 fad, pti¢emz
pro kazdou bylo vygenerovano 1000 bootstrapovych vybéri.
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Obréazek 3.11: Pokryti intervali spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidualniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M(n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezen-
tuje konstanta k na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 200,
By ~ N(0, w?), &, ~ N(0, ¢%). Plnou €arou je naznaena hladina 1 — a = 0,9,
carkované pokryti intervalového odhadu spoc¢teného pomoci asymptotického nor-
malniho rozdéleni metodou ASy,, teckované metodou ASp.
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Obrazek 3.12: Pokryti interval spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidudlniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M (n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezentuje
konstanta k na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 500, B, ~

N0, w?), £ ~ N(0, 02)
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Obréazek 3.13: Pokryti intervald spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidudlniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M (n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezentuje
konstanta k na ose z, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 200, B; ~

R ([-V3e2, VB7)) 2 ~ N(0, 0?)
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Obrazek 3.14: Pokryti interval spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidudlniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M (n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezentuje
konstanta k na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 500, B, ~

R ([-V32, V3a7|) & ~ N0, 02)
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Obréazek 3.15: Pokryti intervali spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidualniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M (n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezentuje
konstanta k na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 200, B, ~

N(0, w?), e; ~ DEx(0, %).
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Obrazek 3.16: Pokryti intervali spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidudlniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M (n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezentuje
konstanta k na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 500, B; ~

N(0, w?), e, ~ DEx(0, %)
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Obréazek 3.17: Pokryti intervali spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidualniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M(n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezen-
tuje konstanta k na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 200,
B, ~ R ([—\/3?, \/WD , &« ~ DEx(0, %) Plnou c¢arou je naznacena hla-
dina 1 — a = 0,9, ¢arkované pokryti intervalového odhadu spoc¢teného pomoci
asymptotického normalniho rozdéleni metodou ASy, teckované metodou ASp.

128



B=-0.1, w*=03,0°=0.8 B=0.1,w*=0.3,0°=0.8

& | 8 |
S 2 Eh-1/3 S 2 Eh-U3
~ 3 | ¢ 25m" ~ 9 | s 25m"
= < 116 = 3 116
E g | « 25m" £ 3 | o 25m™
§ o 2/1n(n) § o 2/1n(n)
<y e 2.5/1In(n) < g e 2.5/1In(n)
-~ o —~ ]
ey o
- - - N
= @ H = D
o o o —
\— @ —_ o
> ° \ g 2
= ) =< o
g 2 2 8-
o | e o | TTnTTTITIIIIIIIIIIIIInInLIL
L ©
© T T T T \ ° T T T T \
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
k k
— 2 _ 2 _ _ 2 _ 2 _
=01 w=040=08 B=05w=0,0"=0.8
. e L Pl
~ &- o 2518 ~ o 2518
= B c 8- 116
= . 25" = . 25"
5 34 2/1n(n) S 2/1n(n)
x  © « 2.5/In(n) x g |
I o2
= =
s 8- =4
o o 3 4
o o o
S g B
g s g
a &
__________________________ i
@ bl el e i b b
d)l —
e T T T T \ \ T T T T \
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
k k
— 2 _ 2 _ _ 2 _ 2 _
B=0.5 w =0.150°=0.8 B=01,w=03,0=1
. o 13 g | 2 13
-~ ©° « 25m" ~ © e 25m™"
= — “1/6 = “1/6
= 2[h S v 2[h
£ o 250" £ 27 « 25m"®
5 34 2/1n(n) 5 o 2/1n(n)
x ° e 2.5/In(n) 2 e 2.5/In(n)
-~ —~
= S 8
= § S o
o ) o
& ° & 8 \
= s o
= =
X X -
[e} 13 o o
o 2 e o
it diediododododetatatalalolielialiol & e
\ T T T T \ ° T T T T \
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
k k

Obrazek 3.18: Pokryti intervali spolehlivosti spo¢tenych metodou rezidudlniho
KF bootstrapu pro rizné kombinace M(n) a m(n). Hodnoty M (n) reprezen-
tuje konstanta k£ na ose x, hodnoty m(n) predstavuji jednotlivé barvy. n = 500,
By ~ R ([—\/ﬂ, \/@]) , &t ~ DEx(0, \%) Plnou ¢arou je naznacena hla-
dina 1 — a = 0,9, ¢arkované pokryti intervalového odhadu spoc¢teného pomoci
asymptotického normalniho rozdéleni metodou ASy, teckované metodou ASp.
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Obrazek 3.19: Aproximace rozdéleni statistiky /n(8, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametrii pl, B; ~ N(0, w?), &; ~ N(0, 02). Grafy vlevo zobrazuji procesy
o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani je 5000. His-
togram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000
rad.

130



A A
B=0.1,«’=04,0°=0.8, B,=0.132 B=0.1, &’ =0.4,0°=0.8, B, =0.048

WBreg « WBreg
WBrek < * WBrek
RBkf S 7 RBKf
RB * RB
ASy ASy
)
@
g )
= = o
S
—
2 4
o
o
1 r T T T T T 1
6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X
A
B=0.1, w’=0.4,0°=0.8, B, =0.051
« WBreg « WBreg
* WBrek < + WBrek
« RBKf S 7 * RBKf
« RB * RB
. Asy . ASy
]
@
g g
= =N
o
-
2
o
S
1 r 1
6 -6 6
X
A
B=0.1, &’ =04,0°=08, B,=0.125
WBreg
WBrek <
RBkf S 7
RB
ASy
@
S
g g
= EA
R
-
2 4
o
[S)
1 r
6 -6
X X

Obrazek 3.20: Aproximace rozdéleni statistiky /n(5, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametrt p3, B; ~ N(0, w?), &; ~ N (0, 0?). Grafy vlevo zobrazuji procesy
o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani je 5000. His-

togram znazoriuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000
rad.
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Obrazek 3.21: Aproximace rozdéleni statistiky /n(8, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametrii p4, B; ~ N(0, w?), &; ~ N(0, 02). Grafy vlevo zobrazuji procesy
o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani je 5000. His-
togram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000
rad.
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Obrazek 3.22: Aproximace rozdéleni statistiky /n(5, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametrt p5, By ~ N(0, w?), &; ~ N(0, 0?). Grafy vlevo zobrazuji procesy
o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani je 5000. His-
togram znazoriuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000
rad.
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Obrazek 3.23: Aproximace rozdéleni statistiky /n(8, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametrii p6, B; ~ N(0, w?), &; ~ N(0, 02). Grafy vlevo zobrazuji procesy
o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani je 5000. His-
togram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000
rad.
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Obrazek 3.24: Aproximace rozdéleni statistiky /n(5, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametri pl, B, ~ R ([—\/ 3w?, v 3w2} ), g ~ N (0, 0%). Grafy vlevo zob-
razuji procesy o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani

je 5000. Histogram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované
na 10 000 rad.
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Obrazek 3.25: Aproximace rozdéleni statistiky /n(8, — 3) pro proces RCA(1),

sada parametri p2, B; ~ R <[—\/ 3w?, v3w2]>

razuji procesy o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani
je 5000. Histogram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované

na 10 000 rad.
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Obrazek 3.26: Aproximace rozdéleni statistiky /n(5, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametri p3, By ~ R ([—\/3w2, V 3w2} ), g ~ N (0, 0%). Grafy vlevo zob-
razuji procesy o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani

je 5000. Histogram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované
na 10 000 rad.
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Obrazek 3.27: Aproximace rozdéleni statistiky /n(8, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametrii p4, B, ~ R <[—\/ 3w?, v3w2] ), gt ~ N(0, 0?). Grafy vlevo zob-
razuji procesy o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani

je 5000. Histogram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované
na 10 000 rad.
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Obrazek 3.28: Aproximace rozdéleni statistiky /n(5, — 3) pro proces RCA(1),
sada parametri p5, By ~ R ([—\/ 3w?, v Swz} ), g ~ N (0, 0%). Grafy vlevo zob-
razuji procesy o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani

je 5000. Histogram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované
na 10 000 rad.
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Obrazek 3.29: Aproximace
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sada parametri p6, B; ~ R <[—\/ 3w?, v3w2]>
razuji procesy o délce n = 200, vpravo n = 500. Pocet bootstrapovych opakovani
je 5000. Histogram znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované

na 10 000 rad.
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Obrazek 3.30: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri pl, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g; ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.31: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri pl, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.32: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p2, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g; ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.33: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p3, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.34: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri p3, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.35: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p4, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.36: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p4, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.37: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p5, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.38: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁAln—Bl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p6, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g; ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.39: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri p6, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.40: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri p7, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g; ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.41: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p7, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.42: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrii p8, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.43: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri p9, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.44: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametri p9, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.45: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—ﬁg)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametrt pl0, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 200. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom radku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Tb,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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Obrazek 3.46: Aproximace rozdéleni statistik \/ﬁ(ﬁln—ﬁl) (vlevo) a \/ﬁ(ﬁgn—&)
(vpravo) pro proces RCA(2), sada parametr p10, B;(t) ~ N (0, w?), i = 1, 2,
g ~ N(0, 0?). Pocet bootstrapovych opakovani je 5000, n = 500. Histogram
znazornuje odhad rozdéleni metodou Monte Carlo aplikované na 10 000 rad. Levy
a pravy obrazek na jednom tadku jsou aproximace rozdéleni statistik 77, a Ts,
spoctené na zakladé stejné casové rady.
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