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1. Uvod

Tato diplomova prace si klade za cil sestavit prehled vysledkt o ¢iselné teore-
tickych vlastnostech nékterych vyznamnych kombinatorickych posloupnosti tyka-
jicich se délitelnosti. Takovymi vlastnostmi rozumime napt. prvociselnost, lichost
a sudost nebo obecnéji délitelnost danym prvocislem, v névaznosti i délitelnost
danou mocninou daného prvodisla, nesoudélnost a podobné. V kazdé kapitole je
pouziti odvozenych vlastnosti ilustrovano na ptikladech.

V kapitole [2| zaciname se zakladni posloupnosti kombinatoriky, posloupnosti
faktoriali. Pro n > 3 je faktoradlem n! = 1-2-...n zfejmé slozené ¢islo, proto
zaciname velmi rychle s vySetfovanim, jaka nejvétsi mocnina daného prvocisla p je
délitelem n!. Vysledkem je tzv. Legendretv vzorec (2.2.7)), na ktery se mnohokrat
odkazujeme v priibéhu prace pti dokazovani novych vét nebo pii feseni prikladi.

Kapitola [3| pojednava o kombina¢nich ¢islech. Casto pracujeme s Pascalovym
trojihelnikem pro lepsi predstavu o vyznamu nékterych odvozenych vysledki.
Nejdiive se zabyvame lichosti/sudosti kombinacnich ¢isel. Na ziskané vysledky na-
vazuje Lucasova véta[3.4.7] diky které miuzeme snadno zjistit zbytek po déleni da-
ného kombinacniho ¢isla (Z) danym prvocislem p. Zajimavé je usporadani sudych
a lichych c¢isel v Pascalové trojuhelniku, o ¢emz pojednava sekce Zjistujeme,
ze pri barevném odliseni pozic podle parity ¢isel, ktera se v Pascalové trojihelniku
nachéazeji, ziskdme obrazek pripominajici znamy fraktal.

Dale v kapitole [3] zjistujeme, jaka nejvétsi mocnina daného prvocisla p déli
dané kombinacni ¢islo. Elegantni odpovéd na tuto otdzku dava Kummerova véta
3.6.2] z niz prameni mnoho disledki a vyuzijeme ji i v ptikladech v kapitole[5]
V zévéru kapitoly se dozvime, ze kombinacni ¢islo je ziidkakdy mocninou pr-
vocisla.

Kapitola 4] pojednava o Fibonacciho ¢islech, pravdépodobné nejpopularnéjsi
kombinatorické posloupnosti. Prestoze se daji najit souvislosti mezi Fibonacciho
¢isly a kombinac¢nimi ¢isly napi. v Pascalové trojuhelniku, lze tuto kapitolu ¢ist
samostatné a bez znalosti z prechozich dvou kapitol. Zabyvame se soudélnosti
Fibonacciho ¢isel a kombinatoricky odvozujeme, ze pro n,m > 1 je m-té Fibo-
nacciho ¢islo F;,, délitelem F},.,. V navaznosti na tento vysledek odvozujeme vétu,
ktera vyrazné usnadnuje urceni nejvétsiho spolecného délitele Fibonacciho ¢isel.

Posledni kapitola je vénovana posloupnosti Catalanovych cisel. Pres rtizna
kombinatorickd odvozeni se dostaneme jak k definici n-tého Catalanova ¢isla C,
pomoci kombinac¢niho ¢isla, tak k rekurentnimu vzorci. Dale se zabyvame paritou
a prvociselnosti Catalanovych ¢isel a zjistujeme, ze Catalanovych prvocisel je ko-
necny pocet. V sekci popisujeme délitelnost C), rliznymi prvocisly. Vysledky
prebirdme z ¢lanku [2] bez dikazt kvili jejich rozsahu; prinos sekce[5.4]spociva ve
zpiehlednéni téchto vysledkt. Na zavér kapitoly zjistujeme, jakou nejvétsi moc-
ninou dvojky je délitelné dané Catalanovo ¢islo a vylepsujeme vysledek z [2] pro
délitelnost cislem 3.

Od ctenare ocekavame znalosti stiedoskolské matematiky. Mnoho dikazi a
feSeni prikladi vyuziva zéapis ¢isel v riznych ¢éiselnych soustavich (nebo obecné
v soustavé o zékladu daného prvocisla p), nékteré vyzaduji praci se zbytky po
déleni danym prvocislem v podobé kongruenci.



2. Faktorial

2.1 Definice faktorialu

Na uvod kapitoly pripomeneme definici faktorialu pro prirozena ¢isla, tj.

nl=]]* (2.1.1)
k=1

Faktorial hraje v kombinatorice dilezitou roli, nebot n! je pocet permutaci
n-prvkové mnoziny. Prvnich deset faktorialti pfirozenych ¢isel udava tabulka

Pro nékteré tucely se hodi dodefinovat hodnotu faktorialu i pro n = 0 vztahem
0! = 1. O uzitecnosti této definice se presvéd¢ime v navazujicich kapitolach. V této
kapitole budeme vychézet z knihy [7].

2.2 Délitelé faktorialu

Pristupme nyni ke zkoumani délitelnosti faktoriali. Z definice je ihned zfejmé,
ze kazdé prirozené ¢islo k < n je délitelem n!. Zamysleme se nyni, jak by vypadal
prvociselny rozklad ¢isla n!. Obecné je to soucin

—pht ke phs L phe _sz : (2.2.1)

kde p; jsou rtizna prvocisla a k; prislusné exponenty pro kazdy index .

Pro libovolné prvocislo p < n chceme zjistit, jaka nejvétsi mocnina p je déli-
telem n!. Hledany exponent budeme znacit €,(n!).

Uvedme jednoduchy piiklad:

Necht je dano n = 10 a p = 2. Chceme najit ¢islo €,(n!) = e(10!), tedy
exponent u dvojky v prvociselném rozkladu ¢isla 10!.

Jelikoz je 10! podle definice sou¢inem ¢isel 1, ..., 10, mizeme najit e;(10!) tak,
ze posc¢itame exponenty nejvyssich mocnin dvojky, které deli ¢isla 1, ..., 10. Tedy
u kazdého z téchto deseti ¢isel zjistime, kolik dvojek se nachazi v jeho prvociselném
rozkladu. Timto postupem ziskame tabulku

Zjistujeme, ze celkovy pocet dvojek v prvociselnych rozkladech vSech deseti
¢isel dohromady je 1 +2+ 1+ 3+ 1 = 8. Tudiz 2° déli 10!, ale 2° uz ne.

Ke stejnému zavéru bychom vsak mohli dojit trochu odlisnym postupem.
Misto sledovani, kolika dvojkami prispéje kazdy sloupec tabulky do vysledného
souctu, se nyni podivejme na to, kolika dvojkami prispéje kazdy radek. Zacneme
tim, ze zjistime, kolik z danych deseti ¢isel je délitelnych dvéma, a zapiSeme pocet
na konec radku. Poté zjistime, kolik z danych cisel je délitelnych ¢tyfmi, a opét
zapiseme do tabulky. Takto postupujeme dale po mocninach dvojky, dokud je

n|l1 23 4 5 6 7 8 9 10
|1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800

Tabulka 2.1: Tabulka faktorialti pro mala n



1 23 45 6 7 8 9 10

délitelné 2 X X X X X
délitelné 4 X X
délitelné 8 X

dvojek celkem |0 1 0 2 0 1 0 3 0 1

Tabulka 2.2: Vypocet €3(10!) po sloupcich

pocet vétsi nez 0 (tedy v tomto piipadé do délitelnosti ¢islem 8). Timto zptso-
bem vznikne posledni sloupec tabulky [2.3]

1 2 3 45 6 7 8 9 10| pocet dvojek
délitelné 2 X X X X X|5=110/2 |
délitelné 4 X X 2=110/4 |
délitelné 8 X 1=110/8 |

soucet 8

Tabulka 2.3: Vypocet e5(10!) po Fadcich

Pfipomindme, Ze | x| znaci dolni celou ¢ast ¢isla z. Do prvniho Fadku posled-
niho sloupce tabulky [2.3| zapisujeme pocet ¢isel délitelnych dvéma. Takovych ¢isel
je presné polovina, pokud je jejich pocet délitelny dvéma. Obecné je to vsak dolni
cela ¢ast poloviny jejich poc¢tu. Analogicky, pocet ¢isel délitelnych ¢tyfmi je dolni
celd cast ctvrtiny jejich poctu atd.

Zjistujeme, ze

e(101) = L%J + {%J + {%J —5+2+1=38 (2.2.2)

Zobecnénim pfedchozi tivahy ihned dostavame nasledujici vétu.

Véta 2.2.1. ([7, str. 113]) Pro libovolné prirozené n plati:

n n n | n
N=|= — = = —. 2.2.3
2(n) LzJ * LlJ * L8J * ; ka (22.3)
Soucet (2.2.3)) je vZdy koneény a mé nejvyse |log, n| nenulovych élent, nebot
pro 2% > n je LZ%J rovno nule.
Vidime, ze kazdy c¢len je dolni celou ¢asti poloviny predchoziho ¢lenu. Pro
vsechna n totiz plati

bIZIJ - w"/;kJJ . (2.2.4)

Snadno to plyne napfi. ze zéapisu ¢isel ve dvojkové soustavé, nebot dolni celé
¢ast z n/2% odpovidd posunu dvojkového zapisu o k pozic vpravo.
Napriklad pro n = 100 dostavame

€2(1001) =50 + 25+ 12+ 6+ 3 + 1 = 97. (2.2.5)



Sledujme, co se pfi vypoctu dalsich clentt déje, zapiseme-li je ve dvojkové
soustavé:

100 = (1100100); = 100
1100/2] = (110010); = 50
1100/4] = (11001); =25
1100/8] = (1100); =12

[100/16] =  (110), =6
1100/32] =  (11); =3
1100/64] = (1), =1

Vypocet dolni celé ¢asti z poloviny libovolného ¢isla je ve dvojkové soustave
jednoduchy — staci odebrat posledni cifru. Diky témto vlastnostem c¢isel zapsanych
ve dvojkové soustavé mizeme zformulovat nasledujici vétu.

Véta 2.2.2. ([7, str. 114]) Pro libovolné pfirozené n plati

ea(n!) =n — w(n), (2.2.6)
kde v5(n) je pocet jednicek v bindrni reprezentaci ¢isla n.

Pro¢ tomu tak je? Uvedeme nejdiive piiklad.

Cislo 100 = (1100100); je reprezentovano ve dvojkové soustavé tfemi jednic-
kami o hodnotach 64, 32, 4. Dolni celou ¢ast poloviny ¢isla 100 mtizeme pocitat
jako soucet dolnich celych ¢asti téchto ¢isel, tedy [120] = |&] 42|+ |3]. Stejné
postupujeme i pfi vypoctu dalsich ¢lent e(100!), tedy [19°] = [&] + [2] + 4]
atd. V fadcich tabulky [2.4 vidime, jakou hodnotou pfispé&je kazdé z ¢isel 64, 32, 4,
potazmo kazda jednicka z bindrniho zapisu ¢isla 100 = (1100100)2, ke koneénému
souctu €2(100!).

64 32 16 8 4
32 16 8 4 2

4 2 1 00

soucet | 100 50 25 12 6

W O =N
O O =
o O O O

Tabulka 2.4: Vyznam binarniho zapisu pro dolni soucty

Nyni mtzeme pristoupit k dikazu véty

Dikaz. Kazdéa jednicka v binarnim zapisu ¢isla n ma hodnotu 2™, pricemz
m je pozice této jednicky zprava s cislovanim od nuly. Soucasné se vsak tato
jednicka projevi pfictenim &isla 2771 + 2m=2 + . + 20 k hodnoté ey(n!). Plati
om=1 pgm=2 4 4+ 20 =2m 1, tedy kazd4 jednic¢ka v bindrnim zapisu &isla n
pfispéje hodnotou 2 — 1 k éislu ez(n!), a soucasné hodnotou 2™ k ¢islu n. Tim

je rovnost (2.2.6) dokazana.
O

Zobecnime-li vztah (2.2.3)) pro libovolné prvocislo p, dostavame tzv. Legen-
dretv vzorec.



Véta 2.2.3. ([7, str. 114], [13] str. 9]) Pro pfirozené ¢islo n a prvocislo p plati:

e,(nl) = L%J + L%J + L%J +o= f: EJ . (2.2.7)

=1

Platnost Legendreova vzorce miizeme odiivodnit stejnym zptisobem
(tabulka , jen misto po mocninach dvojky postupujeme po mocninach pr-
vocisla p. Spomoci Legendreova vzorce miizeme odvodit analogii vzorce
pro obecné prvocislo p.

Véta 2.2.4. ([12, str. 115], [22])
Pro libovolné prirozené cislo n a prvocislo p plati

n —vp(n)
ep(n!) = pT

kde v,(n) je ciferny soucet pii reprezentaci ¢isla n v ¢iseln€ soustavé o zdkladu p.

: (2.2.8)

Diikaz.

Rozvinuty zapis ¢isla n v éiselné soustave o zakladu p je n = ngp® +np_1p* 1+
- nip+ng, tedy plati || = ngp T g ph T - ngap g Vyjdeme-li

ze vzorce (12.2.7), dostavame postupné

= Z (nkpkﬂ' g p" T 4 nap + n;)

L
=> >
=1 j=1
k Jj
=> >
3:1 =1 (2.2.9)
N, Pt
— ;n] -
k
—1
— ;nj S
|k
- FZ (njp’ "J)
§=0
1

¢imz je véta dokazana.

Uvedme nyni pfiklad na pouziti vzorce (2.2.7)).
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Priklad 2.2.5. Zjistéte, kolika nulami konéi ¢islo 100!.

Ptirozené c¢islo n kon¢i x nulami pravé tehdy, kdyz je délitelné 10*, ale ne
10+, Jelikoz se ¢islo 10 rozkladad na soucdin 2 - 5, musi byt n délitelné 2% a
soucasné 5*. Nalezneme tedy nejvétsi mocninu dvojky, ktera déli 100!, a nejvétsi
mocninu pétky, ktera déli 100!. Minimum z téchto dvou vysledki je hledané x.

1
(1001 { OOJ

0] 100 |100) 100} 100100
2 8 16 32 64
=50+2+124+6+3+1=097

€5(100!) = Z F;QJ

=1

100 100
= | = | =20+4=24
] e

(2.2.10)

min(97,24) = 24

Zjistili jsme, ze ¢islo 100! kon¢i 24 nulami.

Zadany priklad vyfesime jesté jinym zptisobem, a to pomoci vét a
Opét potfebujeme zjistit hodnoty €(100!) a €5(100!). Hodnotu €5(100!) zjistime
pomoci véty (resp. uz jsme ji zjistili). Po dosazeni do dostavame

€2(100!) = 100 — 3 = 97. (2.2.11)

Hodnotu €5(100!) zjistime pomoci véty Ciferny soucet ¢isla 100 = (400); pii
zépisu v pétkové soustavé je v5(100) = 4. Po dosazeni do (2.2.8)) tedy dostavame

100 — 4

=24, (2.2.12)

Hledanym c¢islem je opét minimum z obou dosazenych vysledki, tedy 24.

2.3 Délitelé faktorialu: odhady a duisledky

Jak rychle roste funkce €,(n!)? Snadno mizeme dostat dobr}'f odhad odstrané-
nim dolnich celych ¢asti jednotlivych ¢lenti ve vzorci a seCtenim nekonecné
geometrické rady:

| n n n
ep(n.)<]—9—|—]?—|—]¥—l—..
n 1 1
= — 1+—+—2+...
b L (2.3.1)
_n(_P_
p(p—1>
. n
S



Pro p = 2 an = 100 dostavame horni odhad 100, coz je celkem blizko skutec¢né
hodnoté €,(n!) = 97. Obecné roste e3(n!) srovnatelné rychle jako n. Plyne to ze
vZOorce a z toho, ze 15(n) < [logyn]| je pro velkd n zanedbatelné oproti
hodnoté n.

Pro p = 2 a p = 3 ziskdvame odhady ex(n!) ~ n a e3(n!) ~ n/2, zd4 se
tedy logické, Ze by pro néktera n mohlo byt e3(n!) pfesné poloviéni oproti ex(n!).
Skutecéné takové pripady jsou, a to napiiklad pron = 6 an = 7. Plati 6! = 21.32.5;
z prvociselného rozkladu vidime, ze pocet trojek je opravdu polovi¢ni oproti poctu
dvojek. To samé plati pro 7! = 2%.32.5.7. Neni viak dokézano, zda je takovych
pripadii nekone¢né mnoho.

Nerovnost mtizeme pouzit k odvozeni dalsiho odhadu tykajiciho se
déliteltt faktorialu. Snadno ziskavame odhad pro p®™), coz je nejvétsi mocnina
p, ktera déli n!:

™) < ppT (2.3.2)

Tuto nerovnost muzeme jesté zjednodusit (za cenu zhorseni horniho odhadu),
uvédomime-li si, Ze pro kazdé redlné x plati x < 2*~1; tudiz

PP < pptT < (2071 = 2n, (2.3.3)

Odvodili jsme tedy, Ze nejvétsi mocnina libovolného prvocisla, ktera déli n!,
je vzdy mensi nez 2".
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3. Kombinac¢ni ¢islo

3.1 Zavedeni kombinac¢nich d¢isel

Na tvod kapitoly pripomeneme definici kombinac¢niho ¢isla. Pro nezaporné
celé Cislo n a nezaporné celé ¢islo £k < n definujeme kombinac¢ni ¢islo (2) jako
pocet riiznych neuspotadanych k-tic, které lze sestavit z n réznych prvkia bez
opakovani. Pro takto definované ¢islo plati

n n! ne--(n—k+1)
(k) T k-(n—k) k! ) (3.1.1)

a to i pro pripad n = 0 nebo k = 0 diky definici 0! = 1 z pfedchozi kapitoly. Pro
k > n definujme (Z) =0.

Vsechna kombinac¢ni ¢isla (Z), kde n € Ny a 0 < k < n, lze usporadat do
trojuhelnikového schématu tak, Ze na n-tém radku shora (s ¢islovanim od nuly)
najdeme po fadé zleva cisla (g), (’f), cee (Z) Tuto strukturu nazyvame Pascaltiv

trojuhelnik (viz tabulku [3.1)).

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 ) 10 10 ) 1
61 6 15 20 15 6 1

Tabulka 3.1: Prvnich 7 radkt Pascalova trojuhelniku

3.2 Kombinatorické identity

V této sekci predvedeme kombinatorické ditkazy dvou identit, které budeme
vzapéti potfebovat. Vychazime prevazné z kapitoly 5.2 knihy [3]. Obé identity lze
snadno dokazat také pfimo ze vztahu (3.1.1)).

Véta 3.2.1. Pro 0 < k <n platt
n n—1
= . 2.1
Diikaz. ([3), str. 75])

Kolika zpiisoby lze ze tiidy o n studentech vybrat k-clennou komisi s urce-
nim jednoho z ¢lend predsedou? K vysledku lze dospét dvéma zptsoby, které
odpovidaji levé a pravé strané dokazovaného vztahu (3.2.1]).

1. zptsob:

Existuje (Z) zpusobt, jak vybrat komisi. Potom je k& moznosti, jak z této
komise urcit predsedu. Pocet moznosti je tedy k(g)

9



2. zpusob:
Nejprve vybereme piedsedu z n studenti. Poté ze zbyvajicich n — 1 studenti
vybereme k — 1, ktefi doplni komisi. Celkovy pocet moznosti je tedy n(Zj)
O

Véta 3.2.2. Pro 0 < k <n platt

(n— k) (Z) - n(” B 1). (3.2.2)

Dikaz.  Ze ttidy o n studentech potifebujeme vybrat k-clennou komisi a jed-
noho zapisovatele, ktery nebude ¢lenem komise. Kolika zptsoby to lze provést?
Odpovéd lze vyjadrit dvéma zptsoby, které odpovidaji levé a pravé strané doka-
zovaného vztahu (3.2.2]).

1. zptsob:

Vybereme komisi, coz lze provést (Z) zpusoby. Ze zbylych n — k studenti
vybereme zapisovatele. Celkovy pocet moznosti je tedy (n — k) (7).

2. zpusob:

Vybereme nejdrive z n studentii zapisovatele, poté ze zbylych n — 1 studentt

vybereme k-clennou komisi. Pocet moznosti je tedy n(";l)

O

3.3 Parita Cisel v Pascalové trojuhelniku

V této sekci odvodime zajimavy fakt tykajici se kombinacnich ¢isel a jejich
usporadani v Pascalové trojuhelniku. Seznamime se také se zajimavym zptisobem,
jak pro dané n a dané k zjistit paritu kombinacniho cisla (Z) Budeme vychézet
z kapitoly 5.5 knihy [3].

P1i pohledu na Pascaltiv trojihelnik se zda, Zze pocet lichych ¢isel v kazdém
rfadku je vzdy mocnina dvou. Silnéjsi tvrzeni poskytuje zajimava véta, kterou
nyni dokazeme.

Véta 3.3.1. ([3] str. 75]) Pro nezdporné celé ¢islo n je pocet lichych cisel v n-
tém radku Pascalova trojihelniku roven 2°, kde b je pocet jednicek ve dvojkovém
zapisu cisla n.

Napiiklad v 76. fadku Pascalova trojthelniku se podle této véty nachazi 23 = 8
lichych ¢isel, nebot 76 = 64 +8+4 = (1001100),. Jinymi slovy, existuje 8 riznych
hodnot k, pro které je ¢islo 6 liché.

Abychom dokézali vétu vymyslime zptsob, jak urcit paritu cisla (Z)
pro 0 < k < n, a zjistime, kolik z nich je lichych. Budeme potfebovat jednoduché

lemma, které lze odvodit zkouméanim rovnosti a = br.

Lemma 3.3.2. ([3| str. 75]) Budte r,a,b celd cisla takovd, Ze r = §. Pokud je a
sudé a b liche, pak r je sudé. Pokud jsou a © b licha, pak i r je liché.

Nésledujici lemma predstavuje rychlou metodu urceni parity cisla (Z)
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Lemma 3.3.3. ([3, str. 75]) Pokud je n sudé a k liché, pak (}) je sudé. Jinak

platt
n [n/2]
= d2). 3.3.1
() = ([ tmoa 331
Tedy kromé pripadu, kdy n je sudé a k je liché, je parita Cisel (Z) a ( B;gj)
stejna. Napriklad
o7 28 14
= = d 2). 3.2
(51) = (1) = () a2 (332
194) sudé, tim padem

Jelikoz je cislo 14 sudé a cislo 9 liché, je podle lemmatu (

i (gg) je sudé. Naproti tomu
(3.3.3)

£)-()-()-()- ) () msn

25) — \12
tedy (5:) je liché.
Dikaz lemmatu rozdélime na 4 pripady.

Pripad 1: n je sudé a k je liché.

Podle identity (3.2.1)) plati

i) (3.3.4)

()"

tedy zlomek na pravé strané rovnosti ma sudého citatele a lichého jmeno-
vatele. Tedy podle lemmatu je (Z) sudé.

Pripad 2: n je sudé a k je sudé.
Budeme vychazet ze zdkladniho vzorce (3.1.1) pro vypocet kombinac¢niho

cisla.
(n):n(n—l)(n—Q)---(n—k+1)
k 1-2-3---k
:(n—l)(n—S)---(n—k+1) nn—2)(n—4)---(n—k+2)
1-3-5---(k—1) 2. 4-6--k
(=1 =3)-(n—k+1) 27-2(L-1)(2-2) - (2-5+1)
1-3-5---(k—1) 25.1.2.3.. k
(=D =3)-(—k+1)- (1)
N 1-3-5---(k—1)
(3.3.5)

Vysledny jmenovatel je jisté lichy, stejné tak i vSechny cinitele v citateli
3.3.2| maji tedy dcisla (Z) a (Z;;) stejnou

kromé posledniho. Podle lemmatu
paritu. Dostavame tedy pozadovany vysledek

(1) = (62) = ()

(3.3.6)
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Pripad 3: n je liché a k je liché.
S vyuzitim identity (3.2.1) a lemmatu dostavame

(Z) - n(%{;—b = (Z: D (mod2). (3.3.7)

Jelikoz jsou ¢isla n — 1 a k — 1 suda, podle (3.3.6|) plati

(Z:D = (EZ:;@ - GZ;ZD (mod2). (3.3.8)

Tedy pro liché ¢isla n a k opét dostavame pozadovany vysledek (3.3.1]).

Pripad 4: n je liché a k je sudé.
S pouzitim identity (3.2.2)) a podobnou tvahou jako v pfipadu 3 odvozujeme

(Z) N r;(—_k? - (n; 1) = <<n ;/12)/ 2) = GZ@D (mod2). (3.3.9)
Tim je ditkaz lemmatu hotov.

Jak souvisi lemma [3.3.3| s vétou Pripomenme, ze pokud mé c¢islo =
bindrni reprezentaci (bib;_1 ...b1by)2, kde b; € {0,1}, pak je jeho parita urcena
hodnotou by a &islo |2/2] = 0,271 + b; 12072 + - - - + b; m4 binarni reprezentaci
(bbi—1 . .. baby)2. Tento poznatek umoziiuje snadné pouziti lemmatu [3.3.3 k urceni
parity (Z), pokud jsou ¢isla n a k zapsana ve dvojkové soustave.

Priklad 3.3.4. ([3, str. 76]) Urcete paritu &isla ([5).

Nejprve vyjadiime cisla 76 a 52 ve dvojkové soustave:

76 = 64 + 8 + 4 = (1001100),

(3.3.10)
52 = 32+ 16 + 4 = (0110100),

Na zacatek zapisu ¢isla 52 ve dvojkové soustavé jsme pridali nulu, aby mély
binarni zapisy obou ¢isel stejnou délku. Vidime, Ze binarni reprezentace obou c¢isel
kondi ¢islici 0, jedna se tedy o ptipad (:Ejg) Opakovanym pouZitim lemmatu m
dostéavame

(toronn) = (o) = (ontos) = (o) tmez @

Posledni kombina¢ni ¢islo je typu (f;ﬁ;), proto podle lemmatu m je cislo (;g)
sudé.

Obecné bude d¢islo (Z) sudé pravé tehdy, pokud pfi postupném odebirani po-
sledni cifry zbindrniho zapisu obou ¢isel n a k narazime na piipad (f;;ﬁi) To na-
stane v pripadé, Ze se néktera Cislice 1 z binarniho zapisu k nachazi presné pod ¢is-
i L (. ” v s e 76\ __ ((1001100)2
%101‘0 zZ blnarm’ho zapisu n. Lze tedy‘naprlklad hr‘led urcit, ze ¢islo (12) = ( (0001100)'2)
je liché, nebot vSechny ¢islice 1 z binarniho zapisu ¢isla 12 se nachazeji pod cislici

1 z binarniho zapisu ¢isla 76.
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Pro kolik hodnot k tedy bude ¢islo (7]?) liché? Jelikoz 76 = (1001100),, k
musi mit tvar £ = (z00yz00)s, kde x,y,z jsou ¢islice 0 nebo 1. Zfejmé existuje
23 = 8 moznosti, jak volit &islice x,y,z, tedy pro pravé 8 riiznych hodnot k je ¢islo
(7;) liché. Obecnéji, pokud b je pocet jednicek v binarni reprezentaci ¢isla n, pak
existuje 2° hodnot k, pro které je ¢islo (Z) liché. Véta m je dokézana.

Miuizeme jesté zjistit, pro které hodnoty k je (76) liché. Jsou to ¢isla

k

64 + 8+ 4 = 76,
64 +8 = 72,

64 + 4 = 68,
64 = 64,

(3.3.12)

844 =12,
8=38,

4 =4,

0=0.

3.4 Lucasova véta

Jiz vime, jak efektivné urcit pocet lichych ¢isel v n-tém radku Pascalova troja-
helniku z binarniho zapisu ¢isla n. V této sekci vétu zobecnime a pro dané n
a dané prvocislo p ur¢ime pocet ¢isel v n-tém radku Pascalova trojuhelniku, ktera
nejsou délitelnd p. Vyuzijeme pfitom zapisu ¢isla n v ¢iselné soustaveé o zakladu
p. Dostaneme tim tvrzeni znamé pod nazvem Lucasova véta.

Na tuvod predstavime jednoduchou, ale uzitecnou vétu o délitelnosti kombi-
nacnich ¢isel.

Véta 3.4.1. ([3|, str. 114]) Necht je ddano prvocislo p. Potom je p délitelem kom-
binacniho cisla (’,:) pro vsechna prirozend cisla k < p.

k(i) - p@ B D (3.4.1)

nasobek p. Jelikoz je p prvocislo, je nesoudélné s k, tedy p déli (Z)

Dikaz. Podle (3.2.1)) je

0

Zobecnénim dostavame nasledujici vétu, kterou dokazeme stejnym zptisobem.

Véta 3.4.2. ([3, str. 120]) Necht je ddno prvocislo p. Potom pro vSechna o € N
a pro vsechna 1 < k < p® plati:

(pk:> = 0 (mod p). (3.4.2)
Dikaz. Opét podle (3.2.1)) je
pa poc -1
= p” . 4.
() = (i) 543
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Je 1 < k < p®, proto nejvétsi mocnina p, kterd déli k, je nejvyse p®~t. Tedy p

musi byt délitelem (p]: )

O

Definice 3.4.3. ([3, str. 121]) Polynomy s celoc¢iselnymi koeficienty

flx) = Z anx”, g(x) = Z byx" (3.4.4)

jsou kongruentni modulo p, pokud plati a,, = b, (mod p) pro vSechna n.

Poznamka 3.4.4. Kongruenci polynomu zna¢ime pomoci =, tj. piSeme f = g
(mod p).

Poznamka 3.4.5. S¢itdni a nasobeni polynomt zachovava kongruenci: pokud

fi=gafo=g,pak fi+tfo=g +gafi-fo=g g (dikazy téchto
jednoduchych tvrzeni pfenechavame ¢tenéii).

Lemmatu, které nyni predstavime, se nékdy prezdiva ,prvakova binomicka
véta“ (,freshman’s binomial theorem*, [3|, str. 120]).

Lemma 3.4.6. ([3, str. 121]) Pro prvocislo p a o € Ny plati

(1+2)" =1+ 27" (mod p). (3.4.5)

Dikaz. Kongruenci odvodime pomoci binomické véty. Plati

p< o
(1+z)" = Z (pk )xk =1+ 2" (mod p), (3.4.6)
k=0

nebot podle véty jsou vSechny scitance kongruentni s nulou modulo p, az
na pripady k =0 a k = p°.
OJ

[lustrujme pouziti lemmatu na prikladu. Zjistime, pro ktera cisla k je
kombinacni ¢islo (SkQ) liché. Cislo 82 rozepiseme jako soucet mocnin dvojky, tj.
82 = 64 + 16 + 2, a pouzijeme lemma pro p = 2.

82

82
Z ( )xk = (1+2)®

k
k=0

= (14 2)%(1 + 2)'5(1 + 2)? (3.4.7)

= (1+ 21 + 21 + 2?)
=1 4 1‘2 _|_$16 +$18 +.1'64 +.’L‘66 4 1’80 +l’82 (mod2)

Cislo (813) m4 stejnou paritu jako koeficient u 2* v poslednim vyrazu. Napii-
klad (fg) = 1 (mod 2) je liché, zatimco (gg) = 0 (mod2) je sudé. Hodnoty k, pro
které je (813) liché, jsou ty, které lze pséat ve tvaru 64a+ 16b+ 2¢, kde a,b,c € {0,1}.
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Existuje tedy 23 = 8 lichjch hodnot (82) Tedy obecné, pokud ma n binarni zapis
Zl 0 0i2", kde b; = 0 nebo 1, pocet lichych hodnot ( ) je

t

[T +0)=2", (3.4.8)

=0

kde b je pocet jednicek v bindrnim zapisu n. Vlastné jsme jinym zptisobem do-
kézali vétu 3.3
Nyni jsme pfipraveni vyslovit a dokazat Lucasovu vétu.

Véta 3.4.7. ([B, str. 589], [14, sekce XXI]) Necht je ddno prvocislo p a cisla
nk € Ny, pricemz n = 3 . bip" a k = 3 gcip’ pro 0 < byci < p jsou zdpisy
cisel n, resp. k, v soustave o zdkladu p. Potom plati

(Z) =11 (i) (modp). (3.4.9)

i>0

Diikaz. 7 binomické véty a lemmatu plyne

= (1 n
Z(k)x (1+2)

k=0

(1+x)b0+b1p+b2p2+m

(14 2)*(1 + 2)PP(1 4 2)»7 ... (3.4.10)
(1+ x)bO(l + 2P (14 a)

= HZ < ):c“’ (mod p).

>0 7;,=0

Jelikoz b; < p a pro b; < j je (g’) = 0, dostavame

Z( )x _HZ< )fﬂ”’ (mod p). (3.4.11)

k=0 >0 7,=0

Koeficient u ¢lenu z* na levé strand (3.4.11) je (Z) Zjistime, jak vypada
koeficient uz* na pravé strané. Po rozndsobeni souc¢inu mé kazdy ¢len tvar

(bo) o (b.l)mjlp (b?)xng . (3.4.12)
Jo 1 J2

Aby byl ve vybraném ¢lenu exponent u x roven k, musi platit
k=jo+ap+gp’+--. (3.4.13)

Jelikoz je 0 < j; < p — 1, existuje pouze jeden zpiisob, jak rovnosti dosahnout:
(3.4.13)) musi byt zapis k vsoustavé o zédkladu p, tedy j; = c¢;. Koeficient u z* na
pravé strané (| m je tedy (bo) (bl) . Jelikoz jsou koeficienty u z* na obou

strandch (3.4.11]) kongruentni modulo P, dostavame

(Z) = (iz) (2) (Z) ... (modp), (3.4.14)
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coz jsme meéli dokazat.

O

Pomoci Lucasovy véty lze snadno zjistit, jaky je zbytek (Z) pii déleni libo-
volnym prvocislem p. Zamysleme se naptiklad nad pripadem n = 97, k = 35 a
p=5.

97 =3-52+4-5+2 = (342);

3.4.15
35=1-5"4+2-5+0=(120); ( )

Podle Lucasovy véty je

(gg) = <i)> (;l) (3) =18 = 3 (mod ). (3.4.16)

Naproti tomu pro k =38 =1-52+2-5+ 3 = (123)5 je

(Zg = (?) (3) (2) = 0=0(mod5). (3.4.17)

Vsimnéme si, Ze se Cislice 3 nachézi pod éislici 2 v zapisech ¢isel 38 = (123)s, resp.
97 = (342)5, v pétkové soustave. V tim padem vznika &initel (g) =0,
proto je (g;) délitelné péti. Nadesel cas predstavit zajimavy disledek Lucasovy
véty, ktery je zobecnénim véty [3.3.1]

Véta 3.4.8. ([5, str. 590]) Necht je dano prvocislo p a ¢isla n,k € Ny, pricemz
n=>.,biptak=>._,cp pro0 < b < p jsou zdpisy cisel n, resp. k,
v soustavé o zakladu p. Potom pocet hodnot k, pro ktere plati

(Z) = 0 (mod p), (3.4.18)

je
(b +1). (3.4.19)

1=0

Drikaz.
Podle Lucasovy véty nastava (3.4.18|) pravé tehdy, kdyz je soucin na pravé
strané (3.4.9) nenulovy. To je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdé i plati

(b) £ 0 (mod p). (3.4.20)

Ci

Jelikoz pro kazdé ¢ plati b; < p, existuje b; + 1 moznych hodnot c¢;, pro které plati

(3.4.20).
0

Jelikoz je 97 = (342)5, diky vété vime, ze v 97. fadku Pascalova troji-
helniku je (3+1)-(4+1) - (24 1) = 60 ¢isel, ktera nejsou délitelna péti.
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1
1 1
1 0 1
P, 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
Pl 1 1 1 1 1 1 1

Tabulka 3.2: Rozmisténi lichych ¢isel v Pascalové trojihelniku

3.5 Pascaluv trojihelnik modulo 2

Zminime jesté zajimavou vlastnost Pascalova trojuhelniku, ktera se tyka pa-
rity jeho ¢isel; nahradime-li licha a sudé ¢isla v Pascalové trojuhelniku dvéma
barvami, ziskdme obrazek, ktery pripomina fraktal znamy jako Sierpinského troj-
thelnik [15].

Nahradme pro predstavu kazdé ¢islo v Pascalové trojuhelniku jeho zbytkem
po déleni dvéma. Ziskavame tak trojuhelnik, ve kterém se nachéazi pouze cisla 1
a 0. Oznacime-li P, prvnich 2" fadkd tohoto trojihelniku (zapocitavame i nulty
fadek), potom F,.; je trojuhelnik, ktery se sklada ze t¥i kopii P, a vnitiniho
trojihelniku obsahujicitho pouze nuly, viz tabulku tuto skutecnost vzapéti
dokézeme. Kopie trojihelniku P, vlevo dole a vpravo dole budeme pro jednodu-
chost nazyvat ekvivalentni trojuhelniku P,.

Chceme dokéazat, ze pokud vybereme libovolné ¢islo v P,, potom cdisla na
odpovidajicich pozicich v trojihelnicich ekvivalentnich P, vlevo a vpravo dole
v trojihelniku P, maji stejnou hodnotu (mod 2) jako vybrané ¢islo v P,. Po-
divejme se na kombinacni ¢islo (2), tedy c-té cislo v r-tém rfadku v trojihelniku
P,. Jelikoz P, ma 2" tadkl, obé ¢isla r, ¢ musi byt mensi nez 2". Ve dvojkové
soustavé mohou byt tedy zapsana jako

r="Tp—-1...7T27T17T9 (3 5 1)

C=Cp—1...C2C1Cp.
Trojtahelnik P, mé 2" fadkt a v jeho poslednim fadku se nachazi 2" ¢isel. Proto
&slu (7) v P, odpovida ¢slo (2":q~) v levém dolnim ekvivalentnim trojihelniku a

v/ on
&islo ( +r

on +c) v pravém dolnim ekvivalentnim trojihelniku.
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Podle Lucasovy véty plati:

2" 4 r . 17’n_1...7"0 . 1
( c ) B <00n—1~~-00> - (0)
r
. .

G =(rmy= ()
= () () = (0 omoa

Zbyva dokazat, ze P, a dva jemu ekvivalentni trojuhelniky obklopuji troja-
helnik skladajici se ze sudych cisel. Zaméime se na prvni fadek Pascalova troj-
uhelniku pod trojuhelnikem P, tj. fadek s poradovym cislem r = 2". V ném
se nachézi 2" + 1 ¢isel, konkrétné jsou to cisla (’;) pro 0 < ¢ < 2". Na zacatku
i na konci radku se nachéazi ¢islo 1. Jsou to vrchni ¢isla v levém dolnim, resp.
pravém dolnim, trojihelniku ekvivalentnim P,. VSechna zbyvajici ¢isla v tomto
rfadku maji ve svém dvojkovém zapisu alespon jednu jednicku a jsou mensi nez
2". Svyuzitim Lucasovy véty odvozujeme

() =) =)~ () (0) =0 tmoan. wsa

tedy vSechna ¢isla kromé prvniho a posledniho jsou v tomto radku suda.

Co se déje v nésledujicim fadku? Jelikoz je (T’ng) = (2) + (011)7 tj. c-té cislo
v r 4+ 1-tém tadku je souctem c — 1-tého a c-tého cisla v fadku predchozim, musi
vSechna cisla z tohoto fadku patfici do zkoumaného vnitiniho trojihelnika byt
téz suda. Jejich pocet je o 1 mensi. Stejnym zptisobem lze dokéazat, ze i vSechny
dalsi fadky vnitfniho trojihelniku obsahuji pouze suda ¢isla. V poslednim radku
trojuhelniku P, uz se nachézi jen licha ¢isla.

3.6 Kummerova véta

V tvodu této sekce predvedeme vétu, kterd dava odpoved na otdzku, jakou
nejvétsi mocninou prvocisla p je délitelné kombinacni ¢islo (;:L) K jejimu dikazu
vyuzijeme vzorec ([2.2.8) z predchozi kapitoly.

Nez tak ucinime, pfipomenme symbol €,(n!), ktery byl definovan v kapitole
a oznacuje nejvétsi mocninu prvocisla p, ktera déli ¢islo n!. Podobné pro libovolné
pfirozené ¢islo n budeme €,(n) znacit nejvétsi mocninu p, ktera déli n. Je zfejmé,
zZe pro prirozena a, b plati tyto vztahy:

ep(a-b) = ey(a) + €,(b),
Cp(a/b) = €p(a) — ep(b) (pOkud a/b c N) (361)

Déle pfipomenme symbol v,(n) oznacujici ciferny soucet ¢isla n pii reprezen-
taci v soustavé o zakladu p.

Véta 3.6.1. Necht je ddno prvocislo p. Potom plati

. (()) _ wyln—m) +wy(m) — vy(n) 562

m p—1
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Diikaz. S pomoci vztaht (2.2.8) a (3.6.1]) odvozujeme

() == (=)

— &, (n)) — ey{(n —m)1) — ey(ml)

_n—yn) n-—m-—yn-—m) m—y(m) (3.6.3)
p—= 1 p— 1 p— 1
_ vp(n=m) + vp(m) — vp(n)
p—1
O

Rozmyslime si, Ze ¢islo na pravé strané vztahu (3.6.2)) se d& interpretovat i
jako pocet prenosti pii s¢itani ¢isel m a n —m v soustavé o zékladu p. Vysledna
véta, kterou nyni uvadime, je znama jako véta Kummerova.

Véta 3.6.2. ([12] str. 115], [10]) Necht je dano prvocislo p a prirozend ¢isla n,m,
pricemzZ n > m. Potom plati, Ze c¢islo €, ((:1)) je rovno poctu prenost pri scitani
cisel m a n —m zapsanych v ciselné soustave o zakladu p.

Diikaz. Pro ucely dikazu piipustme zapis ¢isel v soustavé o zakladu p zacinajici
nulou. Polozme r = n — m. Necht tedy

n=mngng—1...MNo,
m = mgMg_1 ... Mo, (3.6.4)

r=7Tqrq—1---To

jsou zapisy ¢isel n, m,r v soustavé o zakladu p.
Pokud na j-té pozici dochazi pii s¢itdni m + r k pfenosu, definujme ¢; = 1,
jinak ¢; = 0. Formélnéji, zavedeme-li ¢_; = 0, pro 0 < j < d definujeme

c; =1, pokud m;+r;+cj_1 > p,

3.6.5
c; =0 jinak. ( )
Poznamenejme, ze musi byt ¢y = 0.
Potom pro j > 0 dostavame
n; =1m; + ] + Cj—1 — PCy. (366)
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S vyuzitim véty odvozujeme

() =

d
> j—o(my + 15 — 1)

p—1
Yo+ pey)
- P

3.6.7

(e e+ (0 — 1)) (36.7)
- -
_ Ca—C + E?:o((p 1)01)
- =

coz je celkovy pocet prenost pri sc¢itani r + m.

O

Poznamka 3.6.3. Pocet prenosi prfi scitani ¢isel n — m a m je roven poctu
,Vypujcek® pii odecitani ¢isla m od ¢isla n [16]. Oznaéme opét r = n —m a
nechft jsou zapisy ¢isel n, m, r v soustavé o zakladu p. Pokud na j-té pozici
dochazi pfi odecitani n — m k vypijcce, definujme b; = 1, jinak b; = 0. Jelikoz
n > m, musi byt by = 0. Pro j > 0 dostavame r; = n; — m; — b;_1 + pbj,
po upravé n; = m; + r; + bj_1 — pb;. Srovnanim se vztahem dostavame

_1 — pcj = bj_y — pb;. Jelikoz pro j > 0 jsou b;,c; € {0,1} a p > 1, musi byt
b; = c¢;. Tedy pfi odéitani n — m dochazi k vypijcce pravé na téch pozicich, na
kterych dochézi k prenosu pii s¢itani m + 7.

Zajimavé nestandardni dikazy Kummerovy véty a vzorce (2.2.8)) lze najit
v [20].

Kummerovu vétu mtizeme vyuzit pii feseni riznych prikladd na délitelnost a
pri dokazovani dalsich vét o délitelnosti kombinacnich ¢isel. Za¢néme s Tfesenim
ptikladu, ktery se objevil v Matematické olympiadé v SSSR, [16].

Piiklad 3.6.4. ([16, str. 4]) Ukaite, Ze ¢islo () nenf délitelné sedmi.

Jelikoz 1000 — 500 = 500, chceme provést s¢itani ¢isel 500 4 500 v sedmickové
soustavé. Cislo 500 mé v sedmickové soustavé zapis 1313. P¥i s¢itani 1313 + 1313
nedochazi k zadnému prenosu, tedy podle Kummerovy véty je 67 ((1500000)) = 0.

Tento priklad lze ziejmé Tesit také prfimo pomoci vzorce . Cislo 1000

mé v sedmickové soustavé zapis 2626, tedy dostavame

1000 v72(1000 — 500) + v7(500) — v7(1000)
()=

500 6 (3.6.8)

84816

=0.
6
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Véta 3.6.5. ([10] str. 8]) Necht je ddano prvocislo p. Potom pocet kombinacnich
cisel z (3 ,(7{),. o (Z), kterd jsou nasobky p, jen+1—(ng+1)(n1+1)...(n.+1),
kde ng, . ..,n, jsou cislice pri zdpisu n v soustavé o zakladu p.

Diikaz. Necht jsou n =ng+np+---+n.p'(n, #0)aa=ap+ap+---+ap’
rozvinuté zapisy n a a v soustavé o zakladu p. Podle Kummerovy véty a po-
znamky p nedéli (") pravé tehdy, kdyz n; > a; pro v8echna i € {0,...,r}.
Pocet kombinac¢nich ¢isel z (8),(’{), e (Z), ktera nejsou nasobkem p, je tedy
(no +1)(ny +1)...(n, + 1), nebot pro libovolné i lze a; vybrat n; + 1 zpisoby.
Ostatni kombina¢ni ¢isla jsou nasobky p.

O

Véta predstavuje zobecnéni dfive dokazané véty [3.3.1] kterou ziskame
volbou p = 2.

Véta 3.6.6. ([16, str. 10]) Je-li n > 1, pak nejvétsim spolecngm délitelem kombi-
nacnich ¢isel (71‘), (g), . (nfl) je p, pokud je n mocninou prvocisla p, jinak 1.

Diikaz. Oznac¢me d nejvétsiho spolecného délitele kombinacnich cisel (Tl‘), (;‘),
. (nﬁl) pron > 1. Jelikoz (") = n, d musi byt délitelem n. Necht je p libovolné

1
prvocislo, které déli n.

Nejprve uvazme pripad, Zze n je mocninou p, piSme n = p". Potom zapis
¢isla n v soustavé o zékladu p je 10...0 s poctem cifer » + 1. Necht mé ¢islo
a € {l,...,p" — 1} v soustavé o zdkladu p zapis ay...a1a00...0, ag # 0, pocet
nul na konci tohoto ¢isla oznacme s (tedy a je ve tvaru p*-q pro néjaké ¢ nesoudélné
s p). Potom maé ¢islo n — a v soustavé o zédkladu p zépis (p—1)...(p—1)(p—1—
ag)...(p—1—ay)(p—ap)0...0. Toto ¢islo mé r cifer a koné¢i s nulami.

P1i pricteni ¢isla a k ¢islu n — a dochazi presné k r — s prenostim, podle
Kummerovy véty je tedy €, ((Z)) =r—s.

Pokud zvolime a = p"!, pak ¢, ((Z)) =r—(r—1) =1, proto d < p. Pro toto
i kterékoli jiné a € {1,...,p" — 1} je s < r, tedy €, ((Z)) > 0, a proto d = p.

Nyni zvazime pripad, ze n neni mocninou p, tedy lze psat n = p” - m, pricemz
m > 1 a cisla p, m jsou nesoudé€lna. Potom zapis ¢isla n v soustavé o zakladu p
je my...mimg0...0, kde mg > 1 a pocet nul na konci tohoto ¢isla je r.

Uvazme c¢islo b = p". Jeho zapis v soustavé o zakladu p je 10...0, pocet nul
je r. Cislo n — b ma tedy zapis my ...mq(mg —1)0...0.

Pti pricteni cisla b k ¢islu n — b nedochézi k zadnému prenosu, podle Kumme-
rovy véty tedy kombinacni ¢islo (7;) neni délitelné p. Tj. zadny prvociselny délitel
n nedéli d, proto d = 1.

OJ

Poznamka 3.6.7. V ¢lanku [I1] je podrobné popséano, jak najit nejvétsiho spo-
le¢ného délitele kombinacnich ¢isel (Z), o ,(Z) pror < s <n.

Priklad 3.6.8. (|16, str. 5]) Ukazte, ze kombina¢ni ¢islo (*') je ndsobkem n + 1.
K feSeni vyuzijeme Kummerovu vétu. Je-li p libovolny prvociselny délitel
¢isla n 4+ 1 a €,(n + 1) = [, pak ¢islo n + 1 méa v soustavé ozdkladu p zapis

21



ay . ..a1a00 . ..0, kde ag # 0 a pocet nul za ag je roven [. Cislo n ma v soustave
ozakladu p zapis ay, ...a1(ap—1)(p—1)...(p—1) (na konci ¢isla je [ ¢islic p—1).
Pri s¢itani n 4+ n v soustavé o zakladu p dochazi k alespon [ prenostm, tj.

2n
epn+1) < ep(<n>). (3.6.9)

Ukéazali jsme, Ze exponent libovolného prvocisla p v prvociselném rozkladu
¢isla (2;1) je vétsi nebo roven exponentu tohoto prvocisla v rozkladu ¢isla n + 1;
odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.

Poznamka 3.6.9. Cislo C,, = %H(Q:) se nazyva n-té Catalanovo c¢islo. Ukéazali
jsme, ze takto definované ¢islo je vzdy celé. Tuto skutecnost lze dokazat i kombi-
natorickou tvahou; viz kapitolu [5], kde se Catalanovym ¢islim a jejich vyznamu

v kombinatorice vénujeme podrobnéji.

Priklad 3.6.10. ([I6, str. 6]) Ukazte, Ze pro n > 1 je (*") sudé a 4 nenf délitelem
(2:) pravé tehdy, kdyZ n je mocninou dvojky.
Zjistime, pro kterd n > 1 je e5((*")) = 1. Plati 15(2n) = 15(n), tedy podle

je '
€ ((2”» = 205(n) — 15(2n) = 1a(n) > 1, (3.6.10)

n

tj. kombinacni ¢islo (2:) je sudé. Navic plati:

2
€2 (( n)) =1 & w(n)=1 < n jemocninou dvojky. (3.6.11)
n

Piiklad 3.6.11. (4, str. 201]) Ukazte, Ze pro prostfedni binomické koeficienty
plati:

(Qn) =(—1)»™ (mod 3),

n

pokud se v trojkovém zapisu c¢isla n vyskytuji pouze cislice 0, 1,

(Qn) =0 (mod 3) jinak.

' (3.6.12)

Pokud ma ¢islo n ve svém trojkovém zapisu cislici 2, pak pfi s¢itani tohoto
¢isla sama se sebou dochazi k prenosu, tedy podle Kummerovy véty je délitelné
tfemi. Tim je dokadzana druhd ¢ast tvrzeni. Pokud trojkovy zapis obsahuje pouze
c¢islice 0, 1, pak 2n ma v trojkovém zapisu cislice 2 pravé na téch pozicich, kde
ma n Cislice 1. Tedy podle Lucasovy véty

(=0

Vysledek z predchoziho prikladu se da celkem snadno zobecnit pro zbytky pii
déleni libovolnym prvocislem p. K tomuto tcelu zavedeme operétor v, ;(n), ktery
zna¢i pocet Cislic v zapisu (n), majicich hodnotu j (pfedpokladame 0 < j <
p). Nyni mtzeme zformulovat vétu, jejiz diukaz lze provést analogicky s feSenim
prikladu [3.6.11}

(=1)=™  (mod 3). (3.6.13)

22



Véta 3.6.12. ([4, str. 201]) Necht je ddano prvocislo p a necht S je mnozina vSech
s € N, pro kterd plati, Ze vSechny cislice v zdpisu (s), magji hodnotu nejvyse p/2.
Potom

\ Vo ()
2 2 P,J
(:) EH ( j) (mod p), pokud n € S,
i N (3.6.14)

2
(:) =0 (mod p) jinak.

3.7 Kdy je kombinac¢ni ¢islo mocninou?

Kummerova véta fika, jakou nevétsi mocninou daného prvocisla p je délitelné
kombinacni ¢islo (Z) V této sekci zjistime, ve kterych ptipadech je kombinac¢ni
¢islo (Z) rovno mocniné néjakého prvocisla. V ¢lanku [9] dokazal autor, ze k této
skutecnosti dochazi ztidkakdy, konkrétné pouze pro k£ = 1 nebo £k = n — 1, pokud
n je mocninou prvocisla. Pozdéji se podarilo Wolfgangu Stahlovi vétu dokazat
elegantné s vyuzitim Legendreova vzorce.

Véta 3.7.1. ([19]) Necht jsou ddna ptirozend cisla n,k a prvocislo p. Potom
mauze byt (Z) prirozenou mocninou p pouze pro k =1 nebo k =n — 1.

Diikaz. Ziejmé nemtiize byt (Z) prirozenou mocninou p pro k > n; zbyva dokazat,
ze (Z) neni prirozenou mocninou p pro 1 < k <n — 1.
Uvédomme si, Ze pro realna z,y je

lz+yl—[z] -yl <L (3.7.1)

Uréeme m € N tak, aby pro dand éisla n,p platilo p™ < n < p™*1. Potom
podle (2.2.7) a (3.7.1)) je

() o) -SG5 em o

Pro1 <k <n—1 plati p" < (’IL) < (Z), tj. (Z) nemize byt mensi mocninou p

nez p™*; soudasné nemiize byt (}) vétsi mocninou p nez p™ podle (3.7.2).

O

V ¢lanku [18] dokézal autor vétu s vyuzitim Kummerovy véty. Provedme
totéz!

Priklad 3.7.2. Pouzijte Kummerovu vétu k dikazu véty [3.7.1]
Zvolme m € N tak, aby pro dana ¢isla n, p platilo p™ < n < p™*!. Cislo p™
ma v soustavé o zakladu p stejny pocet cifer jako n (tedy m + 1), tj. pfi s¢itani

¢isel k € {1,...,n—1} a n—k dochazi k nejvyse m pfenosim. Podle Kummerovy
véty je tedy
& ((k)) <m = pl@) <pmen (373

Prol<k<n-—1ljen< (Z), tedy pﬁ”«z)) < (2), proto (Z) neni mocninou p.
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Sekci uzavieme tvrzenim od Pala Erdose, ktery dokazal, ze kombinac¢ni ¢islo je
zi{dkakdy mocninou piirozeného &isla (s exponentem > 1), konkrétné (7) mize
byt mocninou pouze pro 3 < k < n — 3. Dikaz pro jeho rozsah neuvadime,
muzeme jej nalézt napiiklad v knize [1].

Véta 3.7.3. ([, str. 14]) Rovnice (}}) = m! nemd Zddné celociselné feseni pro
[>T a3<k<n-—3.
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4. Fibonacciho ¢isla

4.1 Rekurentni vzorec

Kapitolu o Fibonacciho ¢islech uvedeme notoricky znamou tlohou s kraliky;,
ktera Fesitele na Fibonacciho posloupnost pfimo navede (vychazime z knihy [g]).
Méjme par cerstvé narozenych kraliki opac¢ného pohlavi. Zajima nas, jak pocet-
nou rodinu (resp. kolik part) ziskdme z tohoto jednoho pocatecniho paru za jeden
rok, plati-li tyto zasady:

1) Kazdy narozeny par (jeden samec a jedna samice) dospéje za 1 mésic.

2) Dva mésice po narozeni paru (tj. 1 mésic po dosazeni dospélosti) a kazdy
dalsi mésic porodi samice z tohoto paru jeden novy par kralikt (opét samce
a samici).

3) Béhem celého roku nezemfte zadny kralik.

Pokud budeme fesit tlohu tak, ze kazdy mésic zapiSeme pocet noveé narozenych
pari kralikd, pocet dospélych part a celkovy pocet part, dostaneme tabulku [4.1]
Pocet nové narozenych pard je vidy roven poctu dospélych part z predchoziho
meésice a pocet dospélych pari je roven celkovému poctu pard z predchoziho
mésice. To znamena, Ze celkovy pocet part po n meésicich, kde n > 2, je souctem
poc¢tu part po n — 1 a n — 2 mésicich. Odtud snadno zjistime, ze celkovy pocet
part po jednom roce je 233.

Pocet novée Pocet dospélych Celkovy pocet

narozenych pari pari pari

Start 1 0 1

Po 1 mésici 0 1 1
Po 2 mésicich 1 1 2
Po 3 mésicich 1 2 3
Po 4 mésicich 2 3 5
Po 5 mésicich 3 5 8
Po 6 mésicich 5 8 13
Po 7 mésicich 8 13 21
Po 8 mésicich 13 21 34
Po 9 mésicich 21 34 55
Po 10 mésicich 34 55 89
Po 11 mésicich 55 89 144
Po 1 roce 89 144 233

Tabulka 4.1: Reseni tlohy s kréliky

Posloupnost ¢isel ve druhém (popiipadé t¥etim) sloupci tabulky je znama
jako Fibonacciho posloupnost (druhy a tfeti sloupec se lisi jen posunutim, definice
Fibonacciho posloupnosti jsou v literature nejednotné — nékdy se zacina nulou,
jindy jedni¢kou). Toto jméno ji v8ak dal Edouard Lucas a# v roce 1876. Piezdivka
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Fo=0 Fs=5 [Fp=5 [I;;=0610 Fy=6765

Fi=1 Fs=8 [F31 =89 [I=987 F5 =10946
=1 F,=13 Fiu=144 Fy; =1597 Fy =17711
F3:2 F8:21 F13:233 F18:2584 F23 :28657
Fy=3 Fy=34 Fyy =377 Fi9=4181 Fy = 46368

Tabulka 4.2: Prvnich 25 Fibonacciho ¢isel

Fibonacci vznikla zkrdcenim souslovi Filius Bonaccii (v prekladu zlatiny Bo-
nacciho syn — ten zpopularizoval posloupnost ve své knize Liber Abaci).

Fibonacciho posloupnost {F),}22, je jednozna¢né uréena dvéma pocate¢nimi
¢leny a rekurentnim vzorcem:

(1)F0:O,F1:1

4.1.1
(Q)Fn:Fn—1+Fn—27nZ2 ( )

S uzitim rekurentni definice nalezneme prvnich 25 Fibonacciho ¢isel, viz ta-

bulku (4.2]

4.2 Deélitelnost Fibonacciho ¢isel

V této sekci se podivame na nékteré jednoduché vlastnosti Fibonacciho cisel
tykajici se délitelnosti. Zacneme velmi dilezitym tvrzenim o nesoudélnosti dvou
po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel. Pfi pozorovani tabulky [4.2] pfirozené dojdeme
k hypotéze, ze kazda dvé po sobé jdouci Fibonacciho ¢isla jsou nesoudélna, tj.
nejvétsi spolecny délitel dvou po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel je 1. Nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou pfirozenych ¢isel m, n budeme nadéle znac¢it NSD(m,n),
plati tedy napt. NSD(F5,Fs) = NSD(5,8) = 1.

Véta 4.2.1. ([8, str. 8]) Pron € Ny plati NSD(F,,,F,,11) = 1.

Diikaz. Snadno se presvédéime, Ze véta plati pro n = 0, tedy NSD(Fy,Fy) =
NSD(0,1) = 1. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni neplati, tj. existuje nejmensi
r > 0, pro které NSD(F,,F,,1) > 1. Existuje tedy pfirozené d > 1, které je
délitelem cisel F,. i F..1. Pro Fibonacciho ¢isla plati F..1 = F, + F,._1, z ¢ehoz
vyplyva, ze pokud d déli F, i F,..1, potom musi byt i délitelem ¢isla F,._;. Tedy
plati NSD(F,_1,F,) > 1, coz je v rozporu s piedpokladem, Ze r je nejmensi ¢islo,
pro které tvrzeni neplati.

O

Stejnym zptisobem miizeme snadno odvodit velmi podobnou vlastnost Fibo-
nacciho ¢isel, kterou téz zformulujeme jako vétu.

Véta 4.2.2. ([8, str. 8]) Pron € Ny plati NSD(F,,,F,12) = 1.
Dokazeme jesté jednu vlastnost Fibonacciho ¢isel tykajici se délitelnosti:

Véta 4.2.3. ([8, str. 9]) Soucet Sesti po sobé jdoucich Fibonacciho isel je vidy
delitelny 4. Navic pro pevné zvolené n € Ny plati:

5
ZFn—i—r :Fn"'Fn—i-l+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5 :4Fn+4 (421)
r=0
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Dikaz.

5
ZFn+r:Fn+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5
r=0

= (Fu+ Fuq1) + Fuya + Foys + Fuya + (Fogs + Fuga) (4.2.2)
=2F, 0+ 2F, 3+ 2F, 4 = 2(Fhyo + Fogs) + 2F, 44
= 4Fn+4

Podobnym zptisobem bychom mohli odvodit i nasledujici tvrzeni:

Véta 4.2.4. ([8, str. 9]) Soucet deseti po sobé jdoucich Fibonacciho cisel je vidy
delitelny 11. Navic pro pevne zvolené n € Ny plati:

9
> Fupr =11F (4.2.3)
r=0

Poznamenejme jeste, ze véty a plati nejen pro Fibonacciho posloup-
nost, ale také pro kazdou posloupnost ¢isel {a,, }>° , ktera splituje rekurentni vztah
Gy = Gp_1 + Gyp_o Pro n > 2, coz je patrné z dikazu véty

4.3 Dlazdéni

V této sekci kombinatoricky odvodime nékteré uzitecné vlastnosti Fibonacciho
Cisel souvisejici s délitelnosti. Ulohy, které nas k témto zajimavym vysledkéim
dovedou, se tykaji urcovani poctu zpisob, jak lze vydlazdit obdélnik o danych
rozmérech dlazdicemi urcitého typu.

Priklad 4.3.1. ([8, str. 33]) Za¢néme s obdélnikem o rozmérech 2 x n pro n > 1.
Chceme takovy obdélnik pokryt dlazdicemi o rozmérech 1 x 2 (horizontalnimi),
které vSak mizeme rovnéz pouzit jako dlazdice o rozmérech 2 x 1 (vertikalni).
Dlazdice se navzajem nesméji prekryvat.

Pro n > 1 oznacme ¢, pocet moznosti, kterymi lze pokryt obdélnik o roz-
mérech 2 X n dlazdicemi o rozmérech 1 x 2 nebo 2 x 1. Zfejmé ¢; = 1, na pokryti
obdélnika 2 x 1 potfebujeme dlazdici 2 x 1. Pokryti obdélnika 2 x 2 lze provést
dvéma zpusoby, a to bud pouzitim dvou dlazdic 1 x 2 (horizontalnich), nebo pou-
zitim dvou dlazdic 2 x 1 (vertikdlnich). Obé moznosti jsou znézornény na obrazku
4.1|(a). Tedy go = 2. Pro n > 3 se zamysleme nad moznostmi pokryti prvniho
sloupce obdélnika 2 x n. Snadno zjistime, zZe existuji dvé moznosti:

(i) Pokryjeme tento sloupec dlazdici 2 x 1 (vertikdlni). Potom zbyvajici ¢ast
obdélnika o rozmérech 2 x (n — 1) muZe byt pokryta ¢, 1 zpusoby, viz

obréazek [4.1](b).

(ii) Pokryjeme tento sloupec levymi polovinami dvou dlazdic 1 x 2 (horizontél-
nich) umisténych nad sebou. Tyto dlazdice sou¢asné pokryji i druhy sloupec
obdélnika zleva, zbyva tedy pokryt jesté obdélnik o rozmérech 2 x (n — 2),
coZ lze provést g,_» zptsoby, viz obrazek [.1fc).

27



Jiné mozZnosti nez ty popsané v (i) a (ii) neexistuji a zaddné pokryti nemize
byt zaroven zahrnuto v pfipadu (i) i v pfipadu (ii), proto plati:
Gn = Gn-1+ G2 pro n>3, ¢ =1, g =2. (4.3.1)

Protoze q1 = Fy, ¢ = F3 a kazdy dalsi ¢len posloupnosti {g,} je sou¢tem pied-
chozich dvou ¢lenti, musi platit

Gn = Fpy1, n > 1. (4.3.2)

(b) ()
Obrazek 4.1: Znazornéni moznosti dlazdéni v prikladu

Uvedme jesté jeden jednoduchy, v podstaté analogicky, le¢ méné tradi¢ni pii-
klad.

Piiklad 4.3.2. ([8, str. 34]) Necht je dan obdélnik o rozmérech 1 x n, ktery
chceme vydlazdit pouzitim dlazdic dvou typ1i, a to ¢tvercovymi o rozmeérech 1 x 1
a obdélnikovymi o rozmérech 1 x 2. Oznacme [,, pocet moznosti, jak vydlazdit
obdélnik o rozmérech 1 X n. Ziejmé l; =1, I, = 2.

Abychom odvodili rekurentni vzorec pro [,, uvazme, jakymi zpusoby muze
byt pokryto prvni pole obdélnika pro n > 3:

(i) Prvni pole bude pokryto ¢tvercovou dlazdici, viz obr. 4.2(a). Potom zbyva
pokryt obdélnik 1 x (n — 1), coz lze provést I, _; zpusoby.

(ii) Prvni pole bude pokryto obdélnikovou dlazdici, ktera soucasné pokryje i
druhé pole, viz obr. [4.2(b). Potom zbyva pokryt obdélnik 1 x (n — 2), coz
lze provést [,,_o zptisoby.

Jiné moznosti nez ty popsané v (i) a (ii) neexistuji a zadné pokryti nemtize
byt zaroven zahrnuto v pfipadu (i) i v pfipadu (ii), proto plati:

ln = ln—l + ln_g Pro n Z 3, ll = 1, lQ = 2, (433)

tedy
ly=Foir, n> 1. (4.3.4)
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Obrazek 4.2: Znézornéni moznosti dlazdéni v piikladu [4.3.2]

Poznamenejme, ze existuje jednoduché souvislost mezi dlazdénimi v prikla-
dech a[4.3.2] Dlazdéni z ptikladu [4.3.2] ziskdme rozdélenim velkého obdélniku
2 x n (viz obr. [4.1(b,c)) na dvé stejné ¢asti podle vodorovné osy.

Nyni zformulujeme dalsi tvrzeni o Fibonacciho ¢islech, které dokazeme kom-
binatoricky s vyuzitim znalosti nabytych pi¥i FeSeni piikladu [4.3.2]

Véta 4.3.3. ([8, str. 36]) Pro m > 1 an > 0 plati:

Foim = FnFrir + Fr 1 F,. (4.3.5)

Dikaz. Pron = 0je F,, = Fp = 0 a F,.y = F; = 1, v takovém pftipadé
ziejmé plati pro kazdé m > 1. Pokud je m = 1, potom F,, = F} =1 a
F_1 = Fy = 0, v takovém pripadé plati pro kazdé n > 1. Nadale tedy
predpokladejme, ze m > 2 an > 1.

Uvazme obdélnik o rozmérech 1 x (n + m — 1), viz obrazek [1.3(a). Podle
vysledku z piikladu 1ze takovy obdélnik pokryt F(,im—1)+1 = Fuim zplsoby
s pouzitim dvou typi dlazdic, a to o rozmérech 1 x 1 a 1 x 2. Nyni ur¢ime pocet
moznych pokryti takového obdélnika jinym zpiisobem — budeme sledovat, jaké
jsou moznosti pokryti n-tého pole obdélnika (poécitéano zleva).

(i) Prepokladejme, Ze n-té pole obdélnika je pokryto obdélnikovou dlazdici,
ktera soucasné pokryva i pole n—+ 1, viz obrazek (b) Existuje F(,,—1)4+1 =
F,, moznosti, jak pokryt ¢ast obdélnika nalevo od sledovaného n-tého pole
(tj. pole 1 az n — 1). Déle existuje F{(n+m—1)—(nt1))+1 = Fm—1 moznosti, jak
pokryt ¢ast obdélnika napravo od pole n + 1 (tj. pole n + 2 az n+m — 1,
kterych je (n+m—1)—(n+1) = m—2). Celkem je tedy F,,_1 F,, moznosti,
jak pokryt pole vlevo a vpravo.

(ii) Pri jakémkoli jiném pokryti jsou pole n a n+ 1 ,oddélend“, presnéji feceno
kazdé je pokryto jinou dlazdici, viz obrazek (c) Pocet moznych pokryti
levé ¢asti obdélnika, tedy véetné n-tého pole, je F),11. Pocet moznosti, jak
pokryt pravou ¢ast, tedy od pole n+1 az do n+m—1, je Fiinrm—1)—n)+1 =
F,,. Celkem tedy existuje F,,F,,1 moznosti, jak pokryt cely obdélnik za
predpokladu, Ze jsou pole n a n + 1 pokryta riznymi dlazdicemi.

Zvazenim piipadi (i) a (ii) jsme zahrnuli vS8echna moznd pokryti, pfi¢emz zadné
pokryti nemtize byt zaroven zahrnuto v p¥ipadu (i) i v pfipadu (ii). Proto pocet
v8ech moznosti, jak pokryt obdélnik o rozmérech 1 x (n+m — 1), je F,Fyi1 +
F_1F,. Odtud dostavame rovnost ([4.3.5).

0

Jako disledky véty dostavame nasledujici tvrzeni.
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1 2 3 n—1 n n+1 n+m-—1

1 2 3 n—1 n m+1 n+m—1

Obréazek 4.3: Znazornéni moznosti dlazdéni obdélnika 1 x (n +m — 1)

(i) Pokud n =m > 1, plati

F2n: n+n:FnFn+1+Fn—1Fn

By + Fyy), (4.3.6)
tedy F,, déli F3, pron > 1.
(ii) Jelikoz
Fs, = Flhio0n = FonFriq + Fop 1 F), (4.3.7)
a F, déli F»,, plati také, ze F,, déli Fj,.
(iii) Obecné pron > 1, k > 1 plati
Flivim = Foiin = FinFi1 + Fon1Fy. (4.3.8)

Tedy pokud F,, déli Fj,, pak déli i Fijq1),.

(iv) Indukci podle k pro pevné n > 1z (i) a (iii) plyne, ze F,, déli Fy,, pro k > 2,
pricemz tento vysledek zfejmé plati i pro k = 1.

Vysledek z (iv) zformulujeme jako vétu.

Véta 4.3.4. ([8, str. 38]) Pron>1,m>1

F,, d8li Fop. (4.3.9)
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4.4 Nejvétsi spoleény délitel Fibonacciho ¢isel

V této sekci zformulujeme stézejni vétu kapitoly o Fibonacciho ¢islech a jejich
délitelnosti. Nez tak ucinime, predvedeme dva motivacni priklady.

(i)
NSD(Fg, Fi3) = NSD(21,144) = NSD(3 - 7,2* - 3%)

(4.4.1)

=3 = Fy; = FNsp,12)

(ii)
NSD(Fla, Fig) = NSD(144,2584) = NSD(2* - 3%,2% . 17 - 19) (4.4.2)
= 2% =8 = Fys = Fnsp(12,15) o
Rovnosti (4.4.1)) a (4.4.2)) napovidaji, Ze plati:
Véta 4.4.1. ([8, str. 121]) Prom >n >1

NSD(Fp, F,) = Fxsp(ma). (4.4.3)

Dtikazu véty predesleme tfi lemmata a vyuzijeme nékterd tvrzeni odvo-
zené v predchozich sekcich této kapitoly. V sekci[d.3|jsme odvodili vétu[4.3.4] ktera
rika, ze F), déli F,,, pro m > 1,n > 1. Toto tvrzeni vyuzijeme pii dokazovani
nasledujiciho lemmatu.

Lemma 4.4.2. ([§, str. 122]) Pro ¢ > 1,n > 1 plati NSD(F,,,_1, F},) = 1.

Diikaz. Bud d = NSD(F,,,_1, F},). Potom d déli F,_; a F,,. Podle véty také
d déli F,. Tedy d je délitelem obou po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel Fi,,_;
a [,. Podle véty je nejvétsim spoleénym délitelem dvou po sobé jdoucich
Fibonacciho ¢isel 1. Proto NSD(F,,_1, F,,) = d = 1.

O

Nasledujici lemma demonstruje vlastnost tykajici se nejvétsiho spolecného
délitele dvou c¢isel obecné.

Lemma 4.4.3. ([8, str. 123]) Necht jsou a, b, ¢ prirozend ¢isla a necht NSD(a, ¢) =
1. Pak NSD(ab, c) = NSD(b, ¢).

Diikaz. Necht je d; = NSD(b,¢) a dy = NSD(ab, c). Cislo d; je délitelem b, tedy
je i délitelem ab. Soucasné je také d; délitelem c. Tedy d; déli ds.

Nyni chceme jesté dokazat, ze dy déli dy. Zvazme dva pripady:

(i) dy déli a: Cislo dy déli ¢, takze vzhledem k nesoudélnosti a a c je dy = 1.
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(ii) dy nedéli a: Cislo dy dé&li ¢, tedy nemtize délit |a — ¢|. Je ale délitelem be i ab,
tedy i b|c — a|. Vzhledem k nesoudélnosti a a |c — a| musi byt dy délitelem
b. Tedy ds déli d;.

Jelikoz dy déli dy a dy déli dy a obé cisla jsou prirozena, musi platit d; = ds,
tedy NSD(ab, c) = NSD(b, c).
O

Lemma 4.4.4. ([8, str. 123]) Necht jsou m,n pfFirozend ¢isla spliiujici m = gn—+r,
kde q je prirozené cislo a r € {0,...,n — 1}. Potom

NSD(F,,, F,,) = NSD(F,, F},). (4.4.4)

Dikaz. Podle véty je
NSD(F},, F,,) = NSD(Finir, Fr) = NSD(Fy o1 + Fpn Fo, F). (4.4.5)

Necht jsou h = NSD(F,Fr11 + Fy1Fr  F,) a k = NSD(F,,_1F,, F,,). Potom
h déli F,F,y1 + Fyu1F, a soucasné F,,. Podle véty déli i F,, tudiz déli i
Fy Frq1. JelikoZz h je délitelem ¢isla F,, Frqq 1 ¢isla By By + Fyp—1 F, musi byt
h rovnéz délitelem Fi,_; F,.. Tudiz h déli .

Podobné, k déli F,,,_,F, a soucasné F,. Podle véty déli i F,, tudiz déli
i FonFrqq. JelikoZ £ je délitelem cisla Fi, 1 F, 1 ¢isla [, F,y1, musi byt k rovnéz
délitelem ¢isla Fyp, Frqq + Fypoq F. Tudiz £ déli h. Cisla h, k jsou pfirozena, proto
h = k.

Vime tedy, ze plati

NSD(F,,, F},) = NSD(F,Fys1 + Fyp_1F,, F,) = NSD(Fyp_1 F,, F,).  (4.4.6)

Podle lemmatu je NSD(F,,—1, F,) = 1. Z lemmatu proto vyplyva, ze
NSD(F,, 1F,, F,) = NSD(F}, F,,) = NSD(F,, F},). Odtud a z dostavame
(.4.4).

O

Nyni jsme pripraveni dokazat vétu [4.4.1 Poznamenejme jesté, ze lemmata
[4.4.2] [4.4.3] a [4.4.4] neslouzi jen k dokdzani véty nybrz se jednd o obecné
vysledky, se kterymi se miizeme seznamit pfi studiu teorie c¢isel a abstraktni
algebry [8 str. 123].

Necht jsou m,n prirozena ¢isla a m > n. Budeme-li hledat jejich nejvétsiho
spolecného délitele pomoci Eukleidova algoritmu, dostaneme rovnosti

m=qgn+ry, 0<r <n
n=gqr+ry, 0<ry<m
r1=qsro+13, 0<1r3 <y
(4.4.7)
Th—2 = QpTp—1 + 7Tk, 0 <1 <1y

Tk—1 = Qk+1Tk,
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pricemz NSD(m,n) = NSD(n,r1) = NSD(ry,r9) = -+ = NSD(r4_1,r%) = 7.
7 lemmatu odvozujeme

NSD(F,, F,) = NSD(Fy, vy, F)
= NSD(F},, F,)
= NSD( q2r1+7T2) )
- NSD(FT17 FTQ)
- NSD( QS?"2+T37 ) (4'4'8)
= NSD( vy Frs)

- NSD( QkTk—1FTk" Frkfl)
— NSD(F,,_,,F,,).

Tk 17

Jelikoz 7y déli ry_q, podle véty také F,, déli F, Tedy plati

k—1"

NSD(F,,, F,,) = NSD(F,, |, F..) = Fr, = FxsD(mm)» (4.4.9)

Tk—1)
¢imz je véta dokézana.

Na zavér této sekce ukazeme, jak véta [4.4.1] zjednodusi hledani nejvétsiho
spolecného délitele dvou Fibonacciho c¢isel.

Priklad 4.4.5. (|8, str. 124]) Naleznéme nejvétsiho spolecného délitele Fibo-
nacciho ¢isel F3q a Frg, nejdiive s pomoci rozkladu na soucin prvocisel. Da trochu
zabrat, nez zjistime, zZe

Fi =2832040 =2%-5-11-31-61,

(4.4.10)
Fr0=190392490709135 =5-11-13-29-71-911 - 141 961.
Z prvociselnych rozkladt v (4.4.10)) je vidét, ze
NSD(Fyg, Fro) = 5 11 = 55. (4.4.11)

S vyuzitim véty muzeme faktorizaci zadanych Fibonacciho ¢isel, ba do-
konce hledéani jejich presnych hodnot, preskocit, jelikoz vime, ze plati

NSD(Fso, Fr7o) = Fxsp(so,70) = Fio = 55. (4.4.12)
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5. Catalanova ¢isla

5.1 Uvodni piiklad

Mezi vyznamné kombinatorické posloupnosti patii tzv. Catalanova ¢isla, ktera
vyplynou na povrch pfi feSeni mnoha populdrnich kombinatorickych tloh. Uved-
me na uvod pékné kombinatorické feseni jedné z nich.

[4; 4]

s
7

’
s

’
s
s
’

[0; 0] ¢
RRUURURU
(a)

y=x+1 Y
[0; 0] t [0; 0] x
RRUUURRU RRUUUUUR

(b) (c)
Obrazek 5.1: Zobrazeni cest z ptikladu

Priklad 5.1.1. ([8, str. 150]) Necht je dana jednotkova miizka v kartézské sou-
stavé soufadnic. Nachazime se v bodé o soutadnicich [0; 0] a chceme urcit, kolika
zpusoby se mtzeme dostat do bodu o soufadnicich [4; 4], jestlize se pohyb v m¥izce
tidi nasledujicimi pravidly:

(i) V kazdém kroku se miizeme pohybovat dvéma zptsoby — bud o jednotku
vkladném sméru osy z (tedy ,doprava“), nebo o jednotku vkladném sméru
osy y (tedy ,nahoru®).
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(ii) Nikdy se nesmime dostat ,nad“ pfimku s rovnici y = z, tj. v Zddném kroku
se nemuzeme nachazet v bodé [z;y], pro ktery je y > x. Tedy v momenté,
kdy se nachazime v nékterém z bodu [0;0], [1; 1], [2; 2], [3; 3], je povolen po-
hyb pouze ve sméru osy x.

Priklad povolené cesty vidime na obrazku [5.1j(a). Pro zépis cesty z [0;0] do
[4; 4] definujme symboly:

R pro pohyb ve sméru osy z, tj. R: [z;y] — [z + 1;9],
U pro pohyb ve sméru osy vy, tj. U: [z;y] — [z;y + 1].

Cestu na obréazku [5.1f(a) zapiSeme jako sekvenci kroki R R U U R U R U.

V zapisu libovolné cesty z bodu [0;0] do bodu [4;4] (podle stanovenych pra-
videl), se zfejmé vzdy objevi ¢tyfikrat symbol R a ¢étyfikrat symbol U. Celkovy
pocet zptsobi, jak usporadat fetézec ¢ty R a ¢tyr U, je

8! 8

coz odpovidé poctu zpusobi, jak se dostat z bodu [0;0] do bodu [4;4], pokud
ignorujeme pravidlo (ii) o nepfekroceni pfimky y = z. Pokud nalezneme pocet
v8ech cest, které pravé pravidlo (ii) porusuji, odectenim ziskdme FeSeni tlohy.

Definujme nyni transformaci, ktera se tykéa cest z bodu [0;0] do bodu [4;4],
které porusuji pravé pravidlo (ii). Kazdou takovou cestu transformujeme tak, ze
od okamziku, kdy prekroci ptimku y = z, ji zacneme zrcadlit podél primky y =
x+1. Napriklad transformaci cesty z obrazku (b) dostavame cestu vyobrazenou
na [5.1(c). Vysledkem transformace je vzdy cesta z bodu [0;0] do bodu [3;5].
Sledujme, co se pri transformaci cesty z obrazku [5.I(b) na cestu v [5.1j(c) stalo
sjejim symbolickym zapisem:

RRUUU|RRU~<RRUUU|UUR. (5.1.2)

Po precteni patého symbolu zleva, ktery zaznamenava prekroceni primky x = v,
jsme zaménili vSechny nésledujici symboly R za U a naopak (transformovana
Cast Fetézce je oddélend svislou ¢arou). Jelikoz je vysledkem transformace cesta
z bodu [0;0] do bodu [3;5], symbolicky zapis vysledné cesty musi obsahovat 5
symboltd U a 3 symboly R.

Ukézali jsme, jak lze kazdou cestu z bodu [0;0] do bodu [4; 4], ktera porusuje
pravé pravidlo (ii), jednoznacné ,pretransformovat“ na nékterou cestu z bodu
[0; 0] do bodu [3;5] dodrzujici pravidlo (i). Nyni jesté ukdzeme, ze kazda cesta
z bodu [0;0] do bodu [3; 5], ktera respektuje pravidlo (i), mtze byt jednoznacéné
,pretransformovana“ na nékterou z cest z bodu [0; 0] do bodu [4; 4], kter& porusuje
pravidlo (ii).

Uvazme libovolnou cestu z bodu [0;0] do bodu [3;5], kterd respektuje pra-
vidlo (i). Jelikoz se bod [3;5] nachazi nad pfimkou y = =, musi existovat krok,
pri kterém cesta poprvé vystoupi nad primku y = x. Po tomto kroku budeme
zbytek cesty zrcadlit podle piimky y = = + 1, tedy provadime transformaci, je-
jimz vysledkem je cesta z [0;0] do [4;4]. Navic jsme zachovali krok, ve kterém
cesta poprvé vystoupila nad pfimku y = x, tudiz vysledna cesta spliiuje (i), ale
porusuje (ii).
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Dokazali jsme existenci vzajemné jednoznacného vztahu mezi cestami z [0; 0]
do [4; 4], které porusuji pravé pravidlo (ii), a cestami z [0; 0] do [3; 5], které dodrzuji
pravidlo (i). Jejich pocty se tedy rovnaji. Pocet cest z [0; 0] do [3; 5], které dodrzuji
pravidlo (i), uréime jako pocet zpusobu, jak lze usporadat pét symbolt U a tii
symboly R. Hledany pocet vSech cest z [0; 0] do [4; 4], které spliuji pravidla (i) a

(ii), je tedy
@ - (2) — 70— 56 = 14. (5.1.3)

Pokud zobecnime piiklad na hledani poc¢tu cest z bodu [0;0] do bodu

[n;n] pro n > 0, FeSenim je n-té Catalanovo ¢islo ([8, str. 152]), tedy ¢islo

C, = (2”) - ( an ) pro n>1, Cy=1. (5.1.4)

n n—1

Ptedpis pro n-té Catalanovo ¢islo jesté upravime:

G- (2) =0 =i

_ <2n> 2n)! - n (515)

n) nl-nl(n+1)

() (-) - ()

Dalsi z moznych definic posloupnosti Catalanovych cisel je tedy

1 2n
= > 0. 1.
C, n—i—l(n) pro n >0 (5.1.6)
n 0 1 2 3 4 ) 6 7
C 1 1 2 5 14 42 132 429
n 8 9 10 11 12 13 14 15
Cn, | 1430 4862 16796 58786 208012 742900 2674440 9694845

Tabulka 5.1: Tabulka Catalanovych ¢isel pro mala n

Hodnoty pro prvnich 16 Catalanovych ¢isel najdeme v tabulce [5.1]

Mezi dalsi klasické tlohy vedouci na Catalanova c¢isla patii nalezeni poctu
riznych triangulaci konvexniho mnohothelnika. Leonhard Euler roku 1751 uka-
zal, ze pro n € N je C,, poCet zpusobu, jak rozdélit konvexni (n + 2)-tihelnik
na trojuhelniky neprotinajicimi se tthloptickami. Elegantni kombinatoricky di-
kaz spravnosti tohoto feSeni podal v roce 1838 Gabriel Lamé, jehoz tvahy dale
rozvedl Eugeéne Charles Catalan ve svych ¢lancich z let 1838 a 1839 ([8| str. 52]).

Dalsi ulohy vedouci na Catalanova ¢isla 1ze najit v [§].

5.2 Rekurentni vzorec

V pfedchozi sekci jsme definovali n-té Catalanovo ¢islo C,, pomoci vzorce
(5.1.6), ke kterému jsme dospéli pii feseni kombinatorické tlohy. V této sekci se
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vratime k tloze o cestach v mrizové siti a odvodime rekurentni vzorec pro C,,
ktery vyuzijeme v nasledujici sekci pfi odvozovani nékterych poznatki o délitel-
nosti Catalanovych ¢isel.

Opét budeme uvazovat cesty z bodu [0;0] do [n;n], n € Ny, které se skladaji
pouze zkroki R: [z;y] — [+ 1;y], U: [z;y] — [x; ¥+ 1], a nikdy nevystoupi nad
pfimku y = x, tj. spliuji pravidla (i), (ii) popsand v piikladu ([8, str. 231]).

)
[n; n
T
| .
| y
k; k] | ks k] Y7
kb-----m-- U E o S
| y=x-1
, : 3 ks k=1
[0; O] k noTooq0;0] [1;0 k2

Sed4 pole naznacuji oblasti, ve kterych se mohou neznamé ¢ésti
cesty nachézet.

Obrazek 5.2: Rozdéleni cesty z [0;0] do [n;n] podle [k; k]

Vime, ze C),, udava pocet cest, které vedou z [0;0] do [n;n| a spliuji pravidla
(i), (ii). Zvolme libovolnou takovou cestu a zaméfme se na bod, ve kterém se
tato cesta poprvé po opusténi bodu [0; 0] dotkne pfimky y = x. Tento bod, jehoz
soufadnice ozna¢ime [k; k|, rozdéli cestu z [0; 0] do [n; n] na dvé ¢asti (viz obrazek
5.3(a)):

e cesta z [0;0] do [k; k]:

Uréime, jaky je pocet moznosti, jak se dostat z [0;0] do [k; k], jestlize se
uvazovana cesta nesmi dotknout pfimky y = x (vyjma bodu [0;0] a [k; k]).
Prvni krok uvazované cesty musi byt R a posledni U. Musi platit, ze
vzadném kroku cesta nevystoupa nad pfimku y = 2 — 1 (jinak by se dotkla
piimky y = z, viz obrazek [5.2(b)). Kazd4 cesta z [1;0] do [k; k — 1], ktera
nevystoupa nad p¥imku y = z — 1, odpovida cesté z [0;0] do [k — 1; k — 1],
ktera nevystoupd nad pfimku y = x, tedy spliiuje pravidlo (ii) (sta¢i ce-
lou cestu z [1;0] do [k; k — 1] posunout o jednotkovou vzdalenost doleva, t;.
snizit vSechny x-ové soufadnice o 1). Pocet v8ech cest z [0;0] do [k—1; k—1]
spliiujicich pravidlo (ii) je Ck_1. Tedy pocet cest z [0;0] do [k; k], které se
po opusténi [0; 0] dotknou ptimky y = = az v bodé [k; k|, je taktéz Cy_1.

e cesta z [k; k] do [n;n):
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Podobnym zptisobem jako v predchozim ptipadé zjistime, Ze pocet vsech
cest z [k; k] do [n; n| spliiujicich (ii) je roven poétu cest z [0; 0] do [n—Fk;n—k|
spliujicich (ii), tedy C,_g.

Analyzou obou ¢ésti cesty zjistujeme, ze pocet cest z [0;0] do [n;n], které se
poprvé po opusténi bodu [0; 0] dotknou pifimky y = = v bodé [k; k| a spliiuji (ii),
je Cr—1 - Cy_g. Jelikoz k mize nabyvat hodnot 1,...,n, pocet vSech cest z [0; 0]
do [n;n] spliujicich pravidla (i),(ii) je

C,=0CCh1+CiCph_g+ -+ Ch_sCi + C,_1Cy

& 5.2.1
= ZCk,lCn,k pro n>1, Cy=1. ( )

k=1

5.3 Parita a prvociselnost Catalanovych cisel

V této sekci odvodime, pro ktera n je C), liché a pro ktera n je C, prvocislo.
Zac¢neme s vySetfovanim parity Catalanovych ¢isel. Podivame-li se na tabulkul[5.1]
zjistime, Ze mezi prvnimi 16 Catalanovymi ¢isly jsou licha C,, pouze pro n = 0,
n=1,n=3,n=7 n=15, tedy pro n tvaru 2¥ — 1 pro k > 0. Toto pozorovani
nabada k formulaci véty, kterou vzapéti dokazeme:

Véta 5.3.1. ([17, str. 52]) Pro n € Ny plati: C,, je liché pravé tehdy, kdyz n =
2% — 1 pro néjaké k € Ny.

Diikaz. Z¥ejmé pro n = 0 véta plati, nebof Cy = 1 a 0 = 2° — 1. K vySetfeni
parity C,, pro n > 1 vyuzijeme rekurentni vzorec (5.2.1). Z néj plyne, Ze

= 2(0()0”,1 + ClCn,g + -+ C(n/2)_1Cn/2) pPro n Slldé,

2(CoCrt + C1Cpg + -+ - + Cln_3)2Cnt1)/2) + (Clue1y/2)* pro n liché.
(5.3.1)

Ch
Ch

Ihned vidime, Ze pokud je n sudé, pak i C,, je sudé. Déle vidime z druhého
radku , ze pro n liché je C,, liché, praveé kdyz C(,_1)/2 je liché. Paritu cisla
C(n-1)/2 mizZeme opét zkoumat pomoci vzorce atd.; cely proces se da dobte
predstavit, pokud zapiseme n ve dvojkové soustavé.

Necht tedy n = by, - - - b1bg je dvojkovy zapis ¢isla n > 1. Pokud by = 0, pak n
je sudé a C,, je sudé. Jinak testovani lichosti/sudosti C,, pfevedeme na testovani
lichosti/sudosti Catalanova ¢isla s indexem (n — 1)/2 = bg---b; a opakujeme
stejny postup. Tento proces miize skoncit dvéma zptsoby:

1) V nékterém okamziku se na konci binarniho zapisu testovaného ¢isla poprvé
objevi nulové cifra b;. Pak Catalanovo ¢islo s indexem by, - - - b; je sudé, a tedy
C,, je sudé.

2) Vsechny cifry by, ... by jsou jednicky; to nastane pravé tehdy, kdyz n =
2F+1 _ 1. Pak vysSe popsany proces skonéi po k krocich, kdy testujeme li-
chost /sudost Catalanova ¢isla by; to je liché, takze i C,, je liché.
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Tedy pro n > 1 je C,, liché, pravé kdyz n je tvaru n = 25! — 1 pro k£ > 0.
OJ

Poznamka 5.3.2. Cisla tvaru 2™ — 1 pro m > 0 jsou znadma jako Mersennova
¢isla. Véta tedy 1ika, ze pro n > 0 je C), liché, pravé kdyz je n Mersennovo
¢islo.

Podivame-li se pozornéji na tabulku zjistime, Ze pouze dvé z vypsanych
Catalanovych ¢isel jsou prvocisla, a to pro n = 2 a n = 3. Dokazme, Ze zadna
jina Catalanova prvocisla neexistuji:

Véta 5.3.3. ([17, str. 53]) Jedind Catalanova prvocisla jsou Cy =2 a Cy = 5.

Diikaz. Ze vztahu (5.1.6) odvozujeme

Cn+1 =

1 (2n+2) 1 (2n + 2)!
n+2(n—|—1> T n+2 (n+1)(n+1)!
I 2n)!2n+1)(2n+2)

n+2  ()2n+1)(n+1)

(5.3.2)
1 @2n)!@n+1)-2 1 [2n\4n+2
T n+2  (a)2n+1)  n+2\n)n+1
1
=3 -Cp - (dn+2),
tedy
(n+2)Chy1 = (4n + 2)C,,. (5.3.3)

Predpokladejme, ze C,, je prvocislo pro néjaké n. Potom ze vztahu plyne,
ze C,, je bud délitelem (n + 2), nebo Cy4.

Zjevné pro n > 3 je C,, > n + 2 (napf. ze vztahu (5.2.1))), tedy v takovém
pripad€ musi byt C,, délitelem C,, ;. Tedy existuje pfirozené ¢islo k tak, ze C), 1 =
kC,,. Tedy podle plati 4n + 2 = k(n + 2). Tato rovnost muze byt splnéna
jen za predpokladu, ze k < 3 (pro k > 4 je prava strana vétsi, nebot kn > 4n a
2k > 2). Vyfesime tedy tfi piipady:

k=1: Pak n = 0. To je v rozporu s pfedpokladem n > 3.
k =2: Pak n =1. To je rovnéz v rozporu s predpokladem n > 3.
k=3 : Pak n = 4. Jiz vime, ze Cy = 14 neni prvocislo.

Dokazali jsme, ze pro n > 3 je C, slozené cislo, jedina dvé prvocisla jsou tedy
CQ =2a Cg =5.
O
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5.4 Délitelé Catalanovych cisel

V predchozi sekci jsme ukazali, pro kterda n je ¢islo C, liché a pro ktera n je
sudé. Zjistili jsme, ze

21C, & C, jeliché & n =2 -1 pro ngjaké k € Ny. (5.4.1)

Tedy Catalanova ¢isla délitelna dvéma jsou ta, ktera nelze psat ve tvaru n =
2% — 1 pro k € Ny. Tato &isla tvoii v posloupnosti vech Catalanovych é&isel jakési
,bloky*, tj. skupiny po sobé jdoucich Catalanovych ¢isel s danou vlastnosti. Blok
sudych Catalanovych cisel je vzdy nasledovan lichym cislem, viz tabulku |5.2]

n 0 1 2 3 4 5 6 7

C, 1 1 2 5 14 42 132 429
mod 2 1 1 0 1 0 0 0 1
n 8 9 10 11 12 13 14 15

C, | 1430 4862 16796 58786 208012 742900 2674440 9694845
mod 2 0 0 0 0 0 0 0 1

Tabulka 5.2: Bloky sudych Catalanovych ¢isel

Pro k € N ma blok B, Catalanovych ¢isel délitelnych dvéma tvar
Bg,k = [CQk, 02k+1, ceey 02k+1_2], (542)

délka tohoto (k-tého) bloku je Lgj = 281 —2 —2F 41 = 28 — 1. V tabulce
jsou Sedou barvou vyznaceny bloky Bs 1, B2 2, Ba 3.

V posloupnosti Catalanovych ¢&isel se stifdaji bloky lichych ¢isel By, s bloky
sudych &isel By, pricemy délka bloku Byy pro k > 1 je Loy = 1.

Podobné vysledky plati i pro délitelnost Catalanovych c¢isel prvocisly p >
3. Obecné pro dané prvocislo p je v posloupnosti Catalanovych ¢isel blok %
¢isel nedélitelnych p nasledovan blokem B, ¢isel délitelnych p (viz tabulku |5.5
bloky ¢isel délitelnych danym p jsou opét vyznaceny Sedou barvou). V ¢lanku
[2] nalezneme odvozeni délek téchto bloku m, resp. Ly, pro p > 3. Vysledek
shrneme do véty, kterou uvadime bez dikazu.

Véta 5.4.1. ([2]) Pro prvocislo p > 3 plati:

1)
ptCh_y (5.4.3)

2) Pro k € N md blok B, Catalanovyjch ¢isel nedélitelnych p délku Ly, kde

L3y =5, Vk>2 L3, =6 (5.4.4)
aprop>3
. 3 S 3
L= 1% 1, W22 Ty =100 (5.4.5)
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3) Pro k € N md blok B, Catalanovych cisel délitelnych p délku L, , kde

3m+2 -3 pm-l-l -3
L3y = — Vp>3 Lyi = — (5.4.6)
pricemZ m € Ny je nejvétsi cislo takové, Ze
p+1\" .
T ‘ k, t] m = €(p+1)/2(k). (547)

Délky bloki m, resp. Ly, pro malad p,k udavaji tabulky resp. 5.4
V tabulce [5.5] najdeme zbytky po déleni C), malymi prvocisly pro mala n. Bloky
zbytkil reprezentujicich délitelnost daného C,, danym p (tj. zbytek 0) jsou zde
zvyraznény Sede.

Poznamka 5.4.2. V ¢lanku [2] se mirné lisi definice posloupnosti Catalanovych

¢isel, konkrétné autori uvazuji posunutou posloupnost a,, = C,,_1 pron € N.
m‘p:2 p=3 p=5 p=7 p=11 p=13
k=1 2 5 3 4 6 7
k>2 1 6 4 5 7 8

Tabulka 5.3: Délky blokt Catalanovych ¢isel nedélitelnych prvocisly 2, 3, 5, 7,
11, 13

| p=2 p=3 p=>5 p=7 p=11 p=13

k=1 (1) =0 e(1)=0 e(1)=0 €(1)=0 €(1)=0
Ly1=1 Ls31=3 L5 =1 L7,=2  Lu,=4  Li131=5

k=2 e(2)=1 €(2)=0 e(2)=0 &(2)=0 (2)=0
Lyp=3  L3p=12 L5p=1 L7o=2  Ly1p=4  Li35=5

k=3 3)=0 e3)=1 &B)=0 &(B)=0 &(3)=0
Los=7  L33=3 Ls3=11 L73=2  Lug=4  Li33=5

k=4 e24) =2 €3(4)=0 e(d)=1 €(4)=0 €(4)=0
L24=15 L34=39  Lsi=1 L;4=23 Liu=4 Li34=5

Tabulka 5.4: Délky blokt Catalanovych ¢isel délitelnych prvocisly 2, 3, 5, 7, 11,
13

Dale mizeme zkoumat, jakou nejvétsi mocninou daného prvocisla p je délitelné
dané ¢islo C,,. V pfipadé p = 2 dava odpovéd na tuto otdzku nésledujici véta.

Véta 5.4.3. ([4, str. 193]) Pron € N plati:

€(Cn) =a(n+1) — 1. (5.4.8)
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n C, | mod2 mod3 mod5 mod7 mod1ll mod 13
0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 0 2 2 2 2 2
3 5 1 2 0 5 5 5
4 14 0 2 4 0 3 1
5 42 0 0 2 0 9 3
6 132 0 0 2 6 0 2
7 429 1 0 4 2 0 0
8 1430 0 2 0 2 0 0
9 4862 0 2 2 4 0 0
10 16 796 0 2 1 3 10 0
11 58 786 0 1 1 0 2 0
12 208 012 0 1 2 0 2 12
13 742900 0 1 0 4 4 2
14 2674440 0 0 0 6 10 2
15 9694 845 1 0 0 6 6 4
16 35357670 0 0 0 5 7 10
17 129644790 0 0 0 2 0 2
18 477638700 0 0 0 0 0 6
19 1767263190 0 0 0 0 0 4
20 6564120420 0 0 0 4 0 0

Tabulka 5.5: Délitelnost Catalanovych ¢isel prvocisly 2, 3, 5, 7, 11, 13
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Diikaz. S vyuzitim (5.1.6) a (3.6.1)) dostavame
2n
€2(Cn) = 62((n>> —é(n+1). (5.4.9)
Plati 15(2n) = v5(n), tedy podle (3.6.2)) je
2n
€9 (( )) = 215(n) — 12(2n) = 1a(n), (5.4.10)

n

tedy
€2(Cr) = 1a(n) — ea(n + 1). (5.4.11)

Zvazme dva pripady:

e n je sudé: Potom ex(n + 1) = 0 a 15(n) = a(n + 1) — 1, dosazenim do

(5.4.11)) dostavame (5.4.8)).

e 1 je liché: Dvojkovy zapis ¢isla n konci nenulovym poctem jednicek, ozna-
¢me tento pocet z. Cislo n ma tedy bud pravé z-ciferny dvojkovy zapis,
nebo je na pozici z + 1 zprava ¢islice 0. Z toho vyplyva, ze ¢islo n + 1 konéi
pravé z nulami, tedy ex(n + 1) = z. Navic plati p(n) = vp(n+1) + 2z — 1.
Dosazenim téchto vztahi do dostévame

e(Ch) =wmh+1l)+z—1—2z=wmn+1)—1 (5.4.12)

Tim je tvrzeni dokazano.

O

Kapitolu uzavieme vétou, kterad je vylepsenim vysledku [5.4.1| pro p = 3. Za-
timco véta fika pouze, pro ktera n je C, délitelné tfemi, véta podava
uplnou informaci o zbytcich C), pfi déleni tfemi.

Véta 5.4.4. ([4, str. 205]) Necht je T mnoZina vsech cisel n € N, kterd maji
vitrojkové soustavé na vech pozicich kromé posledni (tj. kromé tddu jednotek)
pouze cislice 0, 1 (na posledni pozici miZe byt libovolnd cislice). Ddle necht vi(n)
znaci celkovy pocet jednicek ma vsech pozicich trojkového zdpisu cisla n kromé
posledni. Potom pro Catalanova cisla plati

C, =(—1)%™ (mod 3), pokud n+1€T
(=1) (mod 3), pokud n+1€T, (5.4.13)
C, =0 (mod 3) jinak.

Diikaz. Pron = 0 an =1 je tvrzeni zifejmé, dale predpoklddejme n > 2. Pro

Catalanova ¢isla plati
dn — 2
Cn = Chp-1. 5.4.14
n+1 ! ( )

Pokud je n = 0 nebo n = 1 (mod 3), pak je n + 1 invertibilni modulo 3 a
(4n —2)/(n+1) =1 (mod 3). Tedy pro k > 1 je

CSk—l = Cgk = 03k+1(m0d 3) (5415)

Podivejme se zvlast na tyto tii pripady.
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o n=23k:

Pro n délitelné tiemi je C,, = (2:) (mod 3) (plyne z (5.1.6))) a mizeme tedy
vyuzit vysledek z ptikladu [3.6.11} Tedy

C, =(—1)*™  (mod 3),
pokud se v trojkovém zapisu ¢isla n vyskytuji pouze dislice 0, 1,
C, =0 (mod 3) jinak.
(5.4.16)

Cislo n konéi nulou, tedy v trojkovém zapisu éisla n se vyskytuji pouze
Cislice 0, 1 pravé tehdy, kdyz n + 1 € T'. Pfitom vj(n + 1) = v3(n) — tedy
pro n délitelné tfemi jsou vzorce (5.4.16) a (5.4.13) ekvivalentni.

en=3k+1:

Plati 3k + 2 € T, pravé kdyz 3k + 1 € T. Déle je zfejmé, ze v} (3k + 2) =
v3(3k +1). Vzorec tedy dava pro n = 3k + 1 stejny vysledek jako
pro n — 1 = 3k. To je v souladu s tim, Ze podle vztahu ma platit
Cn = 03k+1 = Cgk = Cn—l (mod 3)

e n=3k—1:

Plati 3k € T', pravé kdyz 3k+1 € T Déle je ziejmé, ze v5(3k) = vi(3k+1).
Vzorec tedy dava pron = 3k—1 stejny vysledek jako pro n+1 = 3k.
To je v souladu s tim, ze podle vztahu (5.4.15) méa platit C,, = Cs,_1 =
Cs = Cphy1 (mod 3).

Rozborem téchto tii pripadt jsme dokazali, ze veéta plati pro n > 2.
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