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Abstrakt: V této praci se zabyvame souradnicemi, které ziskavame z GPS, bézné
pouzivanymi geodetickymi soutradnicemi a tim, jak je mezi sebou prevést. Nej-
prve jsou nalezeny vzorce pro prevod z geodetickych do kartézskych a ty jsou poté
reseny jako soustava rovnic. Na to je pouzito nékolik numerickych metod. Na za-
kladé toho ziskavame navod na to, jak prevadét souradnicové systémy mezi sebou.
Déle se v kratkosti seznamime s principy GPS, jak miZzeme Zemi aproximovat
a nakonec, jak prevést povrch Zemé do mapy.
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Abstract: In this thesis we look at coordinates, that are obtained from GPS, com-
monly used geodetic coordinates and the ways to transform them. First, we find
formulas for transformation from geodetic coordinates to Cartesian coordinates.
These formulas are solved as system of equations. For that we use a couple of
numeric methods. As a result, we get instructions on how to transform coordi-
nates from one system to another. Further, we are introduced to GPS, how to
approximate shape of the Earth and how to transform the surface of the Earth
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Uvod

Tato prace se zabyva ulohou, jak dale pouzit souradnice, které jsou ziskavany
pomoci systému GPS, jak je prevést na pouzivanéjsi geodetické souradnice a ty
pozdéji i na mapu.

Oznaceni GPS, jakozto nazev nejrozsitenéjsiho systému, byva vnimano jako
obecné oznaceni pro Globalni druzicovy polohovy systém. Systém, ktery umoz-
nuje pomoci druzicovych signdli vypocitat polohu prijimace.

Sezndameni s GPS, vypoctu pozice a predstaveni jinych navigacnich systému
je vénovana uvodni kapitola této prace.

V ¢asti Aproximace zemského povrchu jsou definovana télesa elipsoid a geoid.

Déle jsou charakterizovany pouzivané souradnicové soustavy, kartézska a ge-
odeticka. Soucasné je popsan pouzivany Svétovy geodeticky systém WGS84.

Klicova ¢ast prace se zabyva prevodem mezi geodetickymi a kartézskymi sou-
fadnicemi. Nejprve jsou nalezeny vztahy, jak vyjadrit kartézské souradnice z ge-
odetickych, které se potom pro opacny problém fesi pomoci nékolika riznych nu-
merickych metod. Na zakladé toho ziskavame navod na prevod souradnicovych
systému mezi sebou.

Posledni c¢ast je vénovana transformaci do roviny, jsou zde popsany projekéni
metody pouzivané pro tvorbu map.



1. GPS

1.1 Seznameni s GPS

GPS (Global positioning system, National Coordination Office for Space-
Based Positioning, Navigation and Timing) je systém na urcovani polohy na celé
Zemekouli. Tento druzicovy polohovy systém provozuje Ministerstvo obrany Spo-
jenych statt americkych. Vyvoj zapocal v 70-tych letech, v roce 1994 bylo dosa-
zeno kompletni sestavy 24 druzic na obézné draze Zemé. Po roce 2000 byl systém
postupné oteviran pro neautorizované uzivatele, coz umoznilo GPS masivné vy-
uzivat v civilnich oborech. Vyuziva se napriklad v dopravé, geografii a geodezii,
zemédeélstvi a v turistice.

Sklada se ze tii segmentli. Vesmirny segment, kontrolni segment a uzivatelsky
segment.

Vesmirny segment jsou satelity, které obihaji Zemi v nadmorské vysce rovné
zhruba trojnasobku poloméru Zemé. Satelity se nachézeji v Sesti orbitovych ro-
vindch (oznacenych A - F). Aby systém fungoval na kazdém misté ve kteroukoliv
dobu, musi byt v provozu alespon 24 satelitii, je potieba, aby z kazdého mista
byly vidét alespon c¢tyri satelity. Satelity nepretrzité vysilaji radiové viny, které
obsahuji informace o jejich poloze, o poloze jinych satelitti (s mensi presnosti)
a case, kdy byly viny odeslany. Kazdy satelit je vybaven atomovymi hodinami,
aby se zajistila co nejpTresnéjsi informace o case.

Kontrolnim segmentem je nékolik vedlejsich stanic a jedna hlavni, které kon-
troluji polohu a stav satelitti, pocitaji jejich trajektorii, pripadné odeslou pokyn
k jejimu opraveni. Informace o rozmisténi vSech sateliti jsou odesilany zpatky
satelitim.

Nakonec méame uzivatelsky segment, ktery tvori pravé prijimace. Ty prijimaji
signal vysilany satelity a z jejich polohy a casu, ktery byl potieba, aby viny
dorazily od satelitu k ptijimaci, vypocita polohu prijimace.

GPS pouziva k urceni polohy vzdalenosti. Dtive se k tomuto pouzivaly thly,
ale tento pristup byl postupné nahrazen, kdyz se po 1960 zacaly vzdalenosti
elektronicky mérit. U GPS se tedy pouziva tzv. trilaterace, tedy zjistujeme polohu
ptijimace podle jeho vzdalenosti od urcitych bodu (v tomto pripadé sateliti).

Je velmi dilezité, ze miuzeme vypocitat souradnice vSech viditelnych satelitti.
Tyto soutadnice jsou v kartézském systému souradnic, jejichz stiedem je Zemé.
Prijimaci jsou tedy znamy souradnice sateliti a z jejich vzdélenosti si dokaze
vypocitat své soutadnice s presnosti od 100 m do 20 m. Pro vétsi pfesnost je
pouzivana metoda Diferencidlni GPS (DGPS), kterd dokéze dosdhnout presnosti
az na centimetry.

1.2 Vypocet pozice

V idedlnim pripadé, kdy mame vsechny tdaje presné, pak nam na vypocet
presné pozice staci tti satelity. U kazdého satelitu dostaneme vzdalenost mezi nim
a prijemcem. Kolem kazdého satelitu je koule moznych vyskyti. Pokud satelity
nelezi na jedné primce, tyto koule se protnou ve dvou bodech. Teoreticky je mozné,
aby byl pouze jeden prunik, to mlze nastat pouze v pripadé, ze by dva satelity
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lezely na stejné ptimce s prijemcem. To ale v praxi nenastava. Mame tedy dva
pruseciky, jeden se nachazi nékde ve vesmiru a druhy nékde na zemi. Bod, ktery
lezi na Zemi je pozice, kterou jsme hledali.

Prestoze satelity pouzivaji presné atomové hodiny, hodiny piijemce mohou mit
néjakou predem neznamou odchylku. Proto pri vypoctu pozice pouzivame misto
trojice sateliti ¢tverici. S ¢asovou odchylkou pak pocitame jako se ¢tvrtou nezna-
mou. Pokud maji hodiny ptijemce ¢asovy error dt, pak vsechny vzdéalenosti se lisi
o c-dt. Vzdélenost s Casovym errorem nazyvame pseudovzdélenost (pseudorange).
Pokud vezmeme pseudovzdalenosti ze dvou rtiznych satelitii pt, p? a odecteme je,
vysledek d'? = p! — p? je uz bez ¢asovéhé odchylky c - dt. Pifjemce potom musi
lezet na hyperboloidu, ktery ma tyto dva satelity jako ohniska. Pomoci tretiho
satelitu a prislusné pseudovzdalenosti ziskdme druhy hyperboloid, ktery protina
ten prvni v néjaké kiivce. Posledni satelit a jeho pseudovzdalenost nam da dalsi
hyperboloid, ktery protind vyse zminénou kiivku bézné ve dvou bodech (pokud
na jedné primce nelezi vice jak dva satelity). Jeden z nich je daleko ve vesmiru
a jeden je pravé nas prijemce.

Dostavame tedy ¢tyfi rovnice pro k =1,2,3,4 :

(0= X224 (y = VP 4 (2 = 29+ (e d)? = (012

kde (X*,Y* Z*) jsou soufadnice k-tého satelitu. Rovnice vypocitdme pro z, y, 2
ac-dt.

1.3 Diferencialni GPS - DGPS

Tato metoda je zaloZena na principu, ze mame néjaké dva prijimace, v blizké
vzdalenosti (napriklad méné nez 100 km), zatimco satelity jsou ve vzdalenosti
vice nez 20 000 km.

Diky tomu signély ze satelitu k ptijimac¢im budou mit velmi podobnou drahu.
Timto budeme mit takika stejné odchylky, které se tvori, kdyz signal prochazi
ionosférou. Zaroven veskeré odchylky v hodinach satelitii nebo jejich orbitech
budou identické.

Polohu jednoho prijimace predem zname, polohu druhého chceme vypocitat.
Muzeme tedy tyto odchylky odstranit ode¢tenim namérenych hodnot téchto dvou
prijimaci. Zjistime tak rozdily v polohach téchto dvou prijimaci.

1.4 Jiné systémy pro urcovani polohy

1.4.1 GLONASS

GLONASS (Bhatta (2011)) vlastni a provozuje Ruska federace. Globalnim
pokrytim a presnosti je srovnatelny s GPS. Postavenim druzic je tento systém
vhodny pro pouziti ve vysokych zemépisnych severnich a jiznich sitkach, kde
signal GPS miuze mit zhorseny piijem. Prestoze doslo k bezplatnému uvolnéni
pro nevojenské pouziti, civilni vyuzivani neni rozsirené.



1.4.2 BeiDou

BeiDou (dfive pod nazvem Compass, Bhatta (2011)) vlastni a provozuje Cin-
ska lidova republika. Systém je funkcéni v asiopacifické ¢asti Zemé s planovanym
globalnim pokrytim.

1.4.3 Galileo

Na rozdil od uvedenych systémi je projekt Galileo (European GNSS Agency)
primarné navrzeny, fizeny a spravovany civilni spravou. Jeho vystavbu zajistuje
Evropska unie reprezentovana Evropskou komisi a Evropskou kosmickou agentu-
rou.

Evropsky civilni druzicovy naviga¢ni systém GALILEO ma poskytovat sluzby
predevsim v dopravé (leteckd, silni¢ni, Zelezniéni, ndmoini a Ficni, méstskd),
ma potencial sirokého vyuziti i v dalsich oblastech, kde zvysi bezpecnost, pres-
nost a komfort (napiiklad energeticky primysl, bankovnictvi, zemédélstvi, civilni
ochrana, zivotni prostiedi, stavebnictvi).



2. Aproximace zemského povrchu

2.1 Elipsoid

Elipsoid dostaneme z elipsy rotovanim kolem jedné z jejich os. Pro aproximaci
Zemé rotujeme kolem vedlejsi (kratsi) osy. Rovnice pro elipsu je

2 2
T Yy
¥+ﬁ:1,a>b.

Pro elipsoid potom mame rovnici

. . o v v v~ s _ .. 2_p2
U elipsoidu muzeme uréit zplosténi f = “Tb a druhou excentricitu (¢/)? = “b—zb

Elipsoid popisujeme pomoci parametru a (v nasem piipadé polomér Zemé) a déle
zplosténim nebo druhou excentricitou. Specialnim pripadem je sféra, kdy volime
zplosténi f = 0. Pro aproximaci Zemé se pouziva elipsoid se zplosténim [ =
0,00335 a druhou excentricitou e’ &~ 0,08209.

2.2 Geoid

Geoid je hypoteticky tvar, ktery znédzornuje morskou hladinu, kdyby byl cely
zemsky povrch pokryty vodou. Je blizky elipsoidu, ale jeho povrch je mnohem
komplexnéjsi a neni mozné ho presné matematicky definovat. Stied geoidu je
stejny jako stred Zemé. Skutecna morska hladina se malinko lisi diky rozdilim
v teplotach a slanosti vody. Ve vétsiné zemi je geoid definovan podle morské
hladiny, ktera se stale muze lisit od vysky hladiny na pobtezi az o jeden metr.

Pro bod P v terénu mame vysku A vzhledem k elipse, kterou ziskame z GPS,
dale mame hodnotu N, coz je rozdil vysky geoidu od elipsoidu, a orthometrickou
vysku H. Zjednoduseny vztah je h = H + N.

Pro presnéjsi vyjadreni bychom museli brat v tivahu, Ze kolmice k elipse a ge-
oidu nemusi byt rovnobézné, tedy sviraji néjaky thel. Tento thel bychom potom
museli zahrnout ve vztahu pro vysky.



3. Pouzivané soustavy souradnic

3.1 Kartézsky souradnicovy systém

Kartézsky systém souradnic se sklada ze tii na sebe kolmych os z, y a z. Po-
catek (bod se souradnicemi (0,0,0)) se nachazi ve stiedu Zemeé. Osa z prochdzi
severnim poélem a jeji orientace je také smérem k severnimu pélu. Osa x a y se
nachazi v roviné rovniku, osa x prochézi a zaroven je orientovana ke Greenwi-
chskému poledniku, osa y svird s ostatnimi osami pravy thel a jeji orientace je
vychodné od Greenwichského poledniku.

Obrazek 3.1: Kartézska soustava souradnic

3.2 Geodeticky souradnicovy systém

Prvni budeme brat souradnice pouze pro body na elipsoidu. Hledame tedy
soutadnice pro néjaky bod elipsoidu, oznac¢ime si ho Q). Jeho polohu vyjadiujeme
pomoci dvou soufadnic, §fiky ¢ a délky A. Sifka ¢ je tihel mezi normalou (pfimka
kolma k tecné roviné v bodé Q, pro ktery hleddme souradnice) a rovinou obsahu-
jici rovnik. Normala nemusi prochazet stredem elipsoidu, toto nastava pouze pro
body na pélech a na rovniku. Délka A je tithel mezi rovinou obsahujici referenéni
(nultou) rovnobézku a rovinou obsahujici bod Q a pély. Pro pdly tyto souradnice
nejsou jednoznacné, budeme je tedy brat jako specidlni body, které maji pouze
soufadnici ¢.

Body se stejnou hodnotou pro ¢ tvori kruznice, které nazyvame rovnobézky.
Jejich stfedy se nachazeji na ose z a jejich poloméry se méni v zavislosti na .
Naopak body se stejnou A tvori elipsy a nazyvame je poledniky.

Pokud chceme urcit polohu bodu ve vesmiru, pridame treti soutadnici a to
vysku h. Pro bod P najdeme bod Q, ktery je nejblizsi k P a zaroven lezi na
elipsoidu. Hodnota h je vzdalenost |PQ| a hodnoty ¢ a A ur¢ime stejné jako
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Obrazek 3.2: Geodeticky souradnicovy systém pro body elipsoidu

v predchozim pripadé pro bod Q. Pro body na ose z stejné jako pro poly neur-
¢ujeme souradnici A.

Obrézek 3.3: Geodeticky souradnicovy systém



3.3 GRS 80 a WGS &4

GRS 80, neboli geodeticky referencni systém 1980, popisuje referencni elipsoid,
gravitacni pole a rychlost otaceni Zemé. Systém se zacal pouzivat roku 1979.
Definuje délku hlavni poloosy a = 6378137m a zplosténi, které se uvadi ve formé
prevrdcené hodnoty, f~! = 289,257222101. Systém byl pouzivan ve WGS 84,
plnym nazvem Svétovy geodeticky systém 1984. Je to systém, ktery se dodnes
celosvétove pouziva. Pozdéji probéhly drobné ipravy hodnot, délka hlavni poloosy
ziistala stejnd a zploSténi se zménilo na f~! = 298,257223563.



4. Prevod mezi geodetickymi a
kartézskymi souradnicemi

4.1 kartézské souradnice z geodetickych

Jako prvni mame k dispozici geodetické soutadnice bodu ve tvaru (¢,\h)
a chceme souradnice ve tvaru (X,Y,Z). Prvni si problém zjednodusime a budeme
hledat feseni pouze pro body elipsoidu, tedy body, jejichz vyska je nulova.

Tvrzeni 1. Pro bod Q na elipsoidu se souradnicemi (p,\) plati vzorce
X = N cospcos A

Y = Ncospsin A
Z = (1—f)*Nsing,

kde N = —2%——.
1—f(2—f)sin? ¢
Nejdiive si dokazeme par pomocnych Lemmat, abychom si odvodili hodnotu
N. Vypocty budeme chtit provést v roviné obsahujici osu z a bod Q, kterou
si oznac¢ime p. K tomu budeme potiebovat, aby primka uré¢ena normalou lezela
v roviné p. Diky tomu, Ze rovina p i te¢na rovina v bodé Q, bod ) obsahuji, staci,
aby na sebe byly roviny kolmé.

Lemma 2. Rovina p a tecnd rovina T jsou na sebe kolmé.

Diikaz. Vypocitame si normalové vektory k obéma rovindm, budou-li na sebe
kolmé, pak jsou na sebe kolmé i roviny. Necht bod Q ma souradnice [z¢,y0,20]. Ro-
vina p je urc¢ena vektorem (0,0,1), protoze obsahuje osu z, a vektorem (z,yo0,20),
protoZe obsahuje pocatek O = [0,0,0] a bod @ = [x¢,y0,20]. Norméalovy vektor u
roviny p dostaneme z vektorového soucinu téchto smérovych vektort.

u = (0,0,1) x (x0,y0,20) = (1yo — 020,020 — 19,020 — 0yo) = (Yo, — 20,0)

Normalovy vektor roviny 7 dostaneme z jeji rovnice. Rovnici te¢né roviny dosta-
neme pomoci vzorce

oF OF oOF
O (z0,90,20) ( — 20) + (‘37/ (z0,40,20) (Y — yo) + s (w0,40,20) (2 — 20) = 0,

kde F(z,y,z) = a2 + + 2, — 1 =0 je rovnice elipsoidu. Rovnice tecné roviny je
tedy
21’0 2y0 220
§($—$0)+ (y — yo)+a (z2—2) =0
2
ToT  YoY | 202 yo N
a? + a? + b2 _<a? 7+ b2>_0

Normalovy vektor k tecné roviné 7 je tedy

v — (wo Yo zo>
a?’a?’b?2) "’
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Udélame skalarni souc¢in vektoru v a v

. Zo Yo 20\  YoTo ToYo .
wov =t~ a00)- (G553) = Y+ (—Tag) +0=0

Normalové vektory jsou na sebe kolmé a tedy i roviny jsou na sebe kolmé. O

Obrézek 4.1: Rovina obsahujici osu z a bod Q

Ve vypoctech pokracujeme v roviné p, kterd je znazornéna na Obrazku 4.1.
V roviné p si vezmeme osy t a z, osa z je stejna jako piivodni osa z, i se stejnou
orientaci, osa t je prunik roviny p s rovinou rovniku a jeji orientace je takova, aby
mel bod Q kladnou souradnici na této ose. Diky tomu, Ze pracujeme s rotacnim
elipsoidem, je jeho fez rovinou, obsahujici osu z, elipsa s rovnici: 2—22 + Z—; —1=0.
Mame bod Q se souradnicemi [tg,zo], které zatim nezname a pocatek O = [0,0,0].
Déle si oznacime body Q,, coz je prisecik osy z a primky urcéené normélou,
oznacime si ji p. Podle predchoziho lemmatu tato pfimka opravdu lezi v roviné
p. Bod Qyy je prinik piimky p a osy t. Bod M je kolma projekce bodu Q na osu
t a bod M’ je prunik primky QM a kolmice na osu z v bodé Q,.

Budeme poéitat v trojuhelniku QQ,M’. Uhel [ZQQ.M’'| = ¢, protoze OM
je projekce pfimky p na rovinu rovniku a uhel je identicky s thlem ZQQ,,M.
Abychom zjistili délky stran, spocitame si souradnice vSech vrcholi. K tomu
budeme potiebovat rovnici primky p.

Lemma 3. Rovnice primky p je

20 t() 1 1

it = et oo (g~ ) =0
Diikaz. Prinik roviny p s te¢nou rovinou 7 je v roviné p tecna elipsy v bodé Q.
Rovnici te¢ny dostaneme pomoci vzorce

oG

oG
E (to,Zo) (t — to) + a (to,Zo) (Z — Zo) = 0,
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kde G(t,z) = Z—z Z—; — 1 =0 je rovnice elipsy. Tecna ma tedy rovnici

Qto 220
ﬁ(t—to)‘l'?(Z—ZO):O

tot t02 20~ 202

2 et e ey
tot 20~ t% 202
w*w—@ﬁwzzo

Normélovy vektor tec¢ny je

a?’ b?
Kolmice k tecné méa smérovy vektor w. Z néj mizeme zjistit rovnici primky p.

20 to
ﬁt—?Z"‘C:O

Hodnotu ¢ zjistime dosazenim bodu @ = [te,z0].

20

b2

1 1
CZ““Qg‘m)

t
to——gzo—l—c:o
a

Rovnice primky p je tedy

Lemma 4. Ndsledujici body maji souradnice
b2 - a2

b2 - a2
Qz = [OJRZO] JM/ = [x07lﬂ20]

Diikaz. Soutadnice bodu Q, spocitame diky tomu, Ze je to prusecik primky p
s osou z, dosadime tedy do rovnice normaly jeho prvni souradnici ¢ = 0.

t 1 1
—(;Z+t020< ) =0
a

@ B
Y2
Z = Zpa ?—bfz
b? —a?

Z =20 b2

Soutradnice bodu Q, jsou tedy {0,1’2;—2“2,20]. Bod M’ lezi na kolmici k ose t, ktera

prochazi bodem ), maji tedy stejnou prvni souradnici. Podobné M’ lezi na kolmici

k ose z v bodé Q,, maji tedy stejnou druhou souradnici. Souradnice bodu M’ jsou
2

b2 — 2
[550,7,)2“ Zo} L

12



Délka tisecky je |Q.M'| =ty ,to je vzdy kladné z volby osy t. Dovolime tady
zaporné hodnoty u délek stran, protoze ¢ mize mit taky zapornou hodnotu.

b — a? a?

TZO = ﬁZO

QM| = 29 —
Nyni uz muzeme spocitat hodnotu N = |QQ.|.

Lemma 5.
a

JI-F(@2—f)sin?e
Diikaz. 7 Pythagorovy dostaneme vztah

QQ:| = N =

2 2 a® '\
N :to + b720 (41)

Z rovnice elipsy si vyjadiime ¢y a dosadime do rovnice (4.1).

to? = 21—§f (4.2)
0o = a b2 .

Déle pouzijeme thel [ZQQ.M'| = ¢, ktery jsme dostali v zadéni ptivodniho

problému.

a2

N
Z toho si vyjadiime zy a dosadime do (4.1).

%
N
o

sinp =

b2
20 = ?N sin ¢ (4.3)

Po dosazeni vztahu (4.2) a (4.3) do rovnice (4.1) dostaneme

N2 12
N? = a? (1 — 512ng0> + N%sin? ¢
a

Nyni pouze zbyva vyjadrit N

2 0\ . 2
N{l—-(1-—=|sin®p| =a
a

CL2

aZ_b2
-5

N? =

sin? o

Vime, ze parametry a a b jsou kladn4 &sla, pro libovolné ¢ plati, ze 0 < sin? ¢ < 1,

a tedy plati, ze
2 72 2 72
a”—b a®—b
<1,0<
a a

0< sinp < 1

A tedy muzeme rovnost odmocnit

a
2_p2 .
\/1— “azb sin? ¢

13
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a?—b% . o v c 2 v ’ Vv 2 __a—b
Zlomek “—> si mizeme vyjadrit pomoci zplosténi f = “==.

a2—b2_a—ba—|—b_f 2£_a—b
a? a a a a

Dostavame tak hledané N ve tvaru

a

N =
\/1—f(2—f)sin2g0

K dalsim vypoctiim potfebujeme jesté dokazat néasledujici Lemma.

Lemma 6. Plati, Ze
2

b
|QQ$Z/| = ?N = (1 - f)zN
Diikaz. Vezmeme si trojuhelniky QQ,M’" a QQxy, které jsou si podobné. Vime,

ze | QM| = zo a |QM'| = ‘bl—;zo, pomér podobnosti je Z—z. Tedy i strany |QQ.]|
a |QQqy| jsou také ve stejném pomeéru. Jesté musime dokazat vztah

5 (- (-5 o

Nyni uz mizeme dokazat tvrzeni 1.

Obrazek 4.2: Rovina rovniku

14



Diikaz. Plati sinp = a tedy diky predchozimu Lemmatu 6 mame pro sou-

_Z
1QQuy]
radnici Z:
7 =sinp(1 — f)°N
Déle budeme potiebovat vzdalenost |OM| = N cos ¢
Podle Obrazku 4.2 vidime, ze pomoci thlu A ziskame zbylé souradnice

X = |OM]|cos A
Y = |OM|sin A

Obrézek 4.3: Rovina obsahujici osu z a bod P

Obecné méame souradnice (p,A\,h) a chceme najit (X,Y,7).
Tvrzeni 7. Pro obecny bod P se souradnicemi (p,\,h) plati
X = (N + h) cospcos A
Y = (N +h)cospsin A
Z=((1-f)N+h)singp.

Diikaz. Nyni si jako body M a M’ oznacime kolmé projekce bodu P (viz Obrazek
4.3). Délky |QQ.| a |QQ.y| jsme si dokazali v Lemmatech 5 a 6. Délka strany
PQ, je N + H a délka strany PQ,, je (1 — f)?N + H. Déle postupujeme stejné
jako v dikazu Tvrzeni 1. O

15



4.2 geodetické z kartézskych

Mame inverzni problém, vypocitat (¢, \,h) z (X,Y,Z). Toto je dulezité v GPS,
ze které ziskdme souradnice pravé ve tvaru (X,Y,Z) a hodi se ndm je prevést do
geodetickych souradnic, abychom s nimi mohli déle pracovat (napiiklad je zob-
razovat na mapeé). Problém budeme Tesit z rovnic, které jsme ziskali v predchozi
¢asti 4.1. Mame soustavu tii rovnic o tfech neznamych

X = (N + h) cospcos A (4.4)

Y = (N + h)cospsin A (4.5)

Z=((1-f)?N+h)sing (4.6)

kde N = ———————_ Je to soustava nelinearnich rovnic, budeme je tedy fesit

1—(2—f)fsin® ¢
numericky. Uvedeme si tfi metody, které jsou popsany v Strang a Borre (2012).
Metody jsou zde popsany bez vysetrovani konvergence, kterou se také nebudeme
zabyvat. Museli bychom dokéazat napriklad Lipschitzovu podminku.

4.2.1 Metoda pevného bodu
Délku A ziskdme podilem rovnic (4.5) a (4.4)

Y (N+4h)cospsinA  sin A tan A
—_— = = = tan
X (N+h)cospcosA  cosA

A\ = arctan —
X

Reseni pro ¢ a h provedeme itera¢ni metodou vyuzivajici pevny bod. Nejdifve
ale musime najit vhodné funkce, které k iteracim pouzijeme. Obé neznamé si
z rovnic vyjadiime. Vysku h dostaneme po secteni kvadrata rovnic (4.4) a (4.5)

X2 +Y? = (N + h)?cos® p(cos® A + sin? \)

X2 4+Y?=(N+h)cos’p
, 2P+ Y?
cos? p
Celou rovnost odmocnime, diky tomu, Ze (N +h) > 0, X? +Y? > 0 a cosp >
0 (gp S (—%,%)), je to ekvivalentni tprava.
po YXOHYE N (4.7)

coS ¢

(N + h)

Z pravé strany definujeme funkei u; (@,h)

NoeEnE:
ui(p.h) = —— — N (4.8)
oS
Pro vyjadreni ¢ pouzijeme rovnost (4.6) a vyjadreni h, které si upravime a po-
délime
Z
(1—f2N +h

sin p =

16



VXT Y2

cos p = Nih

sing A N+ h
cosp  VX2+Y2(1—f)2N+h

e 2 (1—2f+ fON+n\ "
s Xz N+h
o= 2 (1 @AY
YT UXE Ve N+h

NocEne N +h

Pravou stranu rovnice si ozna¢ime us(p,h)

g2(p,h) = arctan (\/% (1 - W>_ ) (4.10)

Polozime zobrazeni U(p,h) = (uz(p,h),u1(p,h)), slozené z funkci, které jsme
si definovali v (4.8) a (4.10). Z definice zobrazeni, jsou splnény rovnosti (4.7)
a (4.9) pro ¢ a h takové, ze plati U(p,h) = (p,h). Hleddme tedy pevny bod
funkce U(¢,h).

Nyni uz miizeme pouzit iteracni metodu. Novy bod ziskdme vycislenim funkce
v predchozim bodé. Startovni bod zvolime tak, ze budeme predpokladat, ze mame
pozici na elipsoidu, tedy s nulovou vyskou. Tu také dosadime do funkce uy (4.10).

= arctan Z (1 — 2-/) fNO) B
i NSCERE No+0

Ny je néjaké nenulové ¢islo, které nezname, ale mizeme jim zlomek zkratit. Poté
uz g neni zavislé na zadné neznamé hodnoté a muzeme ho pouzit jako startovni
bod. Startovni bod je tedy (po,ho), jehoz hodnoty jsou

p = arctan (Z (1 - (2_f)fN> _1) (4.9)

Z -1
ho = 0, pg = arctan | ———— (1 — (2 — .
0 %Yo < \/W ( ( f ) f ) >
Dale provadime iterace pomoci néasledujicich vzorcii, zacneme na k=0 a postu-
pujeme dokud nedosdhneme pozadované presnosti (nové hodnoty se lisi od téch
predchozich uz jen o néjakou predem zvolenou konstantu).
Vysku h z ¢ dostaneme pomoci vzorce:
vVX24+Y?

hiyr = - N},
COS P

Stiku ¢ z h :

1
Ory1 = arctan z 1_ (2—f) [Nk |
X2 +Y? Ny, + hy,

fde N = V1-C—1)fsin? o1 (k=012...).
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4.2.2 Newtonova metoda

Nejdiive si rovnice upravime. Délku A ziskdme podilem rovnic (4.5) a (4.4)

Y (N+h)cospsinA  sin A

= = tan A
X (N+h)cospcos\  cosA an

A\ = arctan —
X

Rovnice (4.6) ani soucet druhych mocnin rovnic (4.4) a (4.5) neobsahuji neznamou
A, budeme tedy aplikovat Newtonovu metodu na tyto rovnice.

X2 +Y?% = (N + h)?cos® p(cos® X +sin® \) = (N + h)*cos® ¢

Celou rovnost odmocnime, diky tomu, Ze (N +h) > 0, X2 +Y?2 > 0 a cosp >
0 (go € ( I H)), je to ekvivalentni uprava.

202
VX2 +Y?2=(N+h)cosp (4.11)
Pomoci rovnic (4.11) a (4.6) si definujeme funkce g; a go

gi(@,h) = (N 4+ h)cosp — VX2 + Y2

g2(p,h) = ((1 — f)’N + h) sinp — 7

Hleddme nulové body funkce
G(p,h) = (91(0,h).92(,h))
Pouzijeme na to Newtonovu metodu, budeme iterovat pomoci vzorce
(Ors1:hei1)” = (i) = T (o) G (rs ), (4.12)

kde J je Jakobian funkce G.
Abychom dostali Jakobian, musime si spocitat parcialni derivace

ON 1 a
FrE "9 3 —2(2 - in
0% ( 2> (1= (2~ f)fsin®p)? (=2(2 = f)f sinpcos )
3
= ]C\;f@—f)sin(pcosgp (4.13)
ON
o = (4.14)

18



3
991 _ ];[2(2—f)fsing0005290+(N—l—h)(—singo)

¢
, N3 a?
= singp <<a2(2 — f)fcos® o — N2> — h)
- N°® 2 .2
= singp ?((Q—f)fcos o—14+(2—f)fsin gp) —h
: N?
= smg0<2(2f fF—-1)— )
N3 .
= _<a2 (1—f)? —h>51n90
g1 o
% = COos
3
99 = (1- f)2£(2 — f)f singcos psin @ + ((1 - f)2N+h) Cos ¢
Oy a?
N3 2
= cosgo(z(l—f) (( — f)fsin® p + N2> —l—h)
N3 2 -2 s 2
= cosgp y(l—f) ((Q—f)fsm e+1—(2—f)fsin go)+h
3
— (jc\;(l — )+ h) cos ¢
% = sin
oh 4
Pro zjednoduseni si ozna¢ime D = Z—;(l — f)? + h. Dostavame tedy Jakobian
_ (—Dsing cosy
Jo = ( Dcosy sin <p> (4.15)

Spocitame inverz Jabianu 4.15

Jél _ 1 ( sin ¢ —cqsgp)

Det(Jg) \—Dcosp —Dsing
Det(Jg) = —Dsin?¢ — Dcos>p=—D
_ 1 g 1
= (b b i
COS sin @

Konvergence Newtonovy metody zalezi na vhodném vybéru nulového bodu.
Abychom nasli nulovy bod co nejblize k hledanému feseni, vyfesime rovnice pro
specidlni ptipad, kdy pocitame se sférou (f = 0).

Lemma 8. Rowvnice

= (a+ h) cos pcos A (4.17)
= ( h) cos psin A (4.18)
= (a+h)sing (4.19)
maji resent
Z
= arctan <X2—|—Y2>
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Y
A: t —_
arc an( )

h=VX?+Y?+22—a

Dukaz. Nejdrive si vyjadiime h, sec¢teme druhé mocniny vsech rovnic.
X2+ Y%+ 7% = (a+ h)*(cos? pcos® A + cos? psin? A + sin? @)

X2+ Y?+ 7%= (a+h)?

Rovnici odmocnime, a + h > 0, tedy neni potieba absolutni hodnota.

VX2+Y2+Z2=a+h

h=VX2+Y24+272—a
Déle si vyjadiime neznamou .

Y  (a+h)cospsin A
- = — = tan A
X (a+ h)cospsin A

A = arctan —
X
Nakonec si vyjadiime ¢.
X2 +Y? = (a+ h)’cos’ ¢
Muzeme odmocnit bez absolutnich hodnot, protoze a + h > 0 a cosp > 0.

VXTI Y?

cosp = a+h
. A
S1n =
14 a-+h

Tyto rovnice miizeme podélit, protoze obé strany prvni rovnice nabyvaji nuly
pouze na pélech, se kterymi nepocitame.

sing Z(a+h)
cosp VX2 YZ%(a+h)
tanp = —— 2
Voaae
p = arctan Z

VX1 V2
]

Nyni uz mame vsechno potfebné k samotnym iteracim. Do vzorce 4.12 dosa-
dime inverz Jakobianu.

1 : 1
D) T = (b)) T — [ D SILPk D, €05 Pk G1(Pr, I, ’
(SOk+1 k+1) (‘sz k:) < COS Sin ox 92(90k,hk)
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Po roznéasobeni dostavame tyto vzorce

1
Pr+1 = P+ ﬁsinwk ((Nk + hi) cos o, — VX2 + Y2)
k

—;k COs ¢ (((1 — )N, + hk> sin ¢y, — Z)

hisr = hy — cos gy, (( k + hi)cosr — VX2 4 Y2)
_singo« Nk—l—hk) smgpk—Z)
kde Dy = %22(1 — [P+ hya Ny = = . Iterujeme pro k& = 0,1,2...

V/1=-2=f)f sin® gy,
a jako pocatecni bod si zvolime

A
= arctan | ———
%0 <,/S<2+Y2>

ho=VX2+Y2+ 272 —q

4.2.3 Goadova metoda

Tato metoda pouziva jiny pristup, ale dojde k modifikaci Newtonovy metody.
Misto Jakobidanu budeme pocitat pouze s jeho aproximaci. Jako v predchozich
pripadech si nejdrive vyjadiime délku.

Y
>\: t e
arc anZ

Déale ndm ztistanou rovnice
VX2+4+Y2=(N=h)cosyp
7 = ((1 — f)AN + h) sin ¢
Tyto rovnice vyjadiuji vzdalenost od osy z a souradnici Z
P = VX2+Y2=(N+h)cosyp (4.20)
Z = ((1—f)’N+h)sing (4.21)

P a H si vezmeme jako funkce a argumenty ¢ a h a udélame pro né Tayloriv
rozvoj v bodé (¢,h)

P
oh —(%0,h0)(h — ho) +

oz
o = (©0,ho)(h — ho) +

P(p,h) = P(po,ho) + g];(%,ho)(%@ — o) +
Z(oh) = Zlondo) + G (anda)(o = o) +

Zanedbame derivace vyssich radu, tim dostaneme soustavu linedrnich rovnic.
Z=Zlgoh)\  (go(@0ho) grlgoho)) ((p = o)
P — P(go,ho) 5o (v0.h0) R (w0,h0) ) \ (7 — ho)
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Spocitame si parcialni derivace, pro N jsme si je spocitali uz v predchozi sekci
(4.13 a 4.14)

oN
dp
ON
= -0
oh
07 : . N? :
% = — ((1 — )+ h) smgp%—smgo?f@ — f)sinpcosp
0Z
oh
opr N?
7 = (N + h)singp + cosgpﬁf@ — f)singpcos ¢
oP
oh
Dalsi aproximaci provedeme poloZzenim f = 0, pouze v N ponechdme f pt-
vodni.

N3 )
= ﬁf(Q—f)snupcosgo

= sinep

= cosyp

(z - z<¢0,ho)> N ( (No + ho) cos g~ sin <Po> ((so - w))
P — P(¢o;ho) —(No 4 ho)sinpg  cos @y ) \ (h — ho)

Navic muzeme (Ny + hg) vytknout, abychom si usnadnili hledéni inverzu.

(Z - Z(Sﬁo,ho)> ~ ( cospg  sin 900> ((No + ho) (e — @o))
P — P(¢0,ho) —sinyy €os yy (h — ho)

Po prenasobeni inverzem dostaneme

<cos Yy —sin gpo> (Z — Z(goU,ho)> ~ ((No + ho)(p — 900))
singg  cosgg ) \ P — P(po,ho) (h — ho)

Tady uz mame aproximacni vzorec pro ¢ a h. Budeme ho opakovat, dokud
nebudeme mit aproximaci s pozadovanou presnosti. Explicitni vzorce pro ¢ a h
v kroku (k + 1) josu

- _ cos ox(Z — Z(po,ho)) — sin o P(po,ho)
k+1 Nk T hk
hk+1 = sin QOk(Z — Z(@Q,ho)) -+ cos ngP((,OQ,h()),

J— a
kde N = e
Nakonec jesté musime najit vhodny startovni bod. Polozime si r = / P? + Z2,
coz je vzdalenost bodu od stfedu. Hodnotu pro ¢ si zvolime jako tihel spojnice se
stfedem a rovinou rovniku.

A

Yo = arcsin —
’
Vysku h si aproximujeme pomoci ¢

ho =1 — a(1 — fsin® @)
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5. Transformace do roviny

5.1 Rozdéleni projekci

1. Mapy zachovavajici tvary

2. Mapy zachovavajici vzdalenosti - vzdéalenost od stiedu k libovolnému bodu
je zachovana

3. Mapy zachovavajici sméry - jsou zachovany azimuty

4. Mapy zachovavajici oblasti - zachovava proporce

Existuje nespocetné mnoho riznych projekci. Podle toho, k ¢emu je dana mapa
urcend, vybirame takovou projekci, aby co nejpresnéji zachovala jednu nebo vice
z predchozich vlastnosti. Tim, Ze se snazime minimalizovat nepresnost nékteré
vlastnosti, ale mizeme dostat veliké nepresnosti v ostatnich vlastnostech.

Pro zjednoduseni budeme v dalsich ¢astech pocitat, stejné jako v Bhatta
(2011) a El-Rabbany (2002), se sférickou aproximaci Zemé.

5.2 Prima projekce

Ptima projekce je nejjednodussi, avsak velmi nepresna. Geodetické soutadnice
bodu elipsoidu (¢,\) prevedeme piimo na Euklidovské souradnice v roviné.

(:Euy) = (I)l(%)\) = (/\7@)

5.3 Valcové projekce

Valcové projekce znamenaji, ze zobrazujeme sféru na valec, ktery potom mu-
zeme snadno transformovat do roviny. Stredova osa valce prochazi vzdy stfedem
sféry, ale jeho natoceni a velikost se muze liSit. Mame t¥i druhy, prvni je, Ze se
sféra nachazi uvnitt, ale nedotyka se valce. Druhy je, ze se vélec se sférou dotykaji,
a treti je, ze sféra pronika sférou.

5.3.1 Mercatorova projekce

Kolem Zemé si predstavime vélec, ktery je rovnobézny s osou z a dotyka se
Zemé na rovniku. Polomér valce je tedy shodny s polomérem Zemé a. Vzorec na
zobrazeni je

(z,y) = Pa(p,\) = (ap,aarctanh sin \)

Zobrazeni zachovava délky pouze na rovniku, smérem k poliim se zobrazeni vice
zkresluje. Pro body s || > 86° se toto zobrazeni nepouziva.
Tato projekce vérné zobrazuje thly, ale silné zkresluje plochy.
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5.4 Kuzelové projekce

U tohoto typu projekce misto valce pouzijeme kuzel. Jeho osa také musi pro-
chazet sttedem sféry. Kuzel miizeme také libovolné polozit, v zavislosti, kterou
c¢ast sféry chceme zobrazit. Kuzel stejné jako valec mizeme snadno transformovat
do mapy.

5.5 Azimutové projekce

V tomto druhu projekce prilozime k néjakému urcenému bodu sféry rovinu.
Vybereme si néjaky bod, podle kterého pak délame projekci na rovinu.

Projekci délime na t¥i druhy podle toho, jaky jsme si vybrali bod, ze kterého
projekci vedeme. Centralni znamenad, ze projekci vedeme ze stiedu sféry. Stereo-
grafickd znamena, ze projekci vedeme z bodu na opac¢né strané, nez mame prilo-
zenou rovinu. Ortografickd projekce znamend, ze bod ze kterého vedeme projekci
se nachazi v nekonecnu, jde tedy o kolmou projekci na rovinu.
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Z.aver

Zabyvali jsme se pouzitim souradnic, ziskdvanych pomoci systému GPS. Po
kratkém exkurzu do historie GPS a prezentace pouzivanych a budovanych druzi-
covych polohovych systému, byly popsany zakladni principy fungovani GPS, jeho
¢asti, segment vesmirny — soustava sateliti vysilajicich radiovy signal obsahujici
udaje o poloze a casu, segment kontrolni a segment uzivatelsky. Ten tvori pti-
jimace, které prijimaji signaly z v tu chvili viditelnych druzic. Poloha prijimace
a Cas je vypoctena z obdrzenych udaju.

V ¢asti Aproximace zemského povrchu byl definovan elipsoid a geoid.

Déle byly popsany pouzivané soustavy souradnic. Kartézsky souradnicovy sys-
tém

Skladajici se ze tii na sebe kolmych os s priisecikem ve stredu zemé a geode-
ticky soutadnicovy systém . Dale byl popsan geograficky referen¢ni systém.

Tim byly popsany dilezité pojmy a funkce souvisejici s GPS.

V nosné ¢asti této prace jsme se vénovali prevodu mezi geodetickymi a kartéz-
skymi souradnicemi . Problém prevodu z geodetickych do kartézskych souradnic
jsme vytesili pomoci geometrickych vztahti. Inverzni problém takto vyresit nejde,
pouzili jsme tedy vztahy, které jsme nasli u predchoziho problému a tesili je jako
soustavu nelinearnich rovnic. Byly pouzity tfi numerické metody, dvé bézné po-
uzivané a jeden jiny pristup, ktery vede k modifikaci jedné z predchozich metod.

Posledni c¢ast Transformace do roviny je vénovana zobrazenim pouzivanych
k prevodu zemského povrchu do mapy.
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