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dale je podrobné rozebrana teorie pro jednoduchy bilinedrni model a nasledné
je predstavena teorie pro obecné bilinearni modely. Posledni kapitola je prak-
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teorie a v zavérecné casti jsou pro zvolena finanéni data porovnany kvalitativni
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Uvod

V soucasné dobé, zejména diky rozsifeni pocitacové techniky, je sledovano
velké mnozstvi informaci v pribéhu casu, napriklad ceny akcii ménici se kaz-
dou sekundu, tedy vysokofrekvencéni data, vyvoj teploty a atmosférického tlaku
nebo pocet obyvatel stati. Tyto soubory dat jsou casovymi radami, které je
nutno néjakym zptisobem popsat. K tomu slouzi velké mnozstvi matematickych
modeltl, na jejichz zakladné lze analyzovat chovani ¢asovych rad, naptiklad zavis-
lost mezi jednotlivymi pozorovanimi, nebo predpovidat budouci vyvoj rady. Mezi
nejpouzivanéjsi modely patii linedrni modely typu ARM A, které jsou detailné
popsany v mnoha publikacich. Ve finan¢nich ¢asovych radach vsak dochézi k je-
vim, které tyto modely nepostihuji prilis dobte, napriklad velké vykyvy volatility.
Proto byly zavedeny nové modely, jako napriklad nelinedrni modely typu ARCH
a jejich rozsiteni GARCH, které takové chovani financ¢nich rad vystihuji 1épe.
Dalsi alternativou jsou bilinearni modely, kterymi se zabyva tato prace. Motivaci
pro vytvoreni téchto modelt je rozsiteni ARM A tak, aby postihovaly napi. vyse
zminéné vykyvy. Bilinearni modely se tedy svou strukturou podobaji modeltim
ARMA.

Jedno z prvnich predstaveni bilinedrnich modelt je v knize |Granger a Ander-
son| (1978), z niz vychazeji dalsi autori. Vétsina se zabyva ve svych publikacich
specialnimi pripady bilinedrnich modelii, nebot se ukazuje, ze odvozeni nékterych
vlastnosti v obecném pripadé je velice komplikované, coz je znac¢nou nevyhodou
téchto modeli. Velmi obecné se bilinedrnim modeltim vénuje naptiklad publi-
kace Pham| (1993) a [Subba Rao a Gabr (1984), v mnoha dalsich publikacich
zabyvajicich se nelinedrnimi modely jsou bilinearni modely v omezené mire také
predstaveny, viz napriklad Tong) (1990).

Tato prace ma za cil popsat bilinearni modely a odvodit jejich vlastnosti.
Nejprve je uvazovan pouze jednoduchy model a prislusna teorie pro uvedeni do
zakladni problematiky bilinearnich ¢asovych fad. Poté je uvazovan model v obec-
ném tvaru a jsou predstaveny jeho vlastnosti a moznosti jeho pouziti na realnych
datech. Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol.

V prvni kapitole jsou shrnuty zdkladni pojmy z teorie linedrnich modeld ¢a-
sovych Tad a jsou zde strucné predstaveny modely ARM A podle knih [Praskoval
(2004)) a |Cipra/ (2008). Déle je zde uvedena definice obecného bilinearniho procesu.

Druha kapitola se zabyva specidlnim pripadem jednoduchého bilinedrniho mo-
delu, hlavnim zdrojem je ¢lanek [Pham a Tran (1981)). Jsou zde detailné odvozo-
vany vlastnosti tohoto modelu, zejména podminky stacionarity a invertibility.
Déle jsou zde popsany konstrukce odhadti na zakladé pozorovanych dat a jsou
zkoumany vlastnosti téchto odhadt. V posledni sekci této kapitoly je podrobné
odvozena korelac¢ni struktura jednoduchého modelu vcéetné korela¢ni struktury
druhych mocnin fady.

Ve treti kapitole jsou predstaveny teoretické podklady pro obecné bilinedrni
modely, hlavnimi zdroji jsou ¢lanky Pham| (1993) a|Pham (1985). Nejprve je pred-
stavena markovska reprezentace, na jejimz zdkladé jsou odvozovany vlastnosti
modelil. Detailné je odvozena podminka stacionarity, jsou popsany teoretické za-
klady pro odvozeni podminek invertibility. Podobné jako ve druhé kapitole je



predstavena konstrukce odhadi modelu a je detailné popsana korelac¢ni struktura
procesit danych obecnym bilinearnim modelem a jejich druhych mocnin. Zavér
treti kapitoly se vénuje konstrukci predpovedi.

Posledni ¢tvrta kapitola se zabyva praktickou strankou problematiky bilinear-
nich modelii. Je pfedstaven numericky algoritmus pro urceni odhadt parametra
bilinearnich model na zakladé popsané teorie a jsou prezentovany vysledky si-
mulacni studie vytvorené na zakladé tohoto algoritmu pomoci softwaru Wolfram
Mathematica. Dalsi ¢ast se zabyva testovanim linearity proti bilinearni alternative
na zakladé Raova skérového testu. Posledni ¢ast se zabyva kvalitativnim porovna-
nim modelit ARM A a bilinearnich modelu pro zvolena finan¢ni dat, opét pomoci
softwaru Wolfram Mathematica. Vytvoreny program pro odhadovani parametri,
simula¢ni studie a aplikace na realna data je k dispozici na ptilozeném DVD.



1. Zakladni pojmy

1.1 Zakladni definice z teorie casovych rad

Na tvod predstavime zakladni definice tykajici se nahodnych procest, bez di-
kazu také uvedeme néktera tvrzeni o vlastnostech procesu typu ARM A. Odvozeni
a dukazy jsou podrobné popsany v Cipral (2008) a v [Praskova (2004).

Definice 1.1. Ndahodny proces (stochasticky proces) je rodina {X;,t € T}, kde
Xy jsou nahodné veliciny nebo ndhodné vektory na pravdépodobnostnim prostoru
(A, P)aT CR. Indexy t € T jsou pak interpretovany jako cas. Proces {X;,
t € Z} se nazyvd casovd Tada.

Néhodné procesy 1ze délit podle tvaru indexové mnoziny na nahodny proces ve
spojitém case (T' € M C R) a na ndhodny proces v diskrétnim case (T' € M C Z),
na ktery se v této praci zamérime.

Definice 1.2. Rekneme, Ze ndhodné procesy {X;} a {Y;} jsou stochasticky nezd-
vislé, kdyz jsou nahodné vektory (X, ..., X,) a (Y1,...,Y,) nezdvislé pro vsechna
n € N.

Definice 1.3. Ndhodny proces { Xy, t € Z} se nazgvd striktné (silné) staciondrni,
jestlize Yn € N a vsechna ty, tp + h takova, Ze ty, € Z,tx, +h € Z,1 < k <n md
vektor (X, ..., Xy,,) stejné rozdélent jako (Xyyin, .- Xt +h)-

Definice 1.4. Necht {X;, € Z} je ndhodny proces. Tento proces se nazijvd slabé
stacionarni, jestlize plati

(i) E Xy = pu = konst., pro vsechna t € Z, (1.1a)

(17) cov( Xy, Xs) = E[(Xy — p)(Xs — p)] = cov(Xyan, Xsin), (1.1b)
pro ¥ s,t, h takova, Ze s € Z, s+ h € Z,t € Z,t +h € Z,
specidlné wvar X; = 0% = konst., pro viechna t € Z. (1.1c)

Striktné stacionarni ¢asova rada je z hlediska pravdépodobnostniho rozdéleni
invariantni vzhledem k posuniim v case, je-li slabé stacionarni, pak je invari-
antni vzhledem k posuniim v c¢ase v ramci momenti radu nejvyse dva. Mezi
obéma druhy stacionarity je nésledujici vztah: je-li casova rada striktné stacio-
narni a existuji momenty druhého radu, pak je ¢asova rada také slabé stacionarni.

Definice 1.5. Necht {X;,t € Z} je casovd tada. Autokovariancni funkce pro
zpozdéni k (autokovariance pro zpozdéni k) je definovana predpisem

vx (k) = cov( X, X¢—1) = E[( Xy — ) (Xeep — )], k € Z. (1.2)

Definice 1.6. Necht {X;,t € Z} je casovd tada. Autokorelacni funkce pro zpoz-
déni k (autokorelace pro zpoZdeéni k) je definovdna ndsledovné

_xh) _axlk) g (1.3)

vx(0) 0%

px (k)



Definice 1.7. Posloupnost {e;, t € Z} vzdjemné nekorelovanych nahodnyjch ve-
licin majicich nulovou stredni hodnotu a konstantni konecny kladny rozptyl se
nazyvd bily sum, tedy plati

Eer=0, 0<wvare;=0°< o0, covene,) =0, pros#t. (1.4)

Pozndmka. Jsou-li ndhodné velic¢iny v definici|l.7|nezavislé pak se jedna o striktni
bily sum. V této praci budeme predpokladat, ze rozdéleni bilého Sumu neni de-
generované, budeme uvazovat, Ze ma spojité rozdéleni (nejcéastéji normélni roz-
déleni). Specidlné z téchto predpokladi tedy dostavame, Ze €2 # a + be; s.7., kde
a, b € R jsou konstanty.

Poznamka. PTi praci s ¢asovymi fadami je nékdy pouzivan operdtor casového
posunu B. Pro posloupnost {Z;, t € Z} plati

BZt - Zt—17 B]Zt — B‘j_l(BZt) — = Zt—j' (15)

Definice 1.8. Necht {X;,t € Z} je casovd Tada. Smiseny proces ARM A(p,q) je
definovdn vztahem

p q
Xi=) @iXii+ ) e +e, (1.6)

i=1 j=1
tj. o(B)Xe = ¥(B)er, (1.7)
kde @1, ..., jsou parametry odpovidajici autoregresni cdsti procesu, p(B) =
1 — Y0, orB* se nazjvd autoregresni operdtor, 1y,... 1, jsou parametry od-

povidajici édsti klouzavijch soucti, 1(B) = 1 + X¢_, v, B* se nazjvd operdtor
klouzavych souctu a B je operdtor casového posunu.

Pokud pro vsechny koteny z;,i € {1,2,...,p} polynomu ¢(z) plati podminka
|zi| > 1 a jsou rizné od koreni w; polynomu ¢ (w), je proces dany slabé
stacionarni a ma nulovou stfedni hodnotu. Pokud plati pro vsechny kofeny wj,
j€{1,2,...,¢} polynomu ¢ (w) podminka |w;| > 1 a jsou rizné od korent z;, je
proces invertibilni a lze prepsat do tvaru

&t = Xt — 771Xt_1 — 7T2Xt_2 — = W(B)Xt (18)

Pozndmka. Stacionarni proces ARMA(p,q) z definice 1.8 mé nulovou sttedni hod-
notu. Lze vsak definovat proces ARM A(p,q) s nenulovou, v ¢ase neménnou stiedni
hodnotou p nasledovné

Xi=a+oi X1+ +opXip + 0161+ FYgE—g + &4, (1.9)

kde plati o = (1 — @1 — ... — ¢,)u. Tento vztah lze upravit do tvaru
p q
Xy _,u:Zspi(thi_,U)‘szigtfi"'gt, (1.10)
i=1 i=1

kde proces {X; — u} odpovida procesu {X;} v definici



1.2 Definice bilinearni c¢asové rady

Bilinearni fady jsou jednim z typt nelinearnich casovych rad. Jak bude ziejmé
z nasledujici definice, lze je chapat jako primocaré rozsiteni linearnich model
ARMA. Definici bilinearniho procesu zavedeme dle [Pham, (1993), ktera vychazi
z definice dle |Granger a Anderson| (1978]).

Definice 1.9. Necht {X;,t € Z} je casovd Tada. Bilinedrni proces
BARM A(p,q,P,Q) je definovan vztahem

P q Q P
Xy = Z 0iXi—i + Z VYige—j + Z ZﬁlkXt—lﬁt—k + &, (1.11)
i=1 j=1

k=11=1

kde pi,i=1...p,¢;,7=1....qa By k=1...,Q,1 =1...,P jsou parametry
modelu a {e;, t € Z} je striktni bily sum.

Takovéto rozsireni modelt ARM A nevypada na prvni pohled prilis kompli-
kované, nicméné opak je pravdou. Ukazuje se, ze prace s bilineArnim modelem
v plné obecnosti je prilis slozitd a proto se ¢asto prechazi k jednodussim varian-
tam. Uvazuje se naptiklad kompletné bilinedrni model, ktery je ve tvaru

Q P
Xt = Z Z ﬁlkXt—lgt—k + & (112)

k=11=1

Jinym moznym délenim bilinedrnich modeld je rozdéleni na tti pripady, a to dia-
gonalni, subdiagonalni a superdiagonalni model. Nazvoslovi vychazi z Granger a
Anderson| (1978), nicméné se u riznych autoru definice subdiagonalniho a super-
diagonalniho modelu mohou navzajem zaménovat. V této praci budou definovany
nésledovné v souladu s [Pham| (1993)): pokud plati 8 = 0 pro vsechna [ > k pak
se jedna superdiagonalni model, pokud plati 8;; = 0 pro vSechna [ < k pak se
jedna subdiagonalni model a nakonec pokud plati g = 0, pro vSechna [ # k
jedna se o diagonalni model. Pro tyto tii pripady se ¢asto uvazuji jen kompletné
bilinedrni modely.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat vlastnostmi bilinearnich
modelil. Nejprve uvedeme a odvodime vlastnosti pro jednoduchy diagonalni mo-
del a poté pro obecnéjsi modely.



2. Vlastnosti jednoduchého
bilinearniho modelu

Stejné jako u modeli ARMA nés bude u bilinedrnich modeli zajimat je-
jich stacionarita a invertibilita. Prozkoumame jednoduchy diagonalni model dany
vztahem

Xy =Xy 1+ + BXi1600, (2.1)

kde {g;,t € Z} je striktni bily Sum. Podle definice se tedy jednd o model
BARMA(1,0,1,1). V této kapitole budeme prevazné postupovat podle ¢lanku
Pham a Tran| (1981).

2.1 Stacionarita jednoduchého modelu

Nejprve se budeme zabyvat podminkami existence stacionarniho procesu da-
ného vztahem ((2.1)).

Véta 2.1. Plati-li |p] < 1 a ¢* + $%0% < 1, potom ezistuje jednoznacné urceny
strikiné staciondrni ndhodny proces {X,t € Z} spliujici vztah (2.1), pro néjz
plati

Xt:€t+z

J=1

ﬁ (¢ + ﬁEtk)] Et—js (2.2)

k=1

kde nekonecnd rada je konvergentni skoro jiste.

Diikaz. Uvazujme, ze existuje striktné stacionarni proces {X;,t € Z} spliujici
(2.1). Lze jej prepsat do tvaru

Xt =&+ (QO + Bgt—l)Xt—L (23)
Daéle oznac¢me A
J
P(t.j) = [T (v + Berp). (2.4)
k=1

S vyuzitim (2.4)) a opakovanou aplikaci vyjadreni (2.3 dostavame

n—1 i n
Xe=e+ ) |TI(p+ Ber k]atg [H ¢+55tk]Xt—n
j=1 k=1 k=1
. (2.5)
= & + Z P(t,j)gt_j + P(t,n)Xt_n.
j=1
Pro vyraz P(t,n) plati
1
log |P(t,n)| = — Z log(p + Ber_)?. (2.6)
Pro 8 # 0 mame z Jensenovy nerovnosti vztah
E log(¢ + Be;)? < logE (p + Be;)? = log(p* + B*0?) <0, (2.7)

7



kde posledn{ nerovnost plyne z predpokladii véty a definice [[.7] Pro 8 = 0 také
plati E log(y + &) < 0, nebot |p| < 1. Dle silného zdkona velkych ¢isel tedy
dostavame

1 1
lim —log |P(t,n)| = 5 E log(¢ + Be1)? < 0, s.5. (2.8)

n— oo n
Podle vlastnosti limity a exponencidly existuje dostatecné velké ng takové, ze
Vn>mng: |P(tn)]r < p<1prondaké pe (0,1)atedyiVn>ng: |[P(tn)| <
p". Dostavame tak P(t,n) === 0 s.j. Diky striktn{ stacionarité ndhodného pro-
cesu {X,;,t € Z} pak P(t,n)X,_, =% 0 v pravdépodobnosti, nebot

V6 > 0: P[|P(t)Xiep — 0] > 6] = 1 — P [|P(t.0)|| Xs—n]| < 0]

0 ] noeo (2.9)
=1-Pl|X{ < ] > 1 — P[|Xy| < o0] =0.
l | P(t,n)]
Tedy vztah (2.5) s pouzitim znaceni ({2.4)) z lze prepsat do tvaru
Xy =¢e+ Z P(tJ)Et—j- (2.10)

j=1
Je-li tedy proces {X;,t € Z} dany (2.1 staciondrni pak za podminky véty lze
vyjadit ve tvaru (2.10). Déle z (2.8) vyplyvé, ze |P(t,n) 7 22 5 5., pro které
plati 6 = exp [% E log(p + Bst)z} < 1. Opét pomoci silného zakona velkych cisel
a nasledujiciho rozpisu dostavame

1 1J j—1 [ 1!

—&t—j = — Et—k — ———
j sz::l i |li—-1/4=

£ k] ERaaNY| S.7. (2.11)

Tedy pro j dostatecné velké mame |g,_;| < j s.j. a tedy i |P(t,7)e,—;| < jod, pro

néjaké § < 6 < 1 a tudiz ZP(t,j)gt_j konverguje skoro jisté. Vztah tedy
j=1
urcuje ndhodny proces { Xy, t € Z}.

Necht t, ... ,tx, h € Z, pak s vyuzitim lze vektor (X, ..., Xy, ) vyjadrit
pomoci bilého Sumu v piislusnych ¢asech, vektor (Xy, 44, .. .,Xt, +1) 1ze analogicky
vyjadrit pomoci bilého Sumu v prislusnych ¢asech posunutych o h. Vzhledem
k vlastnostem bilého Sumu jsou oba vektory stejné rozdélené, proces {X;,t € Z}
dany vztahem je tedy striktné stacionarni. Nakonec zbyva odvodit ekviva-

lenci mezi vztahy (2.2)) a (2.1]). Mame

oo [ i
Xt:5t+z H © + Ber- k]gt—j

oo

=&+ (p+ Per—1)€—1 +
t(@ 5t1 t—1 (2'12)

=2 | k=1

j
(@ + Ber—i) | €1—j
k=2

.

j
[T (e + Beee k]ﬁt—j

o0

=&+ (@ + Per—1) (&e 1+Z

=&+ (p+ Per—1) Xi—1.




Véta 2.2. Nechl ndhodny proces {X;,t € Z} definovany vztahem je slabé
stactondrni a jeho striktni bily sum md konecné momenty cturtého radu, pak plati
©* + 0% < 1.

Diikaz. Nejprve zavedeme pomocné znaceni
Zy = (¢ + Be) X, (2.13)
Potom lze proces {X;,t € Z} zapsat pomoci markovské reprezentace

Xt = Z4_1 + &y,

Zy = (o + Ber) Zi1 + (o + Bey)er. (2.14)

Ziejmé plati E Z, = o E Z,_; + Bo?,
Zi—E Zi=(p+Be)(Zi1 —E Z_1)+ (o + BE Zy_1)er + B(e — 0%). (2.15)
Ze slabé stacionarity také mame
_ po?
L=y
Z a , slabé stacionarity a definice pak pro rozptyl veli¢iny Z;

dostavame
var Z; = (¢* + f%0?) var Z, + (¢ + BE Z,)%0?
+62(E 5? — 04) +26(¢+PE Z,)E 5?

E Z,

. (2.16)

= (p* + B*0*)var Z, + E [65? +(p+PE Z)e — 502]2 (2.17)
= (p* + B%0?) var Z, + var lﬁé‘% + (SD n fiajp) Et] '

Druhy sc¢itanec na pravé strané rovnosti je vzhledem k predpokladu o rozdéleni
bilého $umu kladny, dostavame tedy (1—@?—3%202) var Z; > 0 a vzhledem k vlast-
nostem rozptylu je 1 — ¢? — 3202 > 0.

OJ

Véta 2.3. Necht ¢, md konecny cturty moment. Potom nutnou a postacujici
podminkou existence striktné staciondrniho ndhodného procesu { Xy, t € Z} spl-
nujiciho vztah je ©? + 0% < 1. Je-li tato podminka splnéna, potom X, je
jednoznacné dan vztahem , kde nekonecnd suma je konvergentni skoro jiste
a dle kvadratického stredu.

Diikaz. Témér vse plyne z vét 2.1 a2.2] jediné, co zbyva dokazat, je konvergence
podle kvadratického stredu, nebot

o ma-li &, ma konecny ¢tvrty moment a {X;,t € Z} je definovany vztahem

(2.1)), pak dle véty [2.2| plati ¢* + 3%0? < 1,

 naopak plati-li ? + f%0? < 1 pak dle véty je X, jednozna¢né urcen
vztahem ([2.2]), v némz je nekonecnd suma konvergentni skoro jisté.

9



Zbyva tedy konvergence podle kvadratického sttedu. Musime ukazat, ze exis-
tuje ndhodna velicina W takova, ze

2
J [ J
E Z[H ©+ Bes— k]at_j—W EasaN) (2.18)
j=1 | k=1
Vime, ze pro nahodné veliciny W, V,,, n € Z plati
lim (E |V, — WP = lim (E V7 +EW? - 2E(V,IV)). (2.19)

Spocitame tedy nejprve druhy moment uvazované sumy a urc¢ime limitu. Pouzije-

me-li znaceni P(t,5) dle (2.4)), mame

J 2 J J i1
E (Z P(t,j){ft_j) =E (Z ,] Et— j +2ZZP ,j Et—j t?:)Et_i) .
j=1

7j=1 7=21=1
(2.20)
Z vlastnosti striktniho bilého Sumu a predpokladi véty vime, ze Vt € Z
E (SO + 6675) =¥,
E(p+Be)” =" + %" <1
E (¢ + Ber)er = fo?, (2.21)

E(p+ Ber)’er = 200" + °E ] "= K,
E (¢ + Ber)’e; = p*0” + 2pBE &} + B°E &} = Ko,
kde vime, ze |Ki|,|K2| < oo. Diky nezavislosti veli¢in striktntho bilého Sumu,

vlastnostem vyse a uvazovanym predpokladim lze vyrazy ve vztahu ([2.20]) dale
upravit a urcit limitu. Podivejme se nejprve na prvni s¢itanec na pravé strané

J J
ES (P(tj)ey)’ = > (¢ + 20 T K,
=t = . (2.22)
J—00 2 9 1 2
Joo0, + YK, = 0
L+ T= (7 + 7%

Pro urcenf limity ve druhém sé¢itanci (2.20) napravo ozna¢ime & = max(|p|, p? +
3202), § < 1. Plati

2 55 Pl Pt =23 5 e
7j=21i=1 j=21i=1 L (223)
< 2K B0 S
j=21i=1
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J
= 2K,80 Z;—1 )67 2

= 2K, 0> ( L-o7 1) (2.24)

= 2K150’2 (

Tedy ovérili jsme, ze plati

1= J§ " 4+ (J = 1)§7\ joe, 2K 02
(1-19) (1-0)?

2
}E’E}OE (;P J)EL j> < o0, (2.25)

zaroven je z vypocti ziejmé, ze i kazdy clen této posloupnosti, méa koneény druhy
moment. Polozme v (2.19)) V; = ijl P(t,j)e;—;. Nyni staci najit ndhodnou veli-
¢inu W s koneénym druhym momentem, tak aby limita v a tedy iv
byla rovna 0. Pritom dle predchazejlclch odvozeni a Holderovy nerovnosti plati
E(V,W) < E|V,W| < (E V2)2(E W2)2. Uvazovany limitn{ vztah ma tedy smysl.
Zvolme W = Z,_; podle (2.14). Tato ndhodna veli¢ina ma diky pfedpokladu o ko-
necnosti ¢tvrtého momentu bilého Sumu a pfedpokladu ¢? + 3?02 < 1 konecny

rozptyl. Mame tak s vyuzitim (2.12)) a (2.14])

Z |:ﬁ(90 + Bgt—k)] Et—j — L1

=E
j=1 | k=1

2

E . (2.26)

5 {f{ (o ﬁem]

j=J+1 |k=1

Analogicky jako vyse lze ukézat, ze stfedni hodnota na pravé strané rovnosti
je konecna, nebot nekonecénd suma je konvergentni. Tudiz pro J rostouci nade
vsechny meze tato stiedni hodnota konverguje k 0.

OJ

2.2 Invertibilita jednoduchého modelu

Pti zkoumani se invertibility se opét nejprve zamérime na jednoduchy mo-
del (2.1)), respektive jeho markovskou reprezentaci ([2.14]). Z téchto dvou vztaht
dostaneme

e =X1— Zi

Zy = (p+ Be) Xy = (0 + BX) Xy — BXi Zy 1.
Ziskali jsme rekurzivni vztah pro stavovou veli¢inu Z;. Pokud by byla znama
hodnota Z,, mohli bychom pomoci urcit chyby &; na zakladé pozorovanych
hodnot procesu {X;,t = 1,2,...}, nicméné veli¢iny Z; jsou nepozorovatelné. Lze
vsak zvolit hodnotu zy a chyby zavislé na hodnoté zy oznacit €(t|zp). Abychom
nazyvali fadu {X;,t € Z} invertibilni, budeme pozadovat aby &(t|zg) — & —
0, t — oo v pravdépodobnosti, bez ohledu na volbu zy. Takovy postup vyzaduje
znalost parametru ¢ a 3, které je tfeba odhadnout na zakladé pozorovanych
hodnot {X;,t =1,2,...}.

P1i nasledujici definici pojmu invertibility stejné jako odvozeni jejich pod-
minek pro jednoduchy model budeme vychazet z Pham a Tran (1981) a Pham
(1993)) .

(2.27)
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Deﬁnlce 2.1. Necht {X;,t € Z} je casovd tTada dand vztahem (| s parametry
= (¢,0) a jejich odhadem 0. Model je invertibilni v 6 vzhledem k pozorovanym
hodnotam rady, pokud existuje staciondrni proces eg(t), pro néjz plati

e5(t)20) — g5(t) == 0 v pravdépodobnosti, (2.28)

kde €5(t|z0) jsou hodnoty chyb v zdvislosti na odhadu 0 a hodnoté zy zminéné
vyse. Pokud navic pro vsechna @ z okoli 0 plati

eg(t) — et 229 0 v pravdépodobnosti, (2.29)
pak se tento model nazyvad silne invertibilng.

Na zakladé definice 2.1] mizeme formulovat nasledujici tvrzeni.

Véta 2.4. Staciondrni casovd rada dand vztahem (./ je invertibilnd v 6 = (&, 3)
vzhledem k pozorovangm hodnotdm casové rady {X;,t = 1,2,...}, plati-li 18] <
exp(— E log | Xy|). Je-li | 5| > exp(— E log | X}|) pak tato rada invertibilni nent.

Diikaz. Dle ([2.27)) pro pocateéni hodnotu zy ziskdvame

eg(tlz0) = Xi — 2(—B)jl (lj th) (& + BXi—j) — (=B)" (H X k) 2.
" ) (2.30)

Déle z ergodické véty dle [Stépan (1987) str. 395 a predpokladu striktniho bilého
sumu plati

J

1 o0 .
—log | ] Xe-« Zlog]Xt k| — EmiaNy S log | Xy|, s.J. (2.31)
J k=1 k=1
Oznacime-li
1]_‘{ i
= Xt—k )
1 (2.32)

c(t) = exp(E log | X|),
Ize psét lim; o ¢;(t) = c(t) s.j. Pokud plati |3| < exp(—E log|X,|) = 1/¢(t), pak

~j j—o0

lc;(t)5] < q < 1 pro dostateéné velké j. Proto (¢;(t)3) 223 0 s.j. a také fada

> (¢;(t)B)? je konvergentni s.j. Definujme
J

es(t) = X, — > (—B)! (f[ Xt_k> (& + BXi—y). (2.33)

Jj=1

12



Plati-li |3| < exp(—E log|X,|), potom lze analogicky jako v dikazu véty
s pouzitim ergodické véty dle [Stépan! (1987) str. 395 ukdzat, ze fada (2.33)
konverguje skoro jisté. Celkem dostavame

> ~ . j ~
c5(t]20) — 24(t) = S(—B! (H X) b+ FXesy) — (—B) (H X, ) “
j=t k=1
t—ro0
— 0 s.3.
) (2.34)
Pokud je naopak || > exp(— E log | X;|), pak tento rozdil nemuze konvergovat.
UJ

Diisledek. Plati-li pro stacionarni ¢asovou fadu danou vztahem ([2.1)) s parametry
0 = (¢,0), ze | 5| < exp(—E log|X}|), pak je invertibilni v @ vzhledem k pozoro-
vanym hodnotdm casové fady { X, t =1,2,...}.
Dikaz. Ztejmy.

O

Podminka invertibility z véty [2.4 - plati i v pfipadé silné invertibility. Pokud
18| < exp(—E log|X;|) a & = (,5) je konzistentnim odhadem 6 zaloZzenym na
k pozorovanich asové fady, pak od néjakého poctu pozorovani kg je @ v okoli 6
takovém, 7e |G| < exp(— E log | Xy|). Pak e4(t) i eo(t) = &, lze vyjadiit jako fady

konvergentni skoro jisté stejné jako jejich rozdil a tedy e5(t) — & 220 0 pravde-
podobnosti. Zbyva ndm tedy ovéfit konzistenci odhadu 8, ¢imz se budeme zabyvat
v nasledujici kapitole.

Pozndmka. Ve dukazu véty jsme vyuzivali ergodicitu procesu {X;}. Ergodi-
citou casovych rfad danych diagonalnim a subdiagonalnim bilinedrnim modelem
se detailnéji zabyva Akamanam, Bhaskara Rao a Subramanyam| (1986)).

Diky véte mame podminku invertibility pro jednoduchou bilinearni c¢a-
sovou tadu. Ta zavisi na parametrech ¢, 8, 0 a také na rozdéleni bilého Sumu.
Miuizeme ji upravit, aby bylo mozné lépe urcit pro dané rozdéleni bilého Sumu,
jaké mohou byt hodnoty parametrii o, 5 a o v invertovatelné fadé. Dle Jensenovy
nerovnosti mame

1 1
E log | X¢| = 5 E log(X;)* < 5 logE X7. (2.35)
K tomu, aby || < exp(—E log | X;|), tedy staci mit
BE X2 < 1. (2.36)
Ze vztaht a (2.16) dostavame
2
Ex, - 97 (2.37)
I—¢
Oznacéime-li A = 8o, v = V"jf? ac= i—iij miiZeme psat s vyuzitim (2.17]

1 A2
Vath = mv&r [ﬁgg + <S0+ 1 — gp) 8;|

) )\2 2 )\2
AT+ |+ +2Xc |+
L= L=

13
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2

7
1— g2 — N2




Pomoci (2.14) a (2.38) ziskame
EX}=EZ? +Ec +2E Z, 1 E¢

o? A2 9 9
= A 1 1—p"—=A
o t+1—¢2—A2[ +(1—¢)2]( 7= (2.39)
o? 4p)? A2
= |1+ o\ 2\
1—@2—)\2[+U +1_90+ C<(’0+1—gp>]
Podminka invertibility (2.36]) v nasem uvazovaném modelu lze dale upravit
A2 4N A2
EX?-1=— " |1 N 420 -1
B ; P +wv +1—90+ c 90+1—<p
1 4 4
=— — A 2.40
1—902—A2[<v+1—90> (240)
)\2
+2)\30<90—|—1 >+2)\2—(1—g02) <0.

Tento vztah lze za podminky stacionarity ¢? + %02 < 1 z véty dale upravit

4
<U+90>)\4+2>\36<90+1)\

2

1—0 —

) +2)7 — (1 —?) <0. (2.41)

V piipadé normélniho rozdéleni bilého Sumu {e;,¢ € Z} s vyuzitim vlastnosti
jeho Sikmosti a Spicatosti mdme ¢ = 0 a v = 2. Za platnosti podminky |p| < 1

7 véty pak z (2.41)) dostavame
20+ @)A* +2(1 =)A= (1 — p)* (1 + ¢) < 0. (2.42)

2.3 Konzistence odhadu parametri v jednodu-
chém modelu

V kapitole 2.2 jsme odvodili pro jednoduchy model (2.1)) podminku inver-
tibility. Na jejim zdkladé se pokusime urcit odhad parametri modelu metodou

nejmensich ¢tvercli a vysetrit jeho chovani, zejména ovérit konzistenci. Budeme
n

chtit minimalizovat soucet ¢tverci chyb Y eZ(t|z) dle (2.30) na néjaké dané
t=1
mnoziné parametri ©. Uvedeme zde postup popsany v clanku Pham a Tran

(1981)).

Potfebujeme, aby pro dostatecné velké t nezaviselo €4(t|29) na volbé z. Pro
stacionarni fadu spliujici s parametry 6 = (p,8) € © mame dle véty
v 0 = (¢,5) € © podminku invertibility |5| < exp(— E log|X}|). Nicméne, jak
jiz bylo vySe zminéno, zavisi na rozdéleni bilého sumu, které je obecné neznamé.
Proto budeme minimalizovat soucet ¢tvercli chyb misto na mnoziné © na mnozi-
nach 6, které budou dany pozorovanymi hodnotami X,...,X,,.

Tyto mnoziny budeme volit tak, aby pro velkd n platilo, 8 € 6, C © s.j.
pro néjakou kompaktni mnozinu O, na niz je nas model invertibilni vzhledem
k pozorovanim. Necht § > 0 a polozme

On = {(9575) el <1, 18] < h —5}- (2.43)

11
t=1
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Déle definujme mnozinu

L . 5
6={@A 1ol <1 lf s en(-Erogxh - g} (an
Pak za podminky

8] < exp(—E log |X;]) — 20 (2.45)

plati, ze @ € ©,, C O s.j. pro dostatecné velké n, nebot analogicky jako diikazu
véty dle ergodické véty, viz Stépan! (1987) str. 395, dostavame

1
= exp (— > "log |Xt|> 7% exp(E log | Xy), s.5. (2.46)
n

t=1

I]x
t=1

Odhad 0, parametru 6 metodou nejmensich ¢tverci tedy ziskdme minimalizaci
> " e5(t|20) na ©,,. Obvykle se po odhadech pozaduje, aby byly konzistentn{. Pro
=1

n4s odhad 6, se budeme zabyvat silnou konzistenci. Zakladnim néastrojem pro
jejl dikaz bude nasledujici lemma.

Lemma 2.5. Necht {V,,(0)} je posloupnost spojityjch nahodngjch funkei definova-
ngjch na kompaktni mnoziné © C RF, ddle necht je @ € © a ©,, je posloupnost
ndhodnijch kompaktnich podmnoZin prostoru R* takouvych, Ze plati

(1) 6€0,cC O s pravdépodobnosti 1 pro dostatecné velké n,

(i) V0 €O, 8+80 existuje okoli U(8) parametru 8 takové, Ze (2.47)

liminf< inf V,,(0) — vn(0)> >0, 5.5.

n—=o0  \ feU(h)
Pak teseni 0, ziskané minimalizaci funkce V,, na ©,, konverguje k @ s.j.
Poznamka. Ziejmé index k v lemmatu je pro jednoduchy model je roven 2.

Diikaz. Necht U(0) je néjaké okoli € a plati 6 c6-U(@®), déle necht U(B:)
oznacuje okolf & podle bodu (ii). Jelikoz © je kompaktni, existuji 61, s, ..., 0,
takové, ze © je pokryto okolimi U(@),U(6,),...,U(0,). Oznaé¢me U sjednoceni

U(0;),i=1,...,r. Podle (ii) s pravdépodobnosti 1 plati pro n dostatecné velké

inf V,,(0) — V,,(0) = inf <;an V,.(0) —Vn(0)> >0, 5.7. (2.48)
ocU i=1,..,m \feU (6;)

Pro velkd n pak dostavame ©,, — U(0) C U, tedy V,(0) < V,,(6) pro vSechna
6 € 0, — U(0). Protoze pro velké n dle bodu (i) @ € ©, a 8, minimalizuje V,
na ©, musi platit V,(0) > Vn(én), tudiZ nemtze byt 6, € ©,, — U(0), pak tedy
6, cU(@).

0

Nyni zvolme funkci

> e5(t|20). (2.49)



Pro funkci 1) ovérime podminky lemmatu a ukazeme tak, ze odhad 0,
konverguje k 6 s.j. na ptislusné mnoziné. Podminka (i) je splnéna pro nasi volbu
mnozin dle (2.43)) a (2.44). Pro ovéfeni podminky (ii) nejprve dle (2.33) mame

o0

calt) = X, — 3By (Hx) GrANL). @

j=1
Vztah chyb (2.30) a (2.50]) specifikuje nasledujici tvrzeni.
Lemma 2.6. Rada je konvergentni skoro jisté pro @ € © a je spojitou

. . vev A . v t—
ndhodnou funkci na mnoZiné ©. Zdroven ez(t|zy) — e5(t) —— 0 stejnomérné na

mnoziné © a skoro jiste.

Diikaz. Dukaz prvni ¢ésti je analogicky jako postup v dikazu véty [2.4] zarover
je €5(t) polynomem v parametrech @,B definovanym pro vsechny prvky O. Dikaz
pro druhou ¢4st lemmatu je také analogicky s dikazem véty [2.4] Z néj plyne i stej-
nomeérna konvergence uvazovaného rozdilu, nebot lze omezit posloupnost danou
timto rozdilem konvergentni geometrickou posloupnosti.

O

Pozndmka. Rozdil z lemmatu [2.6]1ze pfepsat nésledujicim zptisobem

e5(t|20) — i (—=B)~ (kﬁl Xt—k:) (@ + BX;—y) — (—B)"! <kH1 Xt—k) 2

) - (tHl Xt—k) LOOO(—B)j (kleX_k) (¢ +5~X—j)]
= (T %) (a0
- 0 (T %) X [i ‘ (H X. ) P+ ﬂX—ﬂ]

k=1 j=1

(—=B)"~ (H X k) (Xo(@ + 5X0) — 20)

B (th ) (5 + Fesl0)Xo — ).
(2.51)

Pro posledni rovnost jsme vyuzili (2.50). S pomoci lemmatu dokézeme
dalsi pomocnd tvrzeni.

Lemma 2.7. Necht je Vn(é) definovand jako v , potom

Z 2(¢
et
stejnomérné na kazdé kompakini podmnoziné K C ©, plati-li

lim inf mf{ 250 } (2.53)

n—oo 0cK nt 1

1, s.j. (2.52)
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Diikaz. Oznacme d4(t) = €4(t|20) — €5(t). Potom plati

V)= (Z S3(1) + 23" 25()05(0) + i(sg(t)) | (2.54)

(2.55)

Tato omezeni plynou z Cauchovy-Schwarzovy nerovnosti, nebot pro horni mez
lze psat

< i (Zn: ex(t) +2 (Xn: e5(t) Zn:5§(t)>2 + iﬁ%@)) (2.56)

—1 t=1 t=1 t=1
1 2
1 n 2 n 2
= {(Z 59‘@)) + (Z 56(0) ]
t=1 t=1
Pro dolni mez lze postupovat analogicky. Dale oznac¢ime-li
sup - > 05(1)
An _ 0cK tzl 7 (257)
inf 1) e2(t
bex " ; o(t)
pak pro véechna 8 € K dostavame
V(0
(1= a2 < a0 gy Jny (2.58)

Diky lemmatu [2.6]1ze ukazat, 7e A, =% 0, ¢im# dostadvame hledany vztah.
UJ

V dalSich dvou lemmatech se budeme zabyvat chovdnim souctu veli¢in e3(t)
a vlastnostmi stfedni hodnoty téchto veli¢in.

Lemma 2.8. Pro 0 € © a kazdou posloupnost okoli Um(é) parametry ] klesajici
smérem k 0 plati skoro jiste

lim liminf inf {

I &, _F 2 g2 00
n;gg(t)}—Eeg(t), Eelt) < oo, (2.59)

=00 Ee&j(t) = .
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Diikaz. Oznacme nejprve

N 12
L(O) = lim liminf inf =N Y,
( ) m—00 mNn—00 éEUm(é) {TL ; 6( )}
Yi(t) = inf £2(t), (2.60)
6cU,,(0)

Yo (t) = min{Y,,(t),c}, pro ¢ > 0.

Pak 1ze psat
12 12
inf =D e5(t)p > =D Yei(t) > 0. 2.61
§€Um(9){nt=1 ol )} I m(t) 2 ( )

Dle ergodické véty, viz Stépan| (1987) str. 395, mame pro E £3(t) < oo nasledujici

1 n
liminf inf {ng(t)} >EYS(t), s (2.62)

n—00 éGUm(é) n t=1
Ze spojitosti a z lemmatu plyne, Ze pro neklesajici posloupnost {Y,(t)} plati
Yu(t) — €5(t) pro m — oo a stejné tak Y, (t) — min{e3(t),c} pro m — oo,
Podle Leviho véty, viz [Stépan (1987) str. 100, pak dostdvame, Ze E YC(t) —
E min{e}(t),c} pro m — oo a dale pro tuto limitni stfedni hodnotu plati

lim lim E Y(t) = E 3(t). (2.63)

C—>00 M—>00

Z uvedenych konvergenci a z (2.61]) plyne

L(B) > E £5(). (2.64)

Je-li E €5(t) = oo, pak i L(B) = oco. Pokud E e5(t) < oo, pak lze L(6) omezit
shora, nebot plati

L) < liminflzgz(t) ~ lim ~

n—oo n, =1 n—oo n,

iaé(t) = E £5(1), (2.65)

-
z ergodické véty dle Stépan (1987) str. 395. Pak je tedy hledana posloupnost ome-

zena posloupnostmi konvergujicimi k E €3(¢) a dostdvime tak L(B) =E e5(t).
0J

Lemma 2.9. Pokud 0 # 6, potom je Ec3(t) > o

Diikaz. Ze vztahu (2.50) a rovnice modelu ([2.1)) 1ze odvodit nasledujici rovnosti

eo(t) = Xy — (¢ + Beglt — 1)) X, (2.66)

ot —1) =e5(t) —er = (0 — ¢+ Ber1 — Beslt — 1)) Xpo1. (2.67)

Veli¢inu ¢p(t — 1) 1ze tedy rozepsat pomoci £,_1, X;—1, X;_o,... a je nezavisla na
;. Proto plati

Eci(t)=Eci+E g3t —1) >0, (2.68)
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kde rovnost bychom dostali pouze pokud ¢4(t — 1) = 0 s pravdépodobnosti 1.

Dile z (Z:67) a &) je

%(t - 1) = (90 -9+ (6 - B)gt—l - B%(t - 2)) (Et—l +pXio+ B&:—2Xt—2)

= ((5 ﬁ)gt 1+ A) (ee-1+ B),
(2.69)
kde analogicky jako vysSe dostavame, ze A i B jsou nezavislé na ¢;,_;. Podle Fubi-
niho véty diky nezdpornosti pravdépodobnosti pak mame

Ploglt—1) =01 = [ P[((8 = Aecr +a) (er-1 +0) = 0] dPap(ab),  (2.70)

kde mira Psp odpovida sdruzené distribucni funkci rozdéleni ndhodnych velicin
A a B. Dle predpokladu nedegenerovanosti bilého sumu dostavame

P((8=Be-1+a)(e1+b)=0] <1, (2.71)

neplati-li f— 3 = a = 0. Tedy P[¢;(t—1) = 0] < 1, pokud neplati 3 = 3 a zaroveii
neplati A = 0 skoro jisté. Pokud 8= 3 a A = 0 s.j., pak B%(t —2)=p—Q,s.j.
Jelikoz ¢4(t —2) ma stejné rozdéleni jako ¢4(t—1), které je v tomto piipadé rovno
0 skoro jisté, dostavame ¢ = ¢. Celkem tedy dostavame E £4(t) > o, neplati-li
B=p,0=¢.

O

Nésledujici véta vyuziva predchazejici lemmata a dostavame tak silnou kon-
zistenci odhad.

Véta 2.10. Necht je splnéna podminka (12.45 a necht 0, je odhad metodou ne-
mensich ctvercu ziskany minimalizaci funkce (2.49). Pak je 6,, silné konzistentni,
to jest 6, == 0 s.j.

Diikaz. Jaki’ii bylo uvedeno vyse, zbyva ovérit jiz jen bod (ii) z lemmatu

Z lemmat [2.7] pro 0 c o, 0 # 0 existuje okoli parametru 0 takové, ze
lim inf mf Vo (0) > 0%, 5.5. (2.72)

n—00 2

S vyuzitim silného zékona velkych &sel a (2.51)) 1ze ukdzat V,(8) =% o2, s.j.
Dostévame tak, ze uvazovana limita rozdilu v bodu (ii) lemmatu je vétsi nez
0, oveiili jsme tak tento bod a z lemmatu ziskavame i silnou konzistenci od-
hadu.

O

2.4 Odhady parametri pomoci maximalni véro-
hodnosti

U modeli typu ARMA je pro odhad parametri ¢asto pouzivana metoda maxi-
malni vérohodnosti, kterou lze aplikovat také na nas jednoduchy bilinearni model.
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Popiseme metodu podminéné maximalni vérohodnosti, jez je pro modely typu
ARMA uvedena v Hamilton| (1994)). Necht &, je opét striktni bily sum a navic
g; ~ N(0,0?) Vt. Ddle predpokldddme, Ze je splnéna podminka invertibility jako
v predchézejici kapitole a ze mame k dispozici T' pozorovani c¢asové rfady. Ozna-
¢ime @ = (p,3,0?). Dale zvolime ; = 0, pro podminénou vérohodnostni funkci
pak dostavame

;C(o) - fXT,...,XQ‘XLal:O(IT, Ce ,]}2|I17€1 = 070)

T

= g th|Xt_1,...,X1,€1=O($t|xt—17 - T1,61 = 070) (273)
T

= H th|Xt_1,et_1(xt|xt—175t—1a9>a
t=2

nebot dle (2.27)) lze rekurentné vyjadrit X; pomoci X; 1 a &;_1. Vzhledem k uva-
zované normalité bilého Sumu a (2.27)) je

(fEt — PTi—1 — 5%&—1%—1)2
— 9202

1 g2
= Wexp (_2t02> , Vit > 2.

Pro podminénou logaritmickou vérohodnostni funkci mame nésledujici vztah

1
th‘thlaat—l(mt|xt—17€t—170) = ——exp

2mo?
(2.74)

T-1 T-1 D (2 — pmyg — Bay_18i-1)?
log £(0) = — log(27) — log(o?) —Z( . 26 1ce) .
=2 20

(2.75)

Maximalizace podminéné vérohodnostni funkce odpovidd minimalizaci vyrazu
T
Zsf , nebot vérohodnostni rovnice ziskana derivovanim (2.75)) pro parametr o2

t=2

je ve tvaru
1 T
2 2
o= ——)> ¢€;. 2.76
T
Minimalizaci ng ziskdme maximalné vérohodny odhad parametri ¢, 8 a na
t=2

jejich zakladé chyby spoctené rekurentné z pozorovanych hodnot dle (2.27)) s vol-
bou pocéateéni hodnoty e; = 0. Takto spoctené chyby oznacime eg prr(t). Pro
odhad rozptylu bilého sumu dle (2.76) plati

R 1 &

Ziskané chyby e pre(t) jsou ve stejném tvaru jako chyby e;(t|z0) ve vztahu
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(2.30)), nebot lze psat

e =X —pXi1 — BXi180
=X; — X1 — BXE |+ BoXs 1 Xy o+ BPXi 1 X; 989

t—1

=X; =D (=B)" (liI th) (¢ + BXi—j)

j=1

(2.78)

t—1

—(=p)! (l}—[l Xt—k) Xo(p + Beo),

kde dle (2.27) plati Xo(¢+ Peg) = X1 —¢e1 = Zo, lze tedy zvolit 2y = z1 —e; = xq,
kde z je realizace nahodné veli¢iny X;. Neni tedy prekvapivé, ze v pripadé pouziti
metody maximalni vérohodnosti dostdavame stejné odhady pro parametry ¢ a
jako v kapitole 2.3 a analogicky odhad rozptylu bilého sumu jako pripadé ,
které se lisi pouze konstantami.

2.5 Momentova struktura

Pro urceni vhodnosti linearnich modelii pro dana data v ramci Boxovy-Jenkin-
sovy metodologie se mimo jiné pouziva kontrola momentové struktury uvazova-
ného modelu. Analogicky lze postupovat i pro bilinearni modely. Za predpokladu
stacionarity pro jednoduchy model dany , respektive dostavame s vy-
uzitim (2.16))

Bo?

ILL:EXt:E<Zt_1+€t): 1_90

(2.79)
Déle dle (2.17)) plati

1

var Z; = v7(0) = 1= 2= o

] var [ﬁaf + (g@ + 152_0;> é}] ) (2.80)

a tudiz z (2.14)
var X; = vx(0) = v2(0) + o> (2.81)

Pro vyssi zpozdéni pak lze autokovarian¢ni funkci pro k£ > 1 diky vlastnostem
bilého Sumu psat ve tvaru

Yx (k) = E [(Xepw — ) (Xy — )]
E[(Ziyror — o+ etin)(Zio1 — 1+ &) (2.82)
Yz

(k) + E (ZtJrk,lEt) .

Je tedy tfeba spocitat oba vyrazy na pravé strané posledni rovnosti. Nejprve pro
prehlednost oznac¢ime

A(t) = o+ Ber a C(t) = (¢ + Ber)er. (2.83)
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Pro autokovarianéni funkci veli¢in Z; dostavame dle (2.14]) pro & > 1

120) = E [(Zesk — 1)(Z0 — )

E [(A(t + k) Zesi1 + C(E+ k) — 1) (Ze — )]
E[A(t + k) Zisr-1(Ze — p)]

pyz(k —1).

(2.84)

Odtud plyne
vz(k) = ¢*2(0), k>1. (2.85)

Pro druhy scitanec na pravé strané rovnosti (2.82)) mame pro k£ > 1 dle (2.14))

E[Zipae] =E[(At+k—1)Zpo+ Ct+k—1))g] =

(ﬁ Alt+k—§) 2+ Ct+k — 1)) 5t]

j=1

(Zk: 1:[1 Alt+k—HC(t+k - z')) 5t] (2.86)

i=2 j=1
=" Bo?u+ 0+ " (po® + BE &)
=" (B’ + g0 + BE ).

Celkem tedy dostavame ze vztahi (2.82)) - (2.86)), ze pro autokovariancéni funkei
casové fady {X;,t € Z} splnujici vztah (2.1]) plati pro & > 1

vx (k) = F (WX(O) — 02> + okt (602,u + po? + BE 5?) ) (2.87)

Pro k > 1 pak je
vx (k) = pyx(k —1). (2.88)

Ze vztahtu a je zaroven vidét, ze uvazovany bilinedrni proces ma
korelacni strukturu analogickou s procesem ARM A(1,1), nebot i pro néj plati
v(k) = py(k — 1), k > 1, viz napt. Cipra, (2008) str. 338.

Dle (Cipra| (2008) a Granger a Anderson| (1978)) je vhodné pro identifikaci
bilinedarniho modelu uvazovat také korelac¢ni strukturu druhych mocnin rady, ne-
bot, jak bylo i pro nas model ukédzano vyse, korela¢ni struktura prvnich mocnin
je analogickd s modelem ARM A(1,1). Predpokldddme, Ze existuji momenty bi-
16ho Sumu do fadu 8. Odvodime autokorelaéni funkci kvadrata fady { X, t € Z},
oznacme ji yyxz2(k), £ > 0. Dle (2.1)) mame

Xt2 = 902Xt271 + 8? + B2Xt2718371 + 20X 18

2.89
+ 2903X3_15t—1 + 2B€t€t—lXt—1' ( )

Nejprve oznaéme v = E X? = vx(0) + p%, pak po dosazeni z (2.14) a s vyuzitim
(2.79) dostavame pro autokovarian¢ni funkci pro k =0

vx2(0) = E XP(X{ —v)
=E (21, + 462, + 65722 | + 4} 2 + €} — XD (2.90)
=E Z! | +607(72(0) + p*) + 4pE &} + E e} — 1°.
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Je tedy nutno urcit E Z! = Ry. Mame dle (2.14))
Ri=E [AYH)Z], +4A4%()C(1) 22, + 6A%(1)C2(1) 2],
+ 4A)C(t) Zooy + C(1))]
=E A'(t)Ry +4E (A*(H)C(1)) E 22, + 6E (A2(£)C*(1)) (12(0) + )

+4E (AC)) p+E (CH(1)) -
(2.91)
Vsechny stiedni hodnoty jiz lze urcit kromé E Z} = R3. Analogicky jako v (2.91)
miizeme psat

Ry =E [A%(t)Z}, +3A*(1)C(1) 22,
+ BA()C2(t) Zooy + C¥(t)]
= E A%(t)Rs + 3E (A%(1)C(1)) (v2(0) + p?)
+3E (A®)C*(1)) p+E (CP(1)) -

Z definice R, je ztejmé, ze musi platit R, > 0. Ziskali jsme hodnotu autokovari-
ancni funkce vx2(0).

(2.92)

Pro k£ > 1 pak dostavame

yxe(k) = E [(X7 = v)(XPy — )]
= E[(¢* X7, +ef + B2X 1601 + 20X a5
+20BX2 161+ 2BeEi 1 X1 (XE, — V)] (2.93)
= " yx2(k — 1) + B E[(X7 e 1) (X — V)]
+2pB B (X e-1) (X —v)].

Oznacime-li dale S, )
B(Lk) = E[(X;_ &7 )(Xiy — V)],

C(l,k) =E [(Xf—lgtflfo_k _ l/)], (294)

lze psat pro k > 1
vx2(k) = @*yx2 (k= 1) + B2 B(Lk) + 208C(1,k). (2.95)

Obecné mame

tU

(7.k) = B[(XP ;e ) (X — )] Yk,
(k) = E[(X{ e J)(Xt w = VIV,
B(j.j) = B(0,0) = E[(X{e)) (X} = v)] VJ,
C( J) C(0,0) = [(Xzéft)(X2 V)] Vj.

Vyuzijeme-li a ) 1ze psat pro k > 2
B(l,k) =E [(‘P2X752—2 + 5?—1 + B2 X7 el 5 + 20X 08
+20BX2 se1_o + 2B 1600 Xy_0)e2 (XE, — V)]
= p?0*yx2(k — 2) + B20*B(2,k) + 2pB5°C(2,k)
+E[20X, 06, 1 (X7 ), — V)] + E 28512 X; o8] 1 (X7 — v)]
= o*yx2(k = 1)
+E 20X o) 1 (X7 ), — V)] + E[2Be0X0e) 1 (X7, — )],

7

Q

(2.96)

(2.97)
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Dostavame tedy z (2.95)) a (2.97) pro k > 2

vx2(k) = (9* + 0% yxz(k — 1) + 2pBC(Lk)
FE R X, 2l (X2, — 1)) + E26%: X, ae, (X2, — v)].
(2.98)
Posledni tti vyrazy na pravé strané této rovnosti lze jesté dale upravit a ziskat tak

rekurentni vztah. Nejprve rozepiseme vyraz C(1,k) pro k > 2. Opét vyuzijeme
(12.89)

C(Lk) = B[ X7y +efy + B2 X7 e o + 20X, 0801
+ 208X} ge1-0 + 2Be1 162X 0)er 1 (X7 — V)]
= E 20X, oef (X7 — V)] + E 28] 180X o (X7 — V)]
=200 E[X; o( X2, — V)] +2B0%E g2 Xi o( X7, — V)]

(2.99)

Nyni lze psat

2080 (Lk) + E [200° X 06} (X7) — )] + E[26%1 20X, 28] (X7, — V)]
= (4¢°B0® + 207 E €]_1) E [Xia(X7 ), — V)]
+ (4pB%0% + 28°E ] ) Eer 2 X, (X7 — V)]
ng. Kl E [Xt,2<XtQ_k_ — l/)] + K2 E [€t72Xt72(Xt2_k — V)]

(2.100)
Ztejmé pro k > 3 je
KoElei 90Xy o(X2 , —1v)] =0. (2.101)
Déle s vyuzitim (2.1)) dostaneme
K1 E [X _2<X27 — V)]
e (2.102)

= K, (9B [Xis(XP ) = v)] + BE [ers X1 5( X7 — v)]).

Celkem tedy mame s vyuzitim ([2.90) - (2.92]), (2.95]) (2.96) (2.98) (2.100) a (2.102))

vx2(0) = Ry + 607 (72(0) + pu?) +4uE &} + E e} — 1,
x> (1) = ©*yx2(0) + 52 B(0,0) 4 205C(0,0),
x2(2) = (9 + B20°)yx2(1)
+ K E[Xio (X7 — v)] + Ko E a2 X 2(XE 5 — V)], (2.103)
rx2(k) = (¢° + 0% yxz(k = 1)
+ K1 (9 [Xis(X7 = )] + BE [e X s(X] = v)])
pro k > 3.

druhych mocnin procesu daného modelem ARM A(1,1), kterou nyni odvodime.
Pro model ARMA(1,1) dostavame

X2 =p? X2 42+ p%e? |+ 20X 160+ 200 X160 1 + 2Pese 1. (2.104)
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Pouzijeme-li znaceni jako v pripadé jednoduchého bilinedrniho modelu E X; =
a E X? = v, lze psat
0)=E X! —1?
ne(0) =E X, (2.105)
= ¢ x2(0) + K,

kde K je konstanta zdvisejici na mocnindch parametri o, v, 02, p1, v a na hodno-
tach E 2, E &}, jeji presny tvar lze ziskat pffimym vypoctem. Pro k = 1 dostdvdme

vx2(1) =E Xt2+1(Xt2 —v) (2.106)
= @ 1x2(0) + 0 E [1(X] — )] +200E [ X (X7 = )], T

kde dale plati

E [5?()(3 — 1/)} = ¢°0’v + E &} + 0" + 20uE &} + 2000 — o?v,
E [QXt(XtQ - 1/)} = ([L E & + 200y + 21,004) + 200t 4+ 2?0t — o*v
+ (@QUQV +E e} + %0 + 20pE € + 2¢w04)
= 3puE £ + 3p%°0%v + 6o’ + 3Yrot — o*v +E €}

(2.107)
Dale pro k > 2 plati
vx2(k) = E Xt2+k(Xt2 —v)
= p*yxz(k — 1) + 200 E {5t+k—1Xt+k—1(Xt2 - V)] (2.108)

= 9027X2(k - 1)

Ze vztahu (2.105) az (2.108) je vidét, ze v pripadé druhych mocnin pro-
cesu ARMA(1,1) opét dostavame korelaéni strukturu odpovidajici tomuto mo-
delu. Je tedy vidét, ze korelacni struktura druhych mocnin je jiz pro modely
BARMA(1,0,1,1) a ARM A(1,1) rozdilna a lze ji tudiz pouzit k volbé vhodnéj-
stho modelu z téchto dvou.

Principialné lze za predpokladu existence prislusnych momenti bilého Sumu
urcit i vyssi momenty fady {X;,t € Z} nez fadu ¢tyfi pro oba dva modely uvazo-
vané v této kapitole, nicméné presny vypocet je znac¢né komplikovany i pro takto
jednoduché modely a nebudeme se jimi zde zabyvat.
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3. Vlastnosti obecnych
bilinearnich casovych rad

V predchézejici kapitole jsme se zabyvali jednoduchym bilinedrnim modelem
definovanym predpisem (2.1). Odvodili jsme podminky nutné pro stacionaritu
a invertibilitu a zabyvali jsme se odhady parametri. Analogicky budeme postu-

vvvvvv

bilinearni modely.

3.1 Markovska reprezentace modelu

V této sekci zavedeme nejprve pojem markovské reprezentace pro subdiago-
nalni a diagonalni modely a poté ji rozsifime na modely obecné. Uplatnime kon-
struktivni metodu popsanou v [Pham| (1985). Tento pfistup je analogii postupu
z ¢lanki Akaike (1974a)) a|Akaike (1974b]) pro ARM A modely. Bilinedrni markov-
ska reprezentace bude zavedena, protoze lze diky ni odvodit napriklad podminky
stacionarity bilinearnich procest s vyuzitim vlastnosti markovskych procesi.

Pro konstrukci reprezentace subdiagonalniho modelu uvazujme striktné sta-
cionarni proces {X;,t € Z} s nulovou stredni hodnotou a kone¢nymi druhymi
momenty. Ozna¢me H; prostor ndhodnych veli¢in s koneénymi druhymi mo-
menty méritelnych vzhledem k o—algebre F; generované velicinami X, s < t.
Déle definujme nelinearni prostor predikci P, jako prostor generovany veli¢inami
X(t+k|H), k=12,..., kde X(t+k|H,) oznacuje podminénou stiedni hodnotu
nadhodné veli¢iny X, pri daném H;.

Predpoklad 3.1. Nelinedrni prostor predikci md konecnou dimenzi.
Diky tomuto predpokladu miizeme psat
X(t|H,—y) = hTZ(t — 1), Z(t|H,_y) = AZ(t — 1), (3.1)

pro fadkovy vektor h” a étvercovou matici A nezévisejici diky stacionarité na
¢ase a pro vektor Z(t), jehoz slozky Zi(t),...,Z,(t) jsou prvky béaze prostoru P;.
Obecné nelze rozdil Z(t) — Z(t|H,_1 ) vyjadfit jako nasobek nahodné chyby &, jako
v linedrnim pripadé, vime jen, ze tento rozdil patii do prostoru, ktery oznacime
I,. Tento prostor je generovany velicinami X (s|H,) — X (s|H,_1), s > t. Musime
tedy pridat dalsi predpoklad na tvar prvki prostoru ;.

Predpoklad 3.2. Pruky prostoru I, lze zapsat ve tvaru
eY, 1+ g +d(e? — o?), (3.2)

kde ¢, = X, — X(t|H,_1), Yie1 € Hy_q, ¢, d jsou konstanty a 0 = E(e2|F,_) je
konstantni.

Predpoklad 3.3. Pro ndhodné veliciny Y, z plati Y, € P,(m), kde P,(m)
je podprostor generovany Py a Xy, ..., Xy i1 pro néjaké m >0, P,(0) = P,.
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Predpoklad zajistuje, ze prvky z prostoru I; lze reprezentovat pomoci
koneéné mnoha parametru. Zvolime dale vektor Z(t — 1) tak, aby jeho slozky
byly soucasti baze prostoru P,(m), pak diky tfem uvedenym predpokladim lze
psat

X, =h"Z(t -1)+¢,

Z(t) = AZ(t — 1)+ BZ(t — 1)g; + ce; + d(g} — 0?), (3:3)

kde h” je fadkovy vektor, A, B jsou étvercové matice, ¢, d jsou sloupcové vek-
tory a {e, t € Z} je stacionarni posloupnost ndhodnych veli¢in, pro nez plati
Eled]Z(t—1),...]=0aE[Z(t—1),...] = 0>

Definice 3.1. Reprezentaci danou vztahem za predpokladi a

budeme nazyvat bilinedrni markovskd reprezentace. Vektor Z(t) v této reprezentaci
se nazyvd stavovy vektor a jeho slozZky se nazyvaji stavové promenné.

Jak jiz bylo zminéno, reprezentace uvedena v definici|3.1|neni v obecném tvaru
platném pro libovolny bilinedrni proces, zobecnéni bude uvedeno dale. Reprezen-
tace ve vztahu (2.14)) je také bilinearni markovskou reprezentaci.

Pozndmka. Proces Z(t),t € Z je markovskym procesem pouze tehdy je-li vektor
Z(t) nezavisly na e,, s > t, coz budeme predpokladat.

Pokud je predpoklad [3.3] splnén pro néjaké m pak je splnén také pro m’ > m,
nicméné pro toto m’ by vektor Z(t) vytvorené reprezentace mél vétsi dimenzi
a musely by byt pfidany dalsi omezujici podminky na matice a vektory v (3.3)).
Pro m > 0, existuje fadkovy vektor k” takovy, Ze plati

kTAm — hT7
kKTA'B=0,0<j<m,
kTAlc=0,0<j<m—1kITA™ lc=1
kTA'd=0,0<j <m.

(3.4)

Predchazejici podminky Ize odvodit, uvédomime-li si, Ze stavovy prostor, tedy
prostor generovany stavovymi proménnymi, v c¢ase ¢ obsahuje i X; ,,.1 a tedy
Xi_my1 = KTZ(t) pro n&jaky fddkovy vektor kT. Lze tedy psit s vyuZitim (3.1)
2 (3

X = X(t —m+ 1| H,y) =T (Z(1) — 2(t|Hi-))

./
T T T 2 2 (3'5>
=k"BZ(t — 1)e; + k' cey + k' d(ef — o),

odtud je téz vidét, Ze veli¢ina na levé strané rovnosti (3.5)) patii do prostoru I;.
Zaroven je vyraz (3.5)) roven 0 pro m > 1 a tedy dostavame ze vztahu (3.3))

kTB=0, kTc=k'd=0,

3.6
Xy ms1 = KTAZ(t - 1). (3:6)

Pro m =1 je vyraz (3.5 roven ¢, dle (3.3]) a predpokladu , 7 Cehoz plyne

k'B=0, k'd=0, kfc=1. (3.7)
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Z pifmo dostdvdme X;_,,1o = kT AZ(t), z n¢hoz dosazenim z dle
dostaneme vyjadieni pro X;_,,,3 ve formé X;_,,,3 = kT A2Z(t). Opakova-
nim tohoto postupu, postupnym dosazovanim z do dostaneme vyjad-
feni pro Xy 44, j = 1,...,m, ze kterého plynou vztahy .

Naopak plati-li podminky z a navic Z;(t) € Hy;, pak s vyuZitim vztahu
(13.3) mame

X, =h"Z(t - 1)+¢,
=KkTA™ ! (AZ(t — 1)+ BZ(t — 1)g; +cg; +d(ef — 02)) (3.8)
—KTA™Z(t) = - = KTZ(t +m — 1),

tedy Xy, ..., Xi_ma1 jsou prvky stavového prostoru. Vime tedy nyni, Ze pro proces
splilujici predpoklady a existuje bilinedrni markovskd reprezentace
dana vztahem . Opacna implikace obecné neplati. Nase bilinearni markovska
reprezentace lze mirné upravit pro proces nemajici nulovou stfedni hodnotu, viz
Pham (1985).

Déle se budeme zabyvat subdiagonalnim modelem danym vztahem , kde
navic B = 0 pro vsechna [ < k a kde g; je striktni bily Sum. Tento vztah lze
prepsat do nasledujictho tvaru

p q Q P
X = Z ©iXe—i + Z Yig—; + Z Zﬁl*kxtflfkgtfk + &4, (3.9)
i=1 j=1 k=11=0

kde P* = P — 1 a pro koeficienty plati

B = Brsir, pro 0 < 1 +k < P,

3.10
B =0,prol+k> P (3.10)

Pro proces dany vztahem (3.9) pak existuje bilinedrni markovska reprezentace,
coz ukazeme v nasledujicim tvrzeni.

Véta 3.1. Necht ndhodny proces {X;,t € Z} je ddn vztah (3.9), pak pro néj
existuje bilinedrni markovskd reprezentace ve tvaru
Xy = Zma(t —1) + &,
Zi(t)=Zina(t—1), 1<i<m,
Z(t) = Zmsa(t — 1) + &4,
Zinti(t) = 0iZmi1(t = 1) + Zingira (t — 1) + (@i + thi)es

+ > BiiZmpk(t — Der + Briel, 1<i<n—m, (3.11)
k=0
m+1
Zn(t) - Z Qp’n-i—l—ka(t - 1) + ((Pn—m + 1/}n—m)5t
k=1

+ Z 6Z,nfmZm+1—k(t - 1)€t + ﬁg,nfmé‘??
k=0
kde n = max(p,P* + q,P* + Q) je pocet stavovych proménngch, m = n— max(q,Q)
a ;=0 pokud v > p, ¥; =0 pokud v > q a B}, = 0 pokud i > @) nebo |l > P*.
Plati-li navic, Ze g, je nezdvislé na Xy_1,... a platie, € Hy, pak proces { Xy, t € Z}

spliiuje predpoklady al3.3

28



Diikaz. Oznacme o;(t) = ;4 85Xt + - -+ Bp Xi—pr a ap(t) = 1. Pak lze vztah
(3.9) prepsat do tvaru

Z%Xt i + Z ai(t — )& (3.12)

Polozime
Zi(t) = Xy i, pro 1 < i < m,
nm , (3.13)
Zmti(t) Z(PkXtJrz kt+ Z ap(t +i—k)ericg, prol <i<n—m
k=i k=i

a déle tento vztah jesté upravime nasledujicim zptisobem

n—m

Zm+i(t) Z orXepiok + D ar(t+i—k)erir +@iXy + ai(t)e;
k=i+1 k=i+1
= Zmtiv1(t = 1) + i Xy + a;(t)ey, 1<i<n—m, (3.14)
m+1
Zn(t) = Z QanrlkatJrkfmfl + Canm(t)gt-
k=1

Dosazenim Z,,,1_x(t — 1) za X;_j pro 1 < k < P* do vztahu (3.13)) a (3.14))
a pouzitim X; = Z,,41(t — 1) + &, pak ziskdme hledané rovnosti dle (3.11)).

Abychom ukazali, Ze ndhodny proces s touto reprezentaci splnuje predpo-
klady [3.2 a [3.3] vyuZijeme vlastnosti podminéné stiedni hodnoty, mame tak diky
predpokladu nezavislosti €, a X;_1,... rovnost

E (ai(t)ei|Fio1) = E (85, Xie| Fio1) = B0 (3.15)
a obecné pro s >t
E (qi(s)es| F3) = E [E(qu(s)es| Fumr) | F] = B0, (3.16)
Tudiz ze vztahu dostavame nasledujici

<t+k5|Ht _E<Z¢1Xt+k 1+Zazt+k—l>€t+k zF)
, =1 =1 . (317)
Z t+k_z‘Ht)+E <Z az(t+k_z>€t+k—z|Ft> .
=1 =1
Dale ziejmeé plati
E (Oél(t + k — Z')éftJrk,i’Ht) — E (Oél(t + l{? — i)€t+k7i|Ht71) =
= B0’ — B0’ =0,1<i<k, (3.18)

= ay(t)e; — Bi.0% i =k,
=E((t+k—d)eppi —ai(t+k—i)epp) =0k<i<n—m

Nyni tedy mizeme psat

X(t+k|H)~X(t+k|H ) =
mznpk)

Z oo (X(t+k—ilH) ~ X(t+k—ilH )  (319)
+ak(t)t_50k:07
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a z rekurentniho vztahu (3.19)) vidime, ze prvky mnoziny I; jsou linearnimi kom-

binacemi €; a ay(t)e; — Bi.02, jsou tedy splnény piedpoklady a .
]

Pozndmka. Bilinearni markovska reprezentace z véty lze zapsat maticovym
zapisem
X, =h"Z(t - 1) + ¢,
Z(t) = (A +Be)Z(t — 1) + cg; +de?,
kde h = (0,...,1,...,0) je fddkovy vektor délky n (s 1 na misté m + 1), A, B
jsou matice o rozmérech n x n a c, d jsou vektory délky n v nasledujicim tvaru

(3.20)

0 1 0 ... 0 0 --- 0 0
0 0 1 ... 0 0 --- 0
: 0
A=ly o ooVl e=
?1 w1+ Y
0 0 o Qo 0 -oo 1 :
n_m+ n—m
®n  Pn-1 : @n—m O 0 ? ,éb
0 0 0 --- 0 0
0 0 0 --- 0 0
B—| . ’ Cod=] 3.21
ﬁm,l T 50,1 0 -0 50,1 ( )
Bjn,n—m to 6g,n—m 0 -0 Bg,n—m

Popsana reprezentace je platna pro vsechny subdiagonalni modely bilinedrnich
casovych Tad, je také ziejmé, ze zahrnuje i modely diagondlni. Tato reprezentace
lze rozsitit o superdiagonani modely na obecné bilinearni modely. Budeme po-
stupovat jako v |Pham| (1993)), uvazujme vztah , ten lze prepsat rozdélenim
¢lent ve dvojité sumé na superdiagonélni ¢leny a subdiagonalni spolu s diagonal-
nimi ¢leny. Stejnym postupem jako u ziskame koeficienty 3}, a rad P*. Dale
oznacme kde P' = Q — 1,Q" = P a pro koeficienty plati

/Bl/k = 6l,l+k7 pro 1< l+ k S QJ

3.22
B, =0, prol+k > Q. (3.22)
Pak lze ([1.11) ekvivalentné zapsat jako
p q
Xi = Z 0; X+ Z pigi_j + &
! o 3.23)
Q pP* Q/ p’ ( :
+ 3> B Ximikek + D> B XeiE—ik
k=11=0 1=1 k=1

kde je g; striktni bily Sum. Pro takovyto proces lze nalézt bilinedrni markovskou
reprezentaci v nasledujicim tvaru

X, =h"Z(t —1)+¢,

Z(t) = A=) Z(t — 1)+ C(=), (3.24)
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kde A(g;) je matice obsahujici polynomy veli¢iny ¢, stupné P’ + 1, C(g) je
sloupcovy vektor obsahujici polynomy veli¢iny ¢, stupné P’ + 2 a h” je opét
konstantni fadkovy vektor, vSechny o rozmérech nNp/_; + 2Np — 2, kde n =
max{p,P* + ¢,P* + Q,P* + Q'} a Nk oznacCuje pocet prvki mnoziny

I={(n,...mx) ENF;0<my <o <mge a my <1, <K} (3.25)

Konkrétni reprezentace lze vytvorit postupem analogickym s dikazem véty
B-1 Méame pocet stavovych proménnych n = max{p,P* + ¢.P* + Q,P* + Q'}
a oznacme m = n —max(q,Q,Q"). Pouzijeme-li pro stavovy vektor oznaceni Y (¢),
dostavame

X, =Mhy)'Y(t—1) +¢,
Y(t) = (A+Be)Y(t—1)+ce +de?
E1-1 (3.26)
+F| [Vt —1) +e).
Et—p

Matice, resp. vektory A, B, ¢, d, a hy jsou definovany analogicky jako v ptipadé
(3.21)), pro matici F o rozmérech n x P’ pak plati

=l s o B | (540
Bi,nfm T ﬁ;”,nfm

kde f;; = 0 pro j > Q'. Je vidét, Ze tato reprezentace je pfimym rozsifenim
reprezentace pro subdiagonalni model, nicméné prechod mezi stavovymi vektory
v Case zde nezavisi pouze na g, ale i na predeslych hodnotach bilého sumu. Po-
moci 1ze ziskat vztah spliujici (3.24), kdyz se do stavového vektoru Z(t),
zahrne vektor Hf:ljl(5t+1_p/+j)"j*”j*1Y(t), kde (ni,...,np—1) € Ip_;, analo-
gickym zptsobem zahrnuje i predeslé hodnoty bilého Sumu. Celd tato tuprava
je obecné popsana v |Pham! (1993)). Zde konkrétné rozepiseme matice a vektory
zproP’zlaP’zQ.

Pro P’ = 1 dostdavame matice ze vztahu (3.24)) ve tvaru
A+ B&ft FEt F

Alg) = 0 0 0 : (3.28)
[Ac; + Beflmire [Feilmite [Feilmite

Y(t) cer + de?
Z(t) = &t : Cler) = £t , (3.29)
etYmi1(t) [ce? + del] it
kde [ ]ie oznacuje i—ty fddek matice. Oznacime-li navic j—ty sloupec matice

[ Je; & i,j—t§ prvek matice [ ];; pak pro P’ = 2 pak dostdvdame
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A + Be,
Ac; + Be?

0

0

0

0
[Ac; + Bellmi1
[Ac} + Bt

0
0
[Feyleo 0
[File 2 0
0 0
0 0
0 0
0 0
[Feflnio 0
[Fei]m+12 0
0 [Fei|mi12
0 [Feflmsrz

[A + Bey|miie
[AEt + BE?]m+17. [Cf‘:% + d(‘:?]m+l,o [FE

© © ©O © © o ©

0
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&t
[Fgg]erl,l
[Fff?]mﬂ,l

[cer + dei]mite

o O OoO O O o o o

[F5t m+1,1

P SR

N
3
+
=
=

o O O o o o o o

[F]m—i-l,?
[Feilmi1,2
(3.30)




Y (t) cey + de?

Y (t)e; ce? +de}
Et &t
& &
€t—_1 0
Z(t) = e Clg) = 0 (3.31)

&Y mi1(t) [ce? + def]imiie

€Y nr1(t) [ce? + detlmr1e
€t-1Ym41(t) 0
e1€i-1Ym11(t) 0

Je vidét, Ze i pro P’ malé je tato reprezentace pomérné slozitd. Ziskali jsme
tedy mozny tvar markovské reprezentace odpovidajici vztahu (3.24)) pro obecny
bilinearni model.

3.2 Stacionarita obecného modelu

Na zakladé vztahu pro markovskou reprezentaci obecného modelu budeme
chtit nalézt jeho stacionarni feseni, tedy aby procesy {X;,t € Z} a {Z;,t € Z}
byly stacionarni pro danou stacionarni posloupnost ndhodnych veli¢in {g;,t € Z},
v nasem pripadé pro striktni bily Sum.

Nejprve pro prehlednost zjednodusime zapis vztahu (3.24]) nésledovné

X, =hTZ(t - 1)+,
(3.32)
Z(t)=A@)Z(t - 1)+ C(t),
matice a vektor A(t) a C(t) jsou polynomickymi funkcemi veli¢iny &, a koeficienty
téchto polynomt jsou v ¢ase neménné. Posloupnosti {A(t),t € Z} a {C(t),t € Z}
tvori nezavislé stejné rozdélené (i.i.d.) matice, resp. vektory. Model ve tvaru ((3.32))
je autoregresni proces s ndhodnymi koeficienty. Ze vztahu (3.32) opakovanym
pouzitim dostavame

Z(t) = [A().. A(t +1-n)Z(t —n)

)+ ZA A(t+1-5C(t— 7). (3:33)
Pozadujeme tedy jako postacujici podminku stacionarity, aby rada
+ZA At +1—5C(t—7) (3.34)
byla konvergentni v pravdépodobnosti. Dle [Pham| (1993]) posloupnost
S0 (AT(E 41— ) ATOAW) - Al +1=5)),  (339)

2
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kde Apar (M) oznacuje nejvetsi vlastni ¢islo matice M, konverguje skoro jisté pro
t — oo k takzvanému hornimu Ljapunovovu exponentu (viz pojednani Eckmann
a Ruelle (1985)), nebot matice A(t) jsou iid a tvori stacionarni a ergodickou
posloupnost. Pokud je tento exponent pro posloupnost matic A(t) zaporny, lze
ukédzat, Ze mé staciondrni feSeni. ProtoZe neni jednoduché nalézt horni
Ljapunoviv exponent, zalozime nasi podminku stacionarity na konvergenci rady
dle kvadratického sttedu. Budeme proto pozadovat kone¢nost druhych mo-
mentl matice A(t) a vektoru C(t), tedy v dusledku i kone¢nost momentt fadu
2P’ 44 pro bily Sum (viz napriklad (3.31)), kde pro P" = 2 je ve vektoru C(t) bily
Sum v mocniné maximalné 4).

Zavedeme nasledujici znaceni pro matice M, N

e M ® N oznacuje Kroneckeriv souc¢in matic, viz napt. |[Eckmann a Ruelle
(1985) str. 51,

« M®M = M®2,

« vec M oznacuje vektorizaci matice, tedy pro M = {my;}iz1,..1 j=1,.s do-
(s o T
stavame vec M = (mq1,ma1, ... ,m1,Ma, ..., ms)" .

Mezi témito dvéma operacemi pak plati nasledujici vztah pro matice M, N, O
viz Pham| (1993), mé-li vyraz NOM” smysl

(M ® N) vec O = vec(NOM7”). (3.36)

Navic pro Kroneckeruv soucin dle Radhakrishna Rao| (1978)) str. 51 plati,
maji-li matice prislusné rozmeéry,

(M1+M2)®O:M1®O+M2®O,
M® (N; +N3) = M®N; + M ® Ny, (3.37)
(M®N)(O®P)=MO @ NP.

Diky vlastnostem Kroneckerova sou¢inu dle (3.37) a nekorelovanosti matic
A(t), C(s), s # t dostavame vztah

vecE [A(t)- At +1—j)C(t — j)C"(t = HAT(t+1—j)--- AT(1)]

= E [(A(t) -+~ A(t+1 = j)® vee(C(t — j)CT (t - j))] 538)
= E [A()®2 At +1— )] E [vec(C(t — j)CT(t - j))] '
= (E A()®* vecE [C(1)CT (1) .

Z ziskdme postacujici podminku existence jednoznac¢ného stacionarniho
feseni vztahu s koneénym druhym momentem a sice, ze vlastni ¢isla matice
E A(t)®? jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1. Nicméné tato podminka neni
podminkou nutnou. V nasledujici vété odvodime nutnou a postacujici podminku
pro ziskani staciondrniho feseni, budeme postupovat dle [Pham| (1993).

Definice 3.2. Ctvercovd symetrickd redlnd matice M se nazjvd pozitivné defi-
nitni, jestlize plati xTMx > 0 pro viechny nenulové redlné vektory x. Ctver-
covd symetrickd redlnd matice M se nazyvd pozitivné semidefinitni, jestliZe plati
xTMx > 0 pro vsechny rediné vektory x.
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Poznamka. Nebude-li uvedeno jinak, v nasledujicim textu bude pro symetrické
¢tvercové realné matice M, N vyraz M > 0 oznacovat pozitivné definitni matici
a vyraz M > N pak bude chapan ve smyslu, ze M — N je pozitivné definitni
matice. Analogicky pak také vyraz M > 0 oznacovat pozitivné semidefinitni
matici a vyraz M > N pak bude chapan ve smyslu, ze M — N je pozitivné
semidefinitni matice.

Véta 3.2. Necht matice A(t) a vektor C(t) jsou definoviny jako vyse. Nutnd
a postacugici podminka pro ezistenci staciondrniho reseni Z(t) vztahu S nu-
lovou stredni hodnotou a s konecnym druhym momentem, kterd zdvisi pouze na
ndhodnyjch velicindch 5,5 <t je, Ze rovnice
(i) p=E[A{)]p+ E[C(1)] (3.39)

ma resent a zaroven plati jedna z nasledujicich tri ekvivalentnich podminek
(ii) Maticovd rovnice Q = E[A(t)QA™(t)] + G, kde

G = E[C(t)CT(t)] + E[C(t)n" AT(t) + A(t)pC" (¢)]

md Teseni Q > pp’ . (3.40a)
(i3) Maticovd rovnice Q = E[A(t)QAT(t)] + G, kde

G = E[(C(t) + A(t)u — p)(C(1) + A()p — p)"]

md reseni Q > 0. (3.40D)
(i3i) Linedrni prostor generovanyj vlastnimi vektory matice E A(t)*?

odpovidajicimi vlastnim cislum, kterd jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1,

obsahuge vec G. (3.40c)

Za techto podminek je staciondrni reseni vztahu s nulovou stredni hodnotou
ddno limitou podle kvadratického stredu pro n — oo posloupnosti

Clt)+AMp—p+d At) - Alt+1—j)[Clt —j) + At — j)u— p]. (341)
j=1
Resent je navic jednoznacné, pokud rovnice M = E[A(t)MAT(t)] nemd Zidné

netrivialni pozitivne semidefinitni reseni M.

Diikaz. Nejprve ukdzeme ekvivalenci podminek (ii), (ii’) a (iii) za platnosti
(i). Predpokladejme existenci staciondrniho feseni Z(t) vztahu splnujiciho
predpoklady véty. Pak dle pro pu = E Z(t) dostévéme podminku (i) a pro
Q = E[Z(t)Z"(t)] dostavame podminku (i), nebot Q — pp” je varlancnl matice
a tudiZ je pozitivné semidefinitni. Dale oznaéme Q = Q — pu”. Za platnosti
podminky (ii) dostavame

Q- E[AMQAT(1)] + EIA(uu"AT(W)] + G — pp”.  (3.42)
7 definice matice G dle (3.40b) a z (3.39) méme
G =E[(C(t) + A(t)u — n)(C(t) + A(t)u — p)"]
=E[C(t)CT(t) + C(t)u" AT(t) + A(t)nC (1)]
+E[A(Opu AT(t) - C(Hp" — A(t)pp'] (3.43)
+E[-puCT(t) — pu" AT (1) + pp']
=E[AM)pu"AT(1)] + G — pp.

35



Tedy
Q=E[A(t)QAT ()] +G. (3.44)

Za platnosti podminky (i) jsou tedy podminky (ii) a (ii’) ekvivalentni.
Déle definujme posloupnost Q,, nasledovné

Q =G, Q.=E[A1)Q,1ATt)]+G,n>1. (3.45)
Méme tak Qo < Q; a déle za predpokladu Q,_; < Q,, dostévame
Q. =E[AM)Q, 1 AT()] + G <E[A(H)Q.AT(1)] + G = Quir, n > 1, (3.46)

tudiz mame neklesajici posloupnost Q... Zaroven dle (ii") plati QO < Q a analo-
gicky jako v - dostavame, 7e pokud Q,_; < Q, pak také Q,, < Q,n > 1.
Celkem méame neklesajici omezenou posloupnost, kterd je tedy konvergentni.
Konvergence pozitivné semidefinitnich matic odpovida konvergenci matic prvek
po prvku, nebot vynasobenim matic posloupnosti jednotkovymi vektory typu
(0,...,0,1,0,...,0)T z obou stran dostdvdme konvergenci prvkii diagonély, vynaso-
benim souctem dvou raznych jednotkovych vektorii z obou stran dostavame diky
symetrii a konvergenci prvka diagonaly i konvergenci prvka vedlejsi diagonaly,
analogicky indukci dostavame konvergenci vSech prvki matice. Dale s vyuzitim

vztahu (3.36) dostédvame

vec Q, = vec (E [A(1)Q,_1 AT ()] + G)
=E {(A(t) ® A(t)) vec Qn_l} + vec G
= { ()% }vech L+ vec G (3.47)

= = Z VeCG

Matice E A(t)®? je redlnd matice, Ize tedy prepsat do Jordanova kanonického
tvaru a jeji Jordanovy tetizky tvori bazi prostoru R”", kde r X r jsou rozméry
matice E A(t)®2, viz [Friedberg, Insel a Spence| (1999) kapitola 7.1. Tud{Z Ize déle

v (3.47) psit

n

vec Q, = Y _(E A(t)**)*vec G

k=0

= S (E AW Y do (3.48)
- i i dif(/\“k’m))‘?Uh

k=0 i=1
kde ); jsou vlastni ¢isla matice E A(t)®?, v; jsou zobecnéné vlastni vektory jim
prislusné (tedy vektory z Jordanovych fetizki), m odpovida pozici prislusného
zobecnéného vlastniho vektoru v Jordanové retizku a d; jsou konstanty. Vzhledem
k tomu, Ze vec Q,, je konvergentn{ pro n — oo, musi byt konvergentni i vysledns
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suma v (3.48) pro n — oco. Lze psat

> fukanat = 33 ()
F=0 =iz \l
S22 k(k—1)--- (k=1 + DA (3.49)
k=0 1=0
=22

-~
I
o
e
Il
o

)

kde uvazujeme (’;) =0ak(k—1)---(k—=1+4+1)=0pro k <I. Pro|\| <1 pro
v = 1,...,r je diky vlastnostem konvergentnich geometrickych tad konvergentni
také suma jejich derivaci z . Pokud pro alespon jedno i € {1,...,r} plati
|Ai] > 1, pak fada (3.48) neni konvergentni. Tudiz z (i) a (ii’) dostavame (iii).

Necht naopak plati predpoklady (i) a (iii), tedy

n

vec Q, = Y (E A(H)**)*vec G (3.50)

k=0

je konvergentn{ posloupnost pro n — co. Ozna¢me vec Q limitu této posloupnosti.
Pak plati

vec (E [A(H)QAT ()] + G) =E {A(t)‘g)ﬂ vec Q + vec G

=E [A(t)m] <Z(E A(1)¥%)* vee G) + vec G
k=0
= > (E A(t)**)f vec G = vec Q,
k=0
(3.51)
a ziskdvame tak (ii’).

Déle ukazeme existenci stacionarniho reseni za predpokladi véty. Za platnosti
predpoklada (i) a (iii) musime dokazat, ze (3.41) konverguje podle kvadratického
stfedu. Podle (i) mame E[A(t)u + C(t) — p] = 0, Vt. Pak dostavame pro k < j
diky nezévislosti v ¢ase a predpokladu kone¢nosti druhych momenta A (t) a C(t)

cov |A(t) - At + 1= 7) [C(t = j) + At = J)p — p],

At)---At+1—k)[C(t—k)+ At — k)p — p

)
=E[A%(t)---A*(t+1—K)E[A(t — k) (Ct — k) + At — k) — )]
E[A(t—k—1) - A(t+1- )] E[C(t—j) + At = ) —
= 0.

(3.52)

Prejdéme nyni k dikazu konvergence podle kvadratického stredu. Ozna¢me Y,
vektor (3.41)), pak E Y,, = 0. Dale ozna¢me

Gr=var[A(t)---A(t+1— k) (C(t — k) + A(t — k) — p)]. (3.53)
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Lze ukazat analogickym postupem jako v (3.38)), ze plati
vec G, = (E A(t)®H)FG, (3.54)

kde G je ddna predpisem (3.40b). Nakonec pro prehlednost oznaéme v (3.41))

D= S AW A+ 1-)[Cl— )+ AU - u—pl.  (355)

Jj=1

Ziejmé je E S, = 0. Pak dostavame s pouzitim vztahu (3.40a)), (3.41)) a (3.43)
a diky predpokladu kone¢nosti momentu A(t) a C(t)

E(Y,Y7) =E [(A@p+ Ct) + Sn) (A + Ct) +8,)"| — pp”
=G+E [App" AT (1) - pp”
[C(t)sT +8,C"(t) + A(t)uS] + S,.u" A (t) + 8,8} (

tE[S:81]

1

Po dosazeni z (3.54)) 1ze psat

3.56)

Il
]

M:
5)1

+

T

(3.57)

vecE (Y, Y1) = vec <G +> Gk)
k=1
> )k vee G,

pricemz konvergenci sumy pro n — oo lze odvodit analogicky jako pro vztah
. Limita podle kvadratického stredu je pak hledanym feSenim majicim nu-
lovou stfedni hodnotu a konecny druhy moment.

Necht nyni rovnice ([3.32) méa dvé ruznd feSeni, ozna¢me jejich rozdil D(¢).
Pak ziejmé plati D(t) = A(t)D(t—1). A tedy pro M = E [D(¢)D? (¢)] dostévame

M = E [A()MAT ()] . (3.58)

Matice M je varian¢ni matice a tedy je pozitivné semidefinitni, navic je nenulova,

nebot je konstruovana z dvou riiznjch fegeni rovnice (3.32)). ReSeni rovnice ({3.32))
je tedy jednoznacné, stejné tak jeho stfedni hodnota p a rozptyl Q.

0

Jak je uvedeno v [Pham/ (1993), podminka (iii) véty lze formulovat jesté
jinym zpusobem, ktery nyni odvodime. Budeme pouzivat znaceni jako ve vété[3.2]
Definujme O = {J,, O, kde O,, oznacuje nejmensi linearni prostor, ktery skoro
jisté obsahuje ndhodny vektor Y,, dany vztahem (3.41)). Predpoklddejme, ze plati
predpoklad (i) z véty [3.20 Tedy vektor x je ortogonalni na O,, pravé kdyz plati

x'Y, =0, s.j. (3.59)

Jednotlivé scitance sumy v (3.41)), stejné jako A(t)u + C(t) — p maji nulovou
stfedni hodnotu a jsou nekorelované, jak bylo odvozeno v dukazu véty [3.2] Lze
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ukazat, ze vztah 1’ je ekvivalentni se vztahem XTGjX =0,7=0,...,n, kde
G[} = G a

G =E[A(t)--A(t+1-j)GAT(t+1—j)---AT(1)]. (3.60)
Tedy prostor O je nejmenst linedrni prostor obsahujici Im(éj), J=0,...,n, tzn.
obraz linedrniho zobrazeni daného matici G;. Podle ditkazu véty 3.2| je podminka
(iii) ekvivalentni s podminkou

(E A% vec G =2 0. (3.61)

Analogicky jako ve vztahu (3.38)) dostavame vec G; = (E A(t)®2)/ vec G, pak
také ~
(E A(H)**)"vec G; === 0. (3.62)

Odtud dale plyne, ze pro pozitivné semidefinitni matici B, pro niz plati B < Gj,
je také
(E A(1)®*)"vec B =% 0. (3.63)

Kazda redlna symetrickd matice B lze diagonalizovat. Vlastni vektory diagona-
lizovatelné matice tvori bazi prostoru V, na némz je definovan linearni operéator
dany touto matici. Tudiz pro obraz matice B existuje baze tvorena vlastnimi
vektory matice B, nebot obraz je podprostorem prostoru V. Kazda symetricka
matice B Ize tedy zapsat pomoci svych vlastnich ¢isel a jim prislusnych vlastnich
vektorii ve tvaru

d
i=1

Necht je V nyni prostor, na némz je definovan linedrni operator dany matici G;.

Pak pro kazdy vektor x € Im(G;) a pro néjakou konstantu A > 0 plati
xx! < \G;, (3.65)

nebot libovolny vektor u € V lze napsat jako linearni kombinaci vlastnich vektort
G; a mame

u’ (A(}j — XXT) u=0-0=0,prouc Ker(G;) C Ker(xx"),
=Xe; —02>0,prou € Im(G;) Au € Ker(xx'), (3.66)
= Ay — ¢ > 0, pro u € Im(xx") c Im(G;),

kde ¢, ¢ jsou kladné konstanty. Jind moznost, nenastavd nebot vektor x €
Im(G;) a Im(xx") je ddno pouze timto jednim vektorem. A tudiz plati dle

53

E A(t)®%)" veexx! 22%% 0. 3.67
(

Vzhledem k tomu, ze vlastnost plati pro vsechna j resp. vsechna Gj, plati
konvergence pro vSechny vektory x € O. Celkem tedy je podminka (iii)
z véty ekvivalentni s podminkou, Ze linedrni prostor O®? generovany vec xx’,
kde x € O, je podprostorem prostoru generované¢ho vlastnimi vektory matice
E A(t)®? pislusnymi vlastnim éisltim, kterd jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

TudiZ prostor O®? lze chapat jako prostor vSech symetrickych matic pfepsanych
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na vektory pomoci vektorizace, jejichz sloupcovy podprostor je obsazen v O.
Tento prostor je invariantni vzhledem k E A(t)®2, nebot pro libovolny vektor
b € O% plati, ze vektor (E A(¢)**)b € O%?. Podminka (iii) z véty tedy
znamend, restrikce linedrnfho zobrazen{ daného matici E A (¢)®? na prostor O®? je
ddna pouze témi vlastnimi vektory matice E A (¢)®2, které jsou prislusné vlastnim
¢islim v absolutni hodnoté mensim nez 1.

Pozorovatelny prostor O byva celym R", kde r je dimenze stavového vektoru
Z(t) z (3.24). Neni-li celym prostorem R", 1ze dle [Pham| (1985) pomoci linedrni
transformace upravit uvazovanou markovskou reprezentaci, tak aby O = R", ziska
se tak tzv. minimalni markovska reprezentace.

Ziskali jsme podminky staciondrniho feseni Z(t), tedy procesu stavovych vek-
tortt uvazované markovské reprezentace. Vzhledem k jeho konstrukeci a vztahu
@D to odpovida stacionarité procesu {X;,t € Z}. Aplikaci véty na model
2.1)) 1ze odvodit, ze vySe uvedena podminka stacionarity je shodna s diive od-
vozenou podminku ¢? + 5202 < 1. V jednoduchém modelu je podle

A(er) = o+ Bey,
C(er) = (¢ + Ber)e:

a podminka (i) z Vétypfejde na tvar u = @u+ Bo?, odkud plyne ¢ # 1. Podle
bodu (ii’) véty [3.2 dostavame

Q = (*+8%0*)Q + E[(¢ + Ber)er + (¢ + Be)u — 1), (3.69)

(3.68)

feseni Q je kladné pouze pokud 2+ 5202 < 1 a nulové, pokud je vyraz ve st¥edni
na pravé strané rovnice roven nule skoro jisté.

Pro subdiagonalni model dostavame vzhledem k jeho markovské repre-
zentaci podminku (i) ve tvaru, Ze vztah yu = Ap + do? nabyva fesend.
Podminka (iii) z véty pak znamenad, ze restrikce linearniho zobrazeni daného
matici A®% 4+ B®?0? na prostor O®? je ddna pouze vlastnimi vektory pifslusnymi
vlastnim ¢islim v absolutni hodnoté mensim nez 1.

3.3 Momentova struktura obecného modelu

Stejné jako v pripadé jednoduchého modelu se budeme zabyvat také momen-
tovou strukturou obecného modelu. Je nutné zduraznit, ze u bilinearnich modela
neexistuji vsechny momenty. Priklad a ditkaz neexistence momentii od urcitého
radu pro konkrétni model je uveden napt. v Tong| (1990)). V této kapitole se bu-
deme zabyvat nejprve korelacni strukturou casové rady dané obecnym modelem
a poté i korelacni strukturou jejich druhych mocnin.

Za predpokladi stacionarity pro obecny model, pro néjz plati zjednoduseny
zapis (3.32), dostévime z véty [3.2] pro stavovy vektor Z(t) jeho stfedni hodnotu

p a rozptyl Q splnujici rovnosti dané touto vétou. Pro velicinu X; dostavame

px =E X, =E [WTZ(t— 1) +2] =h"p,
var X; = yx(0) = var {hTZ(t —1)—h"p+ 5t] (3.70)
=h"Qh + o2
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Nyni odvodime tvar autokovarian¢ni funkce pro vyssi zpozdéni, budeme postu-
povat analogicky jako u jednoduchého modelu. Pro autokovarianéni funkci dosta-
vame pro k > 1 nasledujici

Vx (k) = E [(Xir — px)(Xe — pix)]
=E [(hTZ(t +k—1)—h"p+e ) WZ(t—1)—hTp+ st)T} (3.71)
=hTyz(k)h+E [WT(Z(t +k— 1) — p)e] .

Vyrazy na pravé strané rovnosti lze déle upravit. Pro autokovarianéni funkci
vektoru Z(t) dostavame pro k > 1 s vyuzitim (3.32)

¥2(k) = E [(Z(t + k) — w)(Z(t) — )]
= E [(A(t+B)Z(t+k— 1)+ C(t + k) — p) (Z(t) — )"

(3.72)
= E [A(t+R)Z(E+ k= 1)(Z(t) — )]
=EA(t+k)vz(kE—1).
Postupnym dosazovanim ziskavame vztah
vz(k) = (E A1) Q, k>1. (3.73)

Druhy séitanec na pravé strané rovnosti (3.71)) nejprve upravime dle (3.32)) a dle
vlastnosti posloupnosti matic A(t). Pro £ > 1 mame

EZ(t+k—1De =E[(At+E—1DZ(t+k—2)+C(t+k—1))e]
—EA(t+k—1)E[Z(t+k—2)g]
=EAM)E[Z(t+k—2)e] =... (3.74)
= (EAM) T E[(AMZ(—1)+C(1) &
= (EA®) " (E[A(De] p+E [C1)ed])

Po dosazeni z (3.73)) a (3.74) do (3.71) dostdvame pro autokovariancni funkci
casové fady {X;,t € Z} splnujici vztah (1.11) pro k > 1 vzorec

7x(k) =h" (E A1) Qh +h' (E A1) (E [A(t)e] p+E [C(t)e] )

ht - (3.75)
=h" (E At)"" (E A(®)Qh +E [A(t)e] p+E [C(t)e] ).

Ziskali jsme vztahy urcujici korela¢ni strukturu obecného bilinedrniho modelu.
Aby tyto momenty existovaly, musime predpokladat konecnost momenta bilého
sumu alespon do fadu 2P’ + 4, uvazovanou pri ovéfovani stacionarity. Ze vztahu
je také vidét s vyuzitim tvaru markovské reprezentace subdiagonalniho
modelu , ze pro modely ARM A, které jsou specialnim pripadem (3.20)

a (3.21)), plati pro £ > 1
vx(k) = h"A*1(AQh + co?), (3.76)

kde A a c jsou konstantni a jsou definovany jako ve vztahu (3.20f). Bilinearni
a ARMA modely maji podobnou korelacni strukturu. Pokud bychom se spe-
cialné zabyvali korelacni strukturou diagonalniho a subdiagonalniho bilineér-
ntho modelu, zjistili bychom, Ze ji ma stejnou jako modely ARM A(p,q'), kde
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¢’ = max(q,Q) ze vztahu (1.11)), kde navic autoregresni parametry ARMA(p.q')
odpovidaji parametrim ¢y, ...,p,, zbylé parametry jsou pak funkcemi ¢;, 1;
a fBy.. Tuto vlastnost jsme jiz odvodili i pro jednoduchy model (2.1)), viz (2.88).
Odvozeni v pripadé diagonélnich a subdiagonalnich modelt je detailné predve-
deno v Tong (1990) str. 172, nebo v [Pham (1985).

Nyni se zaméfime na korelaéni strukturu druhych mocnin fady {X;,t € Z}.
V pripadé jednoduchého modelu jsme ji urcili ptfimym vypoctem, viz odvozeni
(2.103). Tyto momenty miiZeme urcit i v obecném bilinedrnim modelu s vyuzitim
jeho markovské reprezentace, jsou ale komplikovanéjsi. Uvedeme zde proto me-
todu jejich vypoctu, ovsem ne vsechny stfedni hodnoty budou presné dopocitany,
jejich odvozeni nicméné bude zfejmé. Budeme predpoklddat existenci moment
bilého sumu do fadu 4(P’ + 2). Nejprve oznacime a upravime s vyuzitim (i3.37)

Rie =E [Z(0)Z"(t) @ Z(H)Z" (1)]

—E [A(®)Z(t — 1)Z"(t — DAT (1) (4)
+E [AMWZ(t - 1)Z"(t - DAT(t) @ A(H)Z(t — 1)CT (1) (i)
+E [AMZ(t - 1)Z"(t - DAT(t) @ C()Z"(t — VAT (1) (iii)
+E [AMZ(t - 1)Z"(t — 1)AT(t) © C(H)C" (1)] (iv)
+E [AMZ(t - 1)CT (1) ® A(1)Z(t — 1)Z" (t — 1) AT (1)] (v)
+E[AMz( - 1CT (1) (vi)
+E [A()Z(t— 1)CT(t) ® C(H)Z" (t — 1) AT (t)] (vii) (3.77)
+E [A@®)Z(t - 1)C"(t) ® C(H)C" (t)] (viii)
+E [CHZT(t - DAT(t) ® AMZ(t — 1)Z"(t — DAT(1)] (i)
+E [C(HZ"(t— 1)AT(t) ® A()Z(t — 1)CT(t)] (z)
+E[Cz"(t - DAT(@®)]” (i)
+E [C(H)Z"(t - 1)AT(t) ® C(t)CT (t)] (wid)
+E [CHCT(t) @ A)Z(t — DNZ"(t — 1)A"(1)] (2idi)
+E [CH)CT(t) @ A(H)Z(t — 1)CT(1)] (ziv)
+E [C(H)CT(t) ® C(H)Z" (t — 1)AT(t)] (zv)
+E [cwar @] (zvi)
KaZdou ze stiednich hodnot (i) aZ (zvi) lze dale upravit. Nejprve tedy
(i) = E [(A(£))®*Ras (A" (1))%%]. (3.78)

Dale lze psat
(i) = E [(A(®)®*(E Z(t - )Z"(t - 1) @ Z(t — 1)(AT() 2 CT(1)] . (3.79)
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Stfedni hodnoty (7ii), (v) a (iz) lze upravit analogicky jako (ii), pro dalsi dosté-
vame

(iv) = E [(A()QAT () @ (C(HC(1))] , (3.80)
kde Q = [Z(t —DZT(t - 1)] dle véty [3.2. Analogicky lze upravit i stiedni

hodnota (ziii). Stfedni hodnotu (vi) lze uprav1t nasledovné

(vi) = E [(A()**(E Z(t — 1) @ Z(t — 1))(C" (¢))*?]

(3.81)
= E [(A(£)%*(vec Q)(CT (1))*?],
podobné i pro (xi). Dale pro stfedni hodnotu (vii) plati
(vii) = E [(A(t) ® C(1))Q(CT(t) ® A”(1))], (3.82)
stejnd je uprava i pro (z). Osmou stfedni hodnotu lze upravit na tvar
(viii) = E [(A()pC" (1)) ® (C()CT(1))], (3.83)

analogicky lze postupovat i pro (zii), (ziv), a (zv).

Zaméime se nyni na vyraz E Z(t — 1)Z7(t — 1) @ Z(t — 1) v (3.79). Pro jeho
dalsi dpravu lze postupovat analogicky jako v pfipadé Ryg s vyuzitim (3.37)).
Oznac¢me

Rse = E |Z()Z"(t) ® Z(1)]
=E [A(WZ(t— 1)Z"(t - DAT(t) + At )Z(t — 1)CT (1)
CHZ"(t— A" (1) +CHCT (1) ®
= E [(A()®Rse(AT(H) @ 1,)]
+E [(A(1)®(vec Q)(CT (1) & 1,)]
+E[(CH e AM)QAT(H) @ I)] (3.84)
+E [(C(H)CT(1) @ (A(t)p)]
+E [A(1)QA"(t) ® C(1)]
+E [A()uC’ () @ C(1)]
+E [Ct)u" AT () @ C(t)]
+E [cCT ()@ C(1)],

kde I, oznacuje jednotkovou matici o rozmérech r x r a r je dimenze stavového
vektoru dle (3.24)). Ziskali jsme dvé rovnice ve tvaru

Ry = E [(A(1)*Rs0(A7() ® 1,)] + K,

(3.85)
Rie =E [(A()Rie(A”(1)%] + Ky,

kde K3, K4 jsou dany vztahem (3.77) a tpravami za nim a vztahem (3.84)).
Z nich lze ziskat R3 s a R4 g, maji-li tyto rovnice feSeni. Matice Ry g je pozitivné
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semidefinitni, nebot dle ‘D pro kazdy vektor y € R" plati
(Z(1) @ Z(1))(2" (1) © 27 (1) | y (3.86)
2

kde W(t) =y (Z(t) ® Z(t)).

Za pomoci vztahu a muzeme ziskat kovariancéni strukturu dru-
hych mocnin fady {X;,t € Z}. Nejprve oznacme v = E X? = vx(0) + p%, pak
pro autokovarianc¢ni funkci pro k = 0 je po dosazeni z (|3.32))

vx2(0 X2( X2—y]

E |
E [((W"Z(t - 1)) + 20" Z(t — 1), + £7) (X7 = v)]
E [

(3.87)

h’Z(t — 1) ] +4hTQha +E&
— »(h"Qh + ¢2) + 2h"Qho? + 4hT wE &2,

kde vyraz E {hTZ(t — 1)]4 je prvkem matice Ry g. Pro k > 1 lze psét

Tx2(k) = E [XE(XE—JC - V)}
=h"E [Z(t— DZ"(t - 1)(X}, —v)| h (3.88)
= h"R;h.

Vyraz Ry lze dale upravit s vyuzitim (3.32)) , ziskame tak rekurentni vztah.
Nejprve pro k = 1 dostavame

Rl—E{ (t—DZ"(t - 1)(X2, —v)]
[ (t=1)Z"(t = 1)(h"Z(t — 2))’]
+E |2t - 1)Z"(t — 1)e} 4]
+2E [Z(t— DZ"(t — Dh"Z(t — 2z | — Q.

(3.89)

Vsechny tii zbylé stfedni hodnoty v (3.89) lze dale rozepsat a vyjadiit pomoci
casti Rg» a Ry g a dalsich jiz zndmych hodnot. Pokud k& > 1, pak dale plati

R, =E [A(t ~ DRy AT (t 1)
+E (At - 1DZ(t - 2)CT (t = 1)(X7 4 — v)]
+E[Ct—1)Z"(t - 2)AT(t - 1)(X] , — v)]
+E [C(t - 1)CT(t = 1)(X7, —v)] (3.90)
=E [A(t ~ DR, A" (t = 1)]
+E [A(t - 1)B2k)CT(t - 1)
+E [Ct - )BT (2,k)AT(t - 1)],
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kde pro k£ > 2 dale plati

=E [Z(t - 2)(X7, —v)]
—E [(A(t—2)Z(t —3) + C(t — 2)) (X7, — v)) (3.91)
=E (A(t))B( k).
Je vidét, ze B(i,i) = B(0,0) Vi, v tom pripadé dostavame s vyuzitim ((3.39)
J

B(0,0) = E [Z(t)(X? — v
=E [2(t) (W""Z(t - DZ"(t — Dh + & + 20" Z(t — 1)g, — v)]
=E(A(t)E |Z(t— )h'"Z(t — D)Z"(t — 1)h] (3.92)
+E(A(t)e})n + 2E (A(t)e,)Qh
+E(C(t))h"Qh + E(C(t)e?) + 2E(C(t)e))h" u — v,

kde viraz E [Z(t — 1)hTZ(t — 1)Z7(t — 1)h] je &histi R e.

Vys$simi momenty nez fadu 4 se zde nebudeme zabyvat, zabyva se jimi |[Pham
(1993) v pripadech, kde je stavova proménné z markovské reprezentace
skalarni nahodnou veli¢inou.

3.4 Invertibilita v obecném modelu

Stejné jako u modelt ARM A je i v pripadé bilinearnich modelt podstatna
jejich invertibilita a s ni tzce souvisejici predikce. Na rozdil od modeli ARM A,
kde jsou podminky invertibility dobte popsany a lze je snadno ovérit, u obecnych
bilinearnich modeli je situace komplikovanéjsi. Lze pro né odvodit uréité pod-
minky, nicméné obecné metody jejich odvozeni a ovéreni nabyvaji na slozitosti
s tim, jak se model rozrista. Castéji se tak v literatufe pristupuje k jednotli-
vym modeliim individualné a podminky invertibility jsou odvozovany riznymi
postupy pro konkrétni modely, jak jsme jsme ucinili napiiklad v jednoduchém
modelu (2.1)) v kapitole 2.2.

Uvedme nejprve metodu dle [Pham| (1993) pro stanoveni podminek invertibi-
lity v pripadé obecného bilinearniho modelu. Muzeme postupovat podobné jako
v pifpadé ndmi uvazovaného jednoduchého modelu. Ze vztahu dostéavame

ZSOZXt z"’Zf] Et —J»

(3.93)
filt—=1) = —¢; — Zﬁlet—l,
=1
kde r = max(q,Q). Déle, definujeme-li vektor &; = (&, ...,6_r11)7, lze psat

E = F(t - 1)&571 + g(t)7
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fit) - feoa(®) fi(t) Xo =X 0iXi
1 . 0 0 0
FO) =1 . .. . | sl)= 5 . (3.94)

Opakovanym pouzitim vztahu (3.94)) dostavame

n—1

ee=gt)+F(t—1)---Ft—n)een+ Y Ft—1)---F(t—j)g(t —j). (3.95)
j=1

Dle (3.95)) volbou n = t lze zavést vyjadieni pro hodnotu vektoru chyb v zavis-
losti na pocateéni hodnoté €y. Pak fadu { Xy, t € Z} budeme nazyvat invertibilni,
pokud rozdil e(t|eg) — €; bez ohledu na volbu g, konverguje v pravdépodobnosti
k 0 pro t — oo.

Hodnoty nami urcenych chyb z pozorovani jsou vsSak zavislé i na paramet-
rech modelu, které také odhadujeme z pozorovanych hodnot. Zavedeme tedy na
zakladé vztahu , analogicky jako v pripadé jednoduchého modelu, chyby
g4(tleo) zavisejicl na volbé gy a navic na odhadu parametri modelu

t—1

eg(tleo) = gg(t)+F5(t—1)---Fg(0)eo+> Fy(t—1)---Fg(t—j)gs(t—j), (3.96)

j=1
kde index 0 oznacuje zavislost na odhadu parametri modelu. Déle uvedeme ana-
logii definice [2.1]

Definice 3.3. Necht {X;,t € Z} je c¢asovd tada dand vztahem s parametry

0= (p1,-- 001, Vg, B1s - - 10,521, - - - ,Bpq) a jejich odhadem 6. Model je
invertibilni v @ vzhledem k pozorovanym hodnotam rady, pokud existuje stacio-

ndrni proces £4(t), pro néjz plati
e5(tleg) — e4(t) =225 0 v pravdépodobnosti, (3.97)

kde €4(t|en) je jsou vektory hodnot chyb zdvislé na odhadu 0 a hodnoté e, defino-
vané dle vztahu . Pokud navic pro vsechna @ z okoli 0 plati

g5(t) — e 929 0 v pravdépodobnosti, (3.98)
pak se tento model nazyvd silné invertibilni.

Je tedy tfeba urcit chovani sou¢inu matic Fg(t—1) - - - Fg4(t—j) prot — oo. Jak
je uvedeno v |[Pham/ (1993)), podobné jako u stacionarity modelu v kapitole 3.2, se
nabizi hledat horni Ljapunoviiv exponent, ovérit jeho zapornost a na jeho zakladé
pak urcit chovani souc¢inu matic pro velka t. Protoze neni jednoduché nalézt tento
exponent a navic je stale nutno ovéftit, ze e4(t) 98-8, g(t) v pravdépodobnosti, coz
muze byt také komplikované, autor navrhuje zavést silnéjsi podminku invertibility,
ktera by meéla byt jednodussi na ovéreni, ve tvaru

E log [[E(1)]],, < 0.

) (3.99)
IFlly = sup 7
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kde ¥( ) je néjaka vektorova norma.

Jiny pristup pro odvozeni podminek invertibility je uveden v [Tong (1990).
Tento postup se podoba odvozeni podminek invertibility v modelech ARM A.
Uvazujme zjednoduseny subdiagonalni model dany vztahem

Xt =&t — 55t—kXt—la [ > k’, (3100)

kde €, je striktni bily Sum. Navic predpokladame, ze plati podminka stacionarity
%02 < 1, nebot dle (3.20) dostavdme

01 0 0
00 1 0 0 0

A . B-=|: : (3.101)
00 1 B - 0
00

kde obé matice maji rozméry [ x [. Podminka (i) véty [3.2]je zde trividlné splnéna.
Charakteristicky polynom matice A®? + B®25? je ve tvaru A\ — 5202)).
Z tvaru tohoto polynomu je vidét, ze vlastni ¢isla jsou 0 a vlastni éisla lezici
na kruhu v komplexni roviné, tedy se stejnou absolutni hodnotou. Neni tieba
uvazovat primo podminku (iii) véty (resp. odvozeni za touto vétou) a hledat
vlastni ¢sla odpovidajici ztzeni A®? + B®2¢% na prostor symetrickych matic,
ale sta¢i ovéfit podminku, Ze vlastni ¢isla matice A®2 4+ B®252 jsou v absolutni
hodnoté mensi nez jedna. Odtud jiz plyne podminka stacionarity 3%c? < 1. Pro
odvozeni podminek invertibility modelu lze postupovat analogicky jako
v pripadé modeli ARM A. Nejprve pomoci operatoru posunu ([1.5)) prepiseme
do tvaru

X, = (1—-BX,B"e,. (3.102)

Ziskame tak formalné tvar analogicky (1.7)), tedy prepis modelu ARM A pomoci
polynomii, kde ale nyni jsou nékteré koeficienty polynomu 1 — X,_;B*¥ ndhodné
veliciny.
Formalné najit polynom, respektive operator, m(B) ve tvaru
m(B) = 148X, B* + B°X; 1 Xo 11k B + B X Xy n Xomi-on B + ..

(3.103)

splnujici
(1 — BX,_B*)m(B) =1,
7Tt(B>Xt = &4.
Pokud plati 8?E X2, < 1, je rozpis operdtoru (3.103)) korektni a model (3.100)

je invertibilni.

(3.104)

Poznamka.
Z (3.100) dostavame E X, = 0 a var X; = o2 + 3?02 var X;. Pozadujeme-li

splnéni podminek stacionarity a invertibility, musi platit

62 02

ﬂQVELrXt :52E th = 1—7/820'2

1
<1l= B0’ < 3 (3.105)

operatoru m(B) splijictho 7 (B)X; = &; a stanoveni podminek, kdy je takovyto
rozpis korektni, je vSak znacné komplikované.
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3.5 Odhady parametrt obecného modelu

Nabizi se nékolik moznosti, jakym zptsobem odhadnout parametry bilinear-
nich modela. Vzhledem k jejich komplexité maji tyto metody nedostatky v po-
rovnani s linedrnimi modely ARM A. Lze zminit odhad metodou momentt, od-
had zalozeny na frekvenéni doméné a odhad metodou maximalni vérohodnosti.
Vsechny pristupy jsou diskutovany v |Pham! (1993) a v dalsich tam uvedenych
publikacich.

Stejné jako u naseho jednoduchého bilinearni modelu popiseme metodu pod-
minéné maximalni vérohodnosti vychézejici z pristupu pro modely ARMA (viz
Hamilton| (1994)). Opét predpokladame, ze e, ~ N(0,0?) je striktni bily Sum, déle
predpokladame, zZe je splnéna podminka invertibility modelu z minulé kapitoly.
Necht mame k dispozici T' pozorovani ¢asové rady, oznacime vektor parametria

modelu ((1.11))
0 = (@1, Ce 7g0p7w17 C.e 7wq75117 .. ,61@,621 . BPQ,O'Q). (3106)

Necht déle p’ = max(p,P), ¢ = max(q,Q) a X,y = (X,r,...,X1)T. Navic zvolime
gy = (EpsevsEp_qgr1)] = 0T, Dle (1.11)) lze rekurentné vyjadfit X; pomoci
Xi,i=1,...p aeg_;,j=1,...,¢. Podminénou vérohodnostni funkci lze tedy
psat ve tvaru

5(0) = fXT,...,Xp/+1|Xp/,€p/:O(xT7 o 7:L‘p’+1|mp’7€p’ = 070)
T

= fXX,,.‘.,X,,: Telxi_1,...,v1,6, = 0,0
tl;[_H t| X1 1,6, o(xe|ria 1,€p ) (3.107)

T

= H th\Xt,l,.‘.,thp,st,l,...,st,q, (T T, 7Lt —p/Et—1y -+ - 7€tfq’70)'
t=p’+1

Vzhledem k uvazované normalité bilého Sumu a (1.11]) méame stejné jako v (2.74])
th\Xt_l,...,Xt,p,at_l,...,at,q, (we|zpn, .. »Wt—pEt—15 - - - ﬁt—qwe)

1 g2 (3.108)
:Wexp eyl

Podminénou logaritmickou vérohodnostni funkce 1ze tedy prepsat do tvaru

T — p/ T — pl T 52
log £(0) = — 5 log(27) — 5 log(o®) — > T,tz’ (3.109)
t=p’+1

kde ¢; je ddno vztahem . Maximalizace podminéné vérohodnostni funkce
stejné jako v pripadé jednoduchého modelu odpovida minimalizaci souctu dru-
hych mocnin chyb egarp(t) spoctenych rekurentné na zdkladé pozorovanych
hodnot a volbé pocateéni hodnoty chyb. Popsand metoda tedy odpovidd me-
todé nejmensich ¢tvercii. Odhad 62 1ze dopoéitat z odhadil ostatnich parametri
z podminéné vérohodnostni funkce jako v .

Prakticka aplikace metody maximalni vérohodnosti bude predstavena v nasle-
dujici kapitole 4.1. Nevyhodou metody je fakt, ze v obecném bilinedrnim modelu
nejsou znamé vlastnosti limitniho rozdéleni odhad, kviili neexistenci nékterych
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momenti je problematické urcit asymptotické vlastnosti odhadu Fisherovy infor-
macni matice, viz [Pham| (1993)).

V pripadé bilinedrnich model neni, na rozdil od modeldt ARMA, znama
obecnd podminka identifikovatelnosti modelu, tedy zda-li plati pro distribuc¢ni
funkci Fx,. . x,(0) modelu s vektorem parametri @

V01 75 92 — FXT ..... X1 (01) 7£ FXT ..... X1(02). (3110)

.....

Proto se predpoklada, ze je tato podminka splnéna.

3.6 Predikce v bilinearnich modelech

Pristup k predikci je v pripadé v bilinedrnich modelt analogicky jako u mo-
delt ARM A. Nejlepsi predpovéd ve smyslu stfedni kvadratické chyby je podmi-
nénd stiedni hodnota, viz napr. Praskoval (2004)). Budeme uvazovat znaceni jako
v kapitole 3.1, tedy H; oznacuje prostor nahodnych veli¢in s kone¢nymi druhymi
momenty métitelnych vzhledem k o—algebte F; generované velicinami X,,s <t
a X (t+k|H,) = E [X;44| F}]. Nejprve pro ilustraci uvazujme model jako v|Granger,
a Anderson (1978)) a predpokladejme, Ze je staciondrni a invertibilni,

Xy =1 Xi 1 e + BuXiiga + BraXi g o + B Xp o1 + & (3.111)
Pro predpovédi dostavame dle vlastnosti podminéné stredni hodnoty

X(t+1|H,) = 01X + e + BuXeer + BraXeeio1 + B Xioier,
(t+2/Hy) = o1 X (t+ 1| Hy) + Bui E [Xppaeei1 | B + BraX (t + 1| Hy ey,

(t+ k|Hy) = o1 X (t + k — 1|Hy) + 11 E [ Xoh161n-1|F]
+ B12 E [ Xiyk—1614k—2|Fy], pro Vk > 3

X
. (3.112)
X

Zbyva tedy urcit podminéné sttedni hodnoty, pro Vi > 1 lze s vyuzitim markovské

reprezentace (3.24]) psét
E [Xt+i6t+i|Ft] = E [E?_H- + hTZ(t + 7 — 1)€t+i|F’t] = 0'2. (3113)
Dale pak dostavame s pouzitim ([3.111))

E [ Xitho1€erh—2|Fi) = E [(01Xign—2 + V1€tsk—2 + Bi1 Xith—261+k—2
+ Br1oXisrk—26t4k—3 + B Xitk—3t1k—2 + Etrh—1)Et+k—2|F]
= (p1 + %)Uz +Bn E |:Xt+k725§+k_2’Ft}

+ B2 E [Xipn—28tsk—ocirk—3|Fi] + 52102X(t + k — 3|H,).
(3.114)

Stredni hodnoty lze déle upravit a dostavame

E [Xerkaetuumal B = E g+ (01X (¢ + b= 3H) + 1 E levinslF)
+ 511 E [Xith—s€trh—s| Ft] + P12 E [Xith—sEtrk—a| Fi]
+ Bo1 E [ Xt k—aEtrn—3 ’Ft]) o

E [Xt+k—25t+k—25t+k—3|Et] =o’E [5t+k—3|Ft]'
(3.115)
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Je vidét, ze i v pripadé pomérné jednoduchého modelu je vyraz pro pre-
dikci pro vétsi k komplikovany, nicméné ji lze v tomto pripadé presné urcit opako-
vanim vypoctu podminénych stiednich hodnot az do ¢asu t’ < ¢. Pro nas jedno-
duchy model , ktery je specialnim ptripadem pro ¥ = B1o = fo1 = 0,
dostavame dle

X@ + 1|Hy) = o Xi + BXie,

N N 3.116
X(t+ k| H) = pX(t+k—1/H,) + Bo?, pro k > 2. ( )

Obecné v modelu (|1.11)) za podminek stacionarity a invertibility pro predikce
dostavame

P

q
X(t+n|H) = Z X(t+n—ilH)+ > ié(t+n — jlHy)
j=1

T b (3.117)
3 B E [Xisn—i€rin—ilFi] -
k=11=1
Stejné jako v pripadé ARM A modelu plati
X(t + jlH) = Xpyj, proj <0,
E(t+jlHy) = €14, proj <0, (3.118)
=0, proj>0.
Pro vyrazy E [X;y€.q;]Fi] pak je
E [Xiyierrj|F] =0, pro j >, j >0,
= X¢1i€tyj, pro0>j >4,
(3.119a)
E [Xivjersi|Fi] = 0, proj >0,
= X¢yj€ttj, pro j <0,
(3.119D)
E [Xiwiery|F] = E[WTZ(t +i — 1)gy4|Fi], proi > j >0,
= X(t +i|H,)er 4, proi>02>j,
= Xiyi€iqj, pro 0> > 7,
(3.119¢)

kde E [hTZ(t +1i — 1)&44j| F}] 1ze opakovanym opakovanym pouzitim (3.32)) a diky
vlastnostem matic A(t), C(t) upravit do ¢asu t+j, resp. t a urcit prislusné stredni
hodnoty.
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4. Praktické aplikace bilinearnich
modelu

4.1 Iteracni metoda odhadu parametri

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 3.5, pouzijeme pro odhad parametri biline-
arnich modelt typu metodu podminéné maximalni vérohodnosti. Budeme
uvazovat nulovou stfedni hodnotu procesu {X;,t € Z}, pficemz zminény postup
Ize upravit o parametr stiednf hodnoty (resp. o parametr tirovné, viz vztah
pro pripad modelt ARM A). Ozna¢me vektor parametri modelu

0 = ((,01, s 7¢p7¢17 s 777Z)q76117 v 761@7621 .- /BPQ) (41>

Délku vektoru 0 oznac¢ime K a jeho jednotlivé prvky oznacime 60;, 1 =1,... K.

Budeme postupovat v souladu s rekurzivni metodou popsanou v Subba Rao
(1981). Tato metoda se stejné jako v pripadé linearnich modeli ARMA sklada
ze dvou krokt; a to volby tadu p, ¢, P a () a samotného ziskani odhadt dané
mnoziny parametri.

Méjme T pozorovani casové fady {X;,t = 1,..., T} a predpoklddejme nej-
prve, ze jsou jiz znamy, respektive vybrany, hodnoty radt modelu p, ¢, P a Q. Za
predpokladu normality bilého Sumu je podminéna metoda maximélni vérohod-
nosti ekvivalentni minimalizaci funkce

5(0) = Z Eg,MLE(t)a (4.2)

t=p'+1

kde g avrrr(t) jsou chyby zminéné jako v kapitole 3.5 (tedy spocitané rekurentné
z pozorovanych hodnot a s volbou pocatecnich hodnot €, = (€, ... ,ep_g41)’ =
07, kde p’ = max(p,P) a ¢ = max(q,Q)).

Pro minimalizaci funkce S(0) pouzijeme Newtonovu-Raphsonovu metodu. Dle
této metody ziskavame iteracni vztah pro odhady parametru @ v i—tém kroku

0l = o) — H-1(90)G (). (4.3)

Je ziejmé, 7e je nutno zvolit hodnotu 8, timto problémem se budeme zabyvat

v dalsi ¢asti. Pro funkce G(0) a H(0) z (4.3) plati

[0S 0S s 1"

GO)=|— —., ..., —
(9) _891’86’2’ 00k |
52 92
8295; o aelagK (4.4)
H(0) =
928 928
001 00, 020k

Je tedy treba urcit jednotlivé parcidlni derivace funkce S(@) = S podle slozek
vektoru 6. Pro piehlednost v nésledujicich vzorcich oznacime eg pp(t) = o(t).
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Dostavame

oS T 889 (t)
a0, t:pzlﬂ fo(t) =g i =1, K,
925 T Beq(t) Deg(t) T e4(1) (45)
=2 +2 eg(t) yijg=1,....K
96,00, t:%l 0, 00; t:%;l 06,00,

Zbyva tedy urcit jednotlivé parcidlni derivace chyb eq(t). Ze vztahu (1.11]) dosté-
vame rekurentni vztahy pro prvni derivace

0

(‘5369’0(5) =-—Xii+ filgs), i=1,...,p,
0

;ﬂ(j) =—ep(t —i)+ filn), i=1,....q, (4.6)
Ozo(t) _ — X, eo(t—k)+ fi(Bw), i=1,...,Pk=1,...,0Q,

kde jsme oznacili

4 Oeg(t — QL
Z 60 Oeolt = j) - 5lkXt479 . (4.7)
j=1 0; k=11=1 90;

Diky pocateéni volbé €, = 07 plati

. 859(t) . 8269(t)
o) =90, = o000,

=0, t=p —¢+1,...p0 ij=1,...,K. (4.8)

Pro druhé parcialni derivace pak mame rekurentni vztahy

0%eo(t) .
= 07 1,] = 1, ..., D,
a‘Piaﬁpj J p
8259(t) . a€9<t _ j)
GQOlagZJ] - 8901 + f2(%’ﬂ/}g)
1=1,...,p, 5=1,...,q,
Peq(t) Deo(t — 1)
0By _Xt_jT% + fa(@i.B5),

i=1,....p, j=1,....P 1=1,...,Q

Peg(t)  Oep(t —i)  Deg(t — )
OOy O; oY

/I:?j:]‘7"’)q7

‘|’ fQ(wuwj)
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Peg(t)  Oep(t—7) . dep(t—1) D,

N X Mgl )
00 IBji I o, + f2(¥i.85)
7:: yeees j:17"‘7P7 lzl,,@
(4.9)
D?eq(t) Oeg(t — k) Deg(t — 1)
gy, TNy, RO T (BB,
9Bi0Bji ! 2Bji t=J OB f2(Bir,Bj1)
,j=1,..., P, kl=1,...,0Q,
kde jsme oznacili
') e (t - k)

k=11=1

V kazdém kroku lze tedy spocitat prvni a druhé parcialni derivace a tudiz i funkce
G(0) a H(0) z (4.4). Rekurentni vypocet je ukonen pii dosazeni maxim4l-
niho zvoleného poctu iteracnich krokt nebo neni-li zaznamenan pokles v hodnoté
S(00).
Odhad rozptylu bilého sumu je pak dan standardnim vzorcem
1 T
52 = T—> > 5(29,MLE(75)- (4.11)
t=p'+1

Pro porovnani vice modelii 1ze pouzit kritérium AIC, které ma v nasem pripadé
tvar

AIC = (T - p')log 6 + 2k, (4.12)

kde k je pocet odhadnutych parametri, v nasem pripadé tedy k = p+q+ P - Q.

Prejdéme nyni k urceni radu modelu a volbé pocatecnich hodnot parametri
0 pro rekurzivni algoritmus. V ptipadé modeli ARMA se obvykle fad modelu
urcuje na zékladé kritérii jako zminéné AIC nebo dale BIC, viz Cipral (2008]) str.
342. Pro pozorované hodnoty jsou odhadnuty modely s rtiznymi kombinacemi
rada p a ¢. Pro kazdy odhadnuty model pak je uréeno AIC a hleda se model
s jeho minimalni hodnotou. Takovy postup lze pouzit i v ptripadé bilinearnich
modelil, nicméné vzhledem k velkému poctu moznych kombinaci radt p, ¢, P a )
by mohl byt zdlouhavy. Proto je vhodné uvazované kombinace omezit. Je mozno
zvolit metodu volby fadi navrzenou v Subba Rao a Gabr| (1984) v nasledujicich
krocich spole¢né s volbou pocatecnich hodnot parametri:

(i) Zvolit M pevné, pro které plati M > max(p*,q*), kde p*,¢* jsou parametry
ARM A modelu s nejmensim AIC pro pozorovand data.

(ii) Pro pozorovana data odhadnout model ARM A(p,q) a spocitat v ném odhad
rozptylu bilého sumu 63,4 dany vztahem

GARraa = T — Z Ehraralt (4.13)
t p+1

(iii) Odhadnout model BARM A(p,q,1,1), kde jako poc¢atecni hodnoty parame-
tri pro Newtonovu-Raphsonovu metodu pouzit odhady z bodu (i) spolu
s volbou 17 = 0. Urcit AIC a odhad rozptylu bilého Sumu tohoto modelu.
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(iv) Odhadnout modely BARM A(p,q,2,1) a BARM A(p,q,1,2), kde za pocateéni
hodnoty parametri pro Newtonovu-Raphsonovu metodu zvolit vysledné od-
hady z bodu (iii) a zbyly bilinedrni parametr [5; resp. f1 zvolit nulovy.
Urcit AIC a odhad rozptylu bilého sumu obou modeli.

(v) Odhadnout model BARM A(p,q,2,2), kde jako pocateéni hodnoty parame-
tri zvolit odhadnuté parametry modelu s mensim odhadem rozptylu bilého
sumu ze dvou modeli z bodu (iv) a polozit By = 0.

(vi) Analogickym zptisobem jako v bodech (iiz) az (v) postupovat u modeli
BARM A(p,q,i,j). Tedy pro tento model s dvojici fadu bilinedrnich ¢lent
i,j vychdzime z modela BARM A(p,q,i,j — 1) a BARM A(p,q,i — 1,j) pro
1 < i,j < M jako v (v). Je-li i = 1 pak pro model BARM A(p,q,1,j)
vychazime z modelu s fady 1,5 — 1, analogicky v pripadé j = 1. Urcit AIC
a odhad rozptylu bilého Sumu novych modeli.

(vii) Opakovat kroky (ii)—(vi) pro vSechny uvazované volby parametri p,qg < M.
Navic tento postup je ukoncen v daném kroku, pokud se zvysenim ¢ nebo
7 bude zvysSovat také odhad rozptylu bilého Sumu novych modeli. Model
s nejmensim AIC z odhadnutych modelt je pak zvolen jako vysledny.

V [Subba Rao a Gabr| (1984)) je uvazovana také druha metoda volby pocétec-
nich hodnot. Prvnim krokem je opét odhad parametri modelu ARMA s hodno-
tami rada p a ¢ pro pozorované hodnoty casové rady. Pro tento model spocitdame
jeho rezidua eagara(t) a odhad rozptylu bilého Sumu 6% ), 4. Na zdkladé pozoro-
vanych hodnot a rezidui ziskanych z odhadu modelu ARM A muzeme v druhém
kroku pomoci standardniho odhadu metodou nejmensich ¢tvercii minimalizovat
funkci

T p q
Qinit(0) = > | Xy —> @0iXyi =Y icarmalt — j)
t=p+1 i—1 =1

Q P 2 (4.14)
- Z Z BieXe—1earma(t — k)

k=11=1
a ziskat tak nové hodnoty parametri, rezidui a odhadu rozptylu bilého sSumu. Tato
rezidua jsou pak pouzita v dalsim kroku misto rezidui modelu ARMA a proces
minimalizace funkce Q;,;:(0) se opakuje, dokud se hodnoty odhadi parametru
neustali, respektive dokud neni zaznamenan vyznamnéjsi pokles odhadu rozptylu
bilého Sumu oproti 6% 5,,4- Ustdlené hodnoty jsou pak zvoleny jako pocdtecni
hodnoty parametri pro Newtonovu-Raphsonovu metodu popsanou vyse. Pokud
se tyto hodnoty odhadt parametri po zvoleném poctu kroki neustali, jako poca-
tecni hodnoty parametri jsou zvoleny odhady parametri modelu ARM A z prv-
niho kroku.

Tato druhd metoda volby pocatecnich odhadt je vhodna, pokud je fad mo-
delu zndmy (zvoleny) nebo jeho uvazované hodnoty maji malé rozpéti a lze tedy
vyzkouset vSechny moznosti jako v pripadé odhadu parametru modelu ARMA.
Nebylo by zde totiz nutno odhadovat a porovnavat tolik modelt jako v pripadé
prvniho algoritmu.

Poznamka. Minimalizace pomoci Newtonovy-Raphsonovy metody méa podstat-
nou nevyhodu, obecné konverguje k lokdlnimu minimu. Proto je dulezita vhodna
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volba pocatec¢nich hodnot parametri. Vhodnost volby poc¢atecnich parametri po-
soudime v nasledujici kapitole.

Poznamka. V naprogramované realizaci celého praveé popsaného algoritmu je uva-
zovano nasledujici

o Jako dostatecny pokles oproti 64,4 PFi volbé pocatecnich hodnot para-
metri je zvoleno 0.056% s 4-

« Pro vypocet inverze matice G(6) je vzhledem k numerické stabilité pou-
zita zabudovana funkce Pseudolnverse, kterda pocita Mooreovu-Penroseovu
pseudoinverzni matici.

o Maximalni pocet iteracnich kroki Newtonovy-Raphsonovy metody je zvo-
len 200, pti volbé pocatecnich odhadti parametri je maximalni pocet ite-
racnich kroki zvolen 50.

« Je-li hodnota S(8®) od 10. itera¢niho kroku vétsi néz 10'° vipocet je ukon-
cen.

4.2 Simulacni studie

V této kapitole budeme zkoumat vlastnosti Newtonovy-Raphsonovy metody
v pripadé jednoduchého modelu BARM A(1,0,1,1) daného predpisem . Opa-
kované nasimulujeme proces {X;,t =1,..., T} dle a poté budou pro vyge-
nerované hodnoty odhadovany parametry ¢, 5. K provedeni simula¢ni studie byl
pouzit program Wolfram Mathematica 10.0.2, naprogramovana studie je na pfilo-
zeném DVD. Rady modelu jsou zndmé, a proto pouzijeme pro volbu pocateénich
hodnot parametri Newtonovy-Raphsonovy metody druhy z postupt z kapitoly
4.1.

Pfipomertime, Ze pro nas proces je dle véty [2.3] podminka stacionarity ve tvaru
0%+ %0% < 1. Piedpoklddame, Ze ¢; je striktni bily Sum a g; ~ N(0,0?), m4 tedy
kone¢né momenty vsech radi. V tomto pripadé je dle podminka invertibi-
lity ve tvaru

2014+ @A +2(1 — )A? — (1 — p)*(1 4+ ) <0, (4.15)

kde A = So.

Prinik mnozin parametri spliujici podminky stacionarity a invertibility je
na nasledujicim obrdzku pro volbu ¢ = 1. Na obrazku je zaroven krizkem
vyznacen bod odpovidajici volbé parametrii v nasich simulacich, a to

p=0.2,
b =—-0.3, (4.16)
o =1.

Nejprve jsou dle prislusnych predpokladi vygenerovany chyby e;,,t =1,...,T.
Pro pocateéni hodnotu X; = ¢; je poté urCena celd posloupnost {X;,t =1,..., T}
dle rekurentniho vztahu

Xt = 0-2Xt71 + Et — 0'3Xt718t717 prO t = 2, ooy T (417)
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Obrézek 4.1: Mnoziny ptripustnych parametri

Na obrazku je zachycena jedna realizace procesu {X;,t = 1,..., 1000}.
Jsou zde vidét obcasné prudké vykyvy, které jsou pro bilinearni rady typické. Pri
grafickém prizkumu dat mohou pravé tyto vykyvy napovédét o vhodnosti volby
bilinedrnich modelt pred modely ARM A.

X

M.\M 1\ W“' H}\l.l Hsl WJ* (‘ 'W.' t

\'\‘ ‘ a | 100
’ Hl (" il ” ‘t“‘(‘ | ‘” I M )" ’”

‘ ,'HH'\ | ey | ‘ | ‘n
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Obrazek 4.2: Realizace procesu {X;}

Budeme posuzovat kvalitu odhadt parametrii v zavislosti na rtiznych volbach
vstupti. Simulace budou zopakovany 50, 200, 500 a 1000krat, ziskame tak pri-
slusny pocet N realizaci nahodného procesu . Déle budeme volit riznou
délku rady T', konkrétne T = 50, 200, 500 a 1000. Hodnotu 7" = 50 jsme zvo-
lili, nebof byva v ramci Boxovy-Jenkinsovy metodologie analyzy modeli ARM A
(resp. ARIM A) doporucovana jako minimalni vhodnd délka rady.
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Ziskdme tedy odhady parametri ¢;, BAz a 62, proi=1,...,N pro kazdou volbu
délky T'. Vysledné odhady parametrii pro posouzeni jejich kvality z hlediska jejich
konvergence ke zvolené hodnoté parametru pak v kazdém z uvazovanych pripadt
dostaneme ve formé praméru

1 N
@Z_ @ZH
P>
_ 1 M.
SZN; i (4.18)
_ 1 N )
P>

Pro smérodatné odchylky odhadt plati

1 &,
Ssa:\m;(%—@) :
N
55= | —— (A — B (4.19)
\N-145
ot = (| L 362 — o)
N-1iH '

V nésledujicich grafech jsou zobrazeny odhady ¢, B a 62 pro N = 1000
simulaci fady délky 7" = 1000.
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Obrézek 4.3: Odhady parametri ¢;
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Obréazek 4.5: Odhady parametri 67

Z obréazku[4.3] 4.4 a[4.5] vidime, Ze odhady jsou rovnomérné rozprostieny kolem
zvolenych hodnot, povétsinou velmi blizko k nim. Jsou zde viditelné i odlehlé
hodnoty, jejich vzdalenost od skutec¢nych hodnot parametrii neni vsak prilis velka.

Prejdéme nyni k podrobnym vysledkiim. Vysledné odhady parametra ¢,
a o2 ziskanych dle spolu se smérodatnymi odchylkami jsou zobra-
zeny v nasledujicich tabulkach pro vSechny pouzité délky tady. Dale jsou zde
zobrazeny minimalni a maximalni hodnoty odhadu v uvazovaném poctu opako-

vani simulaci N.

o Délka rady T' = 50

Z tabulky [£.1) vidime, ze odhady jsou v pruméru velice dobré i pro maly po-
¢et pozorovani, nicméné maji zna¢nou smérodatnou odchylku, vyssi pocet
opakovani simulace tento fakt neméni. Je také vidét, ze minimalni a maxi-
malni hodnoty jsou znacné rozdilné. Lze tedy konstatovat, ze je délka rady

50 pro odhad parametrti neprilis vhodna.
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Pocet Smérodatna

opakovani N Parametr Pramér odchylka Min Max
% 0,14 0,17 —-0,23 0,46
50.00 15} —0,30 0,11 —-0,63 —0,07
o? 0,96 0,16 0,59 1,29
% 0,20 0,14 —-0,19 0,88
200.00 15} —0,30 0,10 —-0,62 —0,01
o? 0,94 0,19 0,55 1,69
% 0,18 0,14 —-0,22 0,54
500.00 15} —0,30 0,10 —-0,65 0,09
o? 0,97 0,20 0,53 1,68
% 0,20 0,15 —-0,23 0,79
1000.00 153 —0,29 0,10 —-0,64 0,09
o? 0,97 0,22 0,45 3,59

Tabulka 4.1: Vysledné odhady parametri pro rady délky 50

Délka rady T = 200

Z tabulky vidime, Ze odhady v piipadé fad délky 200 jsou v priméru
o néco lepsi nez v prechazejicim pripadé, stejné jako extrémmni hodnoty.
Zéasadnim rozdilem je ale zmenseni smérodatnych odchylek zhruba na po-
lovinu. Pocet opakovani simulace opét nema prakticky vliv.

Pocet Smérodatna
P Priamé Min M
opakovani N arametr rumer odchylka in ax
® 0,19 0,08 0,01 0,42
50.00 I6] —0,30 0,04 —-0,47 —0,21
o2 0,98 0,09 0,83 1,23
® 0,20 0,07 0,01 0,42
200.00 I5] —0,30 0,04 -0,43 —0,19
o? 0,98 0,10 0,70 1,24
%) 0,20 0,07 -0,05 0,38
500.00 I6] —0,30 0,04 —-0,43 —0,15
o2 0,99 0,10 0,76 1,48
® 0,20 0,07 —-0,02 041
1000.00 Io] —0,30 0,04 —-0,45 —0,16
o? 0,99 0,10 0,71 1,35

Tabulka 4.2: Vysledné odhady parametrii pro rady délky 200

Délka rady T = 500

Oproti hodnotam z tabulky vidime v tabulce dals{ zlepseni sméro-
datnych odchylek a extrémnich hodnot. Opét nepozorujeme zasadni rozdily
mezi pocty opakovani simulace.
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Pocet Smérodatna

opakovani N Parametr Pramér odchylka Min Max
% 0,21 0,05 0,07 0,29
50.00 15} —0,30 0,02 —-0,35 —0,20
o? 1,00 0,08 0,86 1,24
© 0,20 0,04 0,11 0,31
200.00 15} —0,30 0,02 —-0,37 —0,23
o? 1,00 0,06 0,78 1,14
% 0,20 0,04 0,07 0,31
500.00 15} —0,30 0,02 —-0,36 —0,21
o? 1,00 0,06 0,81 1,16
% 0,20 0,04 0,08 0,31
1000.00 153 —0,30 0,02 —-0,38 —0,21
o? 1,00 0,06 0,82 1,24

Tabulka 4.3: Vysledné odhady parametri pro rady délky 500

o Délka rady 7" = 1000

Porovnanim vysledki z tabulek a [4.4] vidime, Ze jsou, dle ocekévéni,
smérodatné odchylky pro rady délky 1000 mensi, nicméné zasadni rozdily
zde jiZz nepozorujeme. Z tabulek a [4.4] je zfejmé, Ze pocet simu-
laci neméa vyrazny vliv na kvalitu odhadt, lze tedy povazovat Newtonovu-
Raphsonovu metodu za stabilni. Zaroven lze z téchto vysledku usoudit, ze
volba pocatec¢nich hodnot parametrii je vhodna.

Pocet Smérodatna

opakovani N Parametr Prumér odchylka Min Max
© 0,20 0,03 0,10 0,27
50.00 153 —0,30 0,02 —0,35 —0,25
o? 0,99 0,05 0,92 1,13
© 0,20 0,03 0,13 0,27
200.00 15} —0,30 0,02 —0,35 —0,24
o? 1,00 0,05 0,88 1,13
© 0,20 0,03 0,10 0,30
500.00 153 —0,30 0,02 —0,34 —0,24
o? 1,00 0,05 0,86 1,14
% 0,20 0,03 0,09 0,30
1000.00 15} —0,30 0,02 —-0,35 —0,19
o? 1,00 0,05 0,88 1,20

Tabulka 4.4: Vysledné odhady parametri pro fady délky 1000

V souladu s ocekavanim se s rostoucim poctem pozorovanych hodnot ¢asové
rady vysledky zlepsuji, rozdil mezi délkami T = 500 a T" = 1000 jiz neni prilis

60



vyrazny. Primérné hodnoty odhadl jsou pro vsSechny pocty simulaci N blizké
skutecnym hodnotdam. Konvergence odhadl je tedy uspokojiva, nicméné v pri-
padé malého poctu pozorovani vykazuji vysledné odhady velké smérodatné od-
chylky. Newtonova-Raphsonova metoda tedy poskytuje vysledky, které lze pova-
zovat za dostatecné presné pro analyzu bilinedrnich c¢asovych tad, jejichz délka je
v fadu stovek.

4.3 Testovani linearity

Existuji rtiizné testy linearity casové rady, nékteré z nich jsou uvedeny napti-
klad v [Tong| (1990), kde se testuje hypotéza linearity casové fady proti obecné
alternativé. Zde budeme uvazovat test, jehoz alternativa se bude vztahovat primo
k bilinedArnim modeliim. Sestrojime ho na zédkladé Raova skérového testu dle po-
stupu z Pham| (1993). Budeme se rozhodovat, zda zvolit tiplny model, v nasem pii-
padé bilinedrni ((1.11]), nebo zvolit jeho podmodel, v nasem piipadé ARM A(p,q).
Jednd se o test s rusivymi parametry popsany v|Andél (2007)), str. 183. Oznacme
nejprve vektory parametrii

0, =(0%01, - Ppl1, - )T
02 =61, ... ,51g.Pa1 - - -BPQ)T, (4.20)
0 =(67.6;)".
Prvky vektoru @ oznacéme 6;, i = 1,..., p+q+ P - Q + 1. Predpoklddejme, ze
mame n pozorovani ¢asové fady {X;}. Budeme testovat hypotézu

H; : 6y =0 proti H; : 85 # 0. (4.21)

Dle |Andél (2007) dostavame v tomto piipadé z obecné formulace Raova testu
testovou statistiku ve tvaru

st = (2 6) g0 (@), (122)

kde 6 = (0:1,0)T a 0; je maximalné vérohodny odhad parametru 0; za platnosti
Hg, J2_2?1(0) je pravy dolni blok inverze Fisherovy informac¢ni matice a ¢ je loga-
ritmicka vérohodnostni funkce

n n " e3(t)
log £(8) = ((0) = —= log(2m) — = log(c?) — Y ==~ 4.2
o £(6) = (6) =~ og(2r) — Floa(r?) ~ - B (49)
Pro testovou statistiku (4.22)) pak plati
* d 2

Hypotézu Hj zamitame ve prospéch alternativy H{ na zvolené hladiné «, pokud

LM = (1 —a), (4.25)

kde xpq(1 — a) je 1 — a—kvantil y*rozdéleni s PQ stupni volnosti. P-hodnota
tohoto testu je
pval<x) =1- FX%;Q (l’), (426>
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kde Fe o (x) je distribucni funkce y*-rozdéleni s PQ stupni volnosti.

Logaritmicka vérohodnostni funkce pozorovani X; je

1 1 1))
00,t) = 510g(27r) §log(a ) R (4.27)
Zavedeme-li skérovou funkci
U.t) = (UT(0.).U56.)) .
ol ol ol ol ol
[0 = 0t 0t),..., — (0 0t),..., —(0t
UF(0) = (00 5 (00,0 0., 510, (6],
ol ol
Ul 0t = 0.t 0.t
104 = (500, 55— (01).
(4.28)
plati pro derivace ze vztahu (4.22)) s prihlédnutim k (4.23]) a (4.27)
ol
4.2
(aez ) ZUQOt (4.29)
Prvni derivace logaritmické vérohodnosti (4.27)) jsou
ol 1 e3(t)
902 00 = gt et
86 1 @69(t) .
—_— - =1,...
a(pz (Ovt) 0_250(t> 8901 y b ) » Py
9 pr) = —Lopny®e® .
61/17, b)) — 0_20 81/)1 ) =1...,4q,
ol 1 @69(t)
0.t t =1,..., P k=1
861k( ) 0_250() a/sz ) 4 ) » Lo ) 7Q
Oznacme dale 5
t
a()= 20 6;—0,/(0)
1 1g
- (4.31)
€0 t
z9(t) =
21) = 5, s

Necht € 4rar(t) je odhad chyby za platnosti Hyj, tedy v modelu ARM A(p,q). Pak
miizeme pro derivace (4.31) v bodé 6 s vyuzitim (4.6) psat

859(75) o ~ o
8901- é_ Xt_’+f1,0(90z)a 1 = 1,...,p,

Oeg(t '

azj(i)é:_gARMA< )-i—fle(l/zl) i=1,...,q,

Oeg(t

o(t)| _ X ieanmalt — k) + fia(Bu), i=1,..., P k=1,...,Q,
aﬁzk 0 s
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kde jsme oznacili

d 869 )
ij T ] (4.33)

Volba pocate¢nich hodnot derivaci ) je stejnd jako v (4.8)).
Ozna¢me nyni J(0) Fisherovu informaéni matici a jeji blokovy tvar

J(6 Ju e 4.34
O =2 ) 3
Pro J5! dle Andél (2007) plati Jy, = (Ja2 — Jo1J1;' J12) . Dle Pham| (1993) je

v nasem piipadé s vyuzitim (4.31]) konzistentnim odhadem Fisherovy informacni
matice v bodé @

o 0 0
j(é): o’ Mn Mm
07 My My (4.35)

~ 1 2
M;; = — Y z(t)z7(t
= ngr LA ()

Vztah (4.35)) 1ze ziskat, uvédomime-li si, Ze lze dle Andél| (2007)) str. 183 pouzit
odhad Fisherovy informac¢ni matice ve tvaru

1 n
n o 2= 96007 8080T

t=1

(4.36)

Druhé derivace ze (4.36)) 1ze v nasem piipadé upravit s vyuzitim vlastnostl maxi-
malné verohodneho odhadu Sr  Uy(0t) = 0 a skuteénosti, ze Zt L Us(6,0)
ma za platnosti Hj asymptotické rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou Lze tedy
psat

20 no1 20
9ot ) = 2051 oo
I B S B 100} P
- UZ[ 207t o1 | aen
%0 "1 Dee(t) 1 s O
50296, %) = ; a0 55" = " ; 56, %"
0=6

/00200, ~ Iké
\/n 00296 (6) = \/_02 289 ) 0 pro n velké,
1=p+q+2,...,P+0Q+1

02¢ 1 & [ 0eg( Deq(t) D?eq(t)
56,06, UQZK i )( 7, >+69<t) 891»08%]
5[5 03
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Podle lemmatu o invertovani blokové matice dle Andel (2007)) str. 183 je in-
verzni matice k (4.35]) ve tvaru
204 0 0
Y4 =|0" Nu Ny . (4.38)
0" Ny (M22 — MZlMﬁle)il
Tvar matic NH, Ny a N21 pro nas neni dulemty, potfebujeme urcit pouze pravy

dolni blok J22 1(0) MQQ - MglMH M12
Muzeme tedy vyjadrit testovou statistiku (4.22)) ve tvaru

LM =

(ZgARMA Z2 t)) J221 () (ZgARMA )), (4.39)

4.4 Aplikace na finan¢ni data

Bilinearni casové rady jsou vhodné k popisu dat, ve kterych se vyskytuji ob-
casné velké vykyvy, prikladem jsou seismologicka data. V literature je casto ana-
lyzovano pouziti bilinedarnich c¢asovych rad na data Sunspot series, viz napr.
Subba Rao a Gabr| (1984) a Granger a Anderson (1978). V této kapitole se po-
kusime pouzit bilinearni modely a uplatnit teorii vztahujici se k nim z predcha-
zejicich c¢asti na financni data a porovname jejich vysledky s aplikaci model
ARMA.

Jednim z typickych prikladi financénich casovych rad jsou hodnoty akcii a in-
dext na burzach a zejména vynosy z nich. Tyto vynosy vykazuji casté vykyvy ve
volatilité. Zamérili jsme se na akcie vykazujici v poslednim roce vysokou volatilitu
a z nich jsme zvolili akcie BRS spolec¢nosti Bristow Group Inc.. Z téchto dat spo-
¢itdme logaritmické vimosy a ty budeme nasledné modelovat. Udaje jsou ziskény
z databazi z portdlu YAHOO a jsou k dispozici na adrese https://finance.
yahoo.com/quote/BRS7p=BRS.

Nejprve pristupme k zakladnimu popisu dat. Zabyvame se modifikovanou uza-
viraci cenou za akcii spolecnosti Bristow Group Inc. (jedna se o modifikaci dat zo-
hlednénim dividend a Stépeni akcii). Spolecnost ptisobi v helikoptérové preprave,
naptiklad v pfepravé na ropné plosiny, a v namornich zachrannych operacich.
Pouzili jsme hodnoty casové rady od 3. fijna 2016 do 16. listopadu 2017 za kazdy
obchodni den. Mame tedy k dispozici T' = 285 dennich pozorovani. Zanedba-
vame vikendy a svatky, uvazujeme ekvidistantni ¢asové tiseky mezi jednotlivymi
pozorovanimi. Na obrazku jsou zvolena data. Vidime, ze béhem sledovaného
obdobi se hodnota akcie zna¢né ménila. Mezi nejvyraznéjsi zmény patti rychly néa-
rust ceny akcii od 30 do 50 obchodniho dne pozorovaného obdobi a dale skokovy
pokles 24.kvétna 2017, kdy se hodnota akcii snizila témér na polovinu a prudky
nartst 9. listopadu 2017 na ptvodni hladinu.
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Obrazek 4.6: Vyvoj hodnoty akcii spolecnosti Bristow Group Inc.

Budeme modelovat logaritmické vynosy z akcii BP. Transformujeme tedy data
podle vztahu
zy = log(as) — log(as—1), t =2,....,T, (4.40)

kde a; je cena za akcii v ¢ase t. Transformovana rada je zachycena na néasledujicim
obrazku. Vidime zde dva velké vykyvy odpovidajici skokovym zménam 24. kvétna
2017 a 9. listopadu 2017. Kvétnovy propad by mohl byt zptisoben vyvojem odvétvi
této spolecnosti a nepriznivym ocekavanim ke konci fiskalniho roku. Listopadovy
narust je nejspise zpusoben lepsimi vysledky spole¢nosti za prvni dva kvartaly
fiskalniho roku, nez investori ocekavali.

Xi
041

0.2

Obrézek 4.7: Logaritmické vynosy akcii spole¢nosti Bristow Group Inc.
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Pro logaritmické vynosy uvedeme zakladni popisné statistiky v nasledujici
tabulce.

Popisna statistika Hodnota

Minimum —0,4396
Median 0,0022
Primeér 0,0002
Maximum 0,0521

Smeérodatna odchylka 0,3672

Tabulka 4.5: Popisné statistiky logaritmickych vymnost

Prejdéme nyni k volbé modelu. Vhodny model budeme hledat minimalizaci
AIC, nésledné jej budeme verifikovat. Uvazované modely budou typu ARM A
a BARM A, u druhého jmenovaného radu nejvyse 2. Pro volbu pocatecnich hod-
not parametri Newtonovy-Raphsonovy metody vyuzijeme opét druhy z postupt
z kapitoly 4.1.

Zacnéme nejprve s modely typu ARM A. Pouzijeme vestavénou funkci pro-
gramu Mathematica s volbou kritéria AIC pro porovnani modeli. Jako nej-
vhodnéjsi ndm vychézi model AR(1) s AIC -1679.88 tésné nasledovany modelem
MA(1) s AIC -1679.62, tietim nejvhodnéjsim modelem bylo zvoleno AR(2) s AIC
-1678.1. Pro vSechny modely jsme vzhledem k hodnotam priméru a medianu dat,
zvolili nulovou stfedni hodnotu. Uvazujeme tedy model ve tvaru

Xt = Qplthl + &4, t= 1, ceey 285. (441)

V nésledujici tabulce jsou shrnuty vysledky pro model AR(1). Je z nich vidét,
ze odhad parametru ¢; ma p-hodnotu testu nulovosti mensi nez 0.05.

Parametr Odhad Smeérodatna odchylka t-statistika pyu

o1 0.1278 0.0589 2.1707 0.0154
o? 0.0027

Tabulka 4.6: Vysledné hodnoty modelu AR(1)

Model AR(1) je vzdy invertibilni a vzhledem k malé hodnoté odhadnutého
parametru modelu dle tabulky [£.6] dostédvame i stacionaritu tohoto procesu, nebot
kofen polynomu

p(z) =14 p12 (4.42)

je roven z = —7.83, a tedy lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné.

Na obrazku muzeme porovnat vybérové autokorelace logaritmickych vy-
nosu akcii spolec¢nosti Bristow Group Inc. a teoretickou korelac¢ni strukturu mo-
delu AR(1) s parametrem ¢, z tabulky [4.6|a s prislusnym rozptylem bilého Sumu.
Je vidét, ze si pro prvni zpozdéni odpovidaji velice dobte, pro ostatni jiz nikoliv.
Nejzasadnéjsi rozdil je ziejmy pro ¢tvrté zpozdéni.
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Obrazek 4.8: Porovnani autokorela¢nich funkei modelu AR(1)
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Obréazek 4.9: Porovnéani parcidlnich autokorelac¢nich modelu AR(1)

Na obréazku[4.9]je analogicky jako u obrazku 4.8 uvedeno porovnani parcidlnich
autokorelaci. I v tomto pripadé se obé shoduji pro prvni zpozdéni a pro ostatni
nikoliv. Zaméfme se nyni na rezidua modelu AR(1) na nasledujicim obrazku. Je
vidét, Ze jsou podobna ptvodni fadé logaritmickych vynost.

earma(t)
04F

Obréazek 4.10: Rezidua modelu AR(1)
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Histogram reziduf ukazuje obrézek [4.11] vidime, Ze je $picaty. Rezidua tak nej-
spise nepochdzeji z normélniho rozdéleni. Hypotézu normality zamita i Jarquetiv-
Bertv test, viz |Cipra, (2008)), str. 59, pro nejz dostavame p-hodnotu p,q < 0.001.

100
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Obrazek 4.11: Histogram rezidui modelu AR(1)

Nakonec se zamérime na korelovanost a homoskedasticitu rezidui. V nasledu-
jici tabulce jsou pro prvnich 10 zpozdéni uvedeny p-hodnoty (ozn. Q),,1) Ljungova-
Boxova testu rezidui, viz (Cipral (2008)), str. 348 , s pouzitim zabudované funkce
softwaru Mathematica. Jsou zde uvedeny také p-hodnoty tohoto testu pro druhé
mocniny residui (ozn. ¢, 2). Dle hodnot @, 1, které jsou vyznamné vétsi nez 0.05,
Ize Tici, Ze residua nejsou korelovana. Analogicky z hodnot (), 9, lze Tici, ze maji
konstantni rozptyl.

Zpozdéni Qp1 Qp2

1 0.9532 0.2449
2 0.9339 0.4877
3 0.7785 0.6644
4 0.3877 0.8028
) 0.4835 0.8969
6 0.5445 0.9452
7 0.6554 0.9716
8 0.6640 0.9871
9 0.7521 0.9939
10 0.7947 0.9975

Tabulka 4.7: Korelovanost a homoskedasticita rezidui modelu AR(1)

Prejdéme nyni k nalezeni a nasledné verifikaci vhodného bilinedrniho modelu.
Stejné jako v pripadé ARM A modelt jsme i nyni volili modely s nulovou stredni
hodnotou. Model BARM A(0,1,1,1) mé z uvazované sité fadia nejmensi AIC, jehoz
hodnota je -1685.75. Tato hodnota je mensi nez v pripadé studovaného modelu
AR(1). Jako druhy nejlepsi model byl zvolen BARM A(1,0,1,1) pro jehoz AIC
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dostavame hodnotu -1685.09. Stejné jako v pripadé modeli ARM A jsou nejlep-
simi modely dle AIC modely s jednim linearnim ¢lenem odpovidajicim AR(1)
nebo MA(1). Odhadneme model BARM A(0,1,1,1) dany vztahem

Xt = ¢15t—1 + Et + 611Xt—15t—17 t = ]_, N 285 (443)

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce. Je z ni vidét, Ze odhad parametru
B11 ma vysokou absolutni hodnotu oproti odhadu parametru ¢;. Odhad rozptylu
bilého Sumu je témér stejny jako pro model AR(1), viz tabulka [4.6]

Parametr Odhad

U 0.1184
B -0.5989
2 0.0026

Tabulka 4.8: Vysledné hodnoty modelu BARM A(0,1,1,1)

Na zdkladé véty [3.2] jsme odvodili v kapitole 3.2 podminku stacionarity sub-
diagondlniho a diagondlniho modelu. V nasem piipadé je ve tvaru S 0% < 1.
Z tabulky vidime, zZe odhadnuty model je stacionarni. Podminku invertibility
1ze odvodit analogickym zptusobem jako podminku z véty [2.4] resp. jako vztah

(2.36]). Dostavame nerovnost

¢+ 2181 E X, + B1E XP <1, (4.44)
kterou lze déale upravit. Primym odvozenim dle dostavame
E X, = fi0?
E X7 =0®(1+ 1) + 20181 (E €} + Brao?)
+ 1_5;%102 (E &f + 0"07 + 28110” E £} + 2611010” E &} + 283,0610°) |
(4.45)

V pripadé, ze predpokladdme normalni rozdéleni chyb, lze (4.45) prepsat do tvaru

E X7 =0®(14 1) + 21650
A 4 42 2 6
— (3 2 .
+1—5%102( 0"+ oY+ ﬂllwla)
Z (4.44) a (4.45) dostavame podminku invertibility

V7 + 20185, 0° + B (02(1 + 1) + 29181 (E ) + 51104)>

(4.46)

+ 1_55%102 (E &f + 0"} + 28110°E £} + 2B11910” E £} + 263010°) < 1.
(4.47)
Pokud nahradime v veli¢iny jejich odhady
—, T
Ee Z 9 mre(t
”T (4.48)



kde p’ = 1, dostavame na levé strané nerovnosti v odhadnutém modelu
hodnotu 0.0153, ta je vyrazné mensi nez 1, 1ze tedy predpokladat splnéni
podminky invertibility.

Dle odvozenych vlastnosti subdiagonalnich a diagonalnich modelt vime, ze
korelacni struktura procesu BARM A(0,1,1,1) odpovida korela¢ni struktute mo-
delu MA(1), viz kapitola 3.3. Pfesné hodnoty autokorelacnich funkei lze urcit
primym vypoctem. 7 (4.45)) ziskavame vx(0), pro vyssi zpozdéni dostavame dle
(4.43)

Yx (1) = E [(v1e + €11 + BuXeer — E X1) (X — E X1)]
= 10”4+ pu E X7e, — 810"

4.49)
2 3 2 4 (
=10° + Bu E g + B0,
vx(k) =0, pro k > 2.
02}
A
01}
4 4 O N A . % 4 Vybérova korelace
i D S S S S S N S S S N S S S S
? P I ® 20 Teoreticka korelace
A

-0} A
-02f

Obrazek 4.12: Porovnani autokorela¢nich funkei modelu BARM A(0,1,1,1)

Na obrazku vidime porovnani vybérovych autokorelaci logaritmickych
vynosu akcii a teoretické korelac¢ni struktury dle s parametry z tabulky
a s pouzitim . Vidime, ze pro prvni zpozdéni se oba pribéhy prilis nelisi,
rozdil je vsak vyssi nez v pripadé modelu AR(1). Pro vyssi zpozdéni jsou rozdily
jiz vyraznéjsi, hlavné pak pro ¢tvrté zpozdéni stejné jako v pripadé autoregresniho
modelu.

Zaméime se opét na rezidua modelu, ktera jsou na dalsim obrazku. Jejich
pribéh je podobny pribéhu rezidui modelu AR(1), lze tak ocekévat, ze budou
mit i podobné vlastnosti. Podivdme-li se na histogram rezidui na obrazku [4.14]
vidime opét, ze je Spicaty. Pouzitim Jarqueova-Berova testu zamitame hypotézu
normality s p-hodnotou p,q < 0.001.
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Obrazek 4.13: Rezidua modelu BARM A(0,1,1,1)
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Obrézek 4.14: Histogram rezidui modelu BARM A(0,1,1,1)

V naésledujici tabulce jsou stejné jako v pripadé modelu AR(1) uvedeny p-
hodnoty Ljunqova-Boxova testu pro prvnich 10 zpozdéni se zachovavanim znaceni.
Pro vSechna zpozdéni jsou p-hodnoty (), jsou vyznamné vétsi nez 0.05, stejné
je tomu v piipadé hodnot @), 2. Lze tedy fici, Ze rezidua nejsou korelovana a jsou
homoskedasticka.
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Zpozdéni Qpa Qp.2

1 0.7476  0.2258
2 0.7480 0.4642
3 0.7044 0.6379
4 0.4064 0.7818
) 0.5084 0.8822
6 0.5530 0.9359
7 0.6640 0.9663
8 0.6553 0.9843
9 0.7437 0.9924
10 0.7732  0.9967

Tabulka 4.9: Korelovanost a homoskedasticita residui modelu BARM A(0,1,1,1)

Pro model BARM A(0,1,1,1) jsme aplikovali Ratuv skérovy test, ktery je po-
psany v predchazejici kapitole. Na zédkladé tohoto testu zamitame hypotézu o nu-
lovosti koeficientu fi7, vyslednd p-hodnota je rovna 0.003. Model MA(1) tedy
neni vhodnéjsi nez uvazovany bilinearni model, coz odpovida oc¢ekavani dle po-
rovnani AIC obou modelia. Na obrazku jsou zobrazena residua obou dvou
analyzovanych modeli. Vidime, Ze jsou témér totozna.

—— BARMA(0,1,1,1)
AR(1)

-0.2

Obrazek 4.15: Porovnani rezidui dvou analyzovanych modelt

I pres nekolik velkych vychyleni v logaritmickych vynosech jsou vysledky zvo-
leného bilinedrniho modelu a ARM A modelu kvalitativné velice podobné. Vzhle-
dem k rozsitenosti linearnich modela by bylo vhodnéjsi pouzit k analyze dat v na-
sem piipadé model AR(1), je snadnéji interpretovatelny a jeho pouziti v praxi je
bézné na rozdil od bilinedrnich modeli.
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Z.aver

V praci jsme se zabyvali bilinedrnimi modely, které lze chapat jako primé roz-
siteni dobte znamych modeli ARM A. Predstavili jsme teorii k témto modeltim,
zejména odvozeni podminek stacionarity a invertibility, metody odhadu jejich
parametri, korela¢ni strukturu a konstrukci predikei.

V teoretickych ¢astech, které se zabyvaji nejprve jednoduchym modelem a na-
sledné obecnym bilinearnim modelem, jsme z hlavnich zdrojt cerpali predevsim
teoretické poznatky, definice a tvrzeni tykajici se tohoto typu casovych rad. Po-
drobné jsme odvozovali predkladana tvrzeni. Odvodili jsme navic detailné ko-
relacni strukturu pro jednoduchy model i obecny model, stejné tak korelac¢ni
strukturu druhych mocnin procesu. Studovali jsme metody odhadu parametri
zalozené na minimalizaci souctu ¢tverct chyb a v pripadé jednoduchého modelu
jeho vlastnosti. Ukazali jsme také predpovédni vlastnosti bilinedrnich model.

V praktické ¢asti jsme predstavili test linearity s bilinearni alternativou a nu-
mericky algoritmus pro ziskani odhadi parametri metodou nejmensich ¢tverc.
V simula¢ni studii jsme se zabyvali kvalitou téchto odhadta. Déle jsme zvolili fi-
nancni data a hledali jsme nejvhodnéjsi model ARM A a nejvhodnéjsi bilinedrni
model, ty jsme verifikovali a porovnavali jejich vysledky.

Ukazalo se velice obtizné najit vhodna finan¢éni data, nebot u bézné dostup-
nych dat, jako jsou vynosy z hodnot akcii a hodnoty indexii, kurzy mén a dalsi,
se jako nejvhodnéjsi ARM A model ¢asto ukazoval model M A(0), tedy rada byla
identifikovana jako bily Sum, takovyto model byl vhodnéjsi nez bilinearni modely.
Casto také byl nejvhodnéjsim modelem zastupce z jinych skupin, mnohokrat mo-
del ARIM A(0,1,0) a modely typu GARCH.

Nakonec jsme zvolili logaritmické vynosy akcii spolec¢nosti Bristow Group Inc.,
u kterych byl jako nejlepsi z ARM A modeli model AR(1), druhy nejlepsi pak
M A(1). Zéaroven tato data vykazuji ndhlé prudké vykyvy, které jsou typické pro
bilinearni ¢asové rady. Pro tyto logaritmické vynosy se ale ukézaly vybrané mo-
dely AR(1) a BARMA(0,1,1,1) kvalitativné velice podobné a nebyl zde prilis
patrny prinos bilinearnich modelt.
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