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Abstrakt: Cilem této prace je seznamit Ctenafe s pojmem limita funkce a se zpt-
soby jejiho feseni. Hlavni pfinos spociva v didaktickém pojeti a propojeni teorie
limity s grafickou predstavou a riznymi postupy algebraickych vypocti. Text je
tvofen osmi kapitolami, které 1ze myslenkové rozdélit do dvou ¢asti. Prvni c¢ast
je vénovana vysvétleni pojmu limita funkce. Nasledné jsou jednotlivé typy limit
zadefinovany a pro lepsi porozuméni je u vétsiny z nich uveden i konkrétni priklad
a grafické znazornéni. Prvni ¢ast je zakoncena jednotnou definici, ktera pomoci
pojmu okoli shrnuje vSechny predchézejici typy limit. Druha ¢ast se zabyva za-
kladnimi postupy v§poc¢tu limit. Ctenaf se zde seznamuje také s Taylorovym
polynomem a I’Hospitalovym pravidlem, které lze pouzit jako dalsi zptisoby pro
vypocet limity funkce. Vyvrcholenim této prace je porovnani postupu feseni vy-
poct limit pomoci I’'Hospitalova pravidla a Taylorova polynomu. V zavéru prace
jsou uvedeny nékteré vyhody a nevyhody pouziti ’'Hospitalova pravidla a Taylo-
rova polynomu pfi vypoctech limit.
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Uvod

V bakalarské praci se budu zabyvat pojmem limita funkce a riznymi zpu-
soby jejiho vypoctu. Limita funkce je zédkladnim pojmem celého diferencialniho
a integralniho poctu, z tohoto diivodu je jeji pochopeni pro dalsi studium téchto
matematickych disciplin naprosto klicové.

Vyklad pojmu limity funkce miize byt pro nékteré studenty abstraktni a stava
se tak pro né obtizné uchopitelnym. Pfi studiu odborné literatury, ktera se vénuje
tématu limity funkce, jsem se setkala s prevazné teoretickym vykladem. Cilem
préace je zpracovat toto téma tak, abych propojila teorii pojmu limita funkce, ob-
sahujici velké mnozstvi definic a vét, s pouzitim v praxi a jeji grafickou predstavou.
Nové zavedeny pojem, ¢i tvrzeni vice priblizit na grafech konkrétnich funkci a po-
psat postup Teseni u konkrétnich prikladi daného typu limity. Dale vysvétlit, kdy
je nutné pti vypoctu limit pouzit Tayloriv polynom, nebo I’Hospitalovo pravidlo.
Porovnat tyto dva postupy feseni limit a pokusit se mezi nimi najit souvislost.

Prvni kapitola je zaméfenad na historii diferencidlniho poctu, na kterou na-
vazuje kapitola motivace. Obé tyto kapitoly by mély ¢tenaii predstavit vyznam
a vyvoj pojmu limita funkce. Zakladni historické souvislosti ¢tenari objasni, proc¢
je pojem limita v infinitezimalnim poctu tak dtlezity, a co vedlo k jeho zave-
deni. Tteti kapitola vysvétluje a pripomina definice zédkladnich pojmii, které jsou
v praci pouzivany. Ve ¢tvrté kapitole jsou vyjmenovany a vysvétleny typy limit.
Navazujici kapitola se vénuje vysvétleni neurcitych vyrazt a vypoctu zakladnich
limit funkeci, se kterymi se bézné student pii pocitani limit potka. V Sesté a sedmé
kapitole seznamuji ¢tenatre s Taylorovym polynomem a I’Hospitalovym pravidlem
a ukazuji jejich vyuziti pfi vypoctech limit. Zavérecna kapitola zachycuje vztah
mezi vypoctem limit pomoci Taylorova polynomu a I’Hospitalova pravidla. Tato
dvé témata jsou vétsinou probirana oddélené a jen minimum studentti se zamysli
nad tim, zda mezi nimi neexistuji urcité souvislosti. To mé inspirovalo se nad
témito dvéma metodami vypoctu limity vice zamyslet a porovnat jejich pouziti,
vyhody a nevyhody ve vypoctech limit.

Prace ma didakticky charatker a muze slouzit jako doplnujici material k té-
matu limit pro studenty vysokych skol, zvlasté pro studenty ucitelskych a tech-
nickych obort.



1. Historie

Zéklady diferencidlniho a integralniho poctu sahaji az do starovéku. Jejich
pocatky mtZzeme datovat az do starovékého Recka. Tehdej$i matematici a filo-
sofové pouzivali takzvanou exhaustivni metodu, jejimz zakladatelem je Eudoxos
z Knidu (asi 408 — 355 pf. n. 1.). Tato metoda byla hojné vyuzivana k vypoctu
obsahti ploch ohrani¢enych kiivkami. Prikladem miize byt kruh. Do kruhu se po-
stupné vepisovaly mnohothelniky (Obr. [9]), jejichz obsahy se postupné vice
a vice pfiblizovaly obsahu kruhu (v dnesni terminologii bychom fekli, Ze se ob-
sahu kruhu limitné pfiblizovaly). Vypocet obsaht ziskanych mnohothelniki byl
jiz dobfe znamy napftiklad metodou, pti niz se mnohotihelnik rozlozi na neprekry-
vajici se trojuhelniky. Vypocet obsahu trojuhelniki podle vzorce, ktery je bézné
pouzivan i dnes, vSichni matematici ve starovéku dobte ovladali. Timto zptisobem
xos dospél k teorii, Ze pti zvoleni dostatecné velkého n, najdeme takovy n-tihelnik,
ktery témér vyplni kruh: k obsahu kruhu se tak mtzeme dostat libovolné blizko.
Tato metoda je povazovana za starovékou metodu limit k urcovani obsahti a ob-
jemt (vyuZiva limit posloupnosti) [7]. UZasnym zptisobem ji vyuzil Archimédés
ze Syrakus (2877 pf. n. 1- 212 pf. n. 1.) k v§poctu obsahti a objemt (kruh, spiréla,
parabolické tsec, elipsoid, vrchliky paraboloidi, hyperboloidi apod.).

Obrazek 1.1: Vyuziti Eudoxovy exhaustivni metody pro vypocet obsahu kruhu

Diferencialni a integralni pocet (souhrnné oznacovany jako infinitezimalni
pocet, dnes matematickd analyza), jak ho pfiblizné znadme dnes, byl objeven
az ve druhé poloviné 17. stoleti. Za jeho objevitele se povazuji Isaac Newton
(1643 — 1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Prvni publikoval sviij
objev G. Leibniz [§], pozdéji se vSak ukazalo, Ze Newton objevil infinitezimalni
pocet diive. Vychazel v ném z tzv. teorii fluxi a fluent. Poté, co Leibniz zvefejnil
své myslenky, Newtonovi pfiznivci jej obvinili z prevzeti Newtonovych myslenek.
Spor dosel tak daleko, ze o prvenstvi rozhodovala komise Kralovské spolecnosti
[6]. Na pocatku bylo stanoveno, Zze bude nestrannd, nakonec vSak byla slozena
prevazné z Newtonovych pfiznivcl a za pouhych 50 dni rozhodla, Ze prvenstvi
patii Newtonovi. Dnes vsak jiz vime, ze podil na tomto objevu maji oba slavni
matematici. Leibniz kladl velky diraz na pfehlednou symboliku, ktera se pouziva
viceméné dodnes. Newtona proslavilo predevsim jeho vyuziti infinitezimalniho
poctu ve fyzice a atronomii.



Diferencialni a integralni pocet je povazovan za jeden z nejvétsich matematic-
kych objevii, a tak neni divu, Ze vyznamni matematici té doby se zacali témito
myslenkami zabyvat a rozvijet je. Mezi prvnimi navazuji na Leibnizovy myslenky
bratii Jacob (1654 - 1705) a Johann (1667 - 1748) Bernoulliové, ktefi se za velmi
vani nekonecné malych veli¢in, misto toho infinitezimalni pocet rychle rozvijeji
a pouzivaji v praktickych ptikladech.

Dalsim vyznamnym matematikem, kterého bych chtéla zminit, byl Marquis
de L’Hospital (1661 - 1704). Jeho ucitelem byl Johann Bernoulli, ktery mu predal
mnoho svych matematickych vysledkii zvlasté z oblasti infinitezimalniho poctu.
Vsechny tyto vysledky L’Hospital rozpracoval, n€které jesté rozsiril a vydal ve své
knize Analyza nekonecné malych velicin ve studiu krivek, ktera se stala prvni uceb-
nici infinitezimalniho poc¢tu. Ucebnice se proslavila predevsim diky dnes znamému
I'Hospitalovu pravidlu, jehoz objevitelem je Johann Bernoulli [§]. L’Hospitalovo
pravidlo slouzi k vypoctu limit funkci v podilovém tvaru, v némz se jak Citatel, tak
jmenovatel blizi k nule, nebo k nekonec¢nu. Vice se mu budu vénovat v 7. kapitole.

Déle bych chtéla zminit Leonharda Eulera (1707 — 1783), také zéka Johanna
Bernoulliho. Euler byl vybornym matematikem, napsal velké mnozstvi nejen vé-
deckych dél, ale také ucebnic, které byly velmi vazené a mimo jiné vedly k ustaleni
matematické symboliky. Euler obétoval matematice cely zivot, sepsal 886 mate-
matickych dél [§] a pfinesl mnoho novych objevit do riaznych odvétvi matematiky
od analyzy, kombinatoriky, teorie ¢isel az po analytickou geometrii. Néjakou dobu
se zdalo, Ze jiz neni co nového objevovat, ze Euler jiz vSe roziesil a objevil.

Jiz koncem 17. stoleti si matematici zacinaji v§imat nepresnosti, které byly
zpusobeny vagni definici derivace pomoci nekone¢né malych veli¢in. Jako prvni
podava tuto kritiku v roce 1694 Bernard Nieuwentijt (1654 — 1718), nasledné
pak biskup George Berkeley (1685 — 1753). Kritizuji pouzivani nekoneéné ma-
Iych veli¢in, které jsou nékdy nulové a nékdy nenulové podle toho, jak je zrovna
potieba. Zaroven jim pripada zbytecné zavadéni vyssSich derivaci, které podle
nich nemaji zadny prakticky vyznam [3]. V této dobé zacinaji vznikat v mate-
matickych fadach dva rozdilné nazory. Prvni skupinu tvorii ti, ktefi v soucasné
stavbé diferenciadlniho a integralniho poc¢tu nevidi zadny problém. Druhéa skupina
se snazi obhajit diferencialni pocet pomoci exaktnéji definovaného pojmu limity.
Prvni skutecny krok k vyfeseni tohoto problému udélal Jean Baptista Le Rond
d’Alembert (1717 — 1783), ktery se pokusil definovat derivaci pomoci limity po-
meért prirtstku veli¢in. Jeho feSeni bychom pomoci dnesni symboliky zapsali jako
[8]:

dy . Ay

dr  Ars0 Az
Snazil se objasnit pojem limity funkce v bodé a pojem urc¢itého integralu [10].
Jim nacértnuty pojem limity se stal vychozim pojmem matematické analyzy a vedl
v dalsich desetiletich k jejimu ocisténi od nekonec¢né malych velic¢in. Naptiklad Jo-
seph Louis de Lagrange (1736 — 1813) svou teorii postavil na konstrukei a vlast-
nostech Taylorovy fady, kterou publikoval Brook Taylor (1687 - 1731) v roce 1712.
Lagrange tuto fadu odvozuje i se zbytkem. Trochu naivnim zptsobem ukazuje,
ze lze pomoci Taylorova rozvoje rozepsat libovolnou funkci cisté algebraickym
zpusobem. Tato teorie se ukazala jako neuspokojiva, co se tyka objasnéni za-
klad® infinitezimalniho poctu, ale dodnes méa velké vyuziti u nekonecnych tad.



Jak tento rozvoj vytvorit a jaké je dnes jeho vyuziti pfi vypoctu limit funkei,
si ukdzeme v 6. kapitole.

Pojem limity funkce a celd tehdejsi matematicka analyza byla vyrazné zpies-
riovana az v 19. stoleti matematiky Augustinem-Louisem Cauchym (1789 - 1857)
a Bernardem Bolzanem (1781 - 1848). Augustin Cauchy ve svém dile Cours
d’Analyse (1821) zavadi nové pozadavky na presnost, at uz se jedna o definovani
pojmi, nebo o ditkazy vét. Riké, Ze derivace a integral, ale i soucet nekonecéné
fady lze vyjadrit jako limitu. Mezery v jeho ditkazech doplnuji Karl Weierstrass
(1815 - 1897), rodi se aritmeticky zaklad pomoci jazyka e—4, déle pak Eduard Hei-
ne (1821 - 1881), Richard Dedekind (1831 - 1916) a Georg Cantor (1845 - 1918).
Pojem limita je zakladem celého infinitezimalniho poc¢tu. Tento obor matematiky
ziskal obrovské vyuziti. Diky nému jsme schopni vypocitat obsahy obrazci, u kte-
rych zname jen predpis kiivky, kterd je ohranic¢uje. Stejné tak umime vypocitat
objemy téles, délky kiivek atd. Infinitezimalni pocet nenasel uplatnéni jen v ma-
tematice, ale je ve velké mire vyuzivan i v jinych oborech jako jsou napiiklad
fyzika, astronomie, chemie atd.



2. Motivace

Predtim nez exaktné nadefinuji pojem limita funkce a vysvétlim ho detail-
néji na jednotlivych piikladech, je dobré si pfipomenout jeho prakticky vyznam.
K ¢emu je dobré zavadét pojem limita funkce? Co si pod nim mizeme predstavit?

Limita funkce v bodé a je ¢islo, které nam tika, jak se dana funkce chova v okoli

tohoto bodu - presnéji k jaké hodnoté se blizi jeji funkéni hodnoty v tomto okoli.
Prikladem nespojité funkce je naptiklad funkce fi(x) = |sgn(z)]|.

fi

O
N/

Obrazek 2.1: fi(z) = |sgn(z)|

Funkce f; je konstantni funkce y = 1, az na bod x = 0, ve kterém neni spojita.
Jeji funkéni hodnota v bodé z = 0 je rovna 0. Z grafu funkce f; (Obr. muzeme
vidét, ze pokud se budeme blizit k bodu x = 0 zprava i zleva co nejtésnéji, pak
vSechny body, které budou lezet v jeho blizkém okoli, budou mit funkéni hodnotu
rovnu 1. Limita této funkce pro x jdouci k 0 se tedy rovna 1, coz muzeme zapsat:

lim [sn(r)| = 1.

Analogicky mitizeme vytvorit limitu ke zjisténi hodnoty, ke které se funkce
blizi, jde-li argument x do nekone¢na. Nekonec¢no nelze jednoduse dosadit do fun-
kéniho predpisu, ktery by jednoznacné prifadil funkéni hodnotu, i kdyby funkce
byla na daném intervalu spojita. Jedinou moznosti jak zjistit, k jaké hodnoté
se bude priblizovat funkéni hodnota funkce v +o00, je vypocitat jeji limitu. Pti-
klady takovych funkci ukazi v dalsich kapitolach.

Poznamenejme, ze chceme-li se viibec zabyvat tim, zda méa dana funkce v bodé
limitu, musi byt funkce v okoli tohoto bodu definovana.

Méame tedy uz urcitou predstavu o tom, co to limita funkce je. Jaké je ale
jejl vyuziti? K ¢emu je viibec dobré pojem limita funkce zavadét? Limita funkce
je zékladnim pojmem celé matematické analyzy, ktera se zabyva poctem dife-
rencidlnim a integralnim. Jeji objeveni znamenalo pro matematiku veliky posun.



Pomoci limity je naptiklad definovana derivace funkce, tisttedni pojem diferenci-
alniho poctu. Diferencialni pocet se vénuje naptiklad hledani grafu funkce, u které
zname jen jeji funkéni predpis. S jeho pomoci lze Fesit také mnoho zajimavych
slovnich tloh v matematice, chemii a zvlasté ve fyzice. Mizeme ho vyuzit napii-
klad k teseni tloh typu:

e Urcete rozmeéry valcové plochy o znamém objemu tak, aby méla minimélni
povrch.

Je zfejmé, ze tyto tlohy nejsou zajimavé jen ve skolnim prostiedi, ale mohou mit
praktické vyuziti naptiklad v primyslu pfi optimalizaci naklad.

Pri feseni tloh ve fyzice, chemii a jinych odvétvich je pro vyfeseni tlohy
velmi ¢asto potieba vypodcitat pfislusné diferencidlni rovnice (rovnice, ve kterych
se vyskytuje nezndma a jeji derivace). V chemii se pomoci diferencidlnich rovnic
fesi napriklad dlohy typu:

e Tepelny rozklad latky A v plynné fazi probihd podle rovnice: A(g) — 3R(g).
Pti dané teploté a znamé rychlostni konstanté této reakce zjistéte, za jak
dlouho bude okamzita koncentrace latky R v reaktoru 50-krat vétsi nez
latky A, pokud na pocatku byla v reaktoru pouze latka A.

Velké vyuziti ma také integralni pocet. Pomoci integralniho poctu mizeme
vypocitat obsahy ploch ohrani¢enych kiivkami grafu, objemy rotacnich téles, nebo
napiiklad délky krivek.

V této praci se nechci zabyvat vysvétlovanim vypoctl derivaci a integralii.
Cilem této kapitoly bylo pouze vysvétlit, co si pod pojmem limita funkce mtizeme
predstavit, a nastinit v tomto kratkém vyctu aplikace matematické analyzy. Je
vSak zTejmé, ze se jedna o silny nastroj, ktery ma velmi Siroké vyuziti nejen
v oblasti matematiky.



3. Zakladni pojmy

Nez se dostanu k pfesné definici limity funkce, chtéla bych nejprve vysvétlit né-
kolik zakladnich pojmii, které jsou pro pochopeni celého tématu nezbytné. V prvni
¢asti prace budu postupovat co nejjednodussim zptisobem tak, aby nevyzadovala
vysokoskolské znalosti, a aby tuto praci byli schopni ¢ist i studenti prvniho roc-
niku vysoké skoly diive, nez se zacnou ucit matematickou analyzu. Celek prace
je vsak urcen pro vysokoskolské studenty, a tak dalsi kapitoly, kde budu napfi-
klad porovnavat postup reseni limit pomoci Taylorova polynomu a I’Hospitalova
pravidla, budou jiz vyssi znalosti vyzadovat.

3.1 Funkce

Vzhledem k tomu, zZe cela tato prace by se méla zabyvat limitou funkce, bylo
by vhodné si pfipomenout, co pojem funkce znamena. Pro nase ucely bude sta-
¢it nadefinovat realnou funkci jedné realné proménné. Korektni matematickou
definici funkce mizeme nalézt zapsanou v [2] takto:

Definice 3.1. Redlnou funkci jedné redlné€ promenné rozumime zobrazeni f z R
do R. Jeji definicni obor oznacujeme D¢, obor hodnot Ry.

f(M)={yeR JzeM; y= f(x)} znacime obraz mnoZiny M pomoci funkce f.
Specidlné je Ry = f(Dy).

Funkce je zobrazeni. Jestlize tedy do funkéniho predpisu dosadime jakoukoliv
hodnotu x z defini¢niho oboru, funkéni predpis nam automaticky pritadi jeho
funkéni hodnotu.

Nechtéla bych nyni ztracet cas vysvétlovanim a definovanim pojmu zobra-
zeni (jeho definici mtizeme nalézt v [1] na str. 33). Myslim si, Ze pro naSe ucely
by ndm méla postacit i stfedoskolska definice funkce, kterd je v [5] na str. 9 defi-
novana takto:

Definice 3.2. Funkce na mnozinée A C R je predpis, ktery kazdému ¢islu z mno-
Ziny A pritazuje pravé jedno redlné cislo. Mnozina A se nazyvd definicni obor
funkce (znaci se Dy ).

3.2 Okoli bodu

Pojem okoli je pro vyklad teorie limity funkce klicovy a jeho pochopeni je pro
zavedeni jeji definice velmi dilezité. Jeho definice zni:

Definice 3.3. Okoli bodu a o polomeéru ¢ znacime symbolem U, a nazjvame
gim interval (a — 6, a + 0), kde a e R, 6 > 0, nebo-li 6-ovym okolim bodu a je
mnozina bodi Ugsy = {x € R, |z —a| < d}.

Levé okoli bodu a je mnoZina: U, 5 = {z €R,a —§ <z < a}, kterou miZeme
pomoci intervalu zapsat jako U, s = (a — d,a).

Pravé okoli bodu a je mnoZina: U(fw) =xeR,a<x<a+d. Pomociintervalu
jej muzeme zapsat jako mnozinu U(’;&) = la,a + 0).



Redukované okoli bodu a, nekdy také nazgyvané prstencové okoli bodu a, je
mnozina: Uqg) \ {a} = {z eR,0 < |z —a| < b}, 2nacime jej U, 5.

Levé okolibodu a Pravé okoli bodu a

0 a—5 a a+5

Okolibodu a

Obrazek 3.1: Okoli bodu
Co nam definice okoli bodu a ¥ika? Pokud bychom ji prevedli ze symboliky do
bézného jazyka, tika, ze okolim pevné zvolného bodu a jsou vSechna realna cisla
x, ktera jsou od a ve vzdalenosti na pfimce mensi nez §. Pii definovani pravého
a levého okoli bodu se omezime na danou ¢ast intervalu podle toho, které okoli
pozadujeme (naznaceno na Obr. . Definice prstencového okoli bodu a se lisi
od definice okoli bodu a pouze tim, Ze bod a neni soucasti okoli.

3.3 Vlastni a nevlastni body

Vlastnim bodem rozumime jakékoliv konkrétni realné cislo. Nevlastnim bo-
dem oznacujeme body plus nekoneéno (400) a minus nekonecno (—oo).

Mnozinu R U {—o00, 4+ 0o} budu znacit symbolem R*.

3.4 QOkoli nekonec¢na

Pro okoli nekone¢na a prstencové okoli nekoneéna je v [I] na str. 114 domlu-
vena nasledujici imluva:

U(+00) = U*(+00) = (K, +00), kde K < 400,
U(—o0) =U"(—0) = (—00, K),kde K > —o0.

Déle jsme zvykli na to, ze pii zmensovani € > 0 se U.(a)(resp. UX(a)), pro a e R
yzmensuje“, jevi se tedy vhodné zavést pro ¢ > 0

1
Uc(+o0) ={zeR, x> g},
-1
Usf(—o0) ={zeR,x < —}.
€
Formalné je UX(+00) = U.(400) a stejné tak i UX(—o0) = U.(—o0). [2]
Po vysvétleni téchto pojmi mtzeme prejit k teorii limity funkce. Rozlisujeme

nékolik druhti limit. Postupné jednotlivé druhy rozeberu a vysvétlim na konkrét-
nich prikladech.
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4. Limita funkce

4.1 Typy limit
Rozlisujeme nékolik zakladnich typt limit:
1. vlastni limita funkce ve vlastnim bodé¢,
2. vlastni limita funkce v nevlastnim bodé,
3. nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé,
4. nevlastni limita funkce ve vlastnim bodé,

5. (jednostrannd limita).

4.1.1 Vldastni limita funkce ve vlastnim bodé

Definice 4.1. Necht funkce [ je definovdna na redukovaném okoli bodu a e R.
Rekneme, Ze ¢islo A eR je limitou funkce f v bodé a a piseme lim,_,, f(z) = A,
jestlize ke kaZdému € > 0 existuje 5(€)E| tak, Ze pro vSechna x takovd, Ze
0<l|z—al <dy je|flx)— Al <e.[Z

Coz muzeme symbolicky zapsat:

Ve >03d >0, tak, ze Vr e (a — d0,a) U (a,a+0) je |f(x) — Al <e &
& lim f(z) = A.

Jinak feceno funkce f ma v bodé a limitu rovnu A pravé tehdy, jestlize pro
kazdy e-ovy pas na ose y kolem hodnoty A existuje (na ose x) takové §-ové okoli
bodu a, ze funkéni hodnota vsech z z tohoto prstencového okoli lezi v e-ovém pasu.

Definici blize vysvétlim na funkei:

Priklad.
2 +2x—3

fole) = ——F— Dy =R\ {1}

Budeme hledat limitu funkce v bodé = = 1.
= VreR\ {1} plati:

2’420 -3  (z—1)(z+3)
-1 (x —1)

fo(z) =x+3.

Muzeme si vSimnout (graf - viz. Obr. [.1)), Ze pro vSechny z e R\ {1} plati: ¢im
vice se hodnoty z blizi k x = 1, tim vice se funkéni hodnota funkce f, ptiblizuje
k hodnoté y = 4, i kdyz dle defini¢niho oboru tento bod nikdy neprotne.
Chceme-li z definice limity ovéfit, zda je limita funkce fo v bodé x = 1 rovna
4, pak dle definice by pro vSechna ¢ > 0 mélo existovat § > 0 tak, ze Vz

lindex ¢ u § znamen4, Ze volba § z&visi na volbé ¢
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Obréazek 4.1: fo(z) = 224223

z—1

z intervalu (1 — 9, 1) U (1, 1 + §) neni vzdélenost funkéni hodnoty od 4 vétsi nez
€. Poté mtzeme fici, ze limita funkce f5 je rovna 4. Dosadime do definice {4.1}

|foz) = L] <e
2422 -3
|9”+—x_4,<E
r—1
—1 3
GoDEry)
-1
lt+3—4] <e

lz—1l<e—=d=¢ — zelUjy.

Pro v8echna € > 0 tedy existuje § > 0 (konkrétné jsme zjistili, Ze pro tuto
funkci 0 = €) tak, ze Ve e (1 —6,1) U (1, 1+ d)je:

22 +2x—3 o2+ 2x -3
i . ST T e el Y
r—1 a—1  x—1

4.1.2 Vlastni limita funkce v nevlastnim bodé

Definice 4.2. Necht funkce f je definovana na néjakém okoli bodu 400 (—o0).
Rekneme, Ze ¢islo A eR je limitou funkce f v bodé +oo (—oo) a piseme
limg s yoo f = A(lim,, o f = A), jestlize ke kaZdému € > 0 existuje K.y eR tak,
Ze pro vSechna x > K)(v < K(o)) je |f(x) — A| <e. [2]

Piiklad limity 4.2] ukdzu na funkei f3:
Priklad. .

fs(@) = —, Dy =R\ {0}

Z deﬁniceukéiu, ze limita funkce f3 (jeji graf - viz. Obr. , kdyz x se blizi

k +00, se rovna nule. Mé&jme ¢ > 0 = dle definice [4.2] je tieba najit K. z defin¢-

niho oboru takové, Ze je splnéna podminka Vz > K. je |f(x) — A| < €. Zvolme
tedy Ky = %, poté pro vSechna x > % plati:
r——+oo I

1 1 1
0<-<g3=¢ — |=--0/<e = lim —=0.
T z T

Analogicky bychom ukazali, ze: lim, , % = 0.
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Obrézek 4.2: Funkce f3(z) = < a fy(z) = logy x

4.1.3 Nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé

Definice 4.3. Necht redlnd funkce f je definovdna na néjakém okoli +o0o. Rek-
neme, Ze [ md limitu +oo(—00) pro x bliZici se k 400, jestlize ke kazdému L e R
existuje K1y € R tak, Ze pro kazdé v > K je

f(z) > L (f(xz) < L). Piseme pak lim,_, o~ f(x) = +00(—00).

Analogicky pro limitu v —oo. [2]

Piikladem nevlastni limity v nevlastnim bodé je limita funkce f; (graf funkce

f4 - viz. Obr. pro x jdouci k +o0.
Priklad.
fa(x) =log, (x)

Ukazu, ze limita funkce f; pro x jdouci k 400 je rovna +o0.
Necht L e R, potfebujeme najit takové Kz, pro které bude platit: Vo > K je
f(z) > L.

logoz > L
ZL’>2L — K(L)ZQL
:>Vx>K(L):2L: log, > log, 2% = L.

= $1_1£100 log, () = +o0.

4.1.4 Nevlastni limita funkce ve vlastnim bodé

Tuto limitu je mozné rozdélit na dvé moznosti - limitu funkce ve vlastnim
bodé rovnu +oo a limitu funkce ve vlastnim bodé rovnu —oo.

Definice 4.4. Necht redlnd funkce f je definovdana v redukovaném okoli bodu aeR.
Rekneme, Ze f md v a limitu rovnou +o0 (—00), jestlize ke kazdému LeR ezistuje
Oy > 0, tak Ze pro vsechna = spliiujici 0 < |z —a| < 61y je f(x) > L(f(z) < L).
Piseme pak lim,_,, f(z) = o0 (lim,_,, f(z) = —00). [2]

Jako priklad této limity bychom mohli uvést limitu funkce f5(z) = :712

lim — = +o0
z—0 :L‘z
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4.1.5 (Jednostranné limity)

Jelikoz jednostranné limity vychazi z vysSe zminénych typi, rozhodla jsem
se tento typ limit umistit do zavorky. Jednostranné limity se lisi od limit ve vlast-
nim bodé pouze tim, zZe se zaméruji pouze na levé, nebo pravé redukované okoli
bodu. Definice a lze tedy snadno upravit tak, aby se jednalo o definice
jednostranné limity zprava nebo zleva. Dale je tieba si uvédomit, ze limity
a (4.3 jsou apriori jednostranné. Z timluvy pro okoli nekonecna v podkapitole |3.4
je zfejmé, ze +oo ma pouze levé okoli. Hledame-li limitu funkce v +o0, je jasné,
ze hledame limitu pro z jdouci k +o0o zleva. Analogicky méd —oo pouze pravé
okoli, a tak hledame-li limitu funkce pro x jdouci k —oo, jedna se o limitu zprava.

Nyni ukazi, jak mtizeme definici|4.1{upravit tak, aby se jednalo o vlastni limitu
ve vlastnim bodé zprava.

Definice 4.5. Necht funkce f je definovdana na pravém redukovaném okoli bodu
a e R. Rekneme, Ze ¢islo A eR je limitou funkce f v bodé a zprava a piseme
lim,_q+ f(x) = A, jestlize ke kaZdému € > 0 existuje d.) tak, Ze pro vsechna
x z intervalu (a, a +9) je |f(z) — A| <e.

Stejnym zpisobem bychom mohli upravit i definici [4.4] Ukazi pouze tGpravu
pro limitu rovnu +oo. (Uprava definice pro limitu rovnu —oo by probihala
analogicky - necham na laskavém ¢tenéfi.)

Definice 4.6. Necht redlnd funkce [ je definovdna v pravém redukovaném okoli
bodu a e R. Rekneme, Ze f md v a limitu rovnou +oo, jestlize ke kazdému L ¢ R
existuje d(ry > 0, tak Ze pro vsechna x € (a, a + 0) je f(xr) > L. PiSeme pak
lim, .+ f(z) = 4+00.

Uprava na definice limit zleva by probihala tplné stejnym zptisobem, pouze
bychom okoli bodu a neomezili na pravé redukované okoli, ale na levé redukované
okoli. Limitu funkce f v bodé a zleva znacime: lim, .- f(z).

Ptedtim nez ukézu konkrétni priklad jednostrannych limit, chtéla bych jesté
pfipomenout dileZitou vétu, kterou mizeme najit napiiklad v [4] na str. 50:

Véta 4.1. Limita funkce f v bodé a existuje pravé tehdy, kdyz existuji v bodé a
limity zprava a zleva a jsou si rovny. Potom se limita funkce f v bodé a rovnd
spolecné hodnoté limit zprava a zleva. Coz lze symbolicky zapsat:

lim f(z) = L& lim f(x) = lim f(z) = L.

T—a r—at T—a~
Piiklad jednostrannych limit ukazi na funkei fg (Obr. , na které je mozné

demonstrovat vlastni a nevlastni jednostrannou limitu ve vlastnim bodé i ne-
vlastni limitu v nevlastnim bodé.

Priklad.

X

f6(50) = m7

Jiz podle defini¢niho oboru funkce fg si mizeme vSimnout, Ze pokud bychom
neznali graf této funkce a nasim tkolem by bylo ho zjistit, bylo by nutné vypoci-
tat limity funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru: z = 0 a x = +o00. Dale
bychom nesméli zapomenout zjistit limitu funkce v bodé, ve kterém kvili In(z)

Dy =R\ {1} = (0,1) U (1, +0)
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Obrazek 4.3: fo(x) = =

- In(z)

ve jmenovateli zlomku neni funkce definovana. Jednd se o bod z = 1. Pii vypoctu
limity funkce fs v bodé x = 1 zjistime, Ze limita funkce v bodé x = 1 neexis-
tuje (jak postupovat pii vypoctu limit ukdzu v nasledujici kapitole). Po tomto
zjisténi bychom zacali zkoumat, jak se dand funkce chova, blizime-li se k bodu
x = 1 zprava, a poté blizime-li se k nému zleva. Ve vSech zkoumanych bodech
bychom hledali jednostranné limity. Po vypoctu jednostrannych limit bychom
dosli k vysledktim:

lim — lim —— =0

1m = —0 1m —=

z—1- In(z) z—0+ In(z)

lim —— =+ lim —— —+
im = 400 im = +00.

z—1+ In(x) z—to0 In(x)

Pozorny ctenar si béhem této kapitoly zifejmeé vsiml, ze vSechny vyse napsané
definice limity funkce maji néco spole¢ného - lisi se pouze v urcitych detailech
v zavislosti na tom, zda mluvime o vlastnich, ¢i nevlastnich bodech. Tento maly
detail vsak lehko odstranime, nadefinujeme-li limitu funkce pomoci pojmu okoli
bodu. VsSechny tyto definice mtzeme poté spojit a ziskame jednoduchou jednot-
nou Weiesstrassovu definici (v [I] na str. 114):

Definice 4.7. Necht U(*a) je redukované okoli bodu a, Uy je okoli bodu L. Ri-
kame, Ze funkce f md v bodé a e R* limitu L e R*, jestlize plati:

(VUw) FUL)(f(Ug) C Uw))-

Piseme lim,_,, f(z) = L, nebo f(x) — L pro x — a. Chceme-li pracovat s para-
metry velikosti okoli, lze definici pro a e R, A € R modifikovat takto

(Vé‘ > 0)(3 o> 0)(VZE EU(”;’(;))(f(x) € U(L75)>.

Vratime se k definici a jejl puvodni tvar:
Ve>03>0tak, ze Ve e (a—0,a)U(a,a+0)=|f(x) — L| <e,
prepiseme pomoci jednotné Weierstrassovi definice, ziskame:

Ve > 034 >0, tak, ze Vx e U(*a’(;) = f(z) eUe), nebo-li
VUie) UG5 (U g) CULe.

15



Diky obecnému pojmu okoli bodu je mozné timto zptisobem piepsat vSechny
vysSe uvedené definice.

4.2 Spojita funkce

Na stfedni skole se nékdy mizeme setkat s nepfesnym, ale zato nazornym
popisem spojité funkce, ktery fika: ,spojita funkce je takova funkce, jejiz graf
lze nakreslit jednim neprerusovanym tahem“. Dtivodem, pro¢ neni od zacatku
definovana spojita funkce korektné, je nezavedeni pojmu limity funkce, pomoci
kterého je spojita funkce definovana. Limita funkce byva ve skolach vylozena az
o nékolik roc¢niki pozdéji, vétsinou pred tématem derivace funkce, kde je jeji
zavedeni nezbytné.

4.2.1 Spojitost v bodé
Spojita funkce je definovana v [4] na str. 26 takto:

Definice 4.8. Funkce f je spojitd v bodé a, jestlize k libovolné zvolenému okoli
bodu f(a) existuje takové okoli bodu a, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bodu a
patii hodnoty f(x) do zvoleného okoli bodu f(a).

Neboli mtzeme Tict, ze funkce f je spojita pravé tehdy, kdyz
(Ve > 0)(35 > 0)(la — x| <0 = |f(a) — f(z)| <e). [1]
MiiZzeme si v§imnout, ze definice spojistosti funkce v bodé je velmi podobna jako
definice vlastni limity ve vlastnim bodé. Aby byla funkce v daném bodé spojita,
je t¥eba, aby A (z definice bylo rovno f(a). Tedy aby limita funkce v daném
bodé byla rovna jeho funkéni hodnoté, neboli funkce f je spojita v bodé a prave
tehdy, kdyz

lim f(z) = f(a).

T—ra

4.2.2 Spojitost v intervalu

Definice 4.9. Funkce je spojitd v otevieném intervalu (a,b), je-li spojitd v kazdém
bodeé tohoto intervalu.

Funkce je spojita v uzavieném intervalu (a, b), je-li spojitd v (a,b) a v bodé a je
spojitd zprava a v bodé b je spojitd zleva.ﬂ [l

4.3 Limita posloupnosti a limita funkce

Pojem limita funkce a limita posloupnosti spolu tzce souvisi, a tak se v krat-
kosti zminim i o limité posloupnosti. Dalo by se Fict, Ze limita funkce je od limity
posloupnosti ideové odvozena. Az si za malou chvili prohlédneme definice limit
posloupnosti, bude mozné postifehnout urcité podobnosti s nékterymi definicemi
limit funkce. Nejdfive bych ale chtéla zminit, k ¢emu je dobré zavadét limitu
posloupnosti a jaky je jeji vyznam.

2Funkce f je v bodé a spojitd zprava < f(a) = lim,_,,+ f(x). Analogicky je definovana
spojitost v bodé zleva. Funkce f je spojitd v bodé a zleva < f(a) = lim,_,,— f(x). [I]
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Limity posloupnosti maji vyuziti naptiklad pfi feSeni tloh na vypocet obsahti
nékterych utvard - viz. vypocet obsahu kruhu Eudoxovou metodou. Vratime-li
se zpét k Obr. [I.1] pak vidime, Ze pfi exhaustivni metodé postupné vypliiujeme
kruh n-thelniky, jejichZz obsah jsme schopni bez problému vypocitat pro kazdé
n. Co by se ale stalo, kdybychom byli schopni n zvétsovat az do nekonecna?
To by znamenalo, Ze hledame limitu posloupnosti dané néjakym pfedpisem pro
n — 4o00. Stejnym zplisobem se tato metoda pouziva pro vypocet objemu riiz-
nych téles. Dalsi aplikaci limity posloupnosti je naptiklad zavedeni Riemannova
integralu jako limity integralnich souctt atd.

Predtim nez zadefinuju limitu posloupnosti a ukazi, jak souvisi s limitou
funkce, je tieba si pripomenout definici posloupnosti:

Definice 4.10. Zobrazeni z N do R nazgvame posloupnosti redlngch cisel. [1]

7 hlediska existence limity posloupnosti rozlisujeme t¥i druhy realnych po-
sloupnosti:

e posloupnosti, které maji vlastni limitu,

e posloupnosti, které maji nevlastni limitu,

e posloupnosti, které limitu nemaji (posloupnosti divergentni).
Definice vlastni limity posloupnosti je v [2] definovana:

Definice 4.11. Rekneme, Ze ¢islo a(eR) je limitou posloupnosti a,,neN, jestlize
ke kaZdéemu € > 0, € e R existuje ng () € N takové, Ze pro kazdé n > ng ) je

la, —al <e.
Piseme pak lim,,_, a,, = a.
Definice nevlastni limity posloupnosti je definovana:

Definice 4.12. Rekneme, Ze posloupnost redlnych cisel a,, n ¢ N md nevlastni
limitu +o00 (—00), jestlize pro kaZdé K € R existuje no k) € N tak, Ze pro kaZdé
neN,n > ng k) plati

a, > K (a, < K).

Piseme pak lim,, o a,, = +00 (—00). [Z]

Vratime-li se k definicim limity funkce, mizeme si v§imnout podobnosti de-
finic limity funkce a limity posloupnosti, které jsem zminila uz na zacatku této
podkapitoly. Podobnost miizeme objevit mezi definici s definici vlastni li-
mity funkce v nevlastnim bodé (definice a dale mezi definici s definici
nevlastni limity funkce v nevlastnim bodé (definice [4.3).

Co propojuje limitu funkce a limitu posloupnosti? Tyto dva pojmy propojuje
Heinova véta, kterou nejdiive zavedu, a poté vysvétlim jeji vyznam.

Véta 4.2. i) Necht funkce f md v bodé a e R* limitu A e R. Necht z,,n e N je
posloupnost redlnych cisel takovd, Ze lim, o x, = a, pricemz x, # 0 pro kazdé
neR. Potom je lim, . f(z,) = A.

i1) Necht pro kaZdou posloupnost x,, x, — a, r, # a md posloupnost f(x,)
limitu. Pak limity vsech téchto posloupnosti jsou stejné a jejich spolecna hodnota
je také limitou funkce f v bodé a. [2]

17



Diky této vété miizeme dokazat nékteré zakladni véty, které jsou dokazany pro
limitu posloupnosti i pro limitu funkce. Sta¢i pouzit vétu [.2i, poté dokdzeme
tvrzeni pro limitu posloupnosti a opét pouzijeme vétu[d.2] tentokrat ¢ast éi. Timto
zpusobem je mozné dokazat pro limitu funkce véty: o limité souctu, soucinu, ¢i
podilu funkei; tvrzeni, ze kazda funkce ma v bodé a maximalné jednu limitu; vétu
,0 dvou policajtech“ atd.

Naopak pfi feSeni nékterych limit posloupnosti je vyhodné prevést limitu po-
sloupnosti na limitu funkce. Poté je mozné pouzit naptiklad 1’'Hospitalovo pravi-
dlo, ¢i Taylortv polynom, které mohou nékteré vypocty urychlit. Vysledna limita
je diky Heineho vété i limitou ptivodni limity posloupnosti.
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5. Vypocet limity

V predchozi kapitole jsem definovala limitu funkce a pfiblizila, co si pod ni
muzeme predstavit graficky. Tato kapitola se bude vénovat algebraickému vypoctu
limity funkce v daném bodé. Ukazi zakladni principy vypoctu bez toho, abych
znala graf prislusné funkce.

Pro ptehlednost rozdélim vypocet limity na dva zakladni typy: vypocet limity
ve vlastnim bodé a vypocet limity v nevlastnim bodé. Po precteni této kapitoly
vsak uvidime, Ze princip funguje velmi podobné.

5.1 Zakladni véty pro vypocty limit

Nez ptejdeme k vysvétleni vypoctu limity ve vlastnim a nevlastnim bodé, bylo
by dobré nejprve zminit dvé zakladni véty, které jsou pro vypocet limit zasadni.
Jedna se o vétu o aritmetice limit a vétu o limité slozené funkce. Jako prvni uvedu
vétu o aritmetice limit (Tuto vétu véetné jejiho diikazu mizeme nalézt ve zdroji
[2] na str. 61.).

Véta 5.1. Necht | a g jsou redlné funkce, které maji vlastni, nebo nevlastni limity
v bodé a e R*. Potom

a. lim, . (f + g)(x) = lim,_, f(x) + lim,_,, g(2)
krome pripadu, kdy jedna z limit je +00 a druhd —oo.

b. lim, . (f - g)(z) = lim,,, f(2) - lim, 4 g()
krome pripadu, kdy jedna z limit je O a druhd +oo.

c. lim,, (f/9)(x) =lim,—, f(x)/lim, ., g(x)
kromé pripadu, kdy lim,_,, g(x) = 0, nebo lim,_,, f(x), lim,_, g(x) je rovna
+o0.

¢’ Je-lilim, ,, g(x) =0, g(x) >0 v U*(a), lim,_,, f > 0(< 0),
pak limg_, (f/g) = +o0(—00),

c”. je-lilim, . g(x) =0, g(x) <0 v U*(a), lim,, f > 0(< 0),
pak lim,_, (f/g) = —oo(+00),

d. je-li lim, ,, f(x) # 0, lim,_,, g(x) = 0 a g v libovolném redukovaném okoli
bodu a nabyvd jak kladnych, tak zdpornych hodnot, pak funkce f/g nema
v bode a limitu.

Po aplikaci véty [5.1]se s vyrazy na pravé strané, z nichz je alespon jeden roven
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400 a jsou definované, pracuje takto:

c+ (+00) =c— (—0) = +ootc=o00,ceR,
¢c—(+0) =c+ (—00) = —cotc=—00,ceR,
+00 + (4+00) = 400 — (—00) = 400,
—00 — (+0) = —00 + (—00) = —o0,
c- Foo = 400, pro c > 0,
= Foo pro ¢ < 0.
c
E:O
+o0
T:+OO pro c >0

= —o0 pro ¢ < 0.

U vypocti limit se vSak mtizeme velmi casto setkat s vyrazy, jejichz hodnotu nelze
takto snadno urcit. Tyto vyrazy nazyvadme neurcité. Jde o vyrazy, se kterymi
jsme se setkali ve vété [5.1].a-c. Véta ovSem tyto piipady vylucuje. To znamen4,
ze narazime-li na tento vyraz, nemizeme ji rovnou aplikovat.

Dalsi dulezita véta, kterou je treba zminit pred vysvétlenim postupti vypoctu
zakladnich limit, je véta o limité slozené funkce. Jeji zavedeni je pro vypocet
kapitoly, nezbytné (Vétu véetné jejiho dikazu muzeme nalézt napriklad ve zdroji
[2] na str. 68.).

Véta 5.2. Necht [ je redlna funkce a lim,_,, f(x) = A e R*. Necht g je redlnd
funkce takovd, Ze lim,_, 4 g(y) = B. JestliZe existuje U*(a) tak, Ze f(x) # A pro
xeU*(a), pak funkce go f md v bodé a limitu a plati:

lim(go f)(z)=B=_ lim g(y).

z—a y—limg—q f(2)

5.2 Neurcité vyrazy

5.2.1 Co je neurcity vyraz?

Jaky je rozdil mezi ur¢itym a neurcitym vyrazem? Pro¢ neumime urcit hod-
notu neurcitého vyrazu?
Méjme limitu:
Priklad.

lim 22 — 2.
rx—5

Jedné se o limitu spojité funkce, u které chceme vypocitat limitu ve vlastnim
bodé. Staci nam tedy do limity pouze dany bod dosadit. Vypocet by probihal
takto:

limz? — 2 =25 —2=23.

T—5

Po dosazeni jsme ziskali vyraz 25 — 2, u kterého vime, Ze vysledek je jednoznacné
roven 23. Ale co kdybychom méli naptiklad nasledujici limitu:
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Priklad.
2?2 —=25
lim
x—5 I — 5

Tato funkce neni spojita, protoze v bodé x = 5 neni definovana. Pokud bychom
do limity dosadili x = 5, ziskali bychom vyraz:

0

6.
Jaka je hodnota tohoto vyrazu? Zkusme limitu vypocitat. Zatim se nebudu
na zpusob vypoctu zameérovat; jak postupovat podrobnéji rozeberu az v dalsi
casti této kapitoly.
x2—25  (z—5)(x+5)

lim = lim = limz + 5 = 10.
=5 r— 5 z—5 x—>5 z—5

Zjistili jsme, ze limita funkce je rovna 10. Uz z toho miizeme dojit k nazoru, ze
vyraz 8 miize vést k riiznym vysledkim. Cislo 10 totiZ neni ni¢im specidlni. Na
nasledujicim prikladu ukazi, Ze vyraz % mize mit opravdu vice Teseni. Zkusme
vyraz v Citateli (z — 5)(z + 5), ktery jsme ziskali po rozloZeni vyrazu z* — 25,
nahradit vyrazem (x — 5)x. Budeme tedy zjistovat limitu funkce:

2
T —ox . (z— )
lim = 1m< ) =limx =5
=5 I — =5 T — T—5
. . 2 5y - [ i P
Poznamenejme, ze vyraz ””x_gm je stale neurcity vyraz typu 8, ktery ovsem

po vypoctu vede k uplné jinému vysledku. Je tedy zfejmé, Ze z ptivodniho tvaru
nedokazeme hodnotu limity jednoznacné urcit tak, jako u prvniho prikladu. Pi-
vodné stejny vyraz % vede k jinému vysledku. To je dtvod, pro¢ tyto vyrazy
nazyvame neurcité. Je tieba nejprve vyraz v limité néjakym zplisobem upravit
tak, abychom neurcity vyraz odstranili, a az poté mtzeme urcit limitu pivodni
funkce.
Mezi neurcité vyrazy radime:

0 oo 0 100 0

—, —,0-00, 00 =00, 0°, 1%, 00", (x)

0 oo
O téchto vyrazech se véta nezminuje. Dosadime-li z-ovou soutadnici bodu,
ve kterém hledame limitu ptislusné funkce do funkéniho predpisu, a ziskame jeden
z téchto neurcitych vyrazi, musime nejprve funkéni predpis upravit tak, abychom
prislusny ,,problematicky“ neurcity vyraz odstranili. Funguje to velmi podobné
i u vypocti limit v nevlastnim bodé (tj. +00), i kdyz tam, jak vysvétlim pozdéj,
oo do limity nikdy nedosazujeme. K odstranéni neurcitych vyrazi se vyuzivaji
ruzné techniky podle typu dané limity. Mize to byt napriklad rozsireni zlomku
vhodnym vyrazem, kraceni zlomku nebo vytknuti.

V nésledujicich nékolika bodech se budu snazit vysvétlit a zaroven ukazat
na typovych prikladech, pro¢ jsou i vSechny zbylé vyrazy (*) neurcité. U kazdého
prikladu uvedu vzdy i postup feseni. Jeho Teseni vsak nebudu detailné vysvétlo-
vat, protoze tomu se budu vénovat v nasledujicich podkapitolach: vypocet limity

ve vlastnim (5.3.1) a vypocet limity v nevlastnim bodé (5.3.2)) popf. u kapitol
Taylortiv polynom (6] a ’'Hospitolovo pravidlo (7).

21



5.2.2 Jednotlivé typy neurcitych vyrazu

. g: Piiklady na neurcity vyraz 8 jsem uvadéla v predchozi podkapitole, kde
jsem na ném vysvétlovala, proc¢ jsou nekteré vyrazy neurcité. Prejdu tedy
rovnou k dalsimu neurcitému vyrazu.

e 0°: Pokud pismenem c oznaéime jakékoliv realné &islo kromé nuly, vime,

ze plati:
0¢ = 0, ale zaroven
A =1

Pokud bychom zvolili ¢ = 0, nastal by néasledujici problém. V prvnim pri-
padé by mél byt vyraz 0° roven 1 a ve druhém 0, coz neni mozné. NemtiZzeme
fict, ze jeden z téchto vyrazi ma vyssi prioritu, nic takového neni zavedeno.
Nedavalo by to smysl a kromé tohoto pfipadu to ani neni potfeba.

Jako ptiklad bychom mohli uvést limity:

Priklad.
. a2 . —2z . _ _
hm(ex)x:hmez = lim e 2 =¢72
Tr—r00 Tr—r00 Tr—r00
2 3 522
. _ x . —ox . —
hm(ea’> = lim e = = lim ¢ = 0.
T—00 r—r00 r—r00

Na téchto dvou ptikladech si mizeme demonstrovat, proc je pravé u tohoto
neurcitého vyrazu nutné limitu vhodnym zptsobem upravit tak, abychom
neur¢ity vyraz odstranili. I kdyZ na zac¢atku byly obé tyto limity typu 0°,
kazda z nich vedla nakonec k jinému vysledku. Pii feSeni obou prikladi
jsem pouzila vétu [5.2]

e 1°°: Prikladem limity, ktera by pfedstavovala tento typ neurcitého vyrazu,
by mohla byt limita funkce:

Priklad.
lim (ﬁ) — lim 2'=2.
T—+00 T—+00
lim (x + 1)0%2 — lim e "CH) = Jim er = 400,
z—0t+ z—0t z—0t+

x
Budeme-li do zlomku % ve vyrazu (2%) v prvni limité dosazovat stale

vétsi a vetsi cisla, zjistime, ze hodnota zlomku se bude stale vice blizit
k hodnoté nula. V zavorce bychom ziskali vyraz 2°, ktery je roven jedné.
Pokud x jde k nekone¢nu, pak limita celého vyrazu je rovna neurcitému
vyrazu 1°°. Stejné jako u predchozich prikladt jsem pfi feSeni pouzila vétu
5.2

P1i fesSeni druhé limity jsem pouzila znalost zékladni limity
In(1
lim 21+ 2)
z—0 X

o které budu hovofit na str. 24 jako o limité [5.2] déle vétu [5.2] a vétu [5.1}

Ukéazala jsem dva neurcité vyrazy stejného typu, tentokrat typu 1°°, které
vedly k rozdilnym vysledkim.

=1,
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e oo: Jako piiklad bychom mohli uvést limity:
Priklad.

8|

: !
lim (z)* = lim e+ ™% =1,
T—>00 T—00

. = . z_
lim (e”)®= = lim ems = oo.
T—00 T—r00

Stejné jako u vSech ostatnich neurcitych vyrazi se ukazalo, ze stejny ne-
urcity vyraz na zacatku vedl k rozdilnym vysledktim. Pfi feSeni byly opét

pouzity véty [6.1] a
® 0O — 00:
Priklad.

m (&~ L) ctm L (L 1) =+
Jili}/(l) I4 f[,‘2 _CCIEE(I)IQ ,Z‘2 o e

Dle véty ¢ast ¢’, kterou jsem zminila vyse, je limita funkce x% i funkce
%4 rovna nekonecno. Kazda z nich se vSak k nekonec¢nu blizi jinou rychlosti.
Pokud bychom zacali dosazovat za x hodnoty blizké hodnoté nula, zjistili
bychom, ze funkce %4 se blizi k nekone¢nu rychleji nez funkce Iiz Z toho
dtvodu nemtzeme fict, ze vysledkem této limity bude nula, i kdyz by se tak
na prvni pohled mohlo zdat. Nemizeme fict, ze jedno nekonecno je vétsi
nez druhé, proto nemizeme ani v tomto prikladé hned v prvnim kroku
urcit vysledek této limity. Limitu je tfeba nejdfive upravit a az nasledné
vypocitat jeji hodnotu. Pokud zadani prvni limity jen nepatrné zménime,
bude stale pfedstavovat neurcity vyraz typu oo — 0o, ale povede k naprosto
opacnému vysledku - viz druhy priklad.

V obou prikladech je po vytknuti pouzita véta [5.1}

e >2: Tento neurcity vyraz bychom si mohli vysvétlit napiiklad na limité
funkce, kde a e R \ {0} :

Priklad.
2 5 5
ar® —5 . (a — 3 . a— %
1m SCRET = lim 1 10\ = lim 0 — a.
z—+oo 12 — 10 T—400 2 (1 — x_2) T—+oco | — 2

V zavisloti na volbé a je limita této funkce typu:
Proa<0— ==
Proa>0— 2.

U obou piipadl nastava stejny problém jako u predchozich vyrazt. Funkce
v Citateli i ve jmenovateli se blizi k nekonecnu, ale kazda z nich se k nému
blizi jinou rychlosti. Proto je nutné nejprve limitu funkce upravit. Tim od-
stranime ,problematicky“ vyraz, kvili kterému v limité vznikal neurcity
vyraz, a az poté mizeme aplikovat vétu
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e (- oo: Tento posledni typ mizeme demonstrovat napft. na limitach:

Priklad.
o 1
lim sin(z) - — = 1.
z—0 xr
1 i 1
lim sin(z) - — = lim sin(z) 1 = +o0.
z—0t X z—0t T X

U prvniho piikladu nenaznacuji postup reseni, protoze se jednéa o zakladni
limitu o které se zminim pozdé&ji (Ize ji dokazat naptiklad I’'Hospitalo-
vym pravidlem). Pfi FeSeni druhé limity vyuzivam znalosti limity

sin(z)

lim

x—0 x

=1

z prvniho piikladu a nésledné aplikuji vétu [5.1} Stejné jako v pfedchozich
pripadech dochazime u stejného neurcitého vyrazu k riznym vysledktim.

5.3 Vypocty zakladnich limit

5.3.1 Vypocty limit ve vlastnim bodé

P1i vypoctu limity funkce ve vlastnim bodé mohou nastat dvé moznosti. Prvni
z nich jsou ptiklady limit, ve kterych budeme pocitat limitu funkce v bodé, ve kte-
rém je tato funkce definovana a spojita. V tom pripadé muizeme Tict, ze:
lim f(z) = f(a).
Tr—a
Stac¢i nam pouze dosadit bod, ve kterém hledame limitu funkce do funkéniho
predpisu, ¢imz mtzeme hodnotu limity velmi rychle ziskat. Jako priklad bych
uvedla:
Priklad.
P —6r+7 -1
im——=—=
e—=2 02 —br + 7 1
Dale se budu zabyvat vypoctem limit funkci, u kterych to tak snadné neni.
Jedn4 se o pripady vypoctu limit funkei v bodé€, ve kterém funkce neni definovana,
anebo neni spojita. Prikladem takové limity muze byt:

Priklad.

—1.

o x2—=25
lim
z—=5 1 —H

U této limity, jak jsem psala jiz vySe u neurcitych vyrazi, bychom po dosazeni
x =5 ziskali vyraz 3.

Casto je v takovych piikladech tfeba nejprve provést nékteré ipravy, odstranit
neurCity vyraz, a az poté je mozné pouzit vétu Bl

Pfed tim nez popisu, jak u téchto priklad postupovat, ukazi nékolik limit,
jejichz zapamatovani vypocty nékterych zakladnich limit velmi urychli. V [2]
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ve tfeti kapitole je ukazano, ze plati:

. sin(z) . l—cos(z) 1,
ilir(l) = 1 — };ILI(I) - =3 (viz piiklad str. 26,) (5.1)
r—1 In(1
lim < =1 —lim 1 +2) = 1 (odvozeni lze nalézt v [2] na str. 87).
x—0 X xz—0 x

(5.2)

To, zZe tyto limity plati, lze snadno ukazat naptiklad pomoci 'Hospitalova pravi-
dla, kterému se budu vénovat v sedmé kapitole.

Priklady nékterych zakladnich limit a doporuceny postup jejich vy-
poctu
. polynom n—t(ého stupn(:a
polynom k-tého stupneé’
Pted pouzitim véty je nutné nejprve zlomek 7,problematickym‘E] vyra-
zem zkratit. Vétsinou se vyuziva rozklad polynomu na soucin. Pokud neni
vidét rozklad na prvni pohled, je mozné citatel i jmenovatel problematic-
kym vyrazem vydélit.
Prikladem limity tohoto typu by mohla byt jiz vyse zminéné limita funkce:

Priklad.

n,keN, kde po dosazeni vznikne neurdity vyraz 2.

o x?2—=25
lim .
=5 T —H

Miuzeme si v§imnout, Ze v ¢itateli zZlomku méame polynom stupné dva, ktery
lze jednoduse rozlozit na soucin pomoci vzorce:

A2— B2 =(A-B)(A+B).

V ditateli i ve jmenovateli tim ziskdme ¢len (z — 5), diky kterému v limité
vznikéd neurcity vyraz. Zlomek timto ¢lenem miizeme zkratit a v limité do-
stavame novou funkci, ktera se v okoli daného bodu chova stejné jako funkce
puvodni, ale v bodé x = 5 je spojita.

x? — 25 (x —5)(x +5)

. . . T+5
hm = hm = hm =
=5 T —DH z—5 xr—bH z—=5 1

10.

e Limity funkci v podilovém tvaru obsahujici odmocninu, ve kterych po do-
sazeni ziskdvame neurcity vyraz %.
U tohoto typu prikladt se pro odstranéni , problematického“ vyrazu vyu-
ziva rozsiteni zlomku vhodnym vyrazem. Velmi casto se rozsifuje takovym
vyrazem, aby se nasledné mohly pouzit binomické vzorce. V nasem pripadé
jsem pii vypoctu limity pouZila vzorec (A — B)(A + B) = A? — B?, kdy

jsem citatel a jmenovatel rozsitila vyrazem (A + B)

Lyyraz, ktery zplisobuje v ¢itateli i jmenovateli limitni nulu
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Priklad.
V1422 -1 Vit+a?2—1 V1+22+1

lim ——— =1 . =
50 x 220 x V1i+a2+1
i (V14222 -1
= 11m =
e=0 p(v/14+ 22+ 1)

14+22—1 2

T
e=0p(vV1+a224+1) ==0x(/14+22+1)
l - U o
= 11m -—- = — =
=0 (V1422 +1) 2

Po rozsiteni jsme dostali vyraz:

14221 1
lim . .
20 x (V1422 +1)
7 w7 v ’ v v . v ’ . . 7 1
Prvni ¢ast uz umime fesit - viz. predchozi typ, limitu vyrazu WD
zjistime pfimou aplikaci véty [5.1]

e Limity funkci pro x — 0, ve kterych se vyskytuji goniometrické funkce
(hl. funkce sin(z)).

Zaméiime se jen na priklady, kdy nam po dosazeni vznikne neurcity vyraz
g. Ostatni priklady se daji fesit pomoci véty |5.1] U téchto typi vyuzivame
jiz zminény vzorec:

lim sin(z) = 1.
x—0 x
Priklad.
sin(x) :
: _ T (T — 1> sin(z) 1
limM:lim—:hmz— 9:O.

z=0sin(x) + 220 T (sinm(x) + 1) z—0 % +1 2
V citateli i ve jmenovateli jsme vytkli z, které jsme v druhém kroku mohli
zkrétit, a pouzit vétu lim,_,o Smx(z) = 1. Timto jednoduchym postupem jsme
odstranili ptivodni neucity vyraz % a ziskali vyslednou limitu pivodni funkce
pro z — 0, ktera je dle vypocétu rovna 0.

Dalsim ptikladem miize byt limita:

Priklad.
lim 1 — cos(z) _ lim 1 —cos(z) 1+ cos(z) _
250 12 0 a2 1 + cos(z)
1 — cos® 1 in” 1
— lim cos*(z) _ iy BB (z) _
20 22 1+ cos(x) 2-0 12 1 + cos(z)
— im sin(z) ) ' 1 _ 1
20 x 1+cos(z) 2
Zlomek v limité jsme rozsifili vyrazem izzzgg V Ccitateli jsme tak ziskali
vyraz (1—cos?(x)), ktery (dle vzorce sin?(z) +cos?(z) = 1) je roven sin?(z).
Na prvni c¢ast aplikujeme tvzeni lim, . # = 1, limitu druhého vyrazu

m zjistime piimo aplikaci véty
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e Limity funkci pro z — 0 obsahujici e” nebo In (1 + z), u kterych nelze pfimo
aplikovat vétu 5.1l ani vétu [5.2
Pred jejim pouzitim je tfeba vyraz nejprve vhodné upravit tak, abychom
mohli pouzit limity [5.2}

.oet—1
lim =1,
z—0 x
In(1+ 2
lim ( ) =1,
x—0 x
jejichz pouzitim neurcity vyraz odstranime.
Priklad.
T _q T _q
.oet—1 . e =1 =z bx . x(eT) ) (eT
lim = lim = — =lim ———— = lim ———— =
z=0e’ —1 220e® —1 x Hxr 105 (e _1) :c—>05(e _1)
S5z b5z
1
D
Jelikoz jde o vyraz % a chceme pouzit zédkladni limitu: lim, 0 &= = 1,
;o s , T 5z “rv . “es ..
cely vyraz rozsifime Vyrazgf = a 7. Po rozsifeni pouzijeme limitu kdy
lim,0 <+ =1 a lim,_,g <=+ = 1. Vysledna limita je poté rovna £.

e Limity funkci typu f (x)g(x)
Pti feseni limit tohoto typu se prevede limita ptivodni funkce do tvaru:

lim f(2)?@ = lim 9@ (@)
T—a r—a

kde vyuzivame znalosti vzorce (mtiZeme nalézt v [12] na str. 102):

a® = ezln(a)'

Poté se aplikuje véta [5.2] a nasledné véta [5.1] Pifkladem takové limity je
naptiklad limita funkce:

Priklad.
lim (ea: —{—LE)% = lim eiln(eﬂﬂ—&-x) — x
z—0t r—0Tt
In(e* T4+1
lim M: lim e+ -9
z—0+t X z—=0t et +
* = e2.

Po prevedeni funkce do pfislusného tvaru vypocitame stranou limitu expo-
nentu. V tomto prikladé jsem pro jeji vyreseni pouzila I’Hospitalovo pravi-
dlo, kterému se budu dikladné vénovat v 7. kapitole, proto zde detailné po-
stup vypoctu nerozebirémﬂ Pro vyfeseni piivodni limity je dilezity hlavné
vysledek limity exponentu, ktery je roven 2. Limitu ptvodni funkce zis-
kdme uz pouhym dosazenim 2 do funkce e, tedy aplikaci véty [5.2], vysledek
pocéatecni limity je roven e2.

2Vyuzivé se stejnym zptisobem i u limit tohoto typu v nevlastnim bodé.
3Limita by $la vyfesit i pomoci zakladni limity a véty
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5.3.2 Vypocty limit v nevlastnim bodé

Plus nekoneéno je mnozstvi vétsi nez jakékoliv redlné ¢islo (analogicky minus
nekoneéno je mensi nez jakékoliv redlné ¢islo). Vhodnym néstrojem jak zjistit,
k jaké hodnoté se funkce bude blizit v okoli nekonecna, je pravé limita funkce.
Jelikoz nekonec¢no neni realné ¢islo, nemtzeme oo do limity funkce piimo dosa-
dit. V limitach pro z — oo ziskdvame velmi Casto neurcité vyrazy, které je tieba
k ziskani limity nejprve upravit.

Predstavime-li si grafy nékterych funkci, je jasné, ze existuji i funkce, které
limitu v 00 nemaji. Jako pfiklad bych mohla uvést funkei sin(x), nebo cos(z).
Dale jsou limity funkce, jejichz vysledek je vidét na prvni pohled, naptiklad:
lim 10z = 4-o0.
r——+00
Je ziejmé, ze:

lim z = +o0.
Tr—r—+00

Jestlize je limita funkce f(z) = z rovna +oo, pak piimo z definice 4.3l a plyne
(zvolime-li pro L stejné Ky jako u funkce f(x) = x), Ze i limita funkce 10f(x)
musi byt rovna +oco. Mizeme si dokonce v8imnout, ze funkce 10f(x) se k neko-
nec¢nu blizi 10-kréat rychleji nez funkce f(z) = x.

vvvvvv

limit nékdy vychézi z néasledujicich zakladnich limit.

_ c
. log,x "
Ih_{](f)lo e 0,a>1,keR" 2 (5.4)
2k
lim — =0,a>1, ke R"[2]. (5.5)
z—o0 Q¥

JelikoZ vime, Ze plati limity - 6.5, mizeme zjednodusené Fict, ze logaritmus
se blizi k nekonecnu pomaleji nez polynom a polynom se blizi k nekone¢nu poma-
leji nez exponencialni funkce. Schématicky bychom rychlost jednotlivych funkci
pro x jdouci k oo mohli zapsat:

log, r < 2 < a”.

Stejné jako u vypocti limity funkce ve vlastnim bodé jsou i zde limity, které je
dobré si pamatovat. Samoziejmé je mozné si je vidy odvodit [2], ale jejich znalost
miize vypocet mnoha limit urychlit a casto i zjednodusit:

1 X
lim (1 + —) = e.
T—00 €T

1 X
lim (1 — —) =l
T—00 €T

Na nasledujicich nékolika prikladech bych chtéla ukazat a vysvétlit zakladni po-
stupy Teseni, které se pouzivaji pti vypoctu limit funkei pro x jdouci k F-o0.

P1i vypoctu limity lomené funkce za¢neme tim, Ze ve jmenovateli vyhledame
takzvany prevladajici ¢len. Je to Clen, ktery se k oo blizi nejvyssi rychlosti. Miize
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se jednat naptiklad o exponencialni funkci nebo ¢len polynomu. Timto ¢lenem
vydélime citatel i jmenovatel dané funkce. Tim nam v citateli i ve jmenovateli
vzniknou ¢leny, jejichz limita bude rovna nule (vychazi z tvrzeni - . Timto
postupem odstranime neurcity vyraz a ze zbyvajicich ¢lentd ur¢ime limitu dané
funkce.

Priklad.

. A2t —2?+10 . P(A- 1+ 9) 4
lim im =5 = 2
w00 —20 + T2 45 a—rkoo 23(—2 + Tt 2

Pokud bychom hned na zacatku tohoto prikladu zacali dosazovat za x stale
veétsi realna cisla, zjistili bychom, Ze limita citatele i jmenovatele pro x — 400
je rovna nekonec¢nu. Dostali bychom neurcity vyraz 2. Je tedy nutné nejprve
upravit limitu tak, abychom odstranili neurcity vyraz. K tomu pouzijeme postup
popsany v piredchozim odstavci.

Neznamé v nejvyssi mocniné ve jmenovateliﬂ je 3. V ¢citateli a jmenovateli
vytkneme 23 a nésledné jim citatel i jmenovatel vydélime. Ve jmenovateli se limita
vsech ¢lenti, az na 4, rovna dle limity nule. Stejnym zptisobem danou limitu
pouzijeme i ve jmenovateli, kde nam ziistane pouze c¢len —2. Limita ostatnich
¢lent se, stejné jako v Citateli rovna nule. Diky této ipraveé jsme odstranili neurcity
vyraz a vysledna limita je rovna —2.

Priklad.
o 10+4= oz (241 - _ 10 >
lim = lim x—l = lim = T = lim [—+1) 23 =+o0.
T—r4-00 \?’/E T—+400 T = T—=+00 —& T—r4-00 xX
3 T3

Pti vypoctu postupujeme tplné stejné jako u predchoziho prikladu. Najdeme
¢len polynomu, ve kterém je x v nejvyssi mocniné. V nasem pripadé je to linearni
¢len x, vytkneme tedy x v citateli i ve jmenovateli a nasledné jim citatel i jme-
novatel vydélime. V citateli vznikne clen 0 "jehoz limita je rovna 0. Limita ¢lenu

2’ je rovna +o0o. Vysledna limita je tedy rovna +00.

Priklad.
20t 115 22ty1s o 2o(204+ 1) 24 B
r400 2272 — 1()  z—+o0 2% . 9 — 10  z—+o00 2% (4_1 — 2—1) g—too 3 — o2
24
1

Tento priklad se pocita analogicky jako predchozi dva. Jediny rozdil je v tom, ze
nyni je prevladajicim ¢lenem exponencialni funkce, a ne ¢len polynomu.

Priklad.

lim /(x+1)2 = (r—1)2= lim /(22 +22+1)— /(22 —2x+1) =

T—r+00 —+400

. 2
= lim 3
r——+00

4Je vhodné podotknout, Ze odstranéni neurcitého vyrazu neni vazano k tomu, jestli vytkneme
prevladajici ¢len v citateli, nebo ve jmenovateli. Po zkraceni aplikujeme vétu
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Pokud bychom hned na zacatku zacali za x dosazovat stale vétsi a vétsi cisla
blizici se k +o00, zjistili bychom, Ze ziskdvame neurcity vyraz oo — co. Vytknu-
tim prevladajiciho ¢lenu x5 tak, jak jsme postupovali v predchozich prikladech,
bychom ziskali limitu v uvedeném tvaru. Jelikoz by byla limita vyrazu v hranaté
zavorce rovna 0, presli bychom pouze od neurcitého vyrazu co — oo k neurcitému
vyrazu 0 - 0o, coz by nas problém vibec nevyftesilo. Proto vyraz v limité, po-
dobné jako u vypoctu limit ve vlastnim bodé€, rozsifime vhodnym vyrazem. Tam
jsem pro tpravu vyuzila binomického vzorce A> — B* = (A — B)(A + B). Tato
limita obsahuje ne druhé, ale tfeti odmocniny, a tak pro tpravu pouziji vzorec
A% — B3 = (A— B)(A?+ AB + B?), kdy vyraz v limité (A — B) rozsifim vyrazem
A?+ AB+ B2. Po této tipravé bude uz mozné pokracovat stejnym zptisobem jako
u predchozich prikladi, ¢imz odstranime neurcity vyraz a dopocitame limitu.

fim /G 17 - /e 17 =

r—-+00

— lim ({’/(:c+1)2_{>/(g;—1)2>.\z/ix+ § ) ( ) _

lim (z+1)" — (z—1)° =
YT Y T YT
= lim -

R R R (TSR (T
= lim °
z—>+oo\3/5|:<,/(1+%>4+i/(l_wiz>2—|—</(1_%)4:|

=0.
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6. Taylortuv polynom

V této kapitole vysvétlim, co je Taylortiv polynom, a jak ho mizeme pouzit
pii vypoctu limity funkce.

6.1 Definice a vysvétleni Taylorova polynomu

V [1] na str. 196 je Taylortv polynom definovan jako:

Definice 6.1. Necht n e R, g e R a [ je funkce, definovand v okoli bodu x.
Predpokldadejme, Ze pro funkci f plati f (xq) e R. PoloZme:

Tt o) = flz0) + #@ —xg) - F fn—(')(x —x)" =
= T (x — x)".

=

=0

Tento polynom se nazgvd Tayloriv polynom (stupné nejvyse n-tého) funkce f
v bodé xy. Pro xqg = 0 se tento polynom nazyvd téz Maclauriniv polynom.

Hlavni dtvod, proc¢ je Taylortiv polynom tak uzitecny nastroj, je ten, ze po-
moci ného mtizeme aproximovat funkce (majici v daném bodé vlastni derivaci az
do fadu n) v okoli néjakého bodu pravé polynomem. Polynomy se dobfe derivuji
a integruji, a tak je tento prepis vyhodny u mnoha vypocti. O této aproximaci
hovori Peanova véta. Pred tim nez napisu jeji znéni, je pro jeji pochopeni nutné
zavést nasledujici znaceni.

Definice 6.2. Symbolem o (x") budeme oznacovat funkci g(x), kde x = a € R¥,
pro kterou plati:
lim 98 g

z—0 "

Toto znaceni pro nas navic bude velmi vyhodné pii vypoctu limit pravé pomoci
Taylorova polynomu. Abychom pii vypoctech mohli tento symbol bez problému
pouzivat, je vhodné uvést pravidla, kterd ukazuji, jak s nim miizeme pracovat.
Vsechny vychézeji z definice o(z™) a véty [5.1}

o(z")+o(a")=o(z")

o(z") £ o (2*) = 0(2™), kde m = min{n,k}.
Véta 6.1. (Peanova) Necht funkce f md v bodé xqeR vlastni derivace do tadun
véetné, kde n je prirozené. Potom existuje pravé jeden polynom T, () stupné

nejvyse n tak, Ze plati

f(@) = Traon(®) = o (z = 20)").

31



Tento polynom je dan vzorcem
2L R (g
Yy
k=0 ’

Diky této vété jiz vime, ze na okoli bodu zy mizeme za danych podminek
aproximovat funkci polynomem. Jak presnou aproximaci ziskdme? Kolik mame
vzit ¢lentt Taylorova polynomu, aby aproximace pro nas byla dostatecné presna?
Na tyto otdzky nam odpovida zbytek Taylorova polynomu, ktery je v [1] defino-
van:

Ry (2) := f(x) = Tyan(2).
Zbytek Taylorova polynomu tedy ziskame odectenim Taylorova polynomu od za-
dané funkce. Jinak feceno zbytek Taylorova polynomu nadm udava rozdil mezi
funkéni hodnotou f a jeji aproximaci pomoci Taylorova polynomu. V literatufe
muzeme Tayloruv zbytek nejcastéji najit ve dvou tvarech jako Lagrangetiv a Cau-
chytv. V praxi se Castéji pouziva Lagrangeuv tvar zbytku, ktery je definovan:

F0(E)

(n+1)! ™

Ro1(z) = (x —x)" ",
kde & lezi mezi x a zy. Zbytek Taylorova polynomu je uzitecny nastroj, diky
kterému miizeme vypocitat pocet ¢lentt Taylorova polynomu, ktery je nutny pro
ziskani funkce na okoli bodu xy v pozadované presnosti - napt. kolik ¢enti Taylo-
rova polynomu musime vzit, abychom ziskali funkci sin (lg—o) s presnosti 1077,
Nyni predvedu jak zkonstruovat Taylortiv polynom sedmého stupné pro funkci
sin(z) v bodé xy = 0. Pfi jeho sestavovani budeme postupovat piesné podle
definice[6.1]} Z obecného tvaru Taylorova polynomu vidime, Ze budeme potf¥ebovat

vypocitat funkéni hodnotu v bodé x, déle pak prvni, druhou az sedmou derivaci.
Priklad.

o =0 — f(0)=0
f'(x) = cos (x) - f0)=1
f'(z) = —sin (x) — f(0)=0
f (&) = = cos (x) — f0)=-1
f)(x) = sin (z) — F(0)=0
f(x) = cos (x) - F(0) =1

Vsimnéme si, ze pata derivace je stejna jako prvni. Nemusime uz tedy dale deri-
vovat. Vidime, ze potadi derivaci se bude periodicky opakovat. Zjistili jsme vse,
co je nutné pro sestrojeni Taylorova polynomu sedmého stupné funkce sin(x):

1 0 —1
Tiin(z),0,7(x) = 0+ F(x —0)+ 5@ —0)%+ g(x —0)%+
0 1 0 —1
+Z(x_0)4+§($_0)5+§($_0)6+7(x_0)7:
B 2 2
=gty
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Na Obr. [6.1]je znazornéno pét funkei, na kazdém z nich je graf ptivodni funkce
f :y =sin(x) a dale postupné grafy funkci Taylorova polynomu prvniho, t¥etiho,
patého a sedmého stupné, které maji tvar:

e fi(z)

o folz)=2—%

T

[ fg(x):l’—%—f—‘g—,,

o fulw)=2— 5 +% — 5.

5m/2 Z X - -nl2 w2 n 3m/2 w 5m/2 Zon -3m/2 R -ni2 mi2 Wn
4 = -1

f(z) = sin(z) f(z) = sin(z) \\
fi ) . \\

X X
Swi/2 2 -3m/2 - -mi2 w2 m 3m/2 o Swi2 2n -3m/2 - -m/2 w2 3m/2 o
-1 -1
f(z) = sin(z) / f(z) = sin(z)
/ 2 *
|13

\
/ -3 -3 \

Obrazek 6.1: Aproximace funkce sin(z) pomoci Taylorova polynomu

7, obrazku je vidét, ze s rostoucim poctem clenti Taylorova polynomu je
aproximace funkce sin(z) presnéjsi na stéle vétsim okoli bodu = = 0.

Nasledujici podkapitola jiz bude vénovana aplikaci Taylorova polynomu pii
vypoctu limit.

6.2 Vyuziti Taylorova polynomu v limitach

Taylortiv polynom ma u vypoc¢tl limit velké vyuziti. U mnoha funkci by byl
vypocet limity podle pravidel popsanych v predchéazejici kapitole velmi slozity
a zdlouhavy. Diky Taylorovu polynomu si mtizeme vypocet nékterych téchto
funkci velmi zjednodusit. Existuji dokonce i funkce, které bychom bez pouziti
Taylorova polynomu ¢i I’Hospitalova pravidla neuméli spocitat viibec.

Predtim nez za¢nu demonstrovat pouziti Taylorova polynomu na konkrétnich
prikladech limity funkce, je dobré si ujasnit jedno zékladni pravidlo. A to, Ze je
potieba rozvijet funkci v bodé, ve kterém pocitame limitu. Jde-li x k zq, pro
pevné n, potfebujeme, aby se zbytek o(x — ()" blizil k 0 v limité lim,_,,. Diky
Peanové vété to nastane tehdy, kdyz xg = a. V jinych bodech to obecné platit
nemusi. Pokud by byl bod xy od bodu, v némz hledame limitu, vice vzdalen,
pak by se Taylortiv polynom v tomto bodé uz choval pravdépodobné diametralné
odlisné nez funkce ptivodni.
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Dale by ¢tenari mohlo pripadat zvlastni, pro¢ se témér vSechny nize uvedené
priklady limit tykaji limit funkci pro x — 0. Tyto limity jsem vybrala z divodu,
ze u vétsiny funkci ma Taylortuv rozvoj pro xg = 0 nejjednodussi tvar, a proto
se nejcastéji vyuziva u vypoctu limit praveé tohoto typu. To vsak neznamena, ze
nelze pouzit i u vypoctu jinych limit, ale ne vzdy se poté jedna o ten nejefektivnéjsi
zpusob vypoctu. Piiklad vypoctu limity pro z — a,a # 0 ukazi v poslednim c¢asti
této kapitoly.

Pred kazdym vypoctem je nutné zvazit, zda pro danou funkci zname Tay-
lortiv polynom v daném bodé, piipadné jak obtizné by bylo ho pro danou funkci
vypocitat. Polynomy nékterych zakladnich funkci v bodé zy = 0, naptiklad jiz
vysSe uvedeného sin(x), nebo cos(z) a e, jsou velmi jednoduché. Jejich znalost
vypocty limit velmi urychli, a tak je dobré si je zapamatovat. Tvary Taylorova
polynomu aproximujiciho funkce e” a cos(z) se stifedem v bodé zy = 0 nyni pouze
vypisu, jejich odvozeni by probihalo stejnym zptisobem z definice jako u vyse
rozepsaného sin(x).

R TR T DT IR
2 2t b 8 " .
cos(:v):1—§+Z_a+§_...+m+o<z)

6.2.1 Aplikace Taylorova polynomu pri vypoctu limit

vvvvvv

nich funkeci, které jsou v souctu, rozdilu, souc¢inu, nebo podilu, mtizeme aplikovat
Taylortv polynom dvéma zptsoby. Prvni zpiisob aproximuje celou funkci Tay-
lorovym polynomem. Druhy zptsob, ktery budu vyuzivat v nasledujicih ptikla-
dech, dosadi Taylortiv polynom za jednotlivé elementarni funkce. Prvni zptisob
se vyuziva méné, protoze naptiklad pti derivaci vicenasobného soucinu je vypocet
vyssich derivaci ¢asové naroc¢néjsi. Casova naro¢nost typicky stoupa s vzriistaji-
cim n. Proto se v praxi ¢astéji pouziva druhy zpiisob. Jeho asi jedinou nevyhodou
je, ze se nékdy obtizné odhaduje stupen, do kterého je nutné Tayloriv polynom
rozvinout.

Pokud bychom se rozhodli pouzit prvni zptisob vypoctu, je ziejmé, ze Tay-
lortiv polynom funkce v limité stac¢i rozvinout do prvniho nenulového ¢lenu a uréit
limitu. Stejny princip funguje i pfi vypoc¢tu druhym zpiisobem. Pfi jeho pouziti
si vS8ak musime dat pozor na to, aby se nam nas prvni nenulovy ¢len neodecetl
s Cleny Taylorovych poynomi jinych funkci. Mame-li tedy funkce v souctu nebo
rozdilu, musime vzdy zkontrolovat, zda uz pravé vypocitany nenulovy ¢len staci
(zda se opravdu jedna o prvni nenulovy). V tu chvili sestrojovani Taylorova poly-
nomu ukon¢ime, Tayloriv polynom funkce dosadime do limity a ur¢ime vysledek.
Jsou-li funkce pouze v soucinu je situace o néco jednodussi. V tomto ptipadé nam
staci vSechny funkce rozvinout do prvniho nenulového ¢lenu, zapsat Taylorovy po-
lynomy a vypocitat limitu. Nejobtiznéjsi variantou se muze zdat limita vyrazu
v podilovém tvaru, které bych se nyni chtéla vénovat detailnéji. Jak pfijit na
to, do kterého stupné je nutné Taylortiv polynom rozvinout, ukazi na néasledu-
jicim teoretickém prikladé, a poté u jednotlivych prikladi jesté priblizim jejich
konkrétni postup vypoctu.

Mé¢jme limitu:
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Priklad.
f(x)

. a0+a1x+a2x2+..
lim —= = lim
=0 g(x) =20 by + bz + box? + ...

ykde ag, aq,... eR,

bo,bl,... e R.

Necht n; je takové, ze:
Vn<njea,=0aa, #0.
Necht ns je takové, Ze:
Vn <ngjeb,=0ab,, #0.

Poté ziskdvame limitu:

lim Apy ™ + 0(:6”1)‘
2=0 by, 22 + o(a"2)
Podivejme se, jak tedy zjistit do jakého stupné je nutné obé funkce rozvinout.
Ve skutecnosti nemusime rozvijet funkci f(z) do stupné n; a funkci g(z) do ns,
ale sta¢l ndm vzit n = min{ny, ny}. Poté vyraz v limité zkratime vyrazem z"
a dale uz jen aplikujeme vétu 5.1
A jak to bude s vysledkem limity, pokud je puvodni limita funkce ve tvaru
g? Jestlize je n; > mno, bude vysledna limita rovna 0. Bude-li ny < ng, pak
bude vysledn4 limita rovna +o0o nebo —oo (aplikaci [5.1] ¢’, nebo [p.1].¢”). Jestlize
ny = ne, pak je vysledna limita rovna Znﬂ
V nasledujicim prikladu si ukazeme aplikaci Taylorova polynomu na konkrét-
nich ptikladech limity. Dalsim pfikladim se budu vénovat v podkapitole [6.2.3]
Priklad. '
lim sin(z) — x
z—0 3
Pfipomenme si Taylortav rozvoj funkce sin(z):

x> a7
sm(x)::z:—ijﬁ—F—i-
Resend:
o ;1;3 .1’3
lim sin(x) — x m ET +o(2®) —x i o (x3)
x—0 x r—0 x3 x—0 a:?’ x3
1 3

g & o) -1
=t s T TG

Dtivod, pro¢ mtzeme vSechny ¢leny Taylorova polynomu za ¢lenem g—? zapsat
symbolem o (z3), vychézi z definice o (z") a véty

Pro¢ jsem rozvinula Taylortiv polynom funkce sin(x) pouze do tietiho fadu?
Ve jmenovateli je ¢len 2°. Pro ziskdni limity bude tedy tieba rozvinout Taylortv
polynom v ¢itateli maximalné do 3. fadu. Je vSak mozné, ze by mohlo stacit rozvi-
nout funkei sin(z) do nizsiho stupné. Pokud by byl prvni nenulovy ¢len Taylorova
polynomu citatele ¢len linearni, nebo kvadraticky, stacilo by ho rozvinout do prv-
niho nenulového ¢lenu, vytknout v &itateli i ve jmenovateli =, nebo piipadné z?
a urit limitu. Pfedstavime-li si Taylortv rozvoj funkce sin(z) v bodé xy = 0,
zjistime, Ze jeho prvni ¢len je linearni ¢len x. Ten se vsak v c¢itateli odec¢te. Druhy
nenulovy ¢len v bodé zq = 0 je az Clen "é—? Bude tedy tieba rozvinout funkci
sin(z) az do 3. fadu. Nasledné uz stadi pouze vytknout x® a vyraz jim zkratit.

o(z?) 1
x3 G-

Limita vyrazu je z definice rovna nule. Vyslednd limita je rovna
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6.2.2 Kdy je nutné pouzZivat pri vypoctu limit Tayloruv
polynom?

Priklad lim, . % vypocitany pomoci Taylorova polynomu predstavuje
typ limit, které nelze fesit pomoci postupt popsanych v [5 kapitole. Bez pomoci
Taylorova polynomu bychom tyto limity nebyli schopni vypocitat. Pokud bychom
se pokusili Tesit tuto limitu pomoci klasickych postupti, zjistili bychom, zZe nejsme
schopni neurcity vyraz odstranit. Tento postup, ktery nevede k vysledku, by
probihal takto:

(1) (1-1) 0

lim = lim = = —.
z—0 1’3 x—0 x3 z—0 ;U2 0 0

sin(z) —z . x(smxﬂ -1)

I po vyuziti znalosti limity lim, .o sin(@) _ 1, vytknuti x a jeho nasledném zkra-

ceni, se ndm neurcity vyraz % nepodarilo odstranit. Je tedy nutné pouzit vyse
popsany postup feseni pomoci Taylorova polynomu. Pro¢ nam klasicky postup
nefunguje? Jak je mozné, zZe se ndm nepodafilo pomoci zakladnich pravidel dany
neurcity vyraz odstranit presto, ze u jinych ptikladd tento postup bez problému
fungoval? Jak pozname, které piiklady je vyhodné fesit klasicky, a u kterych je
nutné pouzit Taylortiv polynom? Odpoved na tyto otadzky budeme hledat ve vy-
po¢tu zakladnich limit (které jsme pouzivali v minulé kapitole) pomoci Taylorova
polynomu.

Zacneme fesenim znamé limity lim, .o =1z . kapitoly, kterou jsem
se snazila pouzit pfi feSeni predchoziho prikladu klasickym zptisobem:

sin(x)

lim sin(x) i Bt o(x)

z—0 X x—0 x

=1.

Ano, k vypoétu této limity ndm staci rozvinout Taylortiv polynom funkce sin(z)
pouze do prvniho stupné. Limita souctu zbyvajicich ¢leni bude dle véty rovna
nule. O vysledné hodnoté limity rozhode prvni ¢len Taylorova polynomu funkce
sin(x). Problém ve vypoctu limit pfichazi ve chvili, kdy se nam tento ¢len Tay-
lorova rozvoje funkce sin(x) v limité funkce odecte. Poté nelze vyuzit znalosti
limity lim,_,q # = 1, protoze ta ndm nefikda, jak budou vypadat dalsi cleny
aproximace pomoci Taylorova polynomu. O vysledku limity bude poté rozhodovat
nasledujici ¢len Taylorova polynomu, o kterém zakladni limita lim,_.o w =1
nic netrika. Ta zadné dalsi ¢leny neuvazuje, a proto ji v téchto pripadech nelze
pouzit.
Stejnym zptsobem to funguje i u ostatnich zakladnich limit, napriklad:
e*—1 . l14+xz+o(x)—1
— lim _

lim =1
z—0 €T z—0 €T

1.

Pii vypoctu Taylorovym polynomem stacilo rozvinout e” do 1. fadu. Stejné jako
v limité lim,_,q Smﬂgﬂ je limita souc¢tu ostatnich clent dle véty rovna nule.
Pokud ale v néjakém prikladu limity dojde k tomu, zZe se linearni ¢len x, ktery
urcoval hodnotu limity, odecte, pak ndm pouziti zakladni limity nepomiize a bude
nutné pouzit pro vypocet Taylortiv polynom. Ten bude nutné rozvinout do vyssiho
fadu, protoze o vysledné limité bude rozhodovat prvni nenulovy ¢len polynomu.

Problém vznikne u vsech prikladii, kde se odecte ¢len Taylorova polynomu,

ktery rozhoduje o vysledku zakladni limity, kterou bychom chtéli pouzit. Stejnym
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zptsobem, jako u vySe uvedenych limit lim,_,q Smﬂgm) a lim, o <= to plati i pro
limity:
1-— 1 In(1
T G T Y
z—0 2 2 z—0 x

Dalsi ptiklad limity tohoto typu ukazu v nasledujicim piikladu, ve kterém kvli
odecteni urcujicicho linearniho c¢lenu Taylorova polynomu v ¢itateli nelze limitu
vytesit klasickymi postupy.

Néazev této kapitoly je ¢astecné zavadéjici. Ve skutecnosti mizeme pii feseni
téchto prikladi pouzit také I’'Hospitalovo pravidlo. Jelikoz se mu ale budu vénovat
az v[7] kapitole, pfislo mi nevhodné ho zmiriovat hned na zacatku. To, Ze mizeme
pouzit i ’'Hospitalovo pravidlo, vyplyva z podobnosti obou postupii, které se budu
vénovat v [§ kapitole.

6.2.3 Dalsi priklady limit vypocitanych pomoci Taylorova

polynomu
Priklad.
T (z+1 l+z4+%2 402 —z—1 2 2)
x—0 1‘2 x—0 [L’Q z—0 9;'2 ,172 2

Priklad jsme zacali feSit rozvinutim funkce e pomoci Taylorova polynomu. Po-
dobné jako u predchozich priklad jsme podle stupné polynomu ve jmenovateli
zjistili, ze bude tfeba rozvinout e® nejvyse do druhého fadu. Absolutni a linearni
¢len Taylorova polynomu funkce e® se v citateli odec¢tou. Prvni nenulovy ¢len
bude tedy ¢len kvadraticky. Soucet zbylych ¢lenti, jejichz limita jde dle véty
do nuly, jsme oznadcili symbolem o (z?). Funkci v limité jsme si rozdélili na dva
zlomky. U prvniho zlomku jsme mohli ¢itatel i jmenovatel vydélit 22. Limita dru-
hého ¢lenu byla rovna nule.

Priklad.
T, @ _ 1
i sin(z) — x(x + ):
z—0 3
4t Sto@)e -G +o(@)) —a? -z
= lim =
z—0 333
z3 2 z3 3 2 z3 z3 3
:hmx—ﬁ—kw + 5 +o(r’) —x —x:hm—g—f—g—i—o(m):
z—0 3 z—0 3
223 3 23 3
= Fo(2?) = oz 2 1
T 6 1 6 _Z_ -
_altlgtl) x3 alﬁlgtl)f”—'— x3 6 3

Pomoci Taylorova polynomu jsme aproximovali e” a sin(z). Diky ¢lenu 2* ve jme-
novateli vime, ze bude tfeba rozvinout obé funkce nejvyse do 3. fadu. Upravime-li
Citatel, zjistime, Ze linearni a kvadraticky ¢len se v ném odecte, a tak bylo sku-
tecné tieba funkce rozvinout az do 3. fadu. V ptipadé, Ze by se linearni a kvadra-
ticky ¢len neodecetl, pak by bylo mozné rozvijet funkce do nizsich fadia. Podobné
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jako u piedchozich ptikladii jsme si oznadcili symbolem o (z3) soucet vSech ¢lentt
Taylorova polynomu, pro které plati:

3
lim 22 _ .
z—0 [L‘3

Roznasobili jsme ¢leny v hranatych zavorkach. Vsechny cleny, pro které by platila
o(x?)

limita lim, o =5+ = 0, jsme zahrnuli do o (z®). Dale uz postup probihal stejné
jako u predchozich ptikladi.

6.2.4 Ziskani Taylorova polynomu nékterych funkci netra-
di¢nim zpusobem

V jistych ptikladech 1ze Taylortiv polynom nékterych funkei ziskat i jinak
nez z definice Tato cesta se pri znalosti integrovani muze jevit jednoduseji,
a proto bych ji zde chtéla ukazat. Piikladem takovych funkci mtize byt napiiklad
In(1+ z).

Priklad.

2 ZES I4 .%‘5

xr
m(l+a)=pr— 42 L 2
n(l+z)==x 2+3 4+5

Rozvoj nékterych funkei lze odvodit integraci souctu vhodnych geometrickych

rad:
[l
—dt =1In(1
/LH n(l +2),
0
geometricka fada s ¢ = —t
1
— =1—t+2 -t = .
1+t + * ’
y 2 A P
1—t+822 -3+t — . Vdt=0 — — +— — — 4+ = — .
/( + + ) TS T ot

0

V poslednim kroku vyuzivam teorie mocninnych fad, kdy integruju danou fadu
¢len po ¢lenu v jejim poloméru konvergence. Avsak touto teorii se v praci zabyvat
nebudu, miZeme ji nalézt naptiklad v [I] v 8. kapitole. Stejnym postupem miizeme
odvodit napfiklad Tayloriv rozvoj funkce In (1 — z), nebo arctg(x).
Jiné Taylorovy rozvoje se ziskavaji odectenim dvou jiz znamych Taylorovych

rozvoju, piikladem muze byt:
Priklad.

14+

1—2a’
kterou bychom mohli odvodit z Taylorovych rozvoji funkei:

In

a T xr

m(l+a)=p— o2 2 0
n(l+z)==x 5 + 3 1 + 3
(L'2 ZUS 1'4 x5

Tyto dvé fady od sebe odecteme a ziskame:

In 1i_i =In(l4+z)—In(l—2x) = 2x+2%+2%+--- =2 (x+%+ %+) :
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6.2.5 Vypocet limity pomoci Taylorova polynomu
pro x — a, kde a # 0

Myslim si, ze po ukazce nékolika limit v této kapitole, je jasné, ze Tayloriv
polynom miize byt vyhodnym néstrojem pii vypoctech limit - zvlasté limit v po-
dilovém tvaru obsahujicich goniometrické funkce, e, In(1 + x) ad. VSechny tyto
funkce nemaji slozity rozvoj pro xy = 0. Na zacatku této kapitoly jsem vsSak
zminovala, ze pomoci Taylorova polynomu fesime i limity pro x — a, kde a # 0.
Nejcast€ji ty, které 1ze vhodnou substituci prevést na limity x — 0. Prikladem
mohou byt limity:

Priklad.
(x—1)2 2
cos(r —1)—e = cosy —e 2
im =ly=2—-1] =lim ———— =«
z—1 (Jj — 1)4 y—0 y4
Pro zjednoduseni vypoctu jsem provedla nejprve substituci y = x — 1. Po-

kud se rozhodneme fesit upravenou limitu pomoci Taylorova polynomu, budeme
2

potfebovat vypoéitat Taylortv polynom funkce e 2 . Podle stupné polynomu

ve jmenovateli je o¢ividné, Ze ndm bude stacit rozvinout Taylortiv polynom funkci

v Citateli nejvyse do 4. fadu. Zacneme-li vypisovat Taylorovy rozvoje funkci cos(z)
)

a e 2 zjistime, Ze se nam nulty, prvni i druhy ¢len téchto rozvoji ode¢tou, prvni

nenulovy ¢len bude Clen treti.

Rozvinuti funkce e 2~ do &tvrtého fadu:

fly)=e — f0)=1
fly) = —y6722 — f(0)=0
f'ly) = —e= +yPe= =e2 (¥ = 1) - f0)=-1
P =yt P D rety =t (<P 43— f0)=0
Fi(y) = —ge ¥ (—y? + 3y) + ¥ (~3y2 +3) =
— e F(y* — 647 +3) - f7(0)=3
Ty o4() = 1= 4+ 2 4oy

2
Pro ziskani Taylorova polynomu funkce e 2~ miiZeme vyuzit i jiny zptsob vi-
poctu, ktery je v tomto pripadé rychlejsi a vychazi ze znalosti Taylorova rozvoje
funkce e*:

i Iz JZ3 l‘4 I’5

e’ —1+1 +§+§+Z+a+
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Dokonceni vypoctu limity:

2 4 2 4
g ()
*—yl_I)I(l) y4 _ylil(l)T_
1
_E'

Stejnym zptisobem je mozné postupovat i pfi vypoctu limit v 400, kde vyu-
Zivdme substituci y = 1.

Priklad.
1 1 1 1
lim z — 2%1n <1+—> = lim 22 (——ln (1+—)) = ‘y:_ —
T—00 x T—00 T X A
. y—In(1+y) . y_<y_%+0(y2>>
= lim = lim =
y—0* y? y—0F y?
1
2

Abychom prevedli limitu pro z — oo na limitu pro x — 0, je tfeba provést
danou substituci. Ze substituce vyplyva, ze jde-li x k 400, pak y musi jit k nule
zprava. Pokud bychom po¢itali limitu pro x — —oo, pak by y muselo jit k nule
zleva. Po provedeni substituce probiha postup vypoctu stejné jako u vyse uvede-
nych prikladi.

Jelikoz je vypocet Taylorova polynomu nékterych funkci zdlouhavy, byva

v praxi Castéji vyuzivano I’Hospitalovo pravidlo, kterému se budu vénovat v na-
sledujici kapitole.
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7. P’Hospitalovo pravidlo

Toto pravidlo je uvedeno jako véta 5.12 na str. 113 v [2], kde je pod jejim
znénim uveden i dikaz. Véta zni:

Véta 7.1. Necht pro néjaké a e R* maji funkce [ a g vlastni derivace na néjakém
U*(a), pricemz ¢ je tam nenulovd. Necht je ddle splnéna jedna z ndsledujicich
podminek:

L lim, ,, f(z) =lim,,g(x) =0, aeR*, g(z) # 0 pro x e U*(a),

II lim, . | g(z) | = oc.

Potom plati: existuje-li

lim f/(:v) = A,
z—a g'(1)

pak je také
lim @ = A.
z—a g(x)

Véta zistane v platnosti,nahradime-li oboustranné limity a okoli jednostrannyms.

L’Hospitalovo pravidlo nam ¥ika, Ze pokud mame v podilu dvé funkce f(x)
a g(x), které maji vlastni derivace v prstencovém okoli bodu a a je-li lim,_,, g(z)
nevlastni (tzn. £00) anebo je limita obou funkei rovna nule, pak plati, Ze:

@) S

lim ——2 — I\

T—a g(q}) T—a g’(x)

Y

je-li vyraz na pravé strané definovan. Pokud bychom v prubéhu vypoctu zjistili, ze
lim,_,, f,Lg neexistuje, pak nam véta nefika nic o existenci limity lim,_,, %.
To by byio tfeba zjistit jinym zptsobem.

L’Hospitalovo pravidlo byva ¢asto vyuzivano pii vypoctech limit funkci typu
=2 nebo 8. Jeho vyhodou je, Ze pfi opakovaném splnéni podminek zminénych vyse,
je mozna jeho aplikace i nékolikrat po sobé. Je tedy nutné v priibéhu vypoctu
stale kontrolovat, zda mtzeme 1’Hospitalovo pravidlo stéle jesté pouzit. Nyni bych

chtéla ukazat nékolik priklada vyuziti I’'Hospitalova pravidla pfi vypoctu limit.

Priklad.

111(41,’) AWH? .. ﬁ -4 . 2\/5 . 2
fr—y m ey

Po pouziti I'Hospitalova pravidla jsme ziskali limitu funkce lim, .., %E, ktera
stale piedstavuje neucity vyraz ve tvaru 2. Vytknutim \/z z Citatele a jmenova-
tele a nasledném prokraceni odstranime neurcity vyraz a mizeme snadno urcit
limitu.

Zjistili jsme, Ze limita podilu derivaci funkci existuje a existuje tedy i li-
mita funkce ptvodni. To znamend, Ze jsme mohli v prubéhu vypoctu pouzit
I'Hospitalovo pravidlo. Otazniky (nad rovné se) pfi pouziti I’'Hospitalova pravi-
dla byly zbytecné a po této tvaze bychom je mohli odstranit. Pokud na konci
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prikladu v nékteré fazi vypoctu zjistime, Ze limita derivaci neexituje, musime
se vratit na zacatek a zamyslet se nad jinym postupem feSeni. Pro zjednodu-
seni zapisu budu otazniky v postupu feseni dalSich prikladd vynechavat. Je vsak
diilezité na tento predpoklad nezapominat, abychom z neexistence limity podilu
derivaci nevyvozovali neexistenci limity podilu ptivodnich funkci. Piikladem li-
mity, u které z tohoto ditvodu neni mozné pouzit ’'Hospitalovo pravidlo, je [11]:

Priklad.

g & sin(x) . 1 + cos(z)

z—+oo ¥ —sin(z)  a—+oo 1 — cos(x)’

Po pouziti 'Hospitalova pravidla ziskame limitu: lim, % Limita tohoto

vyrazu neexistuje, protoze v ¢itateli i jmenovateli se jedna o funkci periodickou.
Neznamend to vSak, Ze neexistuje ani limita vyrazu ptuvodniho (pfed pouzitim
I"'Hospitalova pravidla). Jeji vypocet muze probihat napfiklad takto:

T + sin(z) z (1 + —Si“f)) 1 4 sin@)
lim ——= = lim — = Iim —%  —
T—+00 L — Sll’l(m) T—+00 T <1 __sin m)) =400 1 — sin(x)

Proc je limita rovna 1?7 Podivame-li se na vyraz v limité po vytknuti a nasledném
zkraceni z, vidime, ze jsme v Citateli ziskali: 1 + % Funkce sin(x) je funkce
periodické a omezena. Jeji funéni hodnoty se budou pro z — 400 pohybovat v in-
tervalu < —1,1 >. Budeme-li sin(z) délit stale vétsim a vétsim Cislem, zjistime, ze
vyraz % pro x — 400 se bude blizit k hodnoté 0. To, Ze se lim,_, # =0,
muzeme dokézat naptiklad z véty ,,o dvou policajtech ‘ﬂ Limita citatele je tedy
rovna 1. PFi zjisStovani limity jmenovatele postupujeme stejnym zptisobem. Vy-

sledné limita je po pouZiti véty rovna 1.

Nyni ukazi nékolik prikladi, u kterych predvedu jejich feseni pomoci I’Hospi-
talova pravidla.

Priklad.
: —sin bz
T G 7T P P - CLI
z—0 T z—0 2Qx z—0 2 z—0 2x
s T
z—0 2 2°

Pti TeSeni jsem pouzila I’'Hospitalovo pravidlo celkem dvakrat. Jelikoz po prvnim
zderivovani vznikl opét neurcity vyraz %, bylo mozné I’Hospitalovo pravidlo pouzit
podruhé. Stejné jako u predchoziho ptikladu jsem dosla k zavéru, ze limity derivaci
obou funkci existuji a vysledna limita je rovna _725

Tento priklad lze vytesit také pomoci zakladnich limit, jejichz pouziti jsem
se vénovala v 5. kapitole. Proto na tomto ptikladé provedu jen strucny zapis
vypoctu pro srovnani feseni pomoci I’Hospitalova pravidla a feSeni s vyuzitim
zakladnich limit.

In(cosbz) . In(cosbz) cos(bx) —1 25

lim 20 : 2% = .
50 g2 250 cos(bzx) — 1 2522 2

1Vétu veetns jejiho ditkazu mizeme nalézt naptiklad v [2] na str. 39 jako vétu 2.10.
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P1i feseni vyuzivam zakladni limity

lim In(1+ x) — lim In(x)
z—0 X =1y — 1

lim, o LS(I) = 1, déle pak vétu a vétu .

L’Hospitalovo pravidlo mizeme pouzit i u vypocta limit typu 1°°, nebo 0 - cc.
Pted jeho pouzitim je ale nutné funkce upravit do vhodného tvaru tak, abychom
x

ziskali limitu funkce typu 2 nebo %. Bez této upravy by 1'Hospitalovo pravidlo
nebylo mozné pouzit. Piikladem takovych limit miize byt:

=1,

Priklad.
1 . 9
Inzx I'H = . —sIn“z yH
lim sinz-lnz = lim —— = lim —%= = lim ——— =
z—07t z—0t =0t —= z—0t T - COST
Sln$ si- xT
VH . —2sinxcosx . —28in 2x 0
= lim ——— = lim = =0.

z—0T COST + xsinx  z—0t cosx + xsinx 14+0

Abychom v limité ziskali podil dvou funkci, pfevedli jsme sinx do jmenovatele.
Limitu typu 0 - (—oo) jsme pfevedli na limitu typu —2, u které je jiz mozné

I"'Hospitalovo pravidlo pouzit (v nasem pfipadé dokonce dvakrat po sobé).

Priklad.

—25

cosbx) __ ez

1
lim [cos (5x)]=* = lim exn(
z—0 z—0
Limita této funkce je typu 1. Za pouziti vzorce a® = *™(®) miizeme (cos Sx)z%

azin(cos5e) i chytrym prevedenim jsme v exponentu zis-

prepsat do tvaru: e=

kali vyraz, ktery je mozné snadno prevést do limity tvaru: 8. Nyni by nésledoval
vypocet limity funkce v exponentu. My jsme tento vypocet provedli jiz v jednom
z predchozich prikladt. Mohli jsme tedy jeho hodnotu rovnou dosadit do vypoctu,

¢imz jsme zjistili, Ze limita ptvodni funkce je rovna e =,

43



8. Vztah mezi vypoctem limit
pomoci ’Hospitalova pravidla a
za pouziti Taylorova rozvoje

Cilem této kapitoly bude ukézat, ze vypocet limity pomoci Taylorova poly-
nomu i I’Hospitalova pravidla funguje na velmi podobném principu. Déale se pak
budu zabyvat tim, u jakych limit se miize zdat jeden z téchto dvou postupti
vypoctu vyhodnéjsi a proc.

8.1 Porovnani obou postupt pri vypoctu limit

8.1.1 Konkrétni priklad

U7 z nékolika piikladi v [7] kapitole je ziejmé, ze diky I'Hospitalovu pravidlu
dokazeme vypocitat limity i pomérné slozitych funkci. Nesmime vsak zapomenout
se u kazdého ptikladu zamyslet (stejné jako tomu bylo u Taylorova polynomu), zda
je pro danou limitu nami vybrany postup feseni vhodny. V nékterych ptipadech
je pouziti 'Hospitalova pravidla zbytecné a je vyhodnéjsi pouzit metody, které
jsem uvadéla v bl kapitole, nebo pouzit Tayloroviiv polynom. Priklad takové
limity ukazi na néasledujicim prikladeé:

Priklad.

. 2cosx — 2+ a2
lim 3
z—0 xrésm”x

Jeho Teseni ukéazi nejprve pomoci Taylorova polynomu, a poté I'Hospitalovym
pravidlem.

e Tayloriiv polynom:

x? 74
. 2cosx — 2+ 2? ) 2 1_E+I+0($4)}—2+$2
hm .9 - hm —
z—0 2?2 sin” x z—0 JIQ[ZL’—I—O :L‘)P
NEETES SRR ET:
= lim _
z—0 334 _'_0(3:4)
afz, o)
Zoto(zt) z <4!+ o >
= = lim —
a=0 zt 4o (xt) @50 4 (1 N O(x;))
o z*
: %"’ (31;4) 1
= lim = — =
=0 1 4 0(;4) 12
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e I’'Hospitalovo pravidlo:

o 2cost — 2422 ry —2sinz + 2x

lim P = lim — SRy =
z—0 x?sin® x z—0 2x sin” x + x2sin x cos x
—2sinz + 2x VH

= lim —5 o
z—0 2r sin” x + x?sin 2x
VH .. —2cosx + 2
= lim —— - - 5 =
z—0 28in“ x + 4x sinx cos x + 2z sin 2x + 2x? cos 2x
. —2cosx + 2 VH
im —— - 5 =
z—0 28in” x + 4z sin 2z + 22 cos 2x
VH 2sinx

f— 1. p—
oclg(l) 4sinx cos ¥ + 4 sin 22 + 8x cos 2z + 4x cos 20 — 422 sin 2x

) 2sinx I'H
lim — - =
2—0 6 sin 2z + 122 cos 2x + 422 (— sin 22)

UH . 2cosx

290 12 cos 22 + 12 cos 22 — 24z sin 22 — 8z sin 22 — 822 cos 22
9 1

12+12 12

Myslim si, ze v tomto piikladé je feseni pomoci Taylorova polynomu rych-
lejsi a méné pracné. Samoziejmé je mnoho prikladi, kde tomu miize byt presné
naopak. Jak jsem zminila jiz vySe, pred kazdym piikladem je zapotiebi provést
nejprve avahu nad postupem feseni, bez které nemusi byt nami zvoleny postup
feSeni dostatecné efektivni. Tomu, jak se rozhodnout, zda je nutné pouzit Tay-
lortiv polynom, ¢i I’'Hospitalovo pravidlo, jsem se vénovala jiz v podkapitole[6.2.2
Na to, jak odhadnout, ktery z téchto dvou postupi bude v daném piipadé efek-
tivnéjsi, se zamétrim v zaveru této kapitoly.

Nez ukézu obecné, jak feseni pomoci I’Hospitalova pravidla a Taylorova poly-
nomu funguje, prohlédnéme si oba postupy jesté jednou a detailnéji. Chtéla bych
upozornit na nékolik podobnosti, kterych si neni mozné pii feseni této limity ne-
vSimnout. Mezi obéma postupy totiz mizeme postiehnout jistou paralelu, které
se budu dale vénovat.

Prvni podobnosti je nutny pocet opakovaného pouziti I’Hospitalova pravidla
a Tad Taylorova polynomu, do kterého bylo nutné funkce rozvinout. Pfi vypoctu
limity pomoci Taylorova polynomu bylo nutné rozvinou funkei cos(z) do 4. fadu
tak, abychom v ¢itateli ziskali prvni nenulovy ¢len. Pii feseni pomoci I’'Hospitalo-
va pravidla bylo pro odstranéni neurcitého vyrazu g nezbytné toto pravidlo pouzit
celkem ¢tytikrat. Je to nahoda? Pozorujme dale. Porovnejme posledni ¢leny pred
zapsanim konec¢ného vysledku:

e Tayloriv polynom:

e I'Hospitalovo pravidlo:

12 +12

Citatele a jmenovatele se lisi o 4!, ktery pochazi z étvrtého ¢lenu Taylorova po-
lynomu. Pozornému ctenari je pravdépodobné uz jasné, ze tyto podobnosti ne-
budou pouhou nahodou, a proto nasledujici ¢ast této kapitoly vénuji obecnému
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porovnani a vysvétleni vztahu mezi vypoctem limity pomoci Taylorova polynomu
a I’Hospitalova pravidla.

8.1.2 Teoretické porovnani postupu

Pokud pfti vypoctu limity pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo, bude vypocet pro-
bihat nasledujicim zptisobem:

f@oen @) en @) ew @) en . (@) vH
v g<x> age)  eagl(n)  avag(z) oo gio()
()
% i Sy

Citatel a jmenovatel derivujeme do té doby, dokud neodstranime neuréity vyraz
% nebo 2. Budeme uvazovat situaci %. Po pouziti I'Hospitalova pravidla, mohou
nastat dvé moznosti. Mlizeme zjistit, Ze limita derivaci neexistuje, a tak podle
véty jiz. od zacatku nebylo mozné 1"'Hospitalovo pravidlo pouzit. Limitu za-
dané funkce by bylo nutné vytesit jinym zptisobem. Pokud dojdeme k vysledku,
ve kterém limita podilu obou derivaci existuje, ziskali jsme limitu ptvodni funkce.
To ale znamend, Ze alesponi jedna z limit derivaci pro f™(z), nebo g™ (x) pro
x — a je nenulova. Oznacme n pocet, kolikrat jsme derivovali ¢itatele resp. jme-
novatele.

Nez si ukazeme postup vypoctu pomoci Taylorova polynomu, pfipomenme si,
jak by vypadaly Taylorovy rozvoje funkci f(x) a g(z) v bodé a:

//(a) 9 ///(a)
g (x — a) —|—gT(x

Tro(x) = fla) + f'(a)(z — a) + T —ap 4.

—a)’+...

Tya(x) = g(a) + g'(a)(z —a) +

Nejdiive uréime Tayloriv polynom pro f(z) respektive g(z) do fadu n; respek-
tive ny, kde plati:

f)(a) #£ 0, ale Vi < ny je f@(a) =0

g(nz')(&) # 0, ale Vi < nsy je g(i)<a) = 0.

Rozvineme tedy Taylortiv polynom obou funkci do prvniho nenulového ¢lenu.
Jelikoz jiz od zacatku uvazujeme situaci, kdy limita pro x — a je ve tvaru g,
bude prvni nenulovy ¢len ten, jehoz derivace v bodé a bude nenulova. Oznac¢me
n = min{ny,ns}, kdy se jedna o stejné n, které jsem pouzila vySe pro oznaceni
poc¢tu pouziti I’'Hospitalova pravidla. V obou pfipadech derivujeme tak dlouho,
nez odstranime neurcity vyraz %. L’Hospitalovo pravidlo budeme pouzivat do
té doby, nez bude n-ta derivace f(x) nebo g(z) nenulova. Stejné tak Taylortv
polynom funkei f(x) a g(x) budeme rovijet az nez u jedné z nich narazime na
prvni nenulovy ¢len, kdy je zfejmé, Ze se musi jednat o ten samy pocet derivaci

jako u I'Hospitalova pravidla.
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Z citatele i jmenovatele vytkneme vyraz (x — a)", dostaneme:

(™) (a n () (q o(z—a)™
lim . n!( L. (l’ - a)n + 0('1; - a)n — lim ('x o CL) [f n!( : + ((:t—a))” ] o
e S8 =) ofe o)t (o — a) [P+
f™ (@) | o(z—a)"
— lim n! + (z—a)™
z—a 97 (a) o(z—a)™
n! (z—a)n

Vidéli jsme, ze u I’Hospitalova pravidla finalni hodnotu limity urcuje podil n-tych
derivaci funkci. Zatimco u Taylorova polynomu o vysledku limity rozhoduje rov-
néz podil n-tych derivaci, jehoZ ¢itatel i jmenovatel je vsak jesté vydélen n!. Po
zkraceni n! tedy dojdeme ke stejné limité jako pti pouziti ’'Hospitalova pravidla.

8.2 Kdy je vyhodnéjsi pouzit Taylorav polynom
a kdy I’Hospitalovo pravidlo?

7 poslednich tii kapitol této prace, které jsem vénovala vypoctiim pomoci
Taylorova polynomu a I’Hospitaova pravidla, je ziejmé, ze kazdy z nich mtze byt
pri vypoctu urcitého typu limit vyhodnéjsi. Jsou priklady, u kterych nezalezi na
tom, ktery z téchto dvou postupti vypoctu zvolime, ale u nékterych nam nase
volba muze znacné usnadnit praci. Jak ale poznat, ktery z postupt je u daného
piikladu vihodné&jsi? Existuji na to néjaka pravidla? Zadna pravidla na to bohuzel
sestavena nejsou a ani to neni mozné. Kazdy priklad na limitu je jiny a da se fict,
ze i specificky. Presto bych chtéla provést alespon kratkou uvahu nad tim, kdy
se mi jaky postup jevi vyhodnéjsi, proc¢ a jaka jsou jeho pozitiva.

Prohlédneme-li si vice prikladt fesenych pomoci Taylorova polynomu a I’Hos-
pitalova pravidla, mtzeme si vSimnout nékolika dilezitych detaili, které nas mo-
hou pfi feseni nasmeérovat k efektivnéjsimu zpisobu vypoctu. Zaprvé, Tayloruv
polynom, jak jsem psala jiz v[6] kapitole, se velmi ¢asto vyuziva u limit pro x — 0,
nebo pro limity, které lze snadnou substituci na tuto limitu prevést. Pii rozho-
dovani je dale dulezité si dobie prohlédnout funkci, jejiz limitu budeme pocitat.
Taylortiv polynom byva vyhodnéjsi u limit, které obsahuji soucin vice funkci.
Jedna-li se navic o funkce, které jsem uvadéla v [0l kapitole, jejichz Tayloriv
polynom je dobie znam, a je tieba je rozvinout do vyssiho radu, byva Tayloriv
polynom mnohdy casto efektivnéjsi nez I’Hospitalovo pravidlo. L’Hospitalovo pra-
Taylorova polynomu cely soucin, coz je zdlouhavéjsi zvlasté, je-li nutné ho pouzit
vicekrat. Napiiklad pokud bychom museli Taylorav polynom jednotlivych funkci
v soucinu rozvijet do ¢tvrtého radu, znamenalo by to, ze pii pouziti I’'Hospitalova
pravidla by bylo nutné cely soucin derivovat celkem ctytikrat, abychom dany
neurcity vyraz odstranili. Coz mize byt mnohem zdlouhavéjsi nez roznasobeni
polynomu ¢tvrtého fadu vzniklych aproximaci jednotlivych funkci Taylorovym
polynomem.

Jaka pozitiva ma 1’'Hospitalovo pravidlo? Pro¢ byva studenty v praxi pou-
zivano mnohem castéji nez zakladni zptsoby vypoctu, ¢i Tayloriv polynom?
Nejvétsi vyhodou pfi pouzivani I’'Hospitalova pravidla je to, Ze pfi jeho pouzi-
vani neni viitbec tfeba védét, kolikrat jej bude nutné pouzit. Zkratka derivujeme
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tak dlouho, dokud ziskdvame neurcity vyraz % nebo 2. Proto byva pouzivano
mnohem castéji nez Tayloriiv polynom, i kdyz ne vzdy je tento postup rychlejsi.
Dalsi vyhodou I’'Hospitalova pravidla je, Ze ho lze pouzit pfimo pfi feseni limit
pro x — oo. Naproti tomu pfi feSeni téchto limit pomoci Taylorova polynomu
je nutné nejprve provést substituci y = %, tim limitu prevedeme na limitu pro
y — 07 (viz. podkapitola , a az poté muzeme aplikovat Taylortv polynom.

U jakych limit je vyhodnéjsi pouzit Tayloriv polynom jsem popsala v odstavci
vyse. Kdy je vyhodnéjsi pouzit I’Hospitalovo pravidlo? Pokud se rozhodneme pou-
zit Tayloriiv polynom, je nutné pfedem odhadnout fad, do kterého bude treba
polynom rozvinout. V opa¢ném piipadé se miize stat, ze danou funkci budeme
derivovat zbytecné vicekrat nez je nutné a Taylortiv polynom pak neni tak vy-
hodny nastroj, jak by mohl byt. Neodhadneme-li ad, do kterého je treba funkce
rozvinout, byva u téchto limit vhodnéjsi pouzit I’Hospitalovo pravidlo.

Pro lepsi predstavu ukazi jesté jeden priklad vypocitany pomoci Taylorova
polynomu i I’'Hospitalova pravidla, na kterém budu demonstrovat vyhody obou
postupt popsanych v této podkapitole.

I’Hospitalovo pravidlo:

. 2(cos(z)e*®* —1) —z(4+ ) rm
lim 5 =
20 2e*” sin”(3x)
vi . —2sin(z)e*” +4cos(z)e* — (44+x) —x
250 622e7” sin®(3x) + 6¢7°2sin(3z) cos(3x)
. —2sin(z)e*® + 4cos(r)e*® — 4 — 2x
= lim 3 o =
z=0  6x2e® sin®(3x) + 6e*” sin(6x)
" e**(—2sin(x) + 4cos(z)) — 2x — 4 yy
= ]111m =
v=0  Ge** (22 sin®(3x) + sin(6z))
vi .. 2e*® (=2sin(x) + 4 cos(x)) + €** (=2 cos(x) — 4sin(x)) — 2
= 11m - =
z—0 6sin®(3x)re*” (3x3 + 2) + 36 sin(62)z2e*® + 36 cos(6x)e*’
6—2 4 1

36 36 9

Tayloriv polynom:
Taylorovy polynomy jednotlivych funkci:

flz) =e",

£0) =1 T =1+0(1).
g(z) =sin(3z),  ¢'(z) =3cos(3z),

g(0) =0, g'(0) =3 =Tin(32),0 = 3 + 0 () .
h(z) = e**, B (z) =2e**, R (z) = 4e**

h(0) =1, h'(0) =2, h"(0) =4

=T g =142z + 22" + 0 (2%) .
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Vypocet limity:

2 (cos(z)e*® — 1) —x (4 + )

li =
250 2e° sin?(37)
2 [(1 — “2—?+0(x2)> (1+2x+22% +0(2?)) — 1| — 4o — 22
=lim : _
70 2(1+0(1) 3z +o(x))”
2(2334—2332—:;—?4—0(332))—437—332 2 fo(?) 2 1
— lim ' B Tkl CLaw A R
20 1822 + o (x?) e=0 1822 +o0(z) 18 9

Dle mého nazoru predstavuje tento priklad pravé ten typ limit, jejichz feseni
pomoci Taylorova polynomu je pocetné jednodussi nez pomoci 'Hospitalova pra-
vidla. Presto predpokladam, Ze by vétsina studentt zvolila feSeni spise pomoci
I’'Hospitalova pravidla. I kdyz je vypocet pomoci I’Hospitalova pravidla v tomto
prikladé pomalejsi a je pravdépodobnéjsi, Zze se pfi jeho pouziti studenti spise
dopusti chyby (zvlasté pfi derivovani soucinu), zvoli tento postup vétsina z nich.
Je to zplisobeno tim, Ze pti pouziti Taylorova polynomu je nutné predem provést
nad danym piikladem tivahu. Je t¥eba si dobfe rozmyslet, do jakého Ffadu bude
nutné rozvijet Taylorovy polynomy jednotlivych funkci, a ktery ¢len polynomu
bude rozhodovat o vysledku limity.

Pted zacatkem vypoctu pomoci Taylorova polynomu si zadani piikladu dobie
prohlédneme. Podivame-li se na jmenovatel funkce v limité, vidime, Ze je sloZen,
ze soucinu nékolika funkci. Jelikoz ve jmenovateli neni zadny rozdil ani soucet
funkci, nehrozi, ze by se nékteré cleny Taylorova polynomu odecetly. Proto nam
bude stacit rozvinout funkce pouze do prvniho nenulového ¢lenu, ktery pozname
hned pii jejich derivovani. V tom okamziku derivovani zastavime a sestavime Ta-
ylortiv polynom. V nasem pfipadé jsme po nasledném roznasobeni zjistili, Ze jsme
ziskali za funkci ve jmenovateli polynom druhého fadu. V citateli je narozdil od
jmenovatele rozdil nékolika funkci. Je tedy mozné, Ze se nékteré cleny Taylorova
polynomu mohou odeéist. Od souéinu Taylorovych polynomt funkci cos(z) a e**
budeme odcitat ¢len konstantni, linearni i kvadraticky. Existuje tedy riziko, ze by
se mohl odecist i ¢len kvadraticky. Z toho divodu bychom méli rozvinout Taylo-
rovy polynomy funkci cos(x) a €** do 3. fadu. JelikoZ uz vime, Ze prvni nenulovy
¢len Taylorova polynomu ve jmenovateli bude 2. fadu, je ziejmé, Ze o hodnoté
limity bude rozhodovat ¢len kvadraticky. Z toho diivodu ndm bude stacit funkce
v citateli rozvinout do 2. fadu. Provedenim této tivahy se nam vypocet velmi
zjednodussi a urychli. Pokud bychom si ale téchto poznatkt nevsimli, rozvijeli
bychom pravdépodobné Taylorovy polynomy jednotlivych funkci do zbytecné vy-

vvvvvv

Yevs

chylnéjsi k chybam, je to cesta, ktera vede jisté k cili, a u které vime, ze rozhodné
budeme derivovat pouze tak dlouho, jak to bude nezbytné nutné. Ve spravy cas
vypocet zastavime a uré¢ime limitu. Je tedy ke zvazeni, ktery postup se komu
u jednotlivych limit jevi sympatictéjsi.
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Z.avér

Na pocatku bakalarské prace jsem si stanovila za cil hloubéji proniknout
do pojmu limita funkce a riznych zptiisobi jejiho vypoc¢tu. Limita funkce je ne-
oddeélitelnou soucasti diferencidlniho a integralniho poc¢tu. Moji snahou bylo co
nejvice propojit teorii s vypoctovou praxi i grafickou predstavou. Praci jsem struk-
turovala tak, aby mohla byt pfipadné pouzita jako studijni prirucka pro studenty
vysokych skol technickych a ucitelskych oborii. Po predstaveni zakladnich pojmi,
typt limit a jejich vypoctl jsem se dostala k Taylorovu polynomu a ’'Hospitalovu
pravidlu. Vysvétlila jsem, v kterych prikladech nelze pouzit pro vypocet zakladni
limity, ale je nutné pouzit pravé Tayloriv polynom nebo ’Hospitalovo pravidlo.
Ukazala jsem jejich pouziti pfi vypoctu limit, a poté jsem mezi témito postupy
vypoctu hledala souvislost. Tu jsem nalezla a nasledné jsem ji demonstrovala na
obecném piikladu podilu dvou funkci. Toto propojeni mezi postupy vypoctu po-
moci Taylorova polynomu a I’Hospitalova pravidla mtize studenty obohatit nejen
z hlediska teoretického védéni, ale také jim mutize pomoci pii tvaze, ktery postup
vypoctu je v konkrétnim pripadé vhodné;jsi.
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