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Anna Horská svědomitě plnila povinnosti naplánované v individuálním studijním plánu. Všechny
zkoušky složila v termínu. Absolvovala dvě zahraniční stáže (v Utrechtu u Alberta Vissera, ve Vídni
u Mathiase Baaze) a školu Hilbert-Bernays Summer School on Logic and Computation v Götingen.
Během stuida publikovala knihu Where is the Gödel-Point hiding: Gentzen’s consistency proof of
1936 and his representation of constructive ordinals, Springer, 2014, článek What is the height of
Gentzen's reduction trees,  který obsahuje část výsledků disertace, je v recenzním řízení v Notre
Dame Journal of Formal Logic. 

Horská se zabývala především studiem Gentzenova důkazu bezespornosti  Peanovy aritmetiky z
roku 1935. V tomto důkazu Gentzen ještě nepoužil ordinální čísla, takže jeho důkaz nebyl úplně
formální.  Byly  navrženy  různé  interpretace  tohoto  důkazu,  ale  žádná,  podle  mého  názoru
neodpovídala  přesně  tomu,  co  Gentzen  dokázal.  Jeho  základní  idea  byla,  navrhnout  redukční
proceduru, která postupně redukuje formule možného důkazu sporu na jednoduché formule, které
jsou evidentně pravdivé. Protože spor se nedá redukovat na pravdivou formuli, důkaz sporu nemůže
existovat.  Proces redukce má strukturu fundovaného nekonečného stromu, který se prochází od
kořenu k listům. Protože je fundovaný, každá možná cesta, kterou tento proces může procházet, je
konečná. Gentzen v důkazu požívá indukci, kde indukční podmínka mluví o fundovanosti, což je
pojem druhého řádu.  Takový důkaz  pak nepřináší  nic  nového,  protože  s  použitím indukce  pro
predikáty druhého řádu se dá bezespornost Peanovy aritmetiky dokázat triviálně. Proto se nabízí
otázka, co se stane, když budeme formalizovat tento důkaz s použitím ordinálů, tak jak je to v
Gentzenově pozdějším důkaze.

Horská ve své práci  formalizovala Gentzenův důkaz pomocí infinitárních kalkulů a  ordinálních
čísel ve stylu současné ordinální analýzy teorií. Ukázalo se ale, že není jasné, jakým ordinálním
číslem se dá hloubka stromů odhadnout. Konkrétně, není jasné, že takto zkonstruované stromy mají
hloubku menší než  ε0.  Přirozený způsob, jak hloubku odhadnout vede na podstatně větší ordinální
číslo Φω(0). Důvod je ten, že hlavní lemma, které odpovídá eliminaci řezů, eliminuje řezy v jiném
pořadí, než se to dělá obvykle. 

Naskýtá se  otázka,  zda  Φω(0)  je  nejlepší  odhad pro tyto  stromy.  To je  asi  velice těžká otázka,
protože  dokázat  dolní  odhady  na  složitost  eliminace  řezů  je  obecně  těžké  a  zde  máme  navíc
infinitární kalkulus. Proto Horská začala zkoumat, jak závisí velikost bezřezového důkazu na pořadí
eliminace na jednodušším případě výrokového kalkulu. V tomto případě, jak dokázala, výsledný
bezřezový důkaz nezávisí na pořadí. Přesto se zdá, že v případě predikátového kalkulu, by měl být
rozdíl. To by mohlo potvrdit hypotézu, že se Φω(0) nedá zlepšit, ale na to už neměla dost času.

Horská udělala mnoho práce především při formalizaci nekonečných důkazů v Peanově aritmetice.
I když je dobře známo, že je to možné, zdroje, kde by to bylo popsáno podrobně chybí. Jsou to
složité věci, v základních kurzech logiky se u nás neučí a žádný logik u nás se ordinální analýzou
nezabývá.  Netriviálním  úkolem  byla  i  interpretace  Gentzenova  důkazu  v  moderních  pojmech.
Domnívám se, že to, co Horská udělala, je to nejpodrobnější analýza tohoto Gentzenova důkazu,
která existuje.

Závěr: Anna Horská se naučila poměrně obtížnou oblast matematické logiky a úspěšně ji aplikovala
ve své dizertační práci, čímž prokázala schopnost samostatné vědecké práce. Proto doporučuji její
práci jako podklad k udělení titulu PhD.

V Praze, 7.10.2017,   Prof. Pavel Pudlák 


