Posudek skolitele Mgr. Anny Horské

Anna Horska svédomité plnila povinnosti naplanované v individualnim studijnim planu. VSechny
zkousky sloZila v terminu. Absolvovala dvé zahranicni staZe (v Utrechtu u Alberta Vissera, ve Vidni
u Mathiase Baaze) a Skolu Hilbert-Bernays Summer School on Logic and Computation v Go6tingen.
Béhem stuida publikovala knihu Where is the Gédel-Point hiding: Gentzen’s consistency proof of
1936 and his representation of constructive ordinals, Springer, 2014, ¢lanek What is the height of
Gentzen's reduction trees, ktery obsahuje cast vysledki disertace, je v recenznim fizeni v Notre
Dame Journal of Formal Logic.

Horska se zabyvala predevSim studiem Gentzenova diikazu bezespornosti Peanovy aritmetiky z
roku 1935. V tomto diikazu Gentzen jeSté nepouZil ordindlni Cisla, takZe jeho diikaz nebyl tiplné
formalni. Byly navrZeny riizné interpretace tohoto diikazu, ale Zadna, podle mého nazoru
neodpovidala presné tomu, co Gentzen dokazal. Jeho zakladni idea byla, navrhnout redukécni
proceduru, ktera postupné redukuje formule mozného diikazu sporu na jednoduché formule, které
jsou evidentné pravdivé. ProtoZe spor se neda redukovat na pravdivou formuli, ditkaz sporu nemiize
existovat. Proces redukce ma strukturu fundovaného nekonecného stromu, ktery se prochazi od
kofenu k listim. ProtoZe je fundovany, kazdd mozna cesta, kterou tento proces mtiZe prochézet, je
konecna. Gentzen v dikazu poziva indukci, kde indukc¢ni podminka mluvi o fundovanosti, coz je
pojem druhého tadu. Takovy dikaz pak nepfinasi nic nového, protoZe s pouzitim indukce pro
predikaty druhého fadu se da bezespornost Peanovy aritmetiky dokazat trivialné. Proto se nabizi
otazka, co se stane, kdyZ budeme formalizovat tento dlikaz s pouZitim ordinald, tak jak je to v
Gentzenové pozdéjsim dikaze.

Horska ve své praci formalizovala Gentzentiv dikaz pomoci infinitarnich kalkuld a ordinalnich
Cisel ve stylu soucasné ordinalni analyzy teorii. Ukazalo se ale, Ze neni jasné, jakym ordinalnim
Cislem se da hloubka stromti odhadnout. Konkrétné, neni jasné, Ze takto zkonstruované stromy maji
hloubku mensi nezZ & Pfirozeny zpiisob, jak hloubku odhadnout vede na podstatné vétsi ordinalni
Cislo ®.(0). Dlivod je ten, Ze hlavni lemma, které odpovida eliminaci fezt, eliminuje Fezy v jiném
poradi, nez se to déla obvykle.

Naskyta se otazka, zda ®@.(0) je nejlepsi odhad pro tyto stromy. To je asi velice tézka otazka,
protoZe dokazat dolni odhady na sloZitost eliminace fezli je obecné tézké a zde mame navic
infinitarni kalkulus. Proto Horska zacala zkoumat, jak zavisi velikost bezfezového diikazu na poradi
eliminace na jednoduSSim pripadé vyrokového kalkulu. V tomto pripad€, jak dokazala, vysledny
bezfezovy diikaz nezavisi na poradi. Pfesto se zda, Ze v pripadé predikatového kalkulu, by mél byt
rozdil. To by mohlo potvrdit hypotézu, Ze se ®@.(0) neda zlepsit, ale na to uz neméla dost Casu.

Horska udélala mnoho prace predevsim pri formalizaci nekonecnych diikazti v Peanové aritmetice.
I kdyZ je dobre znamo, Ze je to mozZné, zdroje, kde by to bylo popsano podrobné chybi. Jsou to
slozité véci, v zakladnich kurzech logiky se u nas neuci a Zadny logik u nas se ordinalni analyzou
nezabyva. Netrividlnim tkolem byla i interpretace Gentzenova diikazu v modernich pojmech.
Domnivam se, Ze to, co Horska udélala, je to nejpodrobnéjsi analyza tohoto Gentzenova diikazu,
ktera existuje.

Zaveér: Anna Horska se naucila pomérné obtiZnou oblast matematické logiky a uspésné ji aplikovala

ve své dizertaCni praci, ¢imZ prokazala schopnost samostatné védecké prace. Proto doporucuji jeji
praci jako podklad k udélenti titulu PhD.

V Praze, 7.10.2017, Prof. Pavel Pudlak



