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1.3 Zpětná stabilita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Govaerts - Pryce 14

2.1 Algoritmus BEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Title: Solving bordered linear systems
Author: Mgr. Jitka Štrausová
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Úvod

Rigorózńı práce se zabývá řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Mz = b s matićı

M =

(
A B
CT D

)
,

kde A ∈ R
n×n, B, C ∈ R

n×m, D ∈ R
m×m. Ř́ıkáme, že matice A je obroubená

maticemi B,C,D.
Tyto soustavy se často vyskytuj́ı v numerické kontinuaci a bifurkačńıch problé-

mech. Obvykle n ≫ m, v mnoha aplikaćıch je dokonce m = 1. Protože matice A
vzniká z diskretizace nějakého problému, je obvykle ř́ıdká a strukturovaná a mnoh-
dy špatně podmı́něná. Naopak matice B,C,D jsou husté, proto struktura celé mat-
ice M je mnohem složitěǰśı než struktura matice A. Je výhodněǰśı zachovat tuto
’obroubenou strukturu’ matice M a použ́ıt speciálńı algoritmus pro řešeńı soustav
s obroubenou matićı, protože pak můžeme využ́ıt ř́ıdkost a strukturovanost matice
A a ušetřit tak výpočetńı čas.

Předpokládejme, že matice M je regulárńı a matice A je ř́ıdká a špatně podmı́něná
(př́ıpadně singulárńı) a n ≫ m. Matice M necht’ je dobře podmı́něná.

Pro řešeńı těchto soustav existuj́ı dva algoritmy. Prvńım je př́ımá metoda BEM
(pro m = 1), resp. BEMW (pro m > 1), jej́ımiž autory jsou W. Govaerts a J. D.
Pryce. Druhý (iteračńı) algoritmus představili M. Paprzycki a P. Y. Yalamov. Ćılem
rigorózńı práce je srovnáńı těchto dvou algoritmů.

Prvńı kapitola představuje pojmy zaokrouhlovaćı chyba, citlivost úlohy (v našem
př́ıpadě tedy podmı́něnost matice) a zpětná stabilita. Ta je d̊uležitým kritériem při
posuzováńı kvality algoritmu a tedy i při srovnáváńı algoritmů.

Ve druhé kapitole je pomoćı dvou d́ılč́ıch algoritmů představen algoritmus BEM
pro matici A obroubenou pouze vektory. Tuto metodu ale obvykle nelze použ́ıt pro
matice s širš́ım vroubeńım (m > 1). Zd̊uvodněńı tohoto tvrzeńı najdeme také ve
druhé kapitole. Následuje popis algoritmu BEMW pro matici A s širš́ım vroubeńım,
který je koncipován jako rekurzivńı varianta algoritmu BEM. Závěr kapitoly je
věnován zpětné stabilitě algoritmů BEM a BEMW.

Druhý algoritmus je iteračńı. Jde o klasický LU rozklad s částečnou pivotaćı.
Př́ıpadná singularita matice A je odstraněna umělou perturbaćı. Řešeńı źıskané po-
moćı LU rozkladu se ještě iteračně zpřesňuje.

Poznatky týkaj́ıćı se zpětné stability obou algoritmů byly převzaty z [3] a [4] pro
algoritmus BEM, resp. BEMW a z [9] pro iteračńı algoritmus.

Posledńı, čtvrtá kapitola obsahuje výsledky numerických test̊u, srovnává oba
algoritmy z hlediska výpočetńıho času a přesnosti vypočteného řešeńı. Oba algoritmy
se ukazuj́ı jako téměř stejně přesné, co se týká rychlosti, vycháźı z provedených test̊u
lépe algoritmus iteračńı.
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Kapitola 1

Numerická stabilita

Rigorózńı práce se zabývá řešeńım soustavy lineárńıch rovnic. Řešeńı soustavy line-
árńıch rovnic pomoćı numerické metody se ale neobejde bez zaokrouhlovaćıch chyb.

Vstupńı data mohou být zat́ıžena nepřesnost́ı a při výpočtu se v každé arit-
metické operaci provád́ı daľśı zaokrouhleńı. Chyby ve vstupńıch datech a dále chyby
vzniklé zaokrouhlováńım během výpočtu se projev́ı v konečném výsledku. Proto
chceme, aby numerická metoda byla stabilńı. Kdybychom totiž použili numerickou
metodu, která neńı stabilńı, řešeńı, které bychom dostali, by vlivem zaokrouhlovaćıch
chyb pravděpodobně nebylo př́ılǐs bĺızko řešeńı přesnému.

Stabilita algoritmu je tedy nepochybně d̊uležitým kritériem určuj́ıćım kvalitu
algoritmu. Ćılem rigorózńı práce je srovnáńı dvou algoritmů. Proto prvńı kapitolu
věnujeme numerické stabilitě.

1.1 Zaokrouhlovaćı chyba

Jakákoliv operace prováděná pomoćı poč́ıtače je zat́ıžena zaokrouhlovaćımi chybami.
Je to zp̊usobeno t́ım, že v poč́ıtači lze reprezentovat pouze konečnou podmnožinu
reálných č́ısel. Každé č́ıslo reprezentovatelné v poč́ıtači má pouze konečný počet
cifer. Hovoř́ıme o tzv. konečné aritmetice.

Necht’ β ∈ N, β ≥ 2 a necht’ x je reálné č́ıslo s konečným počtem cifer ak, přičemž
0 ≤ ak < β pro k = −m, . . . , n. Množina č́ısel

xβ = (−1)s [anan−1 . . . a1a0.a−1a−2 . . . a−m] , an 6= 0

se nazývá pozičńı č́ıselná soustava se základem β. Symbol mezi a0 a a−1 se nazývá
řádová tečka. (V př́ıpadě β = 10 hovoř́ıme o desetinné tečce, v př́ıpadě β = 2 jde
o binárńı tečku.) Č́ıslo s určuje znaménko č́ısla x a nabývá hodnoty s = 0 (pro x
kladné) nebo s = 1 (pro x záporné).
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Přirozeným základem č́ıselné soustavy je β = 10. V poč́ıtač́ıch se obvykle použ́ıvá
č́ıselná soustava se základem β = 2 (tzv. binárńı soustava). V tomto př́ıpadě v zápisu
č́ısla vystupuj́ı pouze cifry 0 a 1, které se nazývaj́ı bity.

Reálné č́ıslo lze tedy v konečné aritmetice aproximovat pomoćı č́ısla s konečným
počtem cifer. Předpokládejme, že v poč́ıtači je pro každé č́ıslo vyhrazeno N pamě-
t’ových mı́st. (Přesněji, pro β = 2, se jedná o N bit̊u operačńı paměti.) Pro každé
reálné č́ıslo lze jeho aproximaci uložit dvěma zp̊usoby.

Prvńı možnost́ı je, že jedno mı́sto je věnováno znaménku, N −k−1 mı́st zab́ıraj́ı
cifry před řádovou tečkou a k mı́st zab́ıraj́ı cifry za řádovou tečkou. Tedy

x = (−1)s[aN−2aN−3 . . . ak.ak−1 . . . a0],

kde
a) s = 1 nebo s = 0,
b) cifry ai splňuj́ı 0 ≤ ai < β pro i = 0 . . . N ,
c) β ∈ N a β ≥ 2 je základ č́ıselné soustavy.

Množina takovýchto č́ısel se nazývá systém s pevnou řádovou tečkou (fixed-point
system). V tomto systému počet zobrazitelných č́ısel neńı př́ılǐs velký, vezmeme-li v
úvahu velký počet pamět’ových mı́st, které každé č́ıslo zab́ırá. To neńı př́ılǐs výhodné,
proto se častěji už́ıvá druhá možnost reprezentace č́ısla v poč́ıtači.

Druhou možnost́ı, jak reprezentovat č́ıslo v poč́ıtači, je systém s pohyblivou řádo-
vou tečkou (floating-point system). V tomto př́ıpadě je aproximace č́ısla x uložena
následuj́ıćım zp̊usobem:

x = (−1)s · (0.a1a2 . . . at) · βe = (−1)s · m · βe−t,

kde
a) t ∈ N je počet cifer,
b) β ∈ N, β ≥ 2 je základ č́ıselné soustavy,
c) 0 ≤ ai ≤ β − 1, i = 1, . . . , t jsou cifry,
d) m = a1 . . . at, m ≤ βt − 1 je tzv. mantisa,
e) e ∈ Z, L ≤ e ≤ U se nazývá exponent,
f) L ∈ Z a U ∈ Z je horńı a dolńı mez exponentu e.

V této reprezentaci nejsou č́ısla rozmı́stěna rovnoměrně. Vzdálenost mezi dvěma
po sobě jdoućımi č́ısly je nejméně β−1eps |x| a nejv́ıce eps |x|, kde eps = β1−t je
strojové epsilon.

Strojové epsilon je definováno jako vzdálenost mezi č́ıslem 1 a jeho nejbližš́ım
sousedem. Tedy eps je nejmenš́ı takové č́ıslo, že

1 + eps > 1.
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Označme systém s pohyblivou řádovou tečkou F(β, t, U, L) = F. Je-li x ∈ R, pak
nemuśı platit x ∈ F. V poč́ıtači ukládáme pouze aproximaci č́ısla x, která vznikne
tzv. zaokrouhleńım. Označ́ıme-li zaokrouhlenou hodnotu reálného č́ısla x symbolem
fl(x), pak x − fl(x) je tzv. zaokrouhlovaćı chyba. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.1. Jestlǐze x ∈ R je takové, že xmin ≤ |x| ≤ xmax (kde xmin a xmax je
nejmenš́ı, resp. nejvěťśı zobrazitelné č́ıslo), pak

fl(x) = x(1 + δ), |δ| ≤ u,

kde

u =
1

2
β1−t =

1

2
eps

se nazývá zaokrouhlovaćı jednotka.

Tvrzeńı vlastně ř́ıká, že pro zaokrouhlovaćı chybu plat́ı: |x − fl(x)| ≤ u.

Podobně ani výsledek nějaké aritmetické operace prvk̊u z F nemuśı ležet v F.
Je-li op : R × R → R, op ∈ {+,−, ·, :} aritmetická operace definovaná na množině
reálných č́ısel, definujeme õp : F × F → F následuj́ıćım zp̊usobem:

x õp y = fl(x op y)

Zaokrouhlovaćı chyby tedy vznikaj́ı i při prováděńı aritmetických operaćı. Aby-
chom je mohli popsat, zavedeme následuj́ıćı označeńı. (Toto označeńı budeme potře-
bovat později.)

Symboly θ1, θ2, . . . budou značit skalár nebo matici n×n, která je ’bĺızko’ matice
jednotkové. Ve skalárńım př́ıpadě θ ∈ 1(δ) (kde δ je nezáporná konstanta) znamená,
že θ = eǫ, kde |ǫ| ≤ δ. V př́ıpadě, že θ je matice, θ ∈ 1(δ) znamená, že θ je součin
konečného počtu matic exp(Ei), kde

∑
i ‖Ei‖ ≤ δ.

Necht’ x, y ∈ F. Potom plat́ı (viz [3])

fl(x op y) = θ(x op y), θ ∈ 1(u).

Je-li x, y ∈ R
n, pak existuje konstanta CIP taková, že

fl(xT y) = xT θy, θ ∈ (CIPu),

kde θ je diagonálńı matice a CIP ≤ n.
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1.2 Citlivost úlohy

Citlivost úlohy vyjadřuje, jak se malá změna ve vstupńıch datech projev́ı na řešeńı
úlohy, bez ohledu na výběr algoritmu.

Definice 1.1. Čı́slem podmı́něnosti matice A ∈ R
n×n rozumı́me č́ıslo

κ(A) = ‖A‖
∥∥A−1

∥∥ ,

kde ‖ · ‖ je maticová norma generovaná nějakou vektorovou normou.

Jestliže č́ıslo podmı́něnosti matice je malé, pak relativně malé změny ve vstup-
ńıch datech zp̊usob́ı relativně malé změny v řešeńı. (Proč, to si ukážeme ve větě 1.1.)
V tomto př́ıpadě hovoř́ıme o dobře podmı́něné matici.

Pokud je naopak č́ıslo podmı́něnosti velké (t.j. relativně malé změny vstupńıch
dat zp̊usob́ı relativně velké změny řešeńı), ř́ıkáme, že matice je špatně podmı́něná.

Uvažujme soustavu
Ax = b, (1.1)

kde A ∈ R
n×n, x, b ∈ R

n. Necht’ x + ∆x je řešeńı soustavy s porušenou matićı a s
porušenou pravou stranou, tedy

(A + ∆A)(x + ∆x) = b + ∆b. (1.2)

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak se změńı řešeńı v závislosti na porušeńı koeficient̊u
problému. K jej́ımu d̊ukazu budeme potřebovat toto pomocné lemma.

Lemma 1.1. Necht’ A ∈ R
n×n je matice taková, že ‖A‖ < 1. Pak plat́ı:

1. I + A je regulárńı;

2. ‖(I + A)−1‖ ≤ 1
1−‖A‖

;

3. ‖(I + A)−1 − I‖ ≤ ‖A‖
1−‖A‖

.

D̊ukaz. 1. Předpokládejme, že matice I + A je singulárńı. To znamená, že existuje
vektor y 6= 0 takový, že y + Ay = 0. Z toho ale plyne, že matice A má vlastńı č́ıslo
λ = −1, a t́ım pádem je 1 ≤ ρ(A) ≤ ‖A‖. To je však spor s předpokladem, že
‖A‖ < 1.
2. Označme Q = (I + A)−1. Odtud plyne I = Q + QA. Vı́me, že ‖I‖ = 1. Tedy

1 = ‖(Q + QA)‖ ≥ ‖Q‖ − ‖QA‖ ≥ ‖Q‖ − ‖Q‖ ‖A‖ .

Odtud máme

‖Q‖ ≤ 1

1 − ‖A‖ . (1.3)
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3. Z rovnosti I = Q + QA a z nerovnosti (1.3) plyne

‖I − Q‖ = ‖QA‖ ≤ ‖Q‖ ‖A‖ ≤ ‖A‖
1 − ‖A‖

Věta 1.1. Necht’ A ∈ R
n×n je regulárńı matice, x je přesné řešeńı soustavy (1.1) a

x+∆x je přesné řešeńı soustavy (1.2). Necht’ matice ∆A je taková, že ‖A−1∆A‖ < 1.
Pak plat́ı

‖∆x‖
‖x‖ ≤ κ(A)

1 − ‖A−1∆A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)
. (1.4)

D̊ukaz. Protože A+∆A = A (I + A−1∆A) a matice A je regulárńı podle předpokladu
a matice I + A−1∆A je regulárńı podle lemmatu 1.1, je i matice A + ∆A regulárńı
a můžeme tedy psát

∆x = (x + ∆x) − x = (A + ∆A)−1(b + ∆b) − x =

=
[
A(I + A−1∆A)

]−1
(b + ∆b) − x = (I + A−1∆A)−1A−1(b + ∆b) − x =

=
[
(I + A−1∆A)−1 − I

]
x + (I + A−1∆A)−1A−1∆b.

Z lemmatu 1.1 (bod 3) plyne

‖∆x‖ ≤ 1

1 − ‖A−1∆A‖
(∥∥A−1∆A

∥∥ ‖x‖ +
∥∥A−1∆b

∥∥)
. (1.5)

Vynásob́ıme-li (1.5) č́ıslem 1
‖x‖

a použijeme-li, že ‖XY ‖ ≤ ‖X‖ ‖Y ‖, dostaneme

‖∆x‖
‖x‖ ≤ 1

1 − ‖A−1∆A‖

(∥∥A−1
∥∥ ‖A‖ ‖∆A‖

‖A‖ +
‖A−1‖ ‖∆b‖

‖x‖

)
. (1.6)

Protože plat́ı 1
‖A‖‖x‖

≤ 1
‖Ax‖

, máme

‖∆x‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖ ‖A‖

1 − ‖A−1∆A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)
=

κ(A)

1 − ‖A−1∆A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)

Vid́ıme, že relativńı změna řešeńı záviśı na relativńıch změnách koeficient̊u ma-
tice a pravé strany. Hlavńı odhad záviśı př́ımo na č́ısle podmı́něnosti κ(A).

Předpokládejme, že plat́ı ‖∆A‖ ≤ γ ‖A‖ a ‖∆b‖ ≤ γ ‖b‖, kde γ je kladné č́ıslo,
které nějakým zp̊usobem záviśı na zaokrouhlovaćı jednotce u (např́ıklad můžeme
volit γ = β1−t = 2u). To znamená, že poruchy dat ‖∆A‖ a ‖∆b‖ jsou omezené po-
moćı ‖A‖, resp. ‖b‖ a pomoćı charakteristiky systému s pohyblivou řádovou tečkou,
který použ́ıváme. Nerovnost (1.1) tedy ještě rozš́ı̌ŕıme v následuj́ıćı větě.
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Věta 1.2. Předpokládejme, že ‖∆A‖ ≤ γ ‖A‖, ‖∆b‖ ≤ γ ‖b‖, kde γ ∈ R
+ a

∆A ∈ R
n×n, ∆b ∈ R

n. Jestlǐze γκ(A) < 1, pak plat́ı následuj́ıćı nerovnosti

‖x + ∆x‖
‖x‖ ≤ 1 + γκ(A)

1 − γκ(A)
, (1.7)

‖∆x‖
‖x‖ ≤ 2γ

1 − γκ(A)
κ(A). (1.8)

D̊ukaz. Z (1.2) plyne, že (I + A−1∆A)(x + ∆x) = x + A−1∆b. Protože
∥∥A−1∆A

∥∥ ≤ γ ‖A‖
∥∥A−1

∥∥ ≤ γκ(A) < 1, (1.9)

pak podle lemmatu 1.1 je matice I + A−1∆A regulárńı. Vezmeme-li inverzńı matici
k této, dostaneme

‖x + ∆x‖ ≤
∥∥(I + A−1∆A)−1

∥∥ (
‖x‖ + γ

∥∥A−1
∥∥ ‖b‖

)
.

Z lemmatu 1.1 pak plyne, že

‖x + ∆x‖ ≤ 1

1 − ‖A−1∆A‖
(
‖x‖ + γ

∥∥A−1
∥∥ ‖b‖

)
.

Podle (1.9) a faktu, že ‖b‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, je

‖x + ∆x‖ ≤ 1

1 − γκ(A)

(
‖x‖ + γ

∥∥A−1
∥∥ ‖A‖ ‖x‖

)
. (1.10)

Pro dosažeńı nerovnosti (1.7) již stač́ı vydělit (1.10) č́ıslem ‖x‖.

Dokážeme nyńı nerovnost (1.8). Odečteńım (1.1) a (1.2) máme

A∆x = −∆A(x + ∆x) + ∆b. (1.11)

Vynásob́ıme-li (1.11) zleva matićı A−1 a použijeme-li (1.9), dostaneme

‖∆x‖ ≤
∥∥A−1∆A

∥∥ ‖x + ∆x‖ +
∥∥A−1

∥∥ ‖∆b‖ ≤

≤ γκ(A) ‖x + ∆x‖ + γ
∥∥A−1

∥∥ ‖b‖ .

Vyděĺıme-li obě strany prvkem ‖x‖ a použijeme-li trojúhelńıkovou nerovnost
‖x + ∆x‖ ≤ ‖x‖ + ‖∆x‖ a fakt, že ‖b‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, dostaneme

‖∆x‖
‖x‖ ≤

(‖x‖ + ‖∆x‖
‖x‖ +

‖x‖
‖x‖

)
γκ(A),

neboli
‖∆x‖
‖x‖ ≤ 2γκ(A) +

‖∆x‖
‖x‖ γκ(A).
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Převedeme-li ‖∆x‖
‖x‖

γκ(A) na druhou stranu, máme

‖∆x‖
‖x‖ (1 − γκ(A)) ≤ 2γκ(A).

Z toho již plyne nerovnost (1.8).

V souladu s předpokladem, že γ = β1−t = 2u, z věty 1.2 plyne, že

‖∆x‖
‖x‖ ≈ uκ(A),

kde u je zaokrouhlovaćı jednotka.

Definice 1.2. Čı́slo uκ(A) se nazývá nevyhnutelná chyba.

1.3 Zpětná stabilita

V předchoźım odstavci jsme se zabývali citlivost́ı úlohy. Stabilita je na rozd́ıl od
citlivosti vlastnost́ı algoritmu. Při řešeńı problému pomoćı nějaké numerické metody
obdrž́ıme mı́sto přesného řešeńı řešeńı přibližné. Zaj́ımá nás, zda je toto řešeńı
dostatečně bĺızko řešeńı přesnému, tedy zjǐst’ujeme velikost chyby řešeńı.

Ke zkoumáńı velikosti chyby jsou dva př́ıstupy - př́ımá (též dopředná) a zpětná
analýza.

Př́ımá analýza zaokrouhlovaćıch chyb spoč́ıvá v tom, že provedeme odhad chyby
postupně, v každé jednotlivé operaci během výpočtu, a dostaneme tak velmi pracně
celkový odhad chyby výsledku, který bude značně pesimistický.

V numerických výpočtech oboru lineárńı algebry se častěji už́ıvá tzv. zpětná
analýza zaokrouhlovaćıch chyb. V tomto postupu zahrneme všechny nepřesnosti
ve výpočtu pouze do vstupńıch dat, t.j. hledáme porušeńı vstupńıch dat tak, aby
vypočtené (nepřesné) řešeńı bylo přesným řešeńım problému s těmito porušenými
vstupńımi daty.

Necht’ S : R
n×n × R

n → R
n je operátor, který dvojici S(A, b) přǐrad́ı aproximaci

řešeńı x soustavy Ax = b. Pak S se nazývá metodou řešeńı problému Ax = b, dvojici
(A, b) nazýváme daty úlohy.

Definice 1.3. Metoda se nazývá numericky stabilńı, jestlǐze pro všechny matice A
a pro všechny vektory pravé strany b plat́ı

‖∆x‖
‖x‖ ≈ uκ(A),

kde u je zaokrouhlovaćı jednotka.
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Poznámka 1.1. Předchoźı definice ř́ıká, že metoda se nazývá numericky stabilńı,
jestliže pro všechny matice A a pro všechny vektory pravé strany b je relativńı chyba
řešeńı omezená malým násobkem nevyhnutelné chyby uκ(A).

Definice 1.4. Metoda S se nazývá zpětně stabilńı, jestlǐze řešeńı, vypočtené touto
numerickou metodou, je přesným řešeńım soustavy s porušenými daty, t.j. S(A, b)
splňuje

(A + ∆A)S(A, b) = b + ∆b, (1.12)

kde ‖∆A‖ ≤ uCS ‖A‖ a ‖∆b‖ ≤ uCS ‖b‖. Konstanta CS se nazývá konstanta sta-
bility a m̊uže záviset na n.

Zpětná stabilita je d̊uležitou vlastnost́ı numerické metody pro řešeńı soustav li-
neárńıch rovnic. Vstupńı data problému (A, b) obvykle obsahuj́ı chyby (t.j. mı́sto
soustavy Ax = b řeš́ıme porušenou soustavu). Zpětná stabilita zajǐst’uje, že i přes
porušená vstupńı data obdrž́ıme dobrou aproximaci přesného řešeńı.
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Kapitola 2

Govaerts - Pryce

V této kapitole představ́ıme prvńı z algoritmů pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic.
Začneme jeho jednodušš́ı variantou, totiž metodou pro řešeńı soustavy s matićı
obroubenou pouze vektory. Pomoćı této metody pak ukážeme algoritmus pro obec-
něǰśı př́ıpad (širš́ı vroubeńı).

Na závěr této kapitoly se budeme zabývat stabilitou těchto dvou algoritmů.

Mějme soustavu lineárńıch rovnic

M

(
x
y

)
=

(
f
g

)
(2.1)

s blokovou matićı

M =

(
A B
CT D

)
, (2.2)

kde A ∈ R
n×n, B, C ∈ R

n×m, D ∈ R
m×m, x, f ∈ R

n, y, g ∈ R
m.

2.1 Algoritmus BEM

Řeš́ıme nejprve soustavu (2.1) s matićı M obroubenou pouze vektory, t.j. m = 1.
(B,C jsou tedy vektory a D je skalár, proto je pro lepš́ı přehlednost označ́ıme po
řadě b, c, d.) Úlohu lze řešit pomoćı dvou r̊uzných blokových LU rozklad̊u matice M ,
které zachovávaj́ı jej́ı strukturu.

Prvńı se nazývá Doolittl̊uv rozklad:
(

A b
cT d

)
=

(
In 0
wT 1

) (
A b
0 δ∗

)
, (2.3)

kde wT a δ∗ dostaneme ze vztah̊u

cT =
(

wT 1
) (

A
0

)
= wT A, d =

(
wT 1

) (
b
δ∗

)
= wT b + δ∗.
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Tedy c = AT w a δ∗ = d − wT b.
Dále polož́ıme (

γ1

γ2

)
=

(
A b
0 δ∗

) (
x
y

)

a řeš́ıme soustavu
(

In 0
wT 1

) (
A b
0 δ∗

) (
x
y

)
=

(
In 0
wT 1

) (
γ1

γ2

)
=

(
f
g

)
(2.4)

(tzv. substituce vpřed). Z (2.4) je γ1 = f , wT γ1 + γ2 = wT f + γ2 = g a tedy
γ2 = g − wT f .
Potom provedeme tzv. zpětnou substituci

(
A b
0 δ∗

) (
x
y

)
=

(
γ1

γ2

)
=

(
f

g − wT f

)
, (2.5)

která dává Ax + by = f a δ∗y = g − wT f . Pomoćı těchto dvou rovnost́ı spoč́ıtáme
x a y.

Nyńı tyto poznatky můžeme shrnout do algoritmu.

Algoritmus BED (Block Elimination Doolittle):

1. AT w = c
2. δ∗ = d − wT b
3. y = (g − wT f)/δ∗

4. Ax = f − by

Druhým blokovým LU rozkladem matice M je tzv. Crout̊uv rozklad:
(

A b
cT d

)
=

(
A 0
cT δ

) (
In v
0 1

)
(2.6)

Prvky v a δ źıskáme opět ze vztah̊u

b =
(

A 0
) (

v
1

)
= Av, d =

(
cT δ

) (
v
1

)
= cT v + δ.

Máme tedy Av = b a δ = d − cT v.
Tentokrát polož́ıme (

ξ
y

)
=

(
I v
0 1

) (
x
y

)

a provedeme substituci vpřed
(

A 0
cT δ

) (
ξ
y

)
=

(
f
g

)
. (2.7)
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Z (2.7) dostáváme Aξ = f , cT ξ + δy = g, t.j. y = (g − cT ξ)/δ.
Zpětná substituce (

I v
0 1

) (
x
y

)
=

(
ξ
y

)
(2.8)

dává x + vy = ξ a tedy x = ξ − vy.

Opět výše odvozené shrneme do algoritmu.

Algoritmus BEC (Block Elimination Crout):

1. Av = b
2. δ = d − cT v
3. Aξ = f
4. y = (g − cT ξ)/δ
5. x = ξ − vy

Předpokládejme, že máme zpětně stabilńı metodu pro řešeńı soustavy s matićı A,
resp. s matićı AT . Jestliže matice A a M jsou dobře podmı́něné, algoritmy BED a
BEC funguj́ı dobře.

Pokud ale matice A je špatně podmı́něná, nab́ıźı se na obdržený výsledek ap-
likovat algoritmus iteračńıho zpřesněńı.

Algoritmus iteračńıho zpřesněńı

Algoritmus iteračńıho zpřesněńı řešeńı je založen na jednoduché myšlence. Necht’

zc je řešeńı soustavy s matićı M spočtené pomoćı nějaké numerické metody a zt

necht’ je přesné řešeńı této soustavy. Spoč́ıtáme tzv. vektor rezidua

r = h − Mzc,

kde h = (fT , gT )T je pravá strana soustavy (2.1). Označme w řešeńı soustavy
My = r. Pokud je toto řešeńı přesné, pak zřejmě

M(zc + w) = h a zt = zc + w.

Je jasné, že w přesně neźıskáme, ale tato myšlenka dává základ algoritmu iteračńıho
zpřesněńı řešeńı.

Algoritmus iteračńıho zpřesněńı

1. z = zc

2. r = h − Mz
3. w se spočte jako řešeńı soustavy My = r užit́ım numerické metody
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4. z∗ = z + w
5. r∗ = h − Mz∗

6. je-li ‖r∗‖2 < ‖r‖2, jdi na 7, jinak jdi na 8
7. r = r∗, z = z∗, jdi na 3
8. konec, z je hledané zpřesněńı řešeńı.

Aplikujeme nyńı iteračńı zpřesněńı řešeńı př́ımo na algoritmus BED, resp. BEC.
Necht’ (xT

1 , yT
1 )T je numerické řešeńı problému (2.1) s pravou stranou (fT , gT )T ,

vypočtené pomoćı algoritmu BED. Definujme algoritmus BED+k.

Algoritmus BED+k

Pro i = 1, 2, ..., k

1. spoč́ıtáme rezidua f1 = f − Ax1 − by1, g1 = g − cx1 − dy1

2. spoč́ıtáme x2, y2 pomoćı algoritmu BED (s pravou stranou h1 = (fT
1 , gT

1 )T )
3. x1 = x1 + x2, y1 = y1 + y2

Analogicky definujeme také algoritmus BEC+k.

Numerické testy provedené v [3] ukazuj́ı, že použijeme-li algoritmus BED, je y
spočteno správně bez jakéhokoliv iteračńıho zpřesněńı. Abychom ale źıskali dostateč-
ně přesně i složku x, je nutné aplikovat algoritmus BED+k pro k > 1. Ukážeme proč.

Pro jednoduchost předpokládejme, že chyby vznikaj́ı pouze při řešeńı soustav s
maticemi A a AT , t.j. v kroćıch 1 a 4 algoritmu BED. Zanedbáme tedy zaokrouhlo-
vaćı chyby při ostatńıch výpočtech. Označ́ıme-li w, δ∗, y jako spočtené hodnoty,
máme

(A + ∆A)T w = c, δ∗ = d − wT b, δ∗y = g − wT f. (2.9)

Pro matici ∆A plat́ı ‖∆A‖ ≤ uCS ‖A‖, kde u je zaokrouhlovaćı jednotka a CS

je konstanta stability metody pro řešeńı soustavy s matićı A, resp. AT (tu podle
předpokladu máme k dispozici). Označme dále x1 (neznámé) přesné řešeńı soustavy

(A + ∆A) x1 = f − by. (2.10)

Z (2.9) a (2.10) dostáváme

(
A + ∆A b

cT d

) (
x1

y

)
=

(
f
g

)
. (2.11)

Protože (2.11) představuje malou změnu dobře podmı́něného (p̊uvodńıho) systému
(2.1) s matićı M , muśı y být dobrá aproximace y.
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Dále numerické testy ukazuj́ı, že použijeme-li algoritmus BEC, je nutné pro
dostatečně přesný výpočet obou složek řešeńı provést algoritmus BEC+ k pro k > 1.
Ukazuje se ale také, že relativńı chyba x, spočteného pomoćı algoritmu BEC+k+1,
je řádu relativńı chyby y, spočteného pomoćı algoritmu BEC+k. To tedy znamená,
že pokud y je řádu u

∥∥(xT yT )T
∥∥, pak algoritmus BEC poč́ıtá x správně, t.j. s chy-

bou řádu uκ(M)
∥∥(xT yT )T

∥∥ (uκ(M) je nevyhnutelná chyba). Opět ukážeme, proč
tomu tak je.

Opět budeme předpokládat, že chyby vznikaj́ı pouze při řešeńı soustav s matićı A
a AT (tedy v kroćıch 1 a 3 algoritmu BEC). Necht’ v, δ, ξ, x, y označuj́ı vypočtené
hodnoty. Máme

(A + ∆1A) v = b, (2.12)

δ = d − cT v, (2.13)

(A + ∆2A) ξ = f, (2.14)

δy = g − cT ξ, (2.15)

x = ξ − vy, (2.16)

kde ‖∆1A‖ ≤ uCS ‖A‖ , ‖∆2A‖ ≤ uCS ‖A‖.

Pomoćı (2.16) máme
Ax = Aξ − Avy,

pomoćı (2.12) je
by = Avy + ∆1Avy,

tedy
Ax + by = Aξ + ∆1Avy. (2.17)

Dosad́ıme-li ještě do (2.17) za Aξ z (2.14), dostáváme

Ax + by = f − ∆2Aξ + ∆1Avy. (2.18)

Podobně z (2.16) dostaneme

cT x = cT ξ − cT vy

a z (2.13) dostaneme
dy = δy + cT vy.

Použijeme-li ještě (2.15), máme

cT x + dy = cT ξ + g − cT ξ = g. (2.19)
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Zaṕı̌seme-li rovnosti(2.18) a (2.19) maticově, máme

(
A b
cT d

) (
x
y

)
=

(
f − (∆2A)ξ + (∆1A)vy

g

)
. (2.20)

Nyńı potřebujeme odhadnout
∥∥−(∆2A)ξ + (∆1A)vy

∥∥ pomoćı ‖f‖ a ‖g‖. V článku
[3] je ukázáno, že

∥∥∆2Aξ
∥∥ ≤ uCS ‖f‖ , ‖∆1Avy‖ ≤ uCS ‖g‖ , (2.21)

tedy ∥∥∆2Aξ
∥∥ ≈ u ‖f‖ , ‖∆1Avy‖ ≈ u ‖g‖ .

Máme tedy ∥∥∥∥
(

−(∆2A)ξ + (∆1A)vy
0

)∥∥∥∥ ≤ uCS

∥∥∥∥
(

f
g

)∥∥∥∥ , (2.22)

kde CS je konstanta stability metody pro řešeńı soustavy s matićı A.

Protože plat́ı

(
A b
cT d

) (
x
y

)
=

(
f − (∆2A)ξ + (∆1A)vy

g

)
,

kde ∥∥∥∥
(

−(∆2A)ξ + (∆1A)vy
0

)∥∥∥∥ ≈ u

∥∥∥∥
(

f
g

)∥∥∥∥ ,

je (xT yT )T aproximace řešeńı (xT yT )T s relativńı chybou řádu uκ(M).

Vzhledem k těmto dvěma fakt̊um je přirozené spoč́ıtat y pomoćı algoritmu BED
a potom udělat krok iteračńıho zpřesněńı pomoćı algoritmu BEC, kde jako počátečńı
přibĺıžeńı použijeme správně vypočtenou hodnotu y a počátečńı hodnotu vektoru x
polož́ıme rovnu nulovému vektoru.

Na základě této myšlenky vznikl algoritmus BEM.

Algoritmus BEM (Block Elimination Mixed):

1. AT w = c
2. δ∗ = d − wT b
3. Av = b
4. δ = d − cT v
5. y1 = (g − wT f)/δ∗

6. f1 = f − by1
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7. g1 = g − dy1

8. Aξ = f1

9. y2 = (g1 − cT ξ)/δ
10. x = ξ − vy2

11. y = y1 + y2

V tomto algoritmu se nejprve v kroćıch 1 - 2 provede Doolittl̊uv LU rozklad a v
kroćıch 3 - 4 Crout̊uv LU rozklad matice M . V kroku 5 se pomoćı zpětné substituce
vypoč́ıtá y1. Kroky 6 a 7 představuj́ı výpočet rezidúı. V kroćıch 8, 9 a 10 se pomoćı
Croutova rozkladu řeš́ı soustava

(
A b
cT d

) (
x + 0

y2 + y1

)
=

(
f
g

)
.

Jedná se vlastně o krok iteračńıho zpřesněńı, kde pravá strana je nahrazena vek-
tory f1, g1 a jako počátečńı přibĺıžeńı se uvažuje vypočtené y1 (z kroku 5) a x = 0.
Krok 11 je už jen aktualizace vektoru y.

Metoda BEM dává správné výsledky, pokud matice M je dobře podmı́něná,
i když matice A je téměř singulárńı. Je možné uměle zkonstruovat takový př́ıpad,
kdy tato metoda selže, ale v praxi se toto stává velmi zř́ıdka.

Metoda BEM je zpětně stabilńı pro m = 1. Toto tvrzeńı bude podrobněji
zd̊uvodněno ve třet́ı kapitole.

Na závěr tohoto odstavce ještě uvedeme poznámku, která se ukáže jako velmi
užitečná pro př́ıpad m > 1.

Poznámka 2.1. Pokud v kroćıch 1 - 4 zaměńıme v a w a dále δ a δ∗, dostaneme
metodu BEM pro soustavu s transponovanou matićı MT .

2.2 Bloková alternativa algoritmu BEM

Použijeme-li algoritmus BEM i pro blokové vroubeńı (t.j. pro m > 1), pak δ a δ∗

jsou nahrazeny malými maticemi typu (m × m).

Definice 2.1. Necht’ A,B,C,D jsou matice o rozměrech p × p, p × q, p × q, q × q
a necht’ A je invertibilńı. Necht’

M =

(
A B
CT D

)
.

Pak Schur̊uv doplněk matice A v matici M je matice D − CT A−1B typu q × q.
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Nahrad́ıme-li v algoritmu vektory b, c, d, v, w po řadě maticemi B,C,D, V,W
př́ıslušných rozměr̊u, dostaneme δ = D−CT V , resp. δ∗ = D−WB. Protože AV = B
a AT W = C, máme

δ = δ∗ = D − CT A−1B. (2.23)

Tedy podle definice 2.1 jak δ tak δ∗ jsou vlastně Schurovým doplňkem matice A v
matici M . Kdybychom použili algoritmus BEM, museli bychom kromě řešeńı sous-
tavy s matićı A a AT řešit v kroćıch 5 a 9 také soustavu s matićı δ, resp. δ∗.

V tomto odstavci ukážeme, proč takováto bloková metoda BEM může selhat. K
tomu budeme potřebovat definici singulárńıch č́ısel a několik jejich vlastnost́ı.

Definice 2.2. Necht’ A ∈ R
m×n. Pak A = USV T , kde U a V jsou ortogonálńı

matice typu m × m, resp. n × n, a S ∈ R
m×n je diagonálńı matice tvaru

S =

(
Σ
0

)
jestlǐze m ≥ n, nebo S =

(
Σ 0

)
jestlǐze m < n,

kde

Σ =




σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σmin(m,n)


 . (2.24)

Čı́sla σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σmin(m,n) ≥ 0 se nazývaj́ı singulárńı čisla matice A.

Pro každou matici A ∈ R
m×n polož́ıme σi = 0 pro i > min(m,n).

Lemma 2.1. 1. Necht’ λi(X) jsou vlastńı č́ısla pozitivně semidefinitńı matice X ∈ R
k×k

taková, že λ1(X) ≥ . . . ≥ λk(X). Pak

σi(A)2 = λi(A
T A) = λi(AAT ).

2. σi(A) = σi(A
T ) pro všechna i.

3. Pro každé i je σi(A) = min
{∥∥∥A − Ã

∥∥∥ : rank(Ã) = i
}
.

4. Singulárńı č́ısla matice se neměńı vynásobeńım matice unitárńı matićı, permutaćı
řádk̊u nebo sloupc̊u, změnou znaménka řádk̊u nebo sloupc̊u, ani přidáńım nulového
řádku či sloupce.

5. Jestlǐze B je podmatice matice A, pak σi(B) ≤ σi(A) pro všechna i.

6. Jestlǐze B = XAY , pak σi(B) ≤ ‖X‖ ‖Y ‖σi(A) pro všechna i.

7. Necht’ A ∈ R
m×n a B =

(
In

A

)
. Pak σi(B)2 = 1 + σi(A)2 pro 1 ≤ i ≤ n.
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D̊ukaz. Důkaz lze nalézt v [2], str. 53.

Věta 2.1. Necht’

M =

(
A B
CT D

)

je regulárńı bloková matice, kde A,B,C,D ∈ R
n×n. Necht’ jej́ı inverze je

M−1 =

(
P Q
RT S

)
.

Pak
‖M‖−2 σi(A) ≤ σi(S) ≤

∥∥M−1
∥∥2

σi(A) (2.25)

pro každé i.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme druhou nerovnost. Bez újmy na obecnosti předpokládejme,
že matice A je regulárńı. (To je možné, vzhledem k tomu, že všechny členy v
nerovnosti (2.25) jsou spojité funkce A a libovolně malé změny v singulárńı matici
z ńı učińı matici regulárńı.)

Položme A−1B = V . Pak

(
A−1 0

)
M =

(
In V

)
. (2.26)

Z (2.26) a lemmatu 2.1 (body 5, 6) máme

σi(A
−1) ≤

∥∥M−1
∥∥σi

(
In V

)
∀i. (2.27)

(
σi

(
In V

))2
=

(
σi

(
In

V T

))2

[lemma 2.1 (bod 2)]

= 1 + (σi(V ))2 [lemma 2.1 (body 2, 7)]

=

(
σi

(
−V
In

))2

, [lemma 2.1 (body 4, 7)]

čili

σi

(
In V

)
= σi

(
−V
In

)
∀i. (2.28)

Na druhé straně je

M

(
−V
In

)
=

(
0

S−1

)
. (2.29)

Pomoćı lemmatu 2.1 (body 4, 6) dostáváme

σi

(
−V
In

)
≤

∥∥M−1
∥∥ σi(S

−1). (2.30)
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Spoj́ıme-li (2.27), (2.29), (2.30), dostaneme

σi(A
−1) ≤

∥∥M−1
∥∥2

σi(S
−1). (2.31)

Použit́ım nerovnosti (2.31) a skutečnosti, že singulárńı č́ısla inverzńı matice k matici
typu (k × k) jsou pro i ≤ k převrácené hodnoty singuláńıch č́ısel p̊uvodńı matice, v
obráceném pořad́ı, dostáváme druhou nerovnost tvrzeńı věty.

Prvńı nerovnost dostaneme obdobným postupem s t́ım rozd́ılem, že v rovnostech
(2.26) a (2.29) ponecháme matici M na levé straně.

Věta 2.2. Necht’

M =

(
A B
CT D

)

je regulárńı bloková matice typu (n + m) × (n + m), kde A ∈ R
n×n, B, C ∈ R

n×m,
D ∈ R

m×m. Necht’ jej́ı inverze je

M−1 =

(
P Q
RT S

)
.

Položme p = min(n,m). Pak

‖M‖−2 σn−j(A) ≤ σm−j(S) ≤
∥∥M−1

∥∥2
σn−j(A) pro 0 ≤ j < p. (2.32)

D̊ukaz. Necht’ m < n. Označme

M̃ =




A B 0
CT D 0
0 0 µIn−m,n−m


 ,

kde µ = ‖M‖. Pak

M̃−1 =




P Q 0
RT S 0
0 0 µ−1In−m,n−m


 .

Na matici M̃ lze pohĺıžet jako na matici o čtyřech bloćıch o velikosti n×n, lze tedy
aplikovat větu 2.1. Dostáváme

∥∥∥M̃
∥∥∥
−2

σi(A) ≤ σi

(
S 0
0 µ−1In−m,n−m

)
≤

∥∥∥M̃−1
∥∥∥

2

σi(A). (2.33)

Podle lemmatu 2.1 bod 4 je

σi

(
S 0
0 µ−1In−m,n−m

)
= σi

(
µ−1In−m,n−m 0

0 S

)
.
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Plat́ı

σi

(
µ−1In−m,n−m 0

0 S

)
= ‖M‖−1 pro 1 ≤ i ≤ n − m (2.34)

= σm−n+i(S) pro n − m < i ≤ n. (2.35)

Dále plat́ı ∥∥∥M̃
∥∥∥ = max (µ, ‖M‖) = ‖M‖ , (2.36)

∥∥∥M̃−1
∥∥∥ = max

(
µ−1,

∥∥M−1
∥∥)

=
∥∥M−1

∥∥ . (2.37)

Kombinaćı (2.35), (2.36) a (2.37) dostáváme

‖M‖−2 σi(A) ≤ σm−n+i(S) ≤
∥∥M−1

∥∥2
σi(A)

pro n − m < i ≤ n. Polož́ıme-li j = n − i, dostaneme tvrzeńı věty.

Nás bude zaj́ımat podmı́něnost matice δ (resp. δ∗), t.j. Schurova doplňku matice
A v matici M . T́ım ale neńı nic jiného než matice S−1.

Pro č́ıslo podmı́něnosti matice S plat́ı κ(S) = ‖S‖ ‖S−1‖. Uvažujme spektrálńı
normu ‖S‖ =

√
ρ(ST S). Máme tedy

κ(S−1) = κ(S) = ‖S‖
∥∥S−1

∥∥ =
√

ρ(ST S)
√

ρ((ST S)−1) =

=
√

λmax(ST S)
√

λmax((ST S)−1) =

√
λmax(ST S)√
λmin(ST S)

,

kde λmax(S
T S), resp. λmin(ST S) znač́ı největš́ı, resp. nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice

ST S.
Podle lemmatu 2.1 (bod 1) je tedy

κ(S−1) = κ(S) =
σmax(S)

σmin(S)
=

σ1(S)

σm(S)
. (2.38)

Aplikaćı Věty 2.2 pro j = 0 a j = m − 1 na naši matici M dostaneme

‖M‖−2 σn(A) ≤ σm(S) ≤
∥∥M−1

∥∥2
σn(A) (2.39)

‖M‖−2 σn−m+1(A) ≤ σ1(S) ≤
∥∥M−1

∥∥2
σn−m+1(A), (2.40)

čili
‖M‖−2 σn−m+1(A)

‖M−1‖2 σn(A)
≤ σ1(S)

σm(S)
≤ ‖M−1‖2

σn−m+1(A)

‖M‖−2 σn(A)
. (2.41)

Ṕı̌seme-li δ mı́sto S−1, jednoduchými úpravami a použit́ım (2.38) nakonec dostaneme

1

(κ(M))2

σn−m+1(A)

σn(A)
≤ κ(δ) ≤ σn−m+1(A)

σn(A)
(κ(M))2. (2.42)
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Pokud tedy M je dobře podmı́něná, t.j. v nejlepš́ım př́ıpadě κ(M) = 1, vid́ıme, že
podmı́něnost matice δ = δ∗ je určena m nejmenš́ımi singulárńımi č́ısly matice A.
Je-li matice A špatně podmı́něná (a to podle předpokladu je), pak protože

κ(A) =
σ1(A)

σn(A)
≥ σn−m+1(A)

σn(A)
, (2.43)

může i matice δ být špatně podmı́něná. Přesněji, pro malá m může být odhad (2.43)
dobrý, naopak pro velká m a špatně podmı́něnou matici A dostaneme velkou horńı
mez a tud́ıž bloková varianta algoritmu BEM by mohla selhat.

2.3 Algoritmus BEMW

V předchoźım odstavci jsme ukázali, proč nelze použ́ıt algoritmus BEM pro širš́ı
vroubeńı. Algoritmus BEMW je koncipován jinak - rekurzivně. Matice B, C, D,
jsou ’rozkouskovány’ do několika vektor̊u b1, c1 ∈ R

n, . . . , bm, cm ∈ R
n+m−1 a skalár̊u

d11, . . . , dmm. Obrázek ukazuje př́ıklad pro m = 3.




A b1

c1 d11
b2

c2 d22

b3

c3 d33


 (2.44)

Jak jsme již zmı́nili v prvńım odstavci této kapitoly, zaměńıme-li v algoritmu
BEM v za w a δ za δ∗, dostaneme algoritmus pro řešeńı soustavy s matićı MT , který
je stejně stabilńı jako algoritmus p̊uvodńı. Označme algoritmus BEM pro soustavu
s matićı M

S1 = BEM(b, c, d, S, ST ) (2.45)

a algoritmus BEM pro soustavu s matićı MT označme

ST
1 = BEM(c, b, d, ST , S), (2.46)

kde S, resp. S
T označuje zpětně stabilńı řešič pro soustavu s matićı A, resp. AT .

Označme Ak (0 ≤ k ≤ m) podmatici matice M řádu (n + k) takovou, že

A0 = A, Am = M

a

Ak =

(
Ak−1 bk

cT
k dk

)
. (2.47)

Vektory bk a ck jsou sloupcové vektory o délce (n + k − 1) a dk je skalár.
Algoritmus BEMW se skládá z rekurzivńı konstrukce stabilńıch řešič̊u pro matice

Ak a AT
k .
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Algoritmus BEMW (Block Elimination Mixed for Wider Borders):

Vstup: S0, S
T
0 (zpětně stabilńı řešiče pro matice A0, A

T
0 )

1. pro k = 1, 2, . . . ,m
2. Sk = BEM(bk, ck, dk, Sk−1, S

T
k−1)

3. S
T
k = BEM(ck, bk, dk, S

T
k−1, Sk−1)

2.4 Zpětná stabilita algoritmů BEM a BEMW

V tomto odstavci nejprve ukážeme stabilitu algoritmu BEM. Hlavńı myšlenkou
d̊ukazu stability algoritmu BEMW je potom fakt, že se př́ı̌slušné vlastnosti přenášej́ı
od jednoho d́ılč́ıho algoritmu k druhému.

Předt́ım, než uvedeme několik tvrzeńı, která ukazuj́ı zpětnou stabilitu algoritmu
BEM, zavedeme označeńı, které budeme v tomto odstavci použ́ıvat.

Symbolem a budeme značit vypočtenou hodnotu a. Č́ıslo u je opět zaokrouhlo-
vaćı jednotka. Symboly θ1, θ2, . . . jsou stejné jako v kapitole 1.

Připomeňme ještě, že

fl(x op y) = θ(x op y), θ ∈ 1(u),

a že existuje konstanta CIP taková, že

fl(xT y) = xT θy, θ ∈ (CIPu),

kde θ je diagonálńı matice, x, y ∈ R
n a CIP ≤ n.

V d̊ukazech budeme použ́ıvat tyto nerovnosti:

∥∥xθ
∥∥ ≤ e‖θ‖,

∥∥eθ − I
∥∥ ≤ ‖θ‖ e‖θ‖.

Věta 2.3. Necht’ S je zpětně stabilńı metoda pro řešeńı soustavy s matićı AT s kon-
stantou stability CS. Necht’ y je vypočtené v kroku 3 algoritmu BEM. Pak y je y-ová
komponenta přesného řešeńı soustavy (2.1). Jinými slovy, existuj́ı ∆A, ∆b, ∆c, ∆d,
∆f, ∆g a x∞ tak, že

(
A + ∆A b + ∆b

(c + ∆c)T d + ∆d

) (
x∞

y

)
=

(
f + ∆f
g + ∆g

)
(2.48)

a
b + ∆b = θbb, θb ∈ 1((1 + CIP )u),

d + ∆d = θdd, θd ∈ 1(u),

f + ∆f = θff, θf ∈ 1((2 + CIP )u),
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g + ∆g = θgg, θg ∈ 1(2u),

‖∆A‖ ≤ CSu ‖A‖ ,

‖∆c‖ ≤ CSu ‖c‖ .

D̊ukaz. Máme

(A + ∆A)T w = c + ∆c, ‖∆A‖ ≤ CSu ‖A‖ , ‖∆c‖ ≤ CSu ‖c‖ , (2.49)

θ1δ
∗

= d − wT θ2b, θ1 ∈ 1(u), θ2 ∈ 1(CIPu), (2.50)

θ3(g − wT f) = g − wT θ4f, θ3 ∈ 1(u), θ4 ∈ 1(CIPu), (2.51)

θ5y = (g − wT f)/δ∗, θ5 ∈ 1(u). (2.52)

Pomoćı (2.50), (2.51) a (2.52) dostaneme

y =
θ−1
5 θ−1

3 g − wT θ−1
5 θ−1

3 θ4f

θ−1
1 d − wT θ−1

1 θ2b
. (2.53)

Tedy y je přesná y-ová komponenta řešeńı soustavy

(
A + ∆A θ−1

1 θ2b
(c + ∆c)T θ−1

1 d

) (
x
y

)
=

(
θ−1
5 θ−1

3 θ4f
θ−1
5 θ−1

3 g

)
, (2.54)

z čehož plyne tvrzeńı věty.

Věta 2.4. Necht’ S je zpětně stabilńı metoda pro řešeńı soustavy s matićı A s kon-
stantou stability CS a necht’ z = (xT , yT )T je řešeńı soustavy (2.1) vypočtené pomoćı
algoritmu BEC. Pak x, y splňuj́ı rovnost

(
A + ∆A b + ∆b

(c + ∆c)T d + ∆d

) (
x
y

)
=

(
f + ∆f

g

)
+

(
T
U

)
ξ, (2.55)

kde
‖∆A‖ ≤ (2 + CS)u exp(2u) ‖A‖ ,

‖∆b‖ ≤ CSu ‖b‖ ,

‖∆c‖ ≤ (5 + CIP )u exp((5 + CIP )u) ‖c‖ ,

‖∆d‖ ≤ 3u exp(3u) ‖d‖ ,

‖∆f‖ ≤ CSu ‖f‖ ,

‖T‖ ≤ (2CS + (1 + CSu)u exp(u))u ‖A‖ ,

‖U‖ ≤ (4 + 2CIP )u exp((6 + CIP )u) ‖c‖ .
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D̊ukaz. Vypočtené hodnoty v, ξ, y, x splňuj́ı

(A + ∆vA)v = b + ∆b, ‖∆vA‖ ≤ CSu ‖A‖ , ‖∆b‖ ≤ CSu ‖b‖ , (2.56)

(A + ∆ξA)ξ = f + ∆f, ‖∆ξA‖ ≤ CSu ‖A‖ , ‖∆f‖ ≤ CSu ‖f‖ , (2.57)

θ6y =
g − cT θ7ξ

d − cT θ8v
, θ6 ∈ 1(3u), θ7 ∈ 1(CIPu), θ8 ∈ 1(CIPu), (2.58)

θ9x = ξ − θ10vy, θ9 ∈ 1(u), θ10 ∈ 1(u). (2.59)

Dosazeńım za vy v (2.58) pomoćı (2.59) dostaneme

θ6dy + θ6cθ8θ
−1
10 θ9x = g + cT (θ6θ8θ

−1
10 − θ7)ξ. (2.60)

Spojeńım rovnost́ı (2.59), (2.56) a (2.57) dostaneme

(A + ∆vA)θ−1
10 θ9x + (b + ∆b)y = f + ∆f +

[
(∆vA − ∆ξA) + (A + ∆vA)(θ−1

10 − I)
]
ξ.

(2.61)
Nyńı můžeme (2.60) a (2.61) přepsat jako

(
A + ∆A b + ∆b

(c + ∆c)T d + ∆d

) (
x
y

)
=

(
f + ∆f

g

)
+

(
T
U

)
ξ, (2.62)

kde meze pro ‖∆A‖ , ‖∆b‖ , ‖∆c‖ , ‖∆d‖ , ‖∆f‖ , ‖T‖ a ‖U‖ lze spoč́ıtat pomoćı meźı
v (2.56) - (2.59).

Věta 2.3 představuje zpětnou analýzu krok̊u 1 - 3 v algoritmu BEM. Důležitým
výsledkem je, že y spočtené v kroku 3 je správné, i když matice A je velmi špatně
podmı́něná.

Věta 2.4 je zpětnou analýzou algoritmu BEC.

Podle věty 2.4 je

(M + ∆M)

(
x
y

)
=

(
f + ∆f

g

)
+

(
T
U

)
ξ,

kde, zanedbáme-li členy vyšš́ıch řád̊u,

‖∆M‖ ≤ uC2 ‖M‖ , C2 = CS + CIP + 10, (2.63)

‖T‖ ≤ uC3 ‖A‖ , C3 = 2CS + 1, (2.64)

‖U‖ ≤ uC4 ‖c‖ , C4 = 2CIP + 4. (2.65)

Lze ukázat (viz [3]), že algoritmus BEM je zpětně stabilńı a že pro konstantu stability
plat́ı

CST = CS + CIP + 20 + (2CS + 2CIP + 5)(1 + CP (2CS + 2CIP + 5)), (2.66)
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kde CP je konstanta omezuj́ıćı u ‖(A + E)−1‖ ‖M‖ pro všechny poruchy E matice A.
V rovnosti (2.66) jsou členy řádu uκ(A) zanedbány.

Nyńı si ukážeme, jak je to se stabilitou algoritmu BEMW v závislosti na ros-
toućım m.

V souladu se značeńım použ́ıvaném v odstavci 2.3 je S1 algoritmus pro řešeńı
soustavy s matićı A1. Z předchoźıho plyne, že tento algoritmus je zpětně stabilńı s
konstantou stability CS1

= CST . Totéž samozřejmě plat́ı i pro algoritmus S
T
1 .

Z předchoźı zpětné analýzy algoritmu BEM ale rekurzivně plyne i stabilita algo-
ritmu S2 a S

T
2 atd., pokud konstanty CS1

, CS2
, ... nerostou př́ılǐs rychle.

Uvažujme pevné k, 0 ≤ k ≤ m − 1 a předpokládejme, že u
∥∥A−1

k

∥∥ ‖Ak+1‖ ≪ 1,
uκ(Ak+1) ≪ 1. Pak podle (2.66) máme přibližně

CSk+1
= 3CSk

+ 3CIP + 25. (2.67)

Z tohoto lze usoudit, že r̊ust konstant stability je exponenciálńı. V takovém př́ıpadě
bychom však mohli použ́ıt algoritmus BEMW pouze pro malá m.

Ve skutečnosti je r̊ust těchto konstant mnohem pomaleǰśı. Člen 3CSk
vznikl z

nerovnost́ı (2.63) a (2.64), které jsou p̊uvodně odvozeny v d̊ukazu věty 2.4 (rovnost
(2.61)). Velikost ξ, které se vyskytuje v této rovnosti, je v našem př́ıpadě už aproxi-
maćı x. Proto se poruchy Ak řádu uCSk ‖Ak‖, které odpov́ıdaj́ı člen̊um (∆vA)θ−1

10 θ9x
a (∆vA)ξ v rovnosti (2.61), vyruš́ı. (Opět zanedbáme členy vyšš́ıho řádu.)

Tedy mı́sto (2.67) máme

CSk+1
= CSk

+ 3CIP + 25, (2.68)

což představuje (podstatně pomaleǰśı) lineárńı r̊ust konstant stability.

Ukázali jsme, že algoritmus BEM je stabilńı pro m = 1 a závislost konstant
stability algoritmu BEMW na rostoućım m je lineárńı. To je vzhledem k tomu, že
m v praxi nabývá často pouze malých hodnot (např. m = 3), v́ıce než uspokojivý
výsledek. (Podrobněji se lze o zpětné stabilitě algoritmů BEM a BEMW doč́ıst v [3]
a [4].)
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Kapitola 3

Paprzycki - Yalamov

V této kapitole nejdř́ıve představ́ıme druhý z algoritmů pro řešeńı soustavy (2.1) s
obroubenou matićı

M =

(
A B
CT D

)
,

který je založen na perturbaćıch trojúhelńıkového rozkladu. (Opět A ∈ R
n×n,

B, C ∈ R
n×m, D ∈ R

m×m.) Tento algoritmus představili v roce 1999 Plamen Y.
Yalamov a Marcin Paprzycki.

Druhá část této kapitoly je věnována zaokrouhlovaćım chybám a zpětné stabilitě
tohoto algoritmu.

3.1 Popis algoritmu

Základńı myšlenka algoritmu spoč́ıvá v tom, že provedeme malou změnu prvk̊u ma-
tice, kdykoliv hroźı děleńı malým č́ıslem. Řešeńı, které źıskáme, je pak ale řešeńım
problému perturbovaného. Řešeńı p̊uvodńıho problému źıskáme aplikaćı algoritmu
iteračńıho zpřesněńı řešeńı.

Celý postup je (stejně jako u algoritmu BEM) založen na blokovém LU rozkladu
matice M :

M =

(
PLU 0
CT Im

) (
In V
0 W

)
, (3.1)

kde V = A−1B, W = D − CT V. Spoč́ıtáme LU rozklad matice A s částečnou
pivotaćı (t.j. A = PLU , kde P je permutačńı matice). Pokud matice A je špatně
podmı́něná (nebo singulárńı), matice U má na diagonále malé (nebo nulové) prvky.
Děleńı těmito prvky by vedlo k velkým zaokrouhlovaćım chybám v konečném řešeńı.

Abychom překonali tento problém, zvětš́ıme diagonálńı prvky uii matice U o
malé č́ıslo η, které bude specifikováno později.
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Tedy
ũii = uii + δuii = uii + Sgn(uii)η, (3.2)

kde

Sgn(a) =

{
sign(a), pro a 6= 0,
1, pro a = 0.

Po takovéto úpravě diagonálńıch prvk̊u matice U můžeme řešeńı soustavy spoč́ıtat
zřejmým zp̊usobem pomoćı blokového LU rozkladu (3.1).

Polož́ıme (
x1

y1

)
=

(
In V
0 W

) (
xη

yη

)
,

a řeš́ıme soustavu (
PLU 0
CT In

) (
x1

y1

)
=

(
f
g

)
.

Dostaneme Ax1 = f a CT x1 + y1 = g, tedy y1 = g − CT x1.

Nyńı provedeme zpětnou substituci
(

In V
0 W

) (
xη

yη

)
=

(
x1

y1

)

a máme xη = V yη = x1, tedy xη = x1 − V yη, a Wyη = y1.

Algoritmus 3.1.

1. spoč́ıtáme PLU = A
2. pokud |uii| < η, polož́ıme uii = uii + Sgn(uii)η
3. vyřeš́ıme AV = B pomoćı LU rozkladu
4. W = D − CT V
5. vyřeš́ıme Ax1 = f pomoćı LU rozkladu
6. y1 = g − CT x1

7. vyřeš́ıme Wyη = y1

8. xη = x1 − V yη

Poznámka 3.1. V kroku 3 představuj́ı V a B matice typu (m × n). Soustavu
AV = B řeš́ıme tedy po složkách. Necht’ Vi je i-tý sloupec matice V a Bi necht’

je i-tý sloupec matice B. Pro vyřešeńı soustavy AV = B muśıme vyřešit soustavy
AVi = Bi pro i = 1 . . . m.

Výsledkem algoritmu je perturbované řešeńı zη = (xT
η , yT

η )T . Protože byl ale
problém perturbován, nejsme pravděpodobně př́ılǐs bĺızko přesnému řešeńı. V nume-
rických testech se ukazuje, že pro źıskáńı řešeńı s přesnost́ı bĺızké strojové přesnosti
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obvykle stač́ı pouze jeden krok algoritmu iteračńıho zpřesněńı řešeńı.

Myšlenka algoritmu iteračńıho zpřesněńı řešeńı je uvedena v kapitole 2. Algorit-
mus samotný pro lepš́ı přehlednost ještě zopakujeme.

Řeš́ıme soustavu Mz = h. Označme symbolem z přesné řešeńı této soustavy a
symbolem zc řešeńı vypočtené pomoćı algoritmu 3.1.

Algoritmus 3.2.

1. z = zc

2. r = h − Mz
3. w se spočte jako řešeńı soustavy My = r užit́ım algoritmu 3.1.
4. z∗ = z + w
5. r∗ = h − Mz∗

6. je-li ‖r∗‖2 < ‖r‖2, jdi na 7, jinak jdi na 8
7. r = r∗, z = z∗, jdi na 3
8. konec, z je hledané zpřesněńı řešeńı.

Pracná část tohoto postupu je řešeńı soustavy s matićı M , tedy aplikace algo-
ritmu 3.1, kde je nejpracněǰśım krokem LU rozklad matice A. Ten se však provede
pouze jednou, takže algoritmus 3.2 neńı náročný na počet operaćı. Proto i nejnároč-
něǰśı část́ı celého postupu pro řešeńı soustavy s obroubenou mat́ıćı je výpočet LU
rozkladu.

Nyńı se budeme zabývat t́ım, jaký vliv má perturbace diagonálńıch prvk̊u mati-
ce U na konečné řešeńı. Vliv perturbace neńı na prvńı pohled vidět, protože jsme
během výpočtu měnili pr̊uběžné výsledky. Ale z rovnice

uii = aii −
i−1∑

j=1

lijuji, (3.3)

která definuje prvek uii, plyne

ũii = uii + δuii = aii + δaii −
i−1∑

j=1

lijuji. (3.4)

Tedy změna prvk̊u uii je ekvivalent́ı stejné změně v prvćıch aii. (Poznamenejme, že
aii je diagonálńı prvek v již permutované matici A, přesto jej ale pro jednoduchost
budeme značit aii.)

Ještě než tyto myšlenky shrneme, uvedeme definici maximové normy.
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Definice 3.1. Necht’ A ∈ R
m×n je matice. Pak maximová norma matice A je defi-

nována

‖A‖∞ = max
i=1,...,m

n∑

j=1

|aij| .

Změna diagonálńıch prvk̊u uii trojúhelńıkové matice U má tedy stejný efekt,
jako kdybychom řešili p̊uvodńı problém, ale s matićı M̃ = M + δM , kde

‖δM‖∞ ≤ η. (3.5)

Matice δM je diagonálńı a jej́ı diagonálńı prvky jsou bud’ nulové nebo rovné ±η.

3.2 Analýza zaokrouhlovaćıch chyb

Nyńı provedeme zpětnou analýzu zaokrouhlovaćıch chyb. Budeme předpokládat, že
máme zpětně stabilńı metody pro řešeńı soustav s matićı A a W . (Předpokládáme
zpětnou stabilitu po složkách, ale předpoklad zpětné stability v normě dává obdobné
výsledky.)

Necht’ X = (xij)
n
i,j=1 je matice typu (n × n). Pak symbolem |X| budeme značit

matici
Y = (|xij|)n

i,j=1 .

Protože podle předpokladu máme zpětně stabilńı metody pro řešeńı soustav s matićı
A a W , pro porušenou soustavu s matićı A, resp. W tedy plat́ı

(A + ǫA)x = c, |ǫA| ≤ K1u |A| , (3.6)

(W + ǫW )y = d, |ǫW | ≤ K2u
∣∣W

∣∣ , (3.7)

kde K1, K2 jsou konstanty, x, y jsou vypočtená řešeńı, W je vypočtené W a u je
zaokrouhlovaćı jednotka.

Provedeme nejprve zpětnou analýzu jednotlivých krok̊u algoritmu, t.j. analýzu
blokového LU rozkladu a analýzu řešeńı soustavy s trojúhelńıkovou matićı. Složeńım
těchto výsledk̊u pak dostaneme zpětnou analýzu celého algoritmu.

V daľśım bude symbol X opět značit vypočtené X.

Lemma 3.1. Vezmeme-li v úvahu zaokrouhlovaćı chyby, máme LU = M + E, kde

L =

(
A 0
CT I

)
, U =

(
I V
0 W

)
,

a

|E| ≤ |M |
(

0
∣∣V

∣∣
0 I

)
µ1, (3.8)
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kde

µ1 = max {K1u, γn+1} a γn+1 =
(n + 1)u

1 − (n + 1)u
.

D̊ukaz. Je

LU =

(
A 0
CT I

) (
I V
0 W

)
=

(
A AV
CT W + CV

)
=

=

(
A B + AδV
CT D + δW

)
= M +

(
0 AδV
0 δW

)
.

Z toho máme

E =

(
0 AδV
0 δW

)
,

kde δV je chyba V − V a δW je chyba výpočtu W , t.j. δW = W − D + CV .
Nyńı omeźıme prvky matice E. Označ́ıme i-tý sloupec matice V , resp. B jako

Vi, resp. Bi. Potom z (3.6) je

(A + ǫA)V i = Bi,

a jednoduchou úpravou dostaneme

AδVi = −ǫAV i, |AδVi| ≤ K1u |A|
∣∣V i

∣∣ ,

kde δVi = V i − Vi. Tedy
|AδV | ≤ K1u |A|

∣∣V
∣∣ .

Chyba δW je výsledek jednoho maticového násobeńı a jednoho sč́ıtáńı matic. Stan-
dardńı analýza zaokrouhlovaćıch chyb dává

|δW | ≤
(
|D| + |C|

∣∣V
∣∣) γn+1, γn+1 =

(n + 1)u

1 − (n + 1)u

(viz [9]). Nakonec dostaneme

|E| ≤
(

0 K1u |A|
∣∣V

∣∣
0

(
|D| + |C|

∣∣V
∣∣) γn+1

)
≤ |M |

(
0 V
0 I

)
µ1.

Lemma 3.2. Vypočtené řešeńı soustavy s blokově trojúhelńıkovou matićı Lu = b
splňuje (L + ∆L)u = b, kde

|∆L| ≤ |L|µ2, µ2 = max {K1u, γn} , γn =
nu

1 − nu
.
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D̊ukaz. Řešeńı soustavy s blokově trojúhelńıkovou matićı má dvě části. Prvńı je
řešeńı soustavy s matićı A, druhou část́ı je zpětná substituce. Pro prvńı část plat́ı
podmı́nka (3.6). Pro druhou máme

∣∣∆CT
∣∣ ≤

∣∣CT
∣∣ γn, |∆I| ≤ Iγn,

tedy

∆L =

(
∆A 0
∆CT ∆I

)

a

|∆L| ≤
(

K1u |A| 0∣∣CT
∣∣ γn Iγn

)
≤ |L|µ2.

Lemma 3.3. Vypočtené řešeńı soustavy Uz = u splňuje (U + ∆U)z = u, kde

|∆U | ≤
∣∣U

∣∣ µ3, µ3 = max {K2u, γn} , γn =
nu

1 − nu
.

D̊ukaz. Důkaz je podobný jako v př́ıpadě lemmatu 3.2. Mı́sto podmı́nky (3.6) pou-
žijeme podmı́nku (3.7).

Věta 3.1. Vypočtené řešeńı soustavy Mz = b splňuje (M + ∆M)z = b, kde

|∆M | ≤ 2 |M |
(

I
∣∣V

∣∣
0 I

)
µ, µ = µ1 + µ2 + µ3 + µ2µ3.

D̊ukaz. Spojeńım lemmat 3.1, 3.2 a 3.3 dostaneme

(M + ∆M)z = (M + E + ∆LU + L∆U + ∆L∆U)z = b.

Použijeme dř́ıve spoč́ıtaná omezeńı pro E, ∆L a ∆U a dostaneme

|∆M | ≤ |M |
(

I
∣∣V

∣∣
0 I

)
µ1 + |L|

∣∣U
∣∣ (µ2 + µ3 + µ2µ3).

Nyńı

|L|
∣∣U

∣∣ =

(
|A| 0∣∣CT

∣∣ I

) (
I

∣∣V
∣∣

0 I∆

)

=

(
|A| |A|

∣∣V
∣∣∣∣CT

∣∣ ∣∣∆
∣∣ +

∣∣CT
∣∣ ∣∣V

∣∣
)

≤
(

|A| |A|
∣∣V

∣∣∣∣CT
∣∣ |D| + 2

∣∣CT
∣∣ ∣∣V

∣∣
)

≤ 2

(
|A| |B|∣∣CT

∣∣ |D|

) (
I

∣∣V
∣∣

0 I

)
= 2 |M |

(
I

∣∣V
∣∣

0 I

)
.
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Zpětná analýza ve větě 3.1 plat́ı pro každou matici M . V našem př́ıpadě řeš́ıme
soustavu s matićı M + δM , kde ‖δM‖ ≤ η. Máme tedy

(M + δM + ∆M)zη = b, (3.9)

kde zη je řešeńı vypočtené v př́ıtomnosti poruch δM .

Věta 3.2. Relativńı chyba řešeńı soustavy (3.9) splňuje

‖zη − z‖∞
‖zη‖∞

≤ 2κ(M)(η + rµ), (3.10)

kde

r =

∥∥∥∥
I

∣∣V
∣∣

0 I

∥∥∥∥
∞

,

č́ıslo podmı́něnosti κ(M) matice M je definováno vztahem

κ(M) = max
{∥∥M−1

∥∥
∞

,
∥∥∣∣M−1

∣∣ |M |
∥∥
∞

}
,

a µ je stejné jako ve větě 3.1.

D̊ukaz. Z rovnosti (3.9) máme

zη − z = −M−1(δM + ∆M)zη.

Protože ‖δM‖∞ ≤ η, je

‖zη − z‖∞ ≤
(∥∥M−1

∥∥
∞

η +
∥∥∣∣M−1

∣∣ |∆M |
∥∥
∞

)
‖zη‖∞ . (3.11)

Podle věty 3.1 a nerovnosti (3.11) máme

‖zη − z‖∞ ≤ (‖M−1‖∞ η + 2 ‖|M−1| |M |‖∞ rµ) ‖zη‖∞
≤ 2κ(M)(η + rµ) ‖zη‖∞ .

Věta 3.2 ukazuje, že velikost chyby ‖zη − z‖∞ je určena hodnotou η+rµ. Č́ıslo r
(faktor r̊ustu) udává r̊ust pr̊uběžných výsledk̊u při výpočtu V . Protože jsme před-
pokládali zpětnou stabilitu metody pro řešeńı soustavy s matićı A, konstanta µ je
řádu nu. V tomto př́ıpadě muśı být zdrojem jakékoliv velké chyby velká hodnota r,
což se může stát, jestliže matice A je špatně podmı́něná.

Předpokládejme, že matice A neobsahuje velké prvky. Řeš́ıme soustavu s matićı A
pomoćı LU rozkladu s částečnou pivotaćı. V obecném př́ıpadě má rovnice (3.6) tvar
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(viz [9], podrobnosti o analýze zaokrouhlovaćıch chyb při řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic pomoćı LU rozkladu lze nalézt v [1], str. 104 - 108)

(A + ∆A)x = b, |∆A| ≤ 2γn

∣∣L
∣∣ ∣∣U

∣∣ .

Protože metoda je zpětně stabilńı, součin
∣∣L

∣∣ ∣∣U
∣∣ neńı o moc větš́ı než |A| a tedy∣∣L

∣∣ a
∣∣U

∣∣ nemá př́ılǐs velké prvky.
Prvky matice A v pr̊uběhu řešeńı soustavy s matićı A rostou v d̊usledku děleńı

malými diagonálńımi prvky matice U .
Faktor r̊ustu r můžeme přibližně popsat jako:

r ∼= 1

ηs
, (3.12)

kde s je těžké odhadnout. (O faktoru r̊ustu se lze podrobněji doč́ıst v [1], str. 116.)
Volba s = 1 se v praxi ukazuje jako velmi dobrá.

Nyńı můžeme určit hodnotu η. Z (3.10) a (3.12) je

‖z̄η − z‖∞
‖z̄η‖∞

≤ 2κ(M)(η +
µ

ηs
). (3.13)

To znamená, že pro dosažeńı minimálńıho omezeńı relativńı chyby řešeńı soustavy

(3.9) muśı η + µ/ηs být minimálńı. Tento výraz nabývá minima pro η = (sµ)
1

s+1 .
Při volbě s = 1 máme tedy

η ≈ √
µ ≈

√
nu.

Ukázali jsme, že algoritmus je zpětně stabilńı, vhodnou volbou η je
√

nu.
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Kapitola 4

Numerické testy

V této, posledńı kapitole jsou uvedeny výsledky numerických test̊u provedených
na poč́ıtači s procesorem Intel Celeron CPU 2.40 GHz a s operačńım systémem
MS Windows XP. Všechny výpočty byly provedeny ve dvojité přesnosti.

Tedy

eps = 10−16, u =
1

2
eps ≈ 10−16.

Oba algoritmy jsou naprogramovány v programovaćım jazyce C a jako d́ılč́ı kro-
ky jsou použity funkce z baĺıku LAPACK a lineárně algebraické operace z baĺıku BLAS.

Srovnávaćı testy byly provedeny pro dvě r̊uzné matice A - ř́ıdkou a hustou.

Prvńım typem matice A je Jakobián standardńıho dynamického systému, který
se v literatuře označuje jako Bruselátor, viz [5]. Na matici A je aplikován posun
A − λI, kde λ je vybrané vlastńı č́ıslo matice A, tedy A := A − λI.

Výsledkem této konstrukce je tedy špatně podmı́něná matice A, která je ř́ıdká,
konkrétně (2, 2) - pásová, t.j.

(i − j > 2) ∨ (j − i > 2) =⇒ aij = 0 ∀i, j = 1, . . . , n,

kde A = (aij)
n
i,j=1.

Hustá matice A je konstruována následuj́ıćım zp̊usobem. Nejprve položme

A0 = diag(0, 0, 0, 0.7 + 0.04n, 0.7 + 0.04(n − 1), . . . , 0.86).

Definujme Householderovu matici

Hi = I − 2hih
T
i ,

kde hi je jednotkový, náhodně generovaný vektor takový, že všechny jeho složky lež́ı
v intervalu (−1, 1).
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Potom matice A je dána předpisem

A = H1H2 . . . H100A0H101H102 . . . H200.

Matice A je velmi špatně podmı́něná, jej́ı singulárńı č́ısla jsou 0, 0, 0, 0.7 + 0.04n,
0.7+0.04(n − 1), . . . , 0.86. To, že matice A neńı singulárńı, je zp̊usobeno pouze
zaokrouhlovaćımi chybami.

Volba matic B,C,D a vektor̊u pravé strany f, g je v obou př́ıpadech (pro A
ř́ıdkou i husou) stejná.

Vektory pravé strany f, g se źıskaj́ı tak, že se zvoĺı přesné řešeńı xp, yp a vektory
f a g se vypočtou ze vztah̊u

f = Axp + Byp,
g = CT xp + Dyp.

Matice B,C,D a vektory xp, yp jsou voleny náhodně tak, že všechny jejich prvky
lež́ı v intervalu (−1, 1).

Prvńı z algoritmů - tedy algoritmus BEMW - budeme v daľśım nazývat algorit-
mem Govaerts - Pryce (Gov. - Pryce), druhý (iteračńı) algoritmus budeme nazývat
algoritmem Paprzycki - Yalamov (Pap. - Yal.).

V algoritmu Paprzycki - Yalamov je hodnota η volena

η = 10−8 ≈
√

u.

V algoritmu Govaerts - Pryce je jako zpětně stabilńı metoda pro řešeńı soustavy
s matićı A použit LU rozklad s částečnou pivotaćı (funkce z baĺıku LAPACK).

Srovnávaćım kritériem je vypočetńı čas v sekundách a absolutńı dopředná chyba,

tedy ‖zp − z‖2, kde zp =
(
xT

p , yT
p

)T
je přesné (předem zvolené) řešeńı a z =

(
xT , yT

)T

je řešeńı vypočtené.
Testy byly prováděny pro ř́ıdkou matici A o rozměrech 100 × 100 a 500 × 500 a

pro hustou matici A o rozměrech 100 × 100 a 200 × 200.

V tabulkách 4.1 a 4.2 je vidět závislost výpočetńıho času a dopředné absolutńı
chyby na rostoućım m nejprve pro ř́ıdkou matici A.
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Čas Chyba
m Gov. - Pryce Pap. - Yal. Gov. - Pryce Pap. - Yal.

1 0.015 0.015 3.2 · 10−6 6.4 · 10−6

2 0.015 0.031 6.9 · 10−6 8.6 · 10−6

4 0.015 0.015 2.1 · 10−6 4.7 · 10−6

6 0.015 0.031 1.1 · 10−5 3.6 · 10−6

8 0.015 0.031 5.5 · 10−6 2.5 · 10−6

10 0.031 0.031 3.2 · 10−6 7.1 · 10−6

14 0.031 0.015 4.6 · 10−5 8.2 · 10−6

18 0.062 0.046 1.2 · 10−5 8.7 · 10−6

22 0.062 0.046 6.9 · 10−6 5.9 · 10−6

25 0.062 0.062 2.4 · 10−5 4.5 · 10−6

30 0.078 0.062 1.3 · 10−5 2.3 · 10−6

Tabulka 4.1: A - ř́ıdká matice (100 × 100), závislost výp. času a chyby na m

Čas Chyba
m Gov. - Pryce Pap. - Yal. Gov. - Pryce Pap. - Yal.

1 0.046 0.031 3.7 · 10−4 5.1 · 10−4

5 0.062 0.046 1.2 · 10−4 4.8 · 10−4

10 0.109 0.046 2.6 · 10−4 2.6 · 10−4

15 0.140 0.062 5.7 · 10−3 7.1 · 10−4

20 0.187 0.062 4.8 · 10−4 6.0 · 10−4

30 0.256 0.092 1.7 · 10−3 5.4 · 10−4

40 0.359 0.087 4.2 · 10−3 1.1 · 10−4

Tabulka 4.2: A - ř́ıdká matice (500 × 500), závislost výp. času a chyby na m

Výsledky jsou ještě pro lepš́ı přehlednost znázorněny na obrázćıch 4.1 - 4.4 v
podobě graf̊u závislosti výpočetńıho času, resp. chyby na rostoućım m.

Při všech výpočtech pomoćı algoritmu Paprzycki - Yalamov stačil pouze je-
den krok iteračńıho zpřesněńı. (Iteračńı zpřesněńı bylo prováděno, dokud se norma
rezidua zmenšovala alespoň o řád.)

Algoritmus Paprzycki - Yalamov se ukázal jako o něco rychleǰśı. Pro matici
(100 × 100) byl r̊ust výpočetńıho času u obou algoritmů v podstatě stejný. Pro
matici (100× 100) byl již rozd́ıl v r̊ustu výpočetńıho času výrazněǰśı, výpočetńı čas
u algoritmu Paprzycki - Yalamov je téměř konstatńı.

Oba algoritmy poč́ıtaj́ı v podstatě stejně přesně, občas se stane, že chyba algo-
ritmu Govaerts - Pryce ’poskoč́ı’ o řád nahoru.
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Obrázek 4.1: A - ř́ıdká matice (100 × 100), závislost výp. času na m
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Obrázek 4.2: A - ř́ıdká matice (100 × 100), závislost chyby na m
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Obrázek 4.3: A - ř́ıdká matice (500 × 500), závislost výp. času na m
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Obrázek 4.4: A - ř́ıdká matice (500 × 500), závislost chyby na m
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Tabulky 4.3 a 4.4 ukazuj́ı závislost výpočetńıho času a absolutńı dopředné chyby
na rostoućım m, tentokrát pro hustou matici A.

Čas Chyba
m Gov. - Pryce Pap. - Yal. Gov. - Pryce Pap. - Yal.

1 0.078 0.078 7.5∗ 2.4 · 10−6

2 0.109 0.062 29.9∗ 9.9 · 10−7

4 0.078 0.070 1.3 · 10−6 3.1 · 10−6

6 0.125 0.093 1.1 · 10−6 2.1 · 10−6

8 0.125 0.078 1.2 · 10−6 2.6 · 10−6

10 0.109 0.093 8.1 · 10−6 4.6 · 10−6

12 0.125 0.093 7.0 · 10−5 4.8 · 10−6

14 0.125 0.109 1.9 · 10−5 3.9 · 10−6

16 0.125 0.093 1.5 · 10−5 5.2 · 10−6

18 0.125 0.093 8.9 · 10−6 5.3 · 10−6

20 0.140 0.109 1.3 · 10−5 5.8 · 10−6

Tabulka 4.3: A - hustá matice (100 × 100), závislost výp. času a chyby na m

Čas Chyba
m Gov. - Pryce Pap. - Yal. Gov. - Pryce Pap. - Yal.

1 0.375 0.312 30.4∗ 5.2 · 10−6

5 0.515 0.328 1.5 · 10−5 9.7 · 10−6

10 0.390 0.359 1.2 · 10−5 1.2 · 10−5

15 0.468 0.343 3.1 · 10−5 3.8 · 10−5

20 0.968 0.500 1.3 · 10−5 8.5 · 10−5

25 0.968 0.423 2.4 · 10−5 2.3 · 10−5

30 1.078 0.521 3.4 · 10−4 1.1 · 10−5

Tabulka 4.4: A - hustá matice (200 × 200), závislost výp. času a chyby na m

Na obrázćıch 4.5 - 4.8 je opět tato závislost vyjádřena graficky.
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Obrázek 4.5: A - hustá matice (100 × 100), závislost výp. času na m
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Obrázek 4.6: A - hustá matice (100 × 100), závislost chyby na m
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Obrázek 4.7: A - hustá matice (200 × 200), závislost výp. času na m
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Obrázek 4.8: A - hustá matice (200 × 200), závislost chyby na m
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Při výpočtech s matićı A typu (100 × 100) bylo občas třeba udělat 2 kroky it-
eračńıho zpřesněńı. (Bez něj byla chyba obvykle 100-krát větš́ı.) V ostatńıch př́ıpadech
stačil opět pouze jeden krok iteračńıho zpřesněńı.

Pro hustou matici A o rozměrech (100× 100) je algoritmus Paprzycki - Yalamov
opět o něco rychleǰśı, výpočetńı čas ale roste u obou algoritmů stejně rychle. Pro
matici A o rozměrech (200 × 200) je r̊ust výpočetńıho času v závislosti na m u
algoritmu Govaerts - Pryce podstatně rychleǰśı než u algoritmu Paprzycki - Yalamov.

Zaj́ımavé je, že algoritmus Govaerts - Pryce selhává pro špatně podmı́něnou
matici M (κ(M) ≈ 1015). Absolutńı dopředná chyba je potom řádu 100 až 101.
V tabulkách jsou tyto velké hodnoty absolutńı chyby označeny *, v grafech jsou
vynechány (resp. nahrazeny nulou).

Algoritmus Paprzycki - Yalamov však poč́ıtá soustavy i s touto špatně podmı́-
něnou matićı M správně.

Algoritmus Paprzycki - Yalamov se ukázal jako o něco efektivněǰśı, pro větš́ı
matice s větš́ım vroubeńım podstatně rychleǰśı a celkově poněkud přesněǰśı.
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