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Nézev prace: Reseni soustav linedrnich rovnic s obroubenou matici
Autor: Mgr. Jitka Strausovd
Katedra (ustav): Katedra numerické matematiky
Abstrakt: Rigordzni prdce se zabyvd srovndnim dvou algoritmi pro reseni sous-
tav linedrnich rovnic s obroubenou matici M. Tato matice se sklddd ze ¢tyr bloku
(matic A, B,C, D), z nichz levy horni blok predstavuje Tidkd, spatné podminénd a
strukturovand matice A. Ostatni bloky (B, C, D) maji ve srovndni s A malé rozméry
a jsou husté. Rikdme, zZe matice A je obroubend maticemi B, C,D. Je vijhodné za-
chovat tuto blokovou strukturu matice M a vyuzit tak 7idkost matice A. K tomu lze
pouZit jeden ze dvou algoritmai.

Prunim z algoritmi je primd metoda BEM pro matice s jednoduchym vroubenim
a jeji rekurzivni varianta BEMW pro matice s sirsim vroubenim. Druhym algorit-
mem je iteracni metoda. Oba algoritmy jsou zaloZeny na Tesent soustavy linedrnich
rovnic pomoci blokového LU rozkladu matice M. KazZdy z algoritmu vsak pouZivd
ging LU rozklad.
Piinos prace, puvodni vysledky: detailni numerickd analyza zpétné stability uve-
dengjch algoritmi, implementace a numerické testy
Klicova slova: soustava linedrnich rovnic, obroubend matice, zpétnd stabilita

Title: Solving bordered linear systems

Author: Mgr. Jitka Strausovd
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Abstract: The comparison of two algorithms for solving bordered linear systems is
considered. The matriz of this system consists of four blocks (matrices A, B,C, D),
the upper left one is a sparse matriz A, which is ill-conditioned and structured. The
other blocks (B,C,D) are dense. We say that the matriz A is bordered with the
matrices B,C, D. It is desirable to preserve the block structure of the matriz and
take advantage of sparsity and structure of the matriz A. The literature suggests to
use two different algorithms:

The first one is the method BEM for matrices with the borders of width equal
to one. The recursive alternative for matrices with wider borders is called BEMW.
The second algorithm is an iterative method. Both techniques are based on different
variants of the block LU-decomposition.

Contribution: detailed backward analysis of the above algorithms, implementation
and numerical tests
Keywords: linear system, bordered matrix, backward stability



Uvod

Rigorézni préace se zabyva feSenim soustavy linedrnich rovnic Mz = b s matici

A B
(e n)

kde A € R™", B,C € R™" D e R™™ Rikdme, ze matice A je obroubend
maticemi B, C, D.

Tyto soustavy se ¢asto vyskytuji v numerické kontinuaci a bifurka¢nich problé-
mech. Obvykle n > m, v mnoha aplikacich je dokonce m = 1. Protoze matice A
vznika z diskretizace néjakého problému, je obvykle fidka a strukturovana a mnoh-
dy $patné podminéna. Naopak matice B, C, D jsou husté, proto struktura celé mat-
‘obroubenou strukturu’” matice M a pouzit specidlni algoritmus pro feseni soustav
s obroubenou matici, protoze pak muzeme vyuzit fidkost a strukturovanost matice
A a usSettit tak vypocetni cas.

Predpokladejme, ze matice M je regularni a matice A je fidké a Spatné podminénd
(ptipadné singuldrni) a n > m. Matice M necht je dobie podminén4.

Pro teseni téchto soustav existuji dva algoritmy. Prvnim je piima metoda BEM
(pro m = 1), resp. BEMW (pro m > 1), jejimiz autory jsou W. Govaerts a J. D.
Pryce. Druhy (itera¢ni) algoritmus pfedstavili M. Paprzycki a P. Y. Yalamov. Cilem
rigorézni préace je srovnani téchto dvou algoritmu.

Prvni kapitola predstavuje pojmy zaokrouhlovaci chyba, citlivost ilohy (v nasem
piipadé tedy podminénost matice) a zpétna stabilita. Ta je dulezitym kritériem pfi
posuzovani kvality algoritmu a tedy i pfi srovnavani algoritmu.

Ve druhé kapitole je pomoci dvou dil¢ich algoritmu predstaven algoritmus BEM
pro matici A obroubenou pouze vektory. Tuto metodu ale obvykle nelze pouzit pro
matice s §irsim vroubenim (m > 1). Zduvodnéni tohoto tvrzeni najdeme také ve
druhé kapitole. Nasleduje popis algoritmu BEMW pro matici A s $ir§im vroubenim,
ktery je koncipovan jako rekurzivni varianta algoritmu BEM. Zavér kapitoly je
vénovan zpétné stabilité algoritmi BEM a BEMW.

Druhy algoritmus je iteracni. Jde o klasicky LU rozklad s ¢aste¢nou pivotaci.
Pifpadnd singularita matice A je odstranéna umélou perturbaci. Reseni ziskané po-
moci LU rozkladu se jesté iteracné zpfesnuje.

Poznatky tykajici se zpétné stability obou algoritmu byly prevzaty z [3] a [4] pro
algoritmus BEM, resp. BEMW a z [9] pro itera¢ni algoritmus.

Posledni, ¢tvrta kapitola obsahuje vysledky numerickych testu, srovndava oba
algoritmy z hlediska vypocetniho ¢asu a presnosti vypocteného reseni. Oba algoritmy
se ukazuji jako témeér stejné presné, co se tyka rychlosti, vychazi z provedenych testu
lépe algoritmus iteracni.



Kapitola 1

Numericka stabilita

Rigorézni préce se zabyva FeSenim soustavy linedrnich rovnic. Reseni soustavy line-
arnich rovnic pomoci numerické metody se ale neobejde bez zaokrouhlovacich chyb.

Vstupni data mohou byt zatiZena nepfesnosti a pii vypoctu se v kazdé arit-
metické operaci provadi dalsi zaokrouhleni. Chyby ve vstupnich datech a dale chyby
vzniklé zaokrouhlovanim béhem vypoctu se projevi v koneéném vysledku. Proto
chceme, aby numericka metoda byla stabilni. Kdybychom totiz pouzili numerickou
metodu, kterd neni stabilni, feseni, které bychom dostali, by vlivem zaokrouhlovacich
chyb pravdépodobné nebylo pftilis blizko feseni presnému.

Stabilita algoritmu je tedy nepochybné dulezitym kritériem urcujicim kvalitu
algoritmu. Cilem rigorézni prace je srovnani dvou algoritmi. Proto prvni kapitolu
vénujeme numerické stabilité.

1.1 Zaokrouhlovaci chyba

Jakakoliv operace provadénd pomoci pocitace je zatizena zaokrouhlovacimi chybami.
Je to zpusobeno tim, ze v pocitaci lze reprezentovat pouze koneé¢nou podmnozinu
realnych ¢isel. Kazdé cislo reprezentovatelné v pocitaci ma pouze konecny pocet
cifer. Hovorime o tzv. konecné aritmetice.

Necht 8 € N, 3 > 2 a necht z je redlné ¢islo s koneénym poctem cifer ay, pficemz
0<ap<fprok=-—m,...,n. Mnozina cisel

zg = (—1)°[anan-1...a1a0.a_10_2...a_p), a, #0

se nazyva pozicni ¢iselnd soustava se zdkladem (3. Symbol mezi ay a a_; se nazyva
rddovd tecka. (V piipadé 5 = 10 hovorime o desetinné tecce, v piipadé 8 = 2 jde
o bindrn{ tecku.) Cislo s uréuje znaménko ¢isla 2 a nabyva hodnoty s = 0 (pro z
kladné) nebo s =1 (pro x zaporné).



Prirozenym zakladem c¢iselné soustavy je 3 = 10. V pocitacich se obvykle pouziva
¢iselnd soustava se zékladem [ = 2 (tzv. bindrni soustava). V tomto piipadé v zépisu
¢isla vystupuji pouze cifry 0 a 1, které se nazyvaji bity.

Redlné cislo lze tedy v kone¢né aritmetice aproximovat pomoci ¢isla s koneé¢nym
poctem cifer. Predpokladejme, Ze v pocitaci je pro kazdé ¢islo vyhrazeno N pamé-
tovych mist. (Pfesngji, pro 8 = 2, se jednd o N bitu operaéni paméti.) Pro kazdé
realné cislo lze jeho aproximaci ulozit dvéma zpusoby.

vni moz ije, ze ] isto je vénovano z £ —k— ist zabiraji
Prvni moznosti je, ze jedno misto je vénovano znaménku, N — k — 1 mist zabira,
cifry pred radovou teckou a k mist zabiraji cifry za radovou teckou. Tedy

T = (—1)S[aN,2aN,3 e Q. Qp—q ... ao],

kde
a) s =1 nebo s =0,
b) cifry a; spliuji 0 < a; < fproi=0...N,
c) B € Naf>2jezdklad ¢iselné soustavy.

Mnozina takovychto ¢isel se nazyva systém s pevnou tddovou teckou (fixed-point
system). V tomto systému pocet zobrazitelnych ¢isel neni prilis velky, vezmeme-li v
tvahu velky pocet pamétovych mist, které kazdé éislo zabird. To neni piilis vyhodné,
proto se Castéji uziva druhd moznost reprezentace ¢isla v pocitaci.

Druhou moznosti, jak reprezentovat ¢islo v pocitaci, je systém s pohyblivou rddo-
vou teckou (floating-point system). V tomto piipadé je aproximace ¢isla x ulozena
nasledujicim zpusobem:

T = (_1)8 : (O.a1a2 ce at) - B¢ = (_1)5 .m - ﬁe—t’

kde
a) t € N je pocet cifer,
) B €N, [ > 2 je zdklad ¢iselné soustavy,
J0<a; <B—1,i=1,...,t jsou cifry,
Ym=uay...a;, m <[ —1 je tzv. mantisa,
e €Z, L <e<U senazyva exponent,
f) L € Z a U € Z je horni a dolni mez exponentu e.

o Ao o

V této reprezentaci nejsou ¢isla rozmisténa rovnomérné. Vzdalenost mezi dvéma
po sob¢ jdoucimi ¢isly je nejméné 3~ 'eps |z| a nejvice eps|z|, kde eps = 317t je
strojové epsilon.

Strojové epsilon je definovano jako vzdalenost mezi ¢islem 1 a jeho nejblizsim
sousedem. Tedy eps je nejmensi takové cislo, ze

1+eps>1.
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Ozna¢me systém s pohyblivou fadovou teckou F(3,¢,U, L) = F. Je-li z € R, pak
nemusi platit x € F. V pocitaci ukladame pouze aproximaci ¢isla x, kterd vznikne
tzv. zaokrouhlenim. Oznacime-li zaokrouhlenou hodnotu realného ¢isla x symbolem
fl(x), pak x — fl(z) je tzv. zaokrouhlovaci chyba. Plati nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.1. Jestlize © € R je takové, Ze T < || < Tpmae (kde Tpin @ Tiae je
nejmenst, resp. nejuétsi zobrazitelné cislo), pak

fl(x) = z(1+0), |0 <u,

kde ] )
u= éﬁl_t = Eeps

se nazyvd zaokrouhlovaci jednotka.

Tvrzeni vlastné 1ikd, ze pro zaokrouhlovaci chybu plati: | — fi(z)| < u.

Podobné ani vysledek néjaké aritmetické operace prvku z F nemusi lezet v F.
Je-liop: RxR — R, op € {+,—,-,:} aritmetickd operace definovand na mnoziné
realnych cisel, definujeme op : F x F — F nasledujicim zpusobem:

zopy= fl(x opy)

Zaokrouhlovaci chyby tedy vznikaji i pii provadéni aritmetickych operaci. Aby-
chom je mohli popsat, zavedeme nasledujici oznaceni. (Toto oznaceni budeme potie-
bovat pozdéji.)

Symboly 61, 05, ... budou znacit skalar nebo matici n x n, ktera je ’blizko” matice
jednotkové. Ve skalarnim piipadeé 6 € 1(6) (kde J je nezdporna konstanta) znamena,
ze 0 = e, kde |¢| < 0. V pripadé, ze 6 je matice, § € 1(0) znamen4, ze 0 je soucin
koneéného poctu matic exp(E;), kde Y. || E;|| < 0.

Necht x,y € F. Potom plat{ (viz [3])
fllz opy) =0(x opy), 0¢€1l(u).
Je-li x,y € R", pak existuje konstanta C;p takova, ze
flz"y) =2"0y, 6 € (Crpu),

kde 6 je diagonélni matice a Cip < n.



1.2 Citlivost tdlohy

Citlivost ulohy vyjadiuje, jak se mald zména ve vstupnich datech projevi na reseni
ulohy, bez ohledu na vybér algoritmu.

Definice 1.1. Cislem podminénosti matice A € R™ ™ rozumime cislo

k(A) = [l All]]A

kde || - || je maticovd norma generovand néjakou vektorovou normou.

Jestlize ¢islo podminénosti matice je malé, pak relativné malé zmény ve vstup-
nich datech zptusobi relativné malé zmeény v feseni. (Proc, to si ukdazeme ve vété 1.1.)
V tomto ptipadé hovotime o dobie podminéné matici.

Pokud je naopak ¢islo podminénosti velké (t.j. relativné malé zmény vstupnich
dat zpusobi relativné velké zmény feseni), fikdme, Ze matice je Spatné podminéna.

Uvazujme soustavu

Az = b, (1.1)
kde A € R™" z.b € R". Necht  + Ax je feseni soustavy s porusenou matici a s
porusenou pravou stranou, tedy

(A+ AA)(x + Az) = b+ Ab. (1.2)

Nasledujici véta ukazuje, jak se zméni feseni v zavislosti na poruseni koeficientt
problému. K jejimu diukazu budeme potiebovat toto pomocné lemma.

Lemma 1.1. Necht A € R™" je matice takovd, Ze ||A| < 1. Pak plati:
1. I + A je reguldarni;

2+ A < =

3 (1 + At — 1| < A4l

1=]Al

Dikaz. 1. Predpokladejme, ze matice I + A je singularni. To znamena, Ze existuje
vektor y # 0 takovy, ze y + Ay = 0. Z toho ale plyne, Ze matice A ma vlastni ¢islo
A = —1, a tim paddem je 1 < p(A) < ||A]]. To je vsak spor s predpokladem, ze
[A]l < 1.

2. Oznaéme Q = (I + A)~'. Odtud plyne I = Q + QA. Vime, ze ||I|| = 1. Tedy

= [[(Q + QA)|| = QI — IQAll > [|QI — QI [| Al -
Odtud mame 1

(1.3)
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3. Z rovnosti I = Q + QA a z nerovnosti (1.3) plyne

Al

I = el = llQAl < QIIAll < = T 4]

]

Véta 1.1. Necht A € R™ " je requldrni matice, x je presné reseni soustavy (1.1) a
+Az je presné fesent soustavy (1.2). Necht matice AA je takovd, Ze ||[AT'AA| < 1.

Pak plati
™ w(A) <||AA|| ||Ab||)
< + . 1.4
el S T=TAAAT \ AT T o (14

Diikaz. Protoze A+AA = A (I + A"'AA) amatice A je reguldrni podle predpokladu
a matice I + A~'AA je reguldrni podle lemmatu 1.1, je i matice A + AA reguldrni
a muzeme tedy psat

Ar = (v +Az) —2=(A+AA) ' (b+ Ab) —x =
= [AT + AT'AA)] T b+ Ab) —a = (I + ATPAA) AT b+ Ab) — 2z =
= [(I+ATAA) — Iz + (I+AAA)TTAT AL,
Z lemmatu 1.1 (bod 3) plyne

|Az| < (|AAA|[|l2] + || A~ 20])) . (1.5)

1
I~ [[ATAA]

Vynésobime-li (1.5) ¢islem H%” a pouzijeme-li, ze || XY|| < || X [|Y]|, dostaneme

1] L (i LA 1A
< A Al + a6
el = o aoaa AT AN+
1 .
Protoze plati ||A||Hx|| < Az Mmame
Al _ A~ Al (1800 IS0y ) (1 oo
l ST-jacaa gt ) T i aoaar ol
[]

Vidime, ze relativni zména feSeni zavisi na relativnich zméndach koeficientu ma-
tice a pravé strany. Hlavni odhad zdvisi pfimo na ¢isle podminénosti x(A).

Piedpokladejme, ze plati [|AA| < v ||A|l a ||Ab|| < v ||b||, kde v je kladné é&islo,
které néjakym zpusobem zavisi na zaokrouhlovaci jednotce u (napiiklad muzeme
volit v = 37 = 2u). To znamend, Ze poruchy dat ||AA| a ||Ab]| jsou omezené po-
moci [|A||, resp. ||b]| & pomoci charakteristiky systému s pohyblivou fadovou teckou,
ktery pouzivame. Nerovnost (1.1) tedy jesté rozsitime v nasledujici véte.
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Véta 1.2. Predpoklddejme, ze |AA| < ~v||A|, [|Ab| < (b, kde v € Rt a

AA e R™™ Abe R". Jestlize yk(A) < 1, pak plati ndsledugici nerovnosti

|z + Az < 1+ yk(A)

< , 1.7
el = T=m(A) .7
el 2y
< K(A). 1.8
el = Ty 18
Diikaz. 7 (1.2) plyne, ze (I + A7'AA)(x + Azx) = z + AP Ab. Protoze
[ATAA| < yJA[HJATH] < v(4) < 1, (1.9)

pak podle lemmatu 1.1 je matice I + A~'AA regularni. Vezmeme-li inverzni matici
k této, dostaneme

lz + Azl < [[(7+ ATTAA) T (]l + v [[ATH] fiBll) -

7 lemmatu 1.1 pak plyne, ze

1

Azl < —m8M ——
ot 8ol = Ty

(el [[AH [ 1ol) -
Podle (1.9) a faktu, ze ||b]| < [|A]| ||z||, je

1
o+ Ac] £ ———

iy Uzl + AT Al ) (1.10)

Pro dosazeni nerovnosti (1.7) jiz staci vydeélit (1.10) ¢islem ||z ||.

Dokéazeme nyni nerovnost (1.8). Odectenim (1.1) a (1.2) mame
AAx = —AA(x + Az) + Ab. (1.11)
Vyndsobime-li (1.11) zleva matici A~! a pouzijeme-li (1.9), dostaneme
[Az]| < |ATAA] |z + Azl + [|ATH |Ab] <
< yR(A) [lz + Ax|| + AT [[o]].

Vydélime-li obé strany prvkem ||z| a pouzijeme-li trojihelnikovou nerovnost
|z + Az|| < ||z|| + ||Az|| a fakt, ze ||b]] < ||A]| ||=||, dostaneme

|Az] _ (HxH + | Axf] H:UH> vi(A),

[ - ]l ]

neboli
|Az||

[



. A
Pievedeme-li ””xx”

H ~vk(A) na druhou stranu, mame

% (1~ 7w(A)) < 294(A).

Z toho jiz plyne nerovnost (1.8). O
V souladu s piedpokladem, ze v = $'~f = 2u, z véty 1.2 plyne, Ze

kde u je zaokrouhlovaci jednotka.

Definice 1.2. Cislo ur(A) se nazjvd nevyhnutelnd chyba.

1.3 Zpétna stabilita

V predchozim odstavci jsme se zabyvali citlivosti tlohy. Stabilita je na rozdil od
citlivosti vlastnosti algoritmu. Pfi feseni problému pomoci néjaké numerické metody
obdrzime misto pfesného feSeni TeSeni priblizné. Zajima nas, zda je toto TeSeni
dostatecné blizko feSeni presnému, tedy zjistujeme velikost chyby feseni.

Ke zkouméni velikosti chyby jsou dva piistupy - piiméa (téz doprednd) a zpétnd
analyza.

Ptimé& analyza zaokrouhlovacich chyb spociva v tom, ze provedeme odhad chyby
postupné, v kazdé jednotlivé operaci béhem vypoctu, a dostaneme tak velmi pracné
celkovy odhad chyby vysledku, ktery bude znacné pesimisticky.

V numerickych vypoctech oboru linearni algebry se castéji uziva tzv. zpétnd
analyza zaokrouhlovacich chyb. V tomto postupu zahrneme vsSechny nepfesnosti
ve vypoctu pouze do vstupnich dat, t.j. hleddme poruseni vstupnich dat tak, aby
vypoctené (neptesné) teseni bylo presnym feSenim problému s témito porusenymi
vstupnimi daty.

Necht S: R™" x R" — R™ je operator, ktery dvojici S(A, b) piifadi aproximaci
feseni z soustavy Az = b. Pak S se nazyva metodou feseni problému Az = b, dvojici
(A, b) nazyvame daty tulohy.

Definice 1.3. Metoda se nazjvd numericky stabilni, jestlize pro vsechny matice A
a pro vSechny vektory pravé strany b plati

| Azl

~ uk(A),
e e

kde u je zaokrouhlovact jednotka.
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Poznamka 1.1. Predchozi definice tikd, ze metoda se nazyva numericky stabilni,
jestlize pro vSechny matice A a pro vsechny vektory pravé strany b je relativni chyba
feseni omezend malym ndsobkem nevyhnutelné chyby ux(A).

Definice 1.4. Metoda S se nazyvd zpétne stabilni, jestlize resent, vypoctené touto
numerickou metodou, je presnym Tesenim soustavy s porusenymi daty, t.j. S(A,b)
splnugje

(A+ AA)S(A,b) = b+ Ab, (1.12)
kde ||AA] < uCs ||A|l a ||Ab|| < uCs|b||. Konstanta Cs se nazjvd konstanta sta-
bility a muze zdviset na n.

Zpétna stabilita je dulezitou vlastnosti numerické metody pro feseni soustav li-
nearnich rovnic. Vstupni data problému (A,b) obvykle obsahuji chyby (t.j. misto
soustavy Az = b fesfme porusenou soustavu). Zpétnd stabilita zajistuje, Ze i pres
porusend vstupni data obdrzime dobrou aproximaci presného reseni.
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Kapitola 2

Govaerts - Pryce

V této kapitole predstavime prvni z algoritmu pro feSeni soustav linearnich rovnic.
Zacneme jeho jednodussi variantou, totiz metodou pro feSeni soustavy s matici
obroubenou pouze vektory. Pomoci této metody pak ukazeme algoritmus pro obec-
néjsi pripad (8irsi vroubenti).

Na zaver této kapitoly se budeme zabyvat stabilitou téchto dvou algoritmu.

Méjme soustavu linearnich rovnic

(3)-() =

M:(éT g), (2.2)

kde A e R B,C e R"™™ D eR™™ z feR" y,g€ R™

s blokovou matici

2.1 Algoritmus BEM

Resfme nejprve soustavu (2.1) s matici M obroubenou pouze vektory, t.j. m = 1.
(B, C jsou tedy vektory a D je skaldr, proto je pro lepsi pirehlednost ozna¢ime po
radé b, ¢, d.) Ulohu lze fesit pomoci dvou ruznych blokovych LU rozkladi matice M,
které zachovavaji jeji strukturu.

Prvni se nazyva Doolittluv rozklad:

<?3):<3T(1))(64§*)7 (2:3)

kde wT a &* dostaneme ze vztaht

A

"= (w” 1)(0 )szA, d=(w” 1)(5*>:wa+5*.
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Tedy ¢ = ATw a 6* = d — w’b.
Déle polozime
m_[(ADb T
(2)-(0 %) ()
a feSime soustavu

G DG 3)(G)=Cor 1) () =(5) e

(tzv. substituce vpred). Z (2.4) je 1 = f, wly + 7 = wlf + 79 = g a tedy
Yo =g—w'f.
Potom provedeme tzv. zpétnou substituci

(G -()-( ) e

kterd dava Az + by = f a 0*y = g — w? f. Pomoci téchto dvou rovnosti spo¢itdme
T avy.

Nyni tyto poznatky muzeme shrnout do algoritmu.

Algoritmus BED (Block Elimination Doolittle):

1. ATw=c

2.0 =d—wlb
3.y=(g—w'f)/"
4. Ax = f — by

Druhym blokovym LU rozkladem matice M je tzv. Croutuv rozklad:

(BD-(DD

Prvky v a § ziskdme opét ze vztahu

b= (A 0)(”:,4@, d=( " 5)(?):&&5,

Miéme tedy Av=bad=d— clv.

Tentokrat polozime
Y (1 v T
y) \01 Y

a provedeme substituci vpred



Z (2.7) dostavame AE = f, '€+ 0y =g, t.j. y = (g — 7€) /6.

Zpétna substituce
I v z\ (&
(o 1) () -(5) e

dava x +vy = € a tedy x = & — vy.
Opét vyse odvozené shrneme do algoritmu.
Algoritmus BEC (Block Elimination Crout):

1. Av=1»
2.0=d—cTv
3. AL = f

d.y=(9—c"€)/s
D.x =& —vy

Predpokladejme, ze mame zpétné stabilni metodu pro feSeni soustavy s matici A,
resp. s matici AT. Jestlize matice A a M jsou dobfe podminéné, algoritmy BED a
BEC funguji dobre.

Pokud ale matice A je Spatné podminénd, nabizi se na obdrzeny vysledek ap-
likovat algoritmus iterac¢niho zpfesnéni.

Algoritmus iteracniho zpresnéni

Algoritmus itera¢niho zpfesnéni feseni je zaloZen na jednoduché myslence. Necht
z. je Teseni soustavy s matici M spoctené pomoci néjaké numerické metody a z
necht je piesné feSeni této soustavy. Spocitdme tzv. vektor rezidua

r=h— Mz,

kde h = (fT,¢g")" je pravd strana soustavy (2.1). Oznatme w FeSeni soustavy
My = r. Pokud je toto feseni pfesné, pak ziejmeé

M(z.+w)=h a z = z.+w.

Je jasné, ze w presné neziskame, ale tato myslenka dava zéklad algoritmu iterac¢niho
zpresnéni feseni.

Algoritmus iteraéniho zpiresnéni
1.z =z

2.r=h—Mz
3. w se spocte jako TeSeni soustavy My = r uzitim numerické metody
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4. 2" =z+w

5.r"=h—Mz*

6. je-li ||r*[|, < ||r|l5, jdi na 7, jinak jdi na 8
.r=r*z=2% jdina3

8. konec, z je hledané zpresnéni feseni.

\]

Aplikujeme nyni iteracni zpresnéni feseni piimo na algoritmus BED, resp. BEC.
Necht (zT,4T)T je numerické feseni problému (2.1) s pravou stranou (f7, g7)7,
vypocétené pomoci algoritmu BED. Definujme algoritmus BED-+k.

Algoritmus BED-+k
Prot=1,2,...,k

1. spocitame rezidua f; = f — Axy — byy, g1 = g — cry — dy
2. spocitame zo,yo pomoci algoritmu BED (s pravou stranou hy = (f{,g1)7T)
3.1 =71+ 22,5 =1 + Y2

Analogicky definujeme také algoritmus BEC+k.

Numerické testy provedené v [3] ukazuji, ze pouzijeme-li algoritmus BED, je y
spocteno spravneé bez jakéhokoliv iterac¢niho zpresnéni. Abychom ale ziskali dostatec-
né presné i slozku x, je nutné aplikovat algoritmus BED+k pro k£ > 1. Ukazeme proc.

Pro jednoduchost predpoklddejme, ze chyby vznikaji pouze pfi feseni soustav s
maticemi A a AT, t.j. v krocich 1 a 4 algoritmu BED. Zanedbame tedy zaokrouhlo-
vaci chyby pii ostatnich vypoctech. Oznacime-li w, §*, 7 jako spoctené hodnoty,
mame

A+AA"w=c, o"=d-uw'b, &j=g-—1" f. (2.9)

Pro matici AA plati ||[AA|| < uCs||A]], kde u je zaokrouhlovaci jednotka a Cg
je konstanta stability metody pro Fesen{ soustavy s matici A, resp. AT (tu podle
predpokladu méme k dispozici). Oznaéme déle z; (nezndmé) presné reseni soustavy

(A+AA)z, = f — by (2.10)

Z (2.9) a (2.10) dostavame

(A (=), 1

Protoze (2.11) predstavuje malou zménu dobfe podminéného (puvodniho) systému
(2.1) s matici M, musi 7 byt dobrd aproximace y.
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Déle numerické testy ukazuji, ze pouzijeme-li algoritmus BEC, je nutné pro
dostatecné presny vypocet obou slozek feseni provést algoritmus BEC+ k pro & > 1.
Ukazuje se ale také, ze relativni chyba x, spocteného pomoci algoritmu BEC+k+1,
je tadu relativni chyby y, spoc¢teného pomoci algoritmu BEC+k. To tedy znamena,
ze pokud y je fadu u ||(z7 y")"||, pak algoritmus BEC potita @ spravng, t.j. s chy-
bou fadu uk(M) ||(z” y™)”|| (uk(M) je nevyhnutelnd chyba). Opét ukdzeme, proé
tomu tak je.

Opét budeme predpoklddat, ze chyby vznikaji pouze pri reseni soustav s matici A
a AT (tedy v krocich 1 a 3 algoritmu BEC). Necht v, §, £, T, ¥ oznacuji vypoctené
hodnoty. Mame

(A+A1A)T =0, (2.12)
0=d—c"v, (2.13)
(A+24) €=, (2.14)
Sy=g- % (2.15)
T =& -1y, (2.16)
kde [|AAl} < uCs [[A]l, [[A24]] < uCs || A].
Pomoci (2.16) mame B
AT = A¢ — Avy,
pomoci (2.12) je
tedy B
AT + by = AE + A Avy. (2.17)
Dosadime-li jesté do (2.17) za A€ z (2.14), dostavame
AT + by = f — NyAE + A, Ay (2.18)
Podobneé z (2.16) dostaneme
Iz = CTE — CTW
a z (2.13) dostaneme -
dy = 6y + ¢ vg.
Pouzijeme-li jesté (2.15), mame
AT+dy=c"€+g—cTE=y. (2.19)
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Zapiseme-li rovnosti(2.18) a (2.19) maticové, méme

( 4 ) ( i ) _ < f - (AzA)Eg+ (A1 A)Ty ) | (2.20)

Nyni potifebujeme odhadnout H—(AQA)E + (AlA)WH pomoci || f]| a |lg]|- V ¢lanku
[3] je ukdzano, ze

[A2AE|| < uCs Ifll,  [1A1ATg| < uCs gl (2.21)

tedy

Méme tedy

<uCys

[2AE|| ~u|lfll, [[AATg] ~ullg]|.
H ( —(A2A)E + (A A)vy ) | 02,

S
0 g
kde Cs je konstanta stability metody pro feseni soustavy s matici A.
A b
' d

(g

Protoze plati

Y

) _ < F = (A24)¢ + (A A)Tg )

(7)

je (T yT)T aproximace feseni (27 yT)T s relativni chybou fadu ux(M).

< gl

)

qu

Vzhledem k témto dvéma faktium je prirozené spocitat y pomoci algoritmu BED
a potom udélat krok itera¢niho zptesnéni pomoci algoritmu BEC, kde jako pocatecéni
priblizeni pouzijeme spravné vypoctenou hodnotu y a pocateéni hodnotu vektoru x
polozime rovnu nulovému vektoru.

Na zakladé této myslenky vznikl algoritmus BEM.

Algoritmus BEM (Block Elimination Mized):

1. ATw=c¢c

2.0 =d—w'b

3. Av=1>

4.6 =d—c"v

5.y = (g —w'[f)/6
6. fi=[—by
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7.91=9—dy

8. AL = f1

9. yp = (g1 — ") /o
10. x =& — vy
1.y =+

V tomto algoritmu se nejprve v krocich 1 - 2 provede Doolittluv LU rozklad a v
krocich 3 - 4 Croutuv LU rozklad matice M. V kroku 5 se pomoci zpétné substituce
vypocita y,. Kroky 6 a 7 predstavuji vypocet rezidui. V krocich 8, 9 a 10 se pomoci
Croutova rozkladu fesi soustava

(Fa) ()= ()

Jedna se vlastné o krok itera¢niho zpresnéni, kde prava strana je nahrazena vek-
tory f1,¢1 a jako pocatecéni priblizeni se uvazuje vypoctené y; (z kroku 5) a z = 0.
Krok 11 je uz jen aktualizace vektoru y.

Metoda BEM dava spravné vysledky, pokud matice M je dobfe podminéna,
i kdyz matice A je témeér singularni. Je mozné uméle zkonstruovat takovy piipad,
kdy tato metoda selze, ale v praxi se toto stava velmi ztiidka.

Metoda BEM je zpétné stabilni pro m = 1. Toto tvrzeni bude podrobnéji
zduvodnéno ve treti kapitole.

Na zavér tohoto odstavce jesté uvedeme poznamku, ktera se ukaze jako velmi
uzitecna pro ptripad m > 1.

Poznamka 2.1. Pokud v krocich 1 - 4 zaménime v a w a dédle ¢ a ¢*, dostaneme
metodu BEM pro soustavu s transponovanou matici M7 .
2.2 Blokova alternativa algoritmu BEM

Pouzijeme-li algoritmus BEM i pro blokové vroubeni (t.j. pro m > 1), pak § a ¢*
jsou nahrazeny malymi maticemi typu (m x m).

Definice 2.1. Necht A, B,C, D jsou matice o rozmérechp X p, p X q, p X q, ¢ X q
a necht A je invertibilni. Necht

A B
e (4 8.

Pak Schuriv doplnék matice A v matici M je matice D — CTA™B typu q x q.
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Nahradime-li v algoritmu vektory b, c,d,v,w po fadé maticemi B,C,D,V,W
pifslugnych rozmeéri, dostaneme 6 = D—CTV | resp. §* = D—W B. Protoze AV = B
a ATW = C, madme

§=0"=D-CTA'B. (2.23)

Tedy podle definice 2.1 jak ¢ tak 6* jsou vlastné Schurovym doplinkem matice A v
matici M. Kdybychom pouzili algoritmus BEM, museli bychom kromé feSeni sous-
tavy s matici A a AT Fesit v krocich 5 a 9 také soustavu s matici 6, resp. J*.

V tomto odstavci ukazeme, proc¢ takovato blokova metoda BEM muze selhat. K
tomu budeme potiebovat definici singularnich ¢isel a nékolik jejich vlastnosti.

Definice 2.2. Necht A € R™", Pak A = USV?, kde U a V jsou ortogondini
matice typu m X m, resp. n X n, a S € R™*" je diagondlni matice tvaru

S = ( %)3 ) jestlize m > n, nebo S = ( > 0 ) jestlize m < n,

kde
g1 0 0
0 o9 --- 0
s=1 . 7 . (2.24)
0 0 0 Omin(m,n)

Cislaoy > 09> ...> Omin(m,n) = 0 se nazyvaji singuldrni ¢isla matice A.
Pro kazdou matici A € R™*™ polozime o; = 0 pro i > min(m,n).

Lemma 2.1. 1. Necht )\;(X) jsou vlastni ¢isla pozitivné semidefinitni matice X € RF**
takovd, ze \(X) > ... > \(X). Pak

2. 0;(A) = 0;(AT) pro vsechna i.
3. Pro kazdé i je 0;,(A) = mm{HA — fl“ : rank(A) = @}

4. Singuldrni ¢isla matice se neméni vyndsobenim matice unitdrni matici, permutaci
radki nebo sloupci, zménou znaménka radki nebo sloupci, ani priddnim nulového
radku ¢i sloupce.

5. Jestlize B je podmatice matice A, pak o;(B) < 0;(A) pro vsechna i.

6. Jestlize B = XAY, pak 0;(B) < || X|| ||Y]| 05(A) pro viechna i.

I

7. Necht A € R™" ¢ B = < A

> . Pak 0;(B)? =1+ 0;(A)? pro1 <i<n.

21



Diikaz. Dukaz lze nalézt v [2], str. 53. O

A B
(e )

je requldrni blokovd matice, kde A, B,C, D € R™™. Necht jeji inverze je
_ P @
1 _
M= ( p ) |

M7 0:(A) < 0:(S) < [|[M7][* 03(A) (2.25)

Véta 2.1. Necht

Pak

pro kazdé 1.
Dikaz. Nejprve dokazeme druhou nerovnost. Bez jmy na obecnosti predpokladejme,
ze matice A je regularni. (To je mozné, vzhledem k tomu, Ze vSechny ¢leny v
nerovnosti (2.25) jsou spojité funkce A a libovolné malé zmény v singuldrni matici
z ni uéini matici reguldrni.)
Polozme A™'B = V. Pak
(AT 0)M=(1 V). (2.26)

Z (2.26) a lemmatu 2.1 (body 5, 6) mame

oi(A) <||M Yo (L, V) Vi (2.27)

(0i( I, V)= (az- ( é’} ))2 lemma 2.1 (bod 2)]

=1+ (0:(V))*  [lemma 2.1 (body 2,7)]
_ (02- ( _]z/ ))2 lemma 2.1 (body 4,7)]

¢ili

oi (I, V)=o ( _[l/ > Vi. (2.28)

M<_[nv)—(301). (2.29)

Pomoci lemmatu 2.1 (body 4, 6) dostavame

Na druhé strané je

Ui( Y ) < | M o(5). (2.30)
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Spojime-li (2.27), (2.29), (2.30), dostaneme
ai(A™Y) < |[M7 PP ou(S7Y). (2.31)

Pouzitim nerovnosti (2.31) a skute¢nosti, ze singuldrni ¢isla inverzni matice k matici
typu (k x k) jsou pro i < k prevracené hodnoty singuldnich ¢isel puvodni matice, v
obraceném poradi, dostavame druhou nerovnost tvrzeni véty.

Prvni nerovnost dostaneme obdobnym postupem s tim rozdilem, Ze v rovnostech
(2.26) a (2.29) ponechdme matici M na levé strané. O

A B
u-(erp)
je requldrni blokovd matice typu (n +m) X (n+m), kde A € R B,C € R™™™,
D € R™ ™ Necht jeji inverze je

o4 (P Q
v (g 9

Véta 2.2. Necht

Polozme p = min(n,m). Pak
1M 72 00 5(A) < 0 y(S) < || M7 00 s(A)  pro0<j<p. (2.32)

Diikaz. Necht m < n. Oznacéme

A B 0
M=|CT D 0 ,
0 0 ,U/[nfm,nfm
kde p = ||M||. Pak
P Q 0
M™=| Rl S 0

0 0 ,uiljn—m,n—m

Na matici M lze pohlizet jako na matici o étyFech blocich o velikosti n x n, lze tedy
aplikovat vétu 2.1. Dostavame

2 S 0 _
) < g <
JZ(A) =i ( O Mfl]n—m,n—m ) - HM

2

i(A). (2.33)

Podle lemmatu 2.1 bod 4 je
. S 0 _ W mnem 0
‘N0 i ) 0 S )
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Plati

-1
o ( . ]nam’”_m g, ) = |IM||”" prol<i<n—m (2.34)
= Om—n+i(S) pron—m <i<n. (2.35)
Dale plati
|31 = maz (. 1n11) = ), (2.36)
| 31| = maz (s ) = ). (2.37)

Kombinaci (2.35), (2.36) a (2.37) dostavame
_ 12
M7 0:(A) < omnta(S) < [ M7 04(A)
pro n —m < i < n. Polozime-li j = n — ¢, dostaneme tvrzeni véty. O

N&s bude zajimat podminénost matice d (resp. %), t.j. Schurova dopliku matice
A v matici M. Tim ale nen{ nic jiného nez matice S~
Pro ¢islo podminénosti matice S plati x(S) = [|S]| ||S™!|]. Uvazujme spektralni

normu ||S|| = /p(STS). Mame tedy
k(571 = w(8) = ISI1[S7"]| = V/p(STS) v/ p((STS) ) =

Amaz(STS)

Arin (STS)
kde Apmaz(STS), resp. Apmin (STS) znaci nejvetsi, resp. nejmensi vlastni ¢islo matice
STS.

Podle lemmatu 2.1 (bod 1) je tedy

=V Anaz (ST Amas (STS) 1) =

O'maz(S) . O'1(S>

ST =k(S) = = . 2.38
K(57) = w($) = Tl = 20 239

Aplikaci Véty 2.2 pro j =0 a j = m — 1 na nasi matici M dostaneme
1M1 7 0(4) < 7n(S) < || M7 [P 0 (4) (2.39)
1M 72 0 mi1(A) < 01(S) < | M7 0nmia (A), (2.40)

cili _2 2
MU rona(A) _ ou(S) IV I 00 (4) -
1M1 o(A4) T om(S) [ M| 0 (A)
Piseme-li § misto S~!, jednoduchymi dpravami a pouzitim (2.38) nakonec dostaneme
1 _ A _ A

Tn=mi1(A) Inmiild) a2 (2.42)

GONR ou(d) == =00

24



Pokud tedy M je dobie podminénd, t.j. v nejlepsim piipadé k(M) = 1, vidime, ze
podminénost matice § = §* je urcena m nejmensimi singuldrnimi ¢isly matice A.
Je-li matice A $patné podminénd (a to podle predpokladu je), pak protoze

01 (A) On—m+1 (A)
T @) C T o4

, (2.43)

muze i matice § byt Spatné podminéné. Presnéji, pro mald m muze byt odhad (2.43)
dobry, naopak pro velkd m a $patné podminénou matici A dostaneme velkou horni
mez a tudiz blokova varianta algoritmu BEM by mohla selhat.

2.3 Algoritmus BEMW

V predchozim odstavci jsme ukéazali, pro¢ nelze pouzit algoritmus BEM pro Sirsi
vroubeni. Algoritmus BEMW je koncipovan jinak - rekurzivné. Matice B, C, D,
jsou 'rozkouskovany’ do nékolika vektori by, ¢; € R™, ..., by, Cm € R™™1 a skaldrt
di1, ..., dpmm. Obrazek ukazuje piiklad pro m = 3.

A b
071 dll b2 b3 (2 44)
C2 dao '
C3 ‘ d33

Jak jsme jiz zminili v prvnim odstavci této kapitoly, zaménime-li v algoritmu
BEM v za w a § za 6*, dostaneme algoritmus pro feSeni soustavy s matici M7, ktery
je stejné stabilni jako algoritmus ptuvodni. Oznacme algoritmus BEM pro soustavu
s matici M

S, = BEM(b,c,d, S, S") (2.45)

a algoritmus BEM pro soustavu s matici M7 oznacme
ST = BEM(c,b,d, S, S), (2.46)

kde S, resp. ST oznacuje zpétné stabilni fesi¢ pro soustavu s matici A, resp. AT .
Ozna¢me Ay (0 < k < m) podmatici matice M tadu (n + k) takovou, ze

Ag=A, A, =M

[ A b
A,f_(cz dk). (2.47)

Vektory by a ¢ jsou sloupcové vektory o délce (n + k — 1) a dj je skalar.
Algoritmus BEMW se sklada z rekurzivni konstrukce stabilnich fesicu pro matice
Ak a Ag
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Algoritmus BEMW (Block Elimination Mized for Wider Borders):
Vstup: Sp, S} (zpétné stabilni fesice pro matice Ag, AL)

l.prok=1,2,...,m
2. Sk = BEM(bk,Ck,dk, Sk;—l, SZ—I)
3. ST = BEM(Ck,bk,dk, S;‘f_l,Sk_l)

2.4 Zpétna stabilita algoritmu BEM a BEMW

V tomto odstavci nejprve ukazeme stabilitu algoritmu BEM. Hlavni myslenkou
dukazu stability algoritmu BEMW je potom fakt, ze se prislusné vlastnosti prenaseji
od jednoho diléiho algoritmu k druhému.

Predtim, nez uvedeme nékolik tvrzeni, ktera ukazuji zpétnou stabilitu algoritmu
BEM, zavedeme oznaceni, které budeme v tomto odstavci pouzivat.

Symbolem @ budeme znaéit vypoctenou hodnotu a. Cislo u je opét zaokrouhlo-
vaci jednotka. Symboly 61, 0s, ... jsou stejné jako v kapitole 1.

Pripomenme jesté, ze

fl(z opy) =0(z opy), 0€l(n),
a ze existuje konstanta Cjp takova, ze
flz"y) = 2"y, 0 € (Crpu),

kde 6 je diagondlni matice, x,y € R™ a C;p < n.
V dikazech budeme pouzivat tyto nerovnosti:

erH < 6||9||7 H69 _ ]H < ||9||€||0||_

Véta 2.3. Necht S je zpétné stabilni metoda pro resent soustavy s matici AT s kon-
stantou stability Cs. Necht § je vypoctené v kroku 3 algoritmu BEM. Pak 7 je y-ovd
komponenta presného resent soustavy (2.1). Jingmi slovy, existuji AA, Ab, Ac, Ad,
Af, Ag a xo tak, Ze

A+AA b+ Ab To \ [ [H+ASf (2.48)
(c+ Ac)t d+ Ad vy ) \g+Ag '
b+ Ab= Obb, 0, € 1((1 + C[p)ll),

d+ Ad=04d, 04€ 1(11),
f + Af = fo, 9f c 1((2 -+ O[p)u),
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g+Ag=10,9, 6,€1(2u),
IAA] < CsullAl,
[Acl] < Csulle]].

Dikaz. Méame

(A+ AW =c+ Ac, ||AA|| < CsullAll, |Ac|| < Csulc|l, (2.49)
0,0 =d—w 00, 6 €1(u), 6 e 1(Crpu), (2.50)

63(9 — U}Tf) =g —ng4f, 03 € 1(11), 0, € 1(0[1311), (251)

95? = (g - wa)/5*, 95 S 1(11) (252)

Pomoci (2.50), (2.51) a (2.52) dostaneme

0510 g — wr 010510, f

L T} (2.53)
Tedy 7 je presna y-ova komponenta feseni soustavy
A+AA 0710, x 010,10, f
( (c+A0)T  67'd ) ( y ) = ( 0105 ) ’ (2.54)
z ¢ehoz plyne tvrzeni véty. O

Véta 2.4. Necht S je zpétné stabilni metoda pro veseni soustavy s matici A s kon-
stantou stability Cs a necht z = (T4, y7)T je resent soustavy (2.1) vypoctené pomoci
algoritmu BEC. Pak T,%y splnuji rovnost

((ffﬁﬁ)i §i§Z>(§)=(f+ff)+(§)z, (2.55)

[AA] < (24 Cs)u exp(2u) [|A]l,
|Ab]| < Csullb],
[Ac] < (5+ Crp)u exp((5+ Crp)u) |,
IAd]| < 3u exp(3u) |||,
IAf] < Csullf],
1T < (2Cs + (1 + Csu)u exp(u))u || A,
U] < (44 2Cp)u exp((6 + Crp)u) ||| -

kde
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Diikaz. Vypoctené hodnoty 7, &, 7, T spliwuji

(At AAT=bt A [AA|<CoulAl, [Ab] < Coulp],  (256)

(A+AcA)E = f+AS, [[AA] < CsullAll, JAF] < Csullf]l, (2.57)
—cT,€

96@ = ﬁ, 96 c 1(311), 97 c 1(0]1311), 98 c 1(011311), (258)

O = E — 910"U_y, Oy € 1(11), O € 1(11) (259)

Dosazenim za vy v (2.58) pomoci (2.59) dostaneme
96dy + 9609891_0199E =g + CT(969891_01 — 97)5 (260)
Spojenim rovnosti (2.59), (2.56) a (2.57) dostaneme

(A+A,A)01 05T + b+ Ab)Y = [+ Af + [(AA — AcA) + (A+ A A) (63 — )] &
(2.61)
Nyni muzeme (2.60) a (2.61) prepsat jako

A+AA b+ Ab T\ [ [f+Af T\ =
((c+Ac)T d+Ad)<y)_< g )+(U)§’ (262)
kde meze pro ||AA], || AD|, [|Ac||, [|Ad|], [|Af]], |7 a ||U]| 1ze spocitat pomoci mezi
v (2.56) - (2.59). [

Véta 2.3 predstavuje zpétnou analyzu kroku 1 - 3 v algoritmu BEM. Dulezitym
vysledkem je, ze y spoctené v kroku 3 je spravné, i kdyz matice A je velmi Spatné
podminéna.

Véta 2.4 je zpétnou analyzou algoritmu BEC.

Podle véty 2.4 je

e (3)-()+ ()8

kde, zanedbame-li ¢leny vyssich radu,

g

[AM|| <uCy M|, Cy=Cs+ Crp+ 10, (2.63)
1T <uCs[[All, C3=2Cs+1, (2.64)
Ul < uCyllel|, Ci=2Crp+4. (2.65)

Lze ukazat (viz [3]), Ze algoritmus BEM je zpétné stabilni a ze pro konstantu stability
plati

Csr =Cs+ Crp+20+ (2Cs +2C1p + 5)(1 + Cp(2Cs + 2Cyp + 5)), (2.66)
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kde Cp je konstanta omezujici u || (A + E) || || M || pro vSechny poruchy E matice A.
V rovnosti (2.66) jsou ¢leny fadu ux(A) zanedbany.

Nyni si ukazeme, jak je to se stabilitou algoritmu BEMW v zavislosti na ros-
toucim m.

V souladu se znacenim pouzivaném v odstavci 2.3 je S; algoritmus pro reSeni
soustavy s matici Ay. Z predchoziho plyne, Ze tento algoritmus je zpétné stabilni s
konstantou stability C'g, = Cgp. Totéz samoziejmé plati i pro algoritmus S .

Z predchozi zpétné analyzy algoritmu BEM ale rekurzivné plyne i stabilita algo-
ritmu Sy a S atd., pokud konstanty Cy,, Cs,, ... nerostou piilis rychle.

Uvazujme pevné k, 0 < k < m — 1 a predpoklddejme, ze u HA,;IH | Akl < 1,
ur(Ag+1) < 1. Pak podle (2.66) mame priblizné

Cgk_H = 305k + 3Crp + 25. (267)

Z tohoto lze usoudit, ze rust konstant stability je exponencialni. V takovém pripadé
bychom vsak mohli pouzit algoritmus BEMW pouze pro mala m.

Ve skutecnosti je rust téchto konstant mnohem pomalejsi. Clen 3Cs, vznikl z
nerovnosti (2.63) a (2.64), které jsou puvodné odvozeny v dukazu véty 2.4 (rovnost
(2.61)). Velikost &, které se vyskytuje v této rovnosti, je v nasem piipadé uz aproxi-
maci 7. Proto se poruchy A, fadu uCsy || Ag||, které odpovidaji clentim (A, A)0;, 00T
a (A,A)E v rovnosti (2.61), vyrusi. (Opét zanedbame éleny vyssitho fadu.)

Tedy misto (2.67) méame

CSkH = Csk + 3Cp + 25, (268)

coz predstavuje (podstatné pomalejsi) linedrni rust konstant stability.

Ukéazali jsme, ze algoritmus BEM je stabilni pro m = 1 a zavislost konstant
stability algoritmu BEMW na rostoucim m je linearni. To je vzhledem k tomu, ze
m v praxi nabyva casto pouze malych hodnot (napt. m = 3), vice nez uspokojivy
vysledek. (Podrobnéji se 1ze o zpétné stabilité algoritmu BEM a BEMW docist v [3]
a [4].)
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Kapitola 3

Paprzycki - Yalamov

V této kapitole nejdiive predstavime druhy z algoritmu pro feseni soustavy (2.1) s
obroubenou matici
A B

ktery je zalozen na perturbacich trojuhelnikového rozkladu. (Opét A € R™ ™,
B,C € R™™ D e R™™.) Tento algoritmus ptedstavili v roce 1999 Plamen Y.
Yalamov a Marcin Paprzycki.

Druha ¢ast této kapitoly je vénovana zaokrouhlovacim chybam a zpétné stabilité
tohoto algoritmu.

3.1 Popis algoritmu

Zékladni myslenka algoritmu spoc¢iva v tom, ze provedeme malou zménu prvki ma-
tice, kdykoliv hrozi déleni malym ¢islem. Reeni, které ziskdame, je pak ale FeSenim
problému perturbovaného. Reseni ptvodniho problému ziskdme aplikaci algoritmu
iteracniho zpfesnéni feseni.

Cely postup je (stejné jako u algoritmu BEM) zalozen na blokovém LU rozkladu

matice M:
PLU 0 I, V
M_( i ]m)<0 W), (3.1)

kde V. = A7'B, W = D — CTV. Spoéitdme LU rozklad matice A s ¢dstecnou
pivotaci (t.j. A = PLU, kde P je permuta¢ni matice). Pokud matice A je $patné
podminénd (nebo singuldrni), matice U m4 na diagonale malé (nebo nulové) prvky.
Déleni témito prvky by vedlo k velkym zaokrouhlovacim chybam v konecném teSeni.

Abychom ptekonali tento problém, zvétsime diagonalni prvky wu; matice U o
malé ¢islo 7, které bude specifikovano pozdéji.
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Tedy
Ui = Wi + 0wy = i + Sgn(u)n, (3.2)

sign(a), pro a # 0,
Sgn(a):{ 1g () pro ai().

Po takovéto tupravé diagondlnich prvka matice U muzeme feSeni soustavy spocitat
ziejmym zpusobem pomoci blokového LU rozkladu (3.1).

)= (o) ()
(& n) G)=(0)

Dostaneme Az, = f a CTzy +y; = g, tedy y; = g — CTxy.

Polozime

a FeSime soustavu

Nyni provedeme zpétnou substituci

I, V Tp \ _ [ 1
O W yn U1
a mame Ty = Vyn = T, tedy Ty =T1 — vym a Wyﬂ =Y.

Algoritmus 3.1.

. vyfesime Wy, =y
L xy =11 — Vi

1. spocitame PLU = A

2. pokud |uy| < n, polozime w;; = wuy; + Sgn(uy;)n
3. vyfesime AV = B pomoci LU rozkladu

4. W =D —-CTV

5. vytesime Ax; = f pomoci LU rozkladu

6. =9—CTxy

7

8

Poznamka 3.1. V kroku 3 predstavuji V' a B matice typu (m X n). Soustavu
AV = B fesime tedy po slozkach. Necht V; je i-ty sloupec matice V' a B; necht
je i-ty sloupec matice B. Pro vyfeseni soustavy AV = B musime vyfesit soustavy
AV, =B;proi=1...m.

Vysledkem algoritmu je perturbované feSeni z, = (a:?, y?; ). Protoze byl ale
problém perturbovan, nejsme pravdépodobneé piilis blizko presnému feseni. V nume-
rickych testech se ukazuje, ze pro ziskani feseni s presnosti blizké strojové presnosti
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obvykle stac¢i pouze jeden krok algoritmu iteracniho zpresnéni feSeni.

Myslenka algoritmu iteracniho zptesnéni feseni je uvedena v kapitole 2. Algorit-
mus samotny pro lepsi pirehlednost jesté zopakujeme.

Resfme soustavu Mz = h. Oznaéme symbolem z piesné feseni této soustavy a
symbolem z. feSeni vypoctené pomoci algoritmu 3.1.

Algoritmus 3.2.

1.z =z

2.r=h—-—Mz

3. w se spocte jako feseni soustavy My = r uzitim algoritmu 3.1.
4. 2" =z+w

5.7 =h—Mz*

6. je-li ||7*[|, < ||7|l5, jdi na 7, jinak jdi na 8

T.r=r*z=2z"jdina3
8. konec, z je hledané zpresnéni feseni.

Pracnd cast tohoto postupu je feSeni soustavy s matici M, tedy aplikace algo-
ritmu 3.1, kde je nejpracnéjsim krokem LU rozklad matice A. Ten se vsak provede
pouze jednou, takze algoritmus 3.2 neni naro¢ny na pocet operaci. Proto i nejnaroc-
néjsi ¢asti celého postupu pro feSeni soustavy s obroubenou matici je vypocet LU
rozkladu.

Nyni se budeme zabyvat tim, jaky vliv ma perturbace diagonalnich prvka mati-
ce U na konecné teSeni. VIiv perturbace neni na prvni pohled vidét, protoze jsme
béhem vypoctu ménili prubézné vysledky. Ale z rovnice

i—1
Ugg = Qg5 — Z Lijuji, (3:3)
j=1

ktera definuje prvek wu;;, plyne

i—1
Usi = Uy + OUsg = Qg + Oz — Z Lijugi. (3.4)

j=1
Tedy zména prvku uy; je ekvivalenti stejné zméné v prvcich a;. (Poznamenejme, ze

a;; je diagondalni prvek v jiz permutované matici A, presto jej ale pro jednoduchost
budeme znacit a;;.)

Jesté nez tyto myslenky shrneme, uvedeme definici maximové normy.
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Definice 3.1. Necht A € R™" je matice. Pak mazimovd norma matice A je defi-
novana

n
Al = Z.:Tglaxmz |aij] -
ERRX) =1

Zména diagondlnich prvki wg trojihelnikové matice U ma tedy stejny efekt,
jako kdybychom fegili puvodni problém, ale s matici M = M + é M, kde

[0M]| o <. (3.5)

Matice dM je diagondlni a jeji diagondlni prvky jsou bud nulové nebo rovné =47).

3.2 Analyza zaokrouhlovacich chyb

Nyni provedeme zpétnou analyzu zaokrouhlovacich chyb. Budeme predpokléddat, ze
méme zpétné stabilni metody pro Feseni soustav s matici A a W. (Predpokladdme
zpétnou stabilitu po slozkach, ale predpoklad zpétné stability v normé dava obdobné
vysledky.)

Necht X = (zj;),=; je matice typu (n x n). Pak symbolem |X| budeme znacit
matici

Y = (|xij|)2j:1 :
Protoze podle predpokladu mame zpétné stabilni metody pro feSeni soustav s matici
A a W, pro porusenou soustavu s matici A, resp. W tedy plati

(A+ea)T =c, |eal < KjulA|, (3.6)

W+ ew)g=d, |ew| < Kou|W], (3.7)

kde K, K, jsou konstanty, Z,7 jsou vypoctend feseni, W je vypoctené W a u je
zaokrouhlovaci jednotka.

Provedeme nejprve zpétnou analyzu jednotlivych kroku algoritmu, t.j. analyzu
blokového LU rozkladu a analyzu feSeni soustavy s trojihelnikovou matici. Slozenim
téchto vysledku pak dostaneme zpétnou analyzu celého algoritmu.

V dalsim bude symbol X opét znaéit vypoctené X.

Lemma 3.1. Vezmeme-li v dvahu zaokrouhlovaci chyby, mdme LU = M + E, kde
A 0 = IV
i=(& 1) T=(ow),

pr<ion (g 1 ), (5.5
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kde
(n+1u

I1—(n+1u

LU_AO I VY [ A AV B
—\oT g ow /) \cT W+cCv )

(A B+AVY 0 AsV
_(CT D+6W>_M+<O W )

0 AdV
E= ( 0 oW ) ’
kde 6V je chyba V —V a W je chyba vypoctu W, t.j. (W =W — D + CV.
Nyni omezime prvky matice E. Oznacime -ty sloupec matice V', resp. B jako
Vi, resp. B;. Potom z (3.6) je

p = mazx {Kiu, Y1} a Vg1 =

Diukaz. Je

7 toho mame

(A + EA)Vi = Bia
a jednoduchou tpravou dostaneme
AbV; = —eaVy,  |AOV;] < KyulA| |V,

kde §V; =V, — V. Tedy -
|ASV| < Kqu |A]|V].

Chyba 6W je vysledek jednoho maticového nasobeni a jednoho séitani matic. Stan-
dardni analyza zaokrouhlovacich chyb dava

(n+1)u

W] < (IDI+[C1V]) Ys1, Anir = T—(ntDu

(viz [9]). Nakonec dostaneme

0 KiulA||V| > (0 V)
Fl < — < |M .
"—(o (1D + 0] [T]) e ) S0 1 )

~

[]

Lemma 3.2. Vypoctené reseni soustavy s blokové trojuhelnikovou matici Lu = b
spliiuje (L + AL)u = b, kde

nu

‘AL’ S ’L’ M2, Ho = Tmax {Kluaf)/n}a Yn = 1 .
—nu
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Diikaz. Reseni soustavy s blokové trojihelnikovou matici ma dvé ¢ésti. Prvni je
feSeni soustavy s matici A, druhou ¢asti je zpétna substituce. Pro prvni ¢ast plati
podminka (3.6). Pro druhou méme

|ACT| < [CT|m, AT < I,

tedy
AA 0
AL = ( ACT Al )
’ A
Klu 0
AL| < < |L| po.
ALl < ( ‘CT|% I%) < |L| pe
m
Lemma 3.3. Vypoctené feseni soustavy Uz = u spliuje (U + AU)Z = u, kde
_ nu
‘AU’ S |U| M3, H3 = max {KQUafYn}a Yn = 1 .
—nu

Diikaz. Dukaz je podobny jako v piipadé lemmatu 3.2. Misto podminky (3.6) pou-
zijeme podminku (3.7). O

Véta 3.1. Vypoctené reseni soustavy Mz = b spliuje (M + AM)zZ = b, kde

-
!AM!<2!M|( ")u, ft= pin + fig + i3 + Hopl.

Diikaz. Spojenim lemmat 3.1, 3.2 a 3.3 dostaneme
(M +AM)zZ = (M + E+ ALU + LAU + ALAU)Z = b.

Pouzijeme drive spocitana omezeni pro E, AL a AU a dostaneme

V —
anrf < (¢ 1) b 12010 G+ )

e 7)) (o i)
Al V]

(
- <ICT\ \AIHCT!IVI)
(

|A| Al V] )
|CT| |D|+2|CT| V]

Nyni

oo =

IN

IN

(1) 1o ) (o 171 =2 (5 171),
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Zpétna analyza ve vété 3.1 plati pro kazdou matici M. V nasem piipadé feSime
soustavu s matici M + dM, kde [|[dM || < n. Mame tedy

(M +0M + AM)z, = b, (3.9)
kde %, je FeSeni vypoctené v piftomnosti poruch d M.
Véta 3.2. Relativni chyba teseni soustavy (3.9) spliiuje

% < 2m(M)(n + ra). (3.10)
ZW [e'e)

|
oo

¢islo podminénosti k(M) matice M je definovdno vztahem

kde

K(M) = maz {{|M7H] .

(M M|
a p je stejné jako ve vété 3.1.

Diikaz. 7 rovnosti (3.9) méme

Protoze ||0M || <7, je
2 — 2lloo < (M| oo+ 12 1AMI)]) 2l (3.11)
Podle véty 3.1 a nerovnosti (3.11) méme

(M=o + 2{[[M = [M ]| 70) 7]l
25(M) (1 + i) 12| -

||E77 - Z”oo <
<

O

Véta 3.2 ukazuje, ze velikost chyby [|Z, — z|| _ je urcena hodnotou 7 +r . Cislo r
(faktor rustu) udéva rust prubéznych vysledku pii vypoctu V. Protoze jsme pred-
pokladali zpétnou stabilitu metody pro feseni soustavy s matici A, konstanta u je
rfadu nu. V tomto pripadé musi byt zdrojem jakékoliv velké chyby velka hodnota 7,
coz se muze stat, jestlize matice A je Spatné podminéna.

Piedpoklddejme, ze matice A neobsahuje velké prvky. Resfme soustavu s matici A
pomoci LU rozkladu s ¢astecnou pivotaci. V obecném piipadé ma rovnice (3.6) tvar
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(viz [9], podrobnosti o analyze zaokrouhlovacich chyb pii feseni soustavy linearnich
rovnic pomoci LU rozkladu lze nalézt v [1], str. 104 - 108)

(A+AAT=b, |AA| <24, |L|[T].

Protoze metoda je zpétné stabilni, soucin }f‘ ‘U‘ neni o moc vétsi nez |A| a tedy
|Z} a ‘U‘ nema prilis velké prvky.

Prvky matice A v prubéhu feseni soustavy s matici A rostou v dusledku déleni
malymi diagonalnimi prvky matice U.

Faktor rustu » muzeme pfiblizné popsat jako:

~ (3.12)

kde s je tézké odhadnout. (O faktoru rustu se lze podrobnéji docist v [1], str. 116.)
Volba s = 1 se v praxi ukazuje jako velmi dobra.
Nyni muzeme urcit hodnotu 7. Z (3.10) a (3.12) je

120 = 2loe o nryn + %). (3.13)

1zl

To znamena, ze pro dosazeni minimalniho omezeni relativni chyby feseni soustavy

1
(3.9) musi n + p/n* byt minimalni. Tento vyraz nabyva minima pro n = (sp)+1.
Pti volbé s = 1 mame tedy

U RVITESRVAE

Ukézali jsme, ze algoritmus je zpétné stabilni, vhodnou volbou 7 je /nu.
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Kapitola 4

Numerické testy

V této, posledni kapitole jsou uvedeny vysledky numerickych testu provedenych
na pocitaci s procesorem Intel Celeron CPU 2.40 GHz a s opera¢nim systémem
MS Windows XP. Vsechny vypocty byly provedeny ve dvojité presnosti.

Tedy

1
eps =107, u= 56]73 ~ 10716,

Oba algoritmy jsou naprogramovany v programovacim jazyce C a jako diléi kro-
ky jsou pouzity funkce z baliku LAPACK a linearné algebraické operace z baliku BLAS.

Srovnévaci testy byly provedeny pro dvé ruzné matice A - fidkou a hustou.

Prvnim typem matice A je Jakobian standardniho dynamického systému, ktery
se v literatufe oznacuje jako Bruseldtor, viz [5]. Na matici A je aplikovdn posun
A — M, kde A je vybrané vlastni ¢islo matice A, tedy A := A — AI.

Vysledkem této konstrukce je tedy Spatné podminénd matice A, ktera je ridka,
konkrétné (2,2) - pasova, t.j.

(i—j>2)V([i—-i>2) = a;=0 Vi,j=1,...,n,
kde A = (ai)} ;-
Husta matice A je konstruovana nasledujicim zpusobem. Nejprve polozme
Ay = diag(0,0,0,0.7 4+ 0.04n,0.7 + 0.04(n — 1),...,0.86).
Definujme Householderovu matici

H; =1 —2h;h],

kde h; je jednotkovy, ndhodné generovany vektor takovy, ze vSechny jeho slozky lezi
v intervalu (—1,1).
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Potom matice A je dana predpisem
A=HH,.. HywAoHi01Hioz ... Hop.

Matice A je velmi Spatné podminénd, jeji singularni ¢isla jsou 0,0,0,0.7 + 0.04n,
0.740.04(n — 1),...,0.86. To, ze matice A neni singuldrni, je zpusobeno pouze
zaokrouhlovacimi chybami.

Volba matic B,C, D a vektoru pravé strany f,g je v obou piipadech (pro A
iidkou i husou) stejné.

Vektory pravé strany f, g se ziskaji tak, Ze se zvoli pfesné feseni ), y, a vektory
f a g se vypoctou ze vztahu

f= AqﬂngrByp,
g=C"z,+ Dy,.

Matice B,C, D a vektory x,,y, jsou voleny ndhodné tak, Ze vSechny jejich prvky
lezi v intervalu (—1,1).

Prvni z algoritmu - tedy algoritmus BEMW - budeme v dalsim nazyvat algorit-
mem Govaerts - Pryce (Gov. - Pryce), druhy (itera¢ni) algoritmus budeme nazyvat
algoritmem Paprzycki - Yalamov (Pap. - Yal.).

V algoritmu Paprzycki - Yalamov je hodnota n volena

n=10"%~ yu

V algoritmu Govaerts - Pryce je jako zpétné stabilni metoda pro feSeni soustavy
s matici A pouzit LU rozklad s ¢astecnou pivotaci (funkce z baliku LAPACK).

Srovnavacim kritériem je vypocetni cas v sekundach a absolutni doptedna chyba,
tedy ||z, — 2|5, kde 2, = (2, yg)T je presné (pfedem zvolené) Fesenf a z = (a7, yT)T
je TeSeni vypoctené.

Testy byly provadeény pro tidkou matici A o rozmérech 100 x 100 a 500 x 500 a
pro hustou matici A o rozmeérech 100 x 100 a 200 x 200.

V tabulkach 4.1 a 4.2 je vidét zavislost vypocetniho ¢asu a dopredné absolutni
chyby na rostoucim m nejprve pro ridkou matici A.
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Cas Chyba
m || Gov. - Pryce Pap. - Yal. | Gov. - Pryce Pap. - Yal.
1 0.015 0.015 3.2-107° 6.4-107°
2 0.015 0.031 6.9-107° 8.6-107°
4 0.015 0.015 2.1-107° 4.7-107
6 0.015 0.031 1.1-107° 3.6-107°
8 0.015 0.031 5.5-107° 2.5-107°
10 0.031 0.031 3.2-107° 7.1-107°
14 0.031 0.015 4.6-107° 8.2-107°
18 0.062 0.046 1.2-107° 8.7-107°
22 0.062 0.046 6.9-107° 5.9-107°
25 0.062 0.062 2.4.107° 45.107
30 0.078 0.062 1.3-107° 2.3-107°

Tabulka 4.1: A - fidka matice (100 x 100), zavislost vyp. ¢asu a chyby na m

Cas Chyba
m || Gov. - Pryce Pap. - Yal. | Gov. - Pryce Pap. - Yal.
1 0.046 0.031 3.7-107* 5.1-107*
5 0.062 0.046 1.2-107% 4.8-1074
10 0.109 0.046 2.6-1074 2.6-1074
15 0.140 0.062 5.7-1073 7.1-1074
20 0.187 0.062 481074 6.0-10~*
30 0.256 0.092 1.7-1073 5.4-1074
40 0.359 0.087 42-107° 1.1-107*

Tabulka 4.2: A - fidka matice (500 x 500), zavislost vyp. ¢asu a chyby na m

Vysledky jsou jesté pro lepsi prehlednost zndzornény na obrazcich 4.1 - 4.4 v
podobé grafu zavislosti vypocetniho ¢asu, resp. chyby na rostoucim m.

Pti vSech vypoctech pomoci algoritmu Paprzycki - Yalamov stacil pouze je-
den krok iteracniho zpresnéni. (Iteracni zpresnéni bylo provddéno, dokud se norma
rezidua zmenSovala alespon o tad.)

Algoritmus Paprzycki - Yalamov se ukazal jako o néco rychlejsi. Pro matici
(100 x 100) byl rust vypocetniho ¢asu u obou algoritmu v podstaté stejny. Pro
matici (100 x 100) byl jiz rozdil v rustu vypocetniho ¢asu vyraznéjsi, vypocetni cas
u algoritmu Paprzycki - Yalamov je témeér konstatni.

Oba algoritmy pocitaji v podstaté stejné presné, obcas se stane, ze chyba algo-
ritmu Govaerts - Pryce 'poskoc¢i’ o rad nahoru.
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Tabulky 4.3 a 4.4 ukazuji zavislost vypocetniho ¢asu a absolutni dopfedné chyby
na rostoucim m, tentokrat pro hustou matici A.

Cas Chyba
m || Gov. - Pryce Pap. - Yal. | Gov. - Pryce Pap. - Yal.
1 0.078 0.078 7.5* 2.4-107°
2 0.109 0.062 29.9* 9.9-107"
4 0.078 0.070 1.3-107° 3.1-107°
6 0.125 0.093 1.1-107° 2.1-107
8 0.125 0.078 1.2-1076 2.6-107°
10 0.109 0.093 8.1-10°° 4.6-107°
12 0.125 0.093 7.0-107° 4.8-107°
14 0.125 0.109 1.9-107° 3.9-107°°
16 0.125 0.093 1.5-107° 5.2-107°
18 0.125 0.093 89-107° 5.3-107°
20 0.140 0.109 1.3-107° 5.8-107°

Tabulka 4.3: A - hustd matice (100 x 100), zdvislost vyp. ¢asu a chyby na m

Cas Chyba
m || Gov. - Pryce Pap. - Yal. | Gov. - Pryce Pap. - Yal.
1 0.375 0.312 30.4* 5.2-107°
5 0.515 0.328 1.5-107° 9.7-107°
10 0.390 0.359 1.2-107° 1.2-107°
15 0.468 0.343 3.1-107° 3.8-107°
20 0.968 0.500 1.3-107° 8.5-107°
25 0.968 0.423 2.4.-107° 2.3-107°
30 1.078 0.521 3.4-1074 1.1-107°

Tabulka 4.4: A - hustd matice (200 x 200), zavislost vyp. ¢asu a chyby na m

Na obrazcich 4.5 - 4.8 je opét tato zavislost vyjadiena graficky:.
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Pii vypoctech s matici A typu (100 x 100) bylo obcas tieba udélat 2 kroky it-
eracniho zpresnéni. (Bez néj byla chyba obvykle 100-krat vétsi.) V ostatnich pripadech
stacil opét pouze jeden krok iteracniho zpresnéni.

Pro hustou matici A o rozmérech (100 x 100) je algoritmus Paprzycki - Yalamov
opét o néco rychlejsi, vypocetni ¢as ale roste u obou algoritmu stejné rychle. Pro
matici A o rozmérech (200 x 200) je rust vypocetniho ¢asu v zdvislosti na m u
algoritmu Govaerts - Pryce podstatné rychlejsi nez u algoritmu Paprzycki - Yalamov.

Zajimavé je, ze algoritmus Govaerts - Pryce selhava pro Spatné podminénou
matici M (k(M) ~ 10%). Absolutni dopfednéd chyba je potom Fadu 10° az 10
V tabulkach jsou tyto velké hodnoty absolutni chyby oznaceny *, v grafech jsou
vynechdny (resp. nahrazeny nulou).

Algoritmus Paprzycki - Yalamov vsak pocitd soustavy i s touto Spatné podmi-
nénou matici M spravneé.

Algoritmus Paprzycki - Yalamov se ukédzal jako o néco efektivnéjsi, pro vetsi
matice s vétsim vroubenim podstatné rychlejsi a celkové ponékud presnéjsi.
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