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Kapitola 1
Uvod

Zsakony pohybu nabitych ¢astic ve vodnych roztocich se védci zabyvali jiz od
19. stoleti. Zakladem byla formulace problému prostiednictvim evolu¢nich rovnic.
Pocédtky sahaji k definici latkového toku a Fickovym zdkonim. Zde bych rdd pri-
pomnél velky vliv teorie vedeni tepla, jez pomohla rozvoji této teorie. Na trovni
parcialné-diferencidlnich rovnic (PDE - z angl. partial differential equation) jsou si
obé fyzikalni discipliny velmi podobné, a proto mohlo byt mnoho postupt ptevzato z
teorie vedeni tepla. Vztah svazujici difuzni a mobilitni koeficient pro sférické ¢dstice
byl odvozen Nernstem a Einsteinem, kterych jméno dnes nese. Prvni teoretické po-
znatky o nabitém rozhrani mezi pevnou latkou a kapalinou a v disledku toho vzniku
elektroosmotického toku (EOF — z angl. electroosmotic flow), pozorovaného poprvé
uz v roce 1809 Reussem (1], ptinesli Helmholtz [2] a Smoluchowski [3]. Jejich vztah
pro rychlost elektroosmotického toku najdeme dnes ve vétsiné praci zabyvajicich
se timto tématem. Chovanim roztok elektrolytii a neelektrolytu se zabyvéa nemald
cast statistické termodynamiky, z nichz zminim jen vysledky v oblasti zabyvajici se
vztahu mezi aktivitou a koncentraci. Teorie jako Debyeova-Hiickelova nebo Guyova-
Chapmannova patii dnes mezi klasické vysledky. Stejné jako se rozvijely postupy
pro popis chovani systému, rozvijely se i metody dosazené na zdkladé feseni téchto
rovnic. To je jen strucny a jisté neiplny vycet jmen velikanu, kteti se zabyvali touto,

dnes jiz klasickou védni disciplinou.



1.1 Literarni prehled

Jedny z prvnich teoretickych vysledkl na poli, které dnes nazyvame elektromi-
grace, byly popsany v roce 1897 v praci [4]. Kohlrausch ziskal analyticky pfedpis pro
chovani silnych elektrolyti v elektrickém poli. Kohlraushova regula¢ni funkce patii
mezi tzv. prvni integraly, nebo také zakony zachovani. Vétsinou jde o algebraické
vyrazy, které snizuji pocet neznamych a zjednodusuji reseni systému rovnic. Jejich
omezenim je predpoklad silnych elektrolyti a zanedbéani pfitomnosti Ht a OH~
ionti. Zobecnéni tohoto vztahu a zavedeni druhé regulacni funkce pro slabé jed-
nosytné elektrolyty najdeme v préci Jovina [5|. Z uvedenych postupi vedoucim k
regulacnim funkeim vyplyva, ze ptedpoklad zanedbani H* a OH™ iontt je pro jejich
odvozeni podstatny, stejné jako zanedbéni vlivu difuze. Jovin ddle dochazi k zavéru,
ze zadnd z regulacnich funkel nemiuze byt pouzita k popisu vicesytnych elektro-
lyta v celém rozsahu pH. Snahou o analyticky popis chovani systému se zabyvaly
prace [6], [7], [8]. S rozvojem pocitacové techniky se oteviely nové moznosti studia
a krome c¢isté analytické se stéle vice prosazuje popis pomoci metod numerické mate-
matiky. Ziskand numerick4 feseni pak slouzi k provéreni aproximativnich teorii. Dnes
dokonce numerické vysledky pfispivaji k navrhu optimalnich geometrii ¢i zavedeni

zcela novych technik.

1.1 Literarni prehled

Nabizi se mnoho zpisobli pro rozdéleni uloh v oblasti elektromigracnich se-
paracnich technik. S ohledem na cile diplomové préce bych zaosttil pozornost na na-
sledujici tfi cesty, kterymi se teorie vydala. Pod 1D-modely myslime ty, ve kterych
chovéani studovanych veli¢in (napt. koncentraci, rychlosti, elektrického pole) zavisi
pouze na jedné prostorové proménné, a dalsi dva rozméry neptinaseji dodate¢né in-
formace. Ve 2D a 3D-modelech jsou studované veliciny zavislé na dvou, resp. vsech
tFech prostorovych proménnych a pro kvalitativé spravny popis systému musi byt

uvazovany.

1. 1D-modely, pro kapilarni zénovou elektroforézu (CZE z angl. capillary zone
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electrophoresis), kde se pomoci linearizace (aplikace poruchové teorie) ziska

analytické feseni.

2. 1D plné nelinearni modely z riznych oblasti elektromigrace, které jsou feseny

numericky.

3. 2D a 3D plné nelinearni modely popisujici v realnych rozmérech ¢asti systému

vyskytujicich se v praxi.

Soustava elektromigra¢nich rovnic je nelinedrni a nalezeni analytického teseni
neni mozné ani v nejjednodussich systémech v 1D bez nutnosti dodate¢nych pred-
pokladii. Z praktického hlediska je analytické feseni, byt linearizovaného systému,
cennym vysledkem, protoze poskytuje velmi dobry prvni odhad dokonce i v systémech,

kde nejsou zcela splnény nasledujici podminky pro pouziti poruchové teorie.

1. Systém, ktery umime popsat, se nachézi v kvazistacionarnim stavu, je narusen

malou poruchou.
2. Vsechny éleny, jejichz zavislost na poruse je druhého a vyssiho fadu, zanedbame.

Projdeme-li pouzivané elektroforetické techniky, zjistime, ze poruchova teorie
nabizi efektivni metodu pro fesen{ prakticky vyznamného uspotradani CZE. Vysledky
v této oblasti lze nalézt v ¢lancich (7], [8], [9], [10], [11]. Z experimentalniho tihlu
pohledu je podstatné, ze linearn{ teorie je schopna vytvotit teorii pro popis a pre-
dikci systémovych piki, jejichz piitomnost byla povazovéna za jeden z problému
v pouzivani CZE.

Druhy piistup naopak pozaduje pfesny vysledek. Chce porozumét slozitym ne-
linedrnim jeviim. Zabyva se proto systémy, kde nelinearni efekty jsou objektem studia
a hraji dominantni roli v ¢asovém vyvoji. I v 1D se nabizi modelovén{ sirokého pole
analytickych separa¢nich procest, ve kterych hraji zédkony elektromigrace klicové
postaveni.

Miniaturizace, v tomto piipadé zejména zmenseni polomeéru kapildr, a zvyseni

citlivosti detektori vedly k rozvoji CZE. Tato separa¢ni technika dosahuje v idedlnich
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podminkéch vysokého rozliseni. Po specifikaci podminek, které jsou pii CZE splnény
(tj. koncentrace dobfe pufrujiciho zakladniho elektrolytu (BGE - z angl. background
electrolyte) je vyrazné vétsi, nez koncentrace analytl), je ziejmé, ze poruchova teorie
by méla ptinést velmi ptesné vysledky. Jednim z programii, ve kterém je takovy
postup aplikovan, je volné dostupny program PeakMaster [12], [13]. Jeho vystupem je
elektroferogram odpovidajici zvolenym experimentalnim podminkam (délka kapilary,
vlozené napéti, definice analyti a BGE), dokonce ptedpovida i tvar piku.

I zde vsak zlstdva mnoho uzitecné prace pro simulace takovych rezimu elektromi-
grace, kde nemuze poruchova teorie ptinést uspokojivé vysledky. To je pro praktické
anomalnich jevll. Velkou kapitolu zaujimaji prace zabyvajici se rozsifovanim piku
v dusledku interakce se systémovymi piky [14], pfitomnosti EOF (elektroosmoticky
tok — z angl. electroosmotic flow) [15], nerovhomérného pokryti stény kapilary [16],
predavkovani (overloading) (8], nebo tepelného toku.

Zvlasté zajimavou kapitolou je objev existence oscilujicich systému [17], které
predpovédéla poruchova teorie a nasledné byly ovéteny, jak poc¢itacovou simulaci
v programu Simul [12], [18], tak i experimentéalné.

S rostouci vykonnosti poc¢itacii se stavaji ptistupné i vicedimenzionalni dlohy. Ty
jsou motivovany dalsim postupem miniaturizace, zejména separace na ¢ipech (Lab-
on-a-chip, [19]) zaznamenava v posledni dobé sviij boom. Zakladem ¢ipové techniky
je prechod od kapilary s kruhovym pritfezem ke kandlku obdélnikového pritezu, ktery
je zhotoven v ¢ipu o rozmérech v fadu centimetri. Na ¢ipu probiha celd analyza od
naplnéni kanalku, davkovani, pies samotnou separaci, az po detekci. Pro maximalni
vyuziti plochy ¢ipu je tteba kanalky rozsifovat, ¢i zuzovat, zatacet je, tvofit soutoky
(z angl. mixing T). Proto Lab-on-a-chip principidlné vystupuji z 1D svéta a pro
spravné pochopeni jejich funkce je tteba klicova mista studovat pomoci 2D, nékdy
i 3D-modelt. Naroky na pamét pocitace jsou v takovych ptipadech vyrazné vétsi nez

byly v 1D. Nabizeji se dva ptistupy k této problematice.
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Prvni, ktery rezignuje na reseni kompletniho systému rovnic, linearizuje systém
a soustied'uje své Usili na co nejlepsi popis klitového mista (v ramci linedrni teorie).
Pii standardni aproximaci se uvazuje pohyb malého mnozstvi analytu v konstantnim
slozeni zakladniho roztoku. Odtud je krok k piedpokladu konstantni vodivosti, coz
umoznuje vypocitat elektrické pole v separaénim systému pouze jednou na zacatku
simulace. Tyto piedpoklady vedou k pfechodu od systému evolu¢nich rovnic pro
koncentrace (BGE, analyty) a kvazistacionarni rovnice pro elektrické pole k linearni,
stacionarni rovnici pro elektrické pole a diagonalizované soustavé rovnic pro jednot-
livé analyty. Nakonec staci fesit rovnici pro elektrické pole a jednu rovnici pro analyt.
Velkou vyhodou linearnich PDE je, Ze mohou byt s vyhodou ptevedeny do bez-
rozmérné formy, a lze studovat riizné zdvislosti, nejcastéji na Pecletové ¢isle (pomeér
vlivu konvekce-difuze). U nelinedrnich systému je piechod k bezrozmeérné formulaci
mozny jen ¢éstecné a ve své praci jej nepouzivam.

Vzhledem k numerické implementaci a vypocetni naro¢nosti je linedrni postup
¢astéjsi. Zminme zde praci Ermakova [20], ve které simuloval proces destainu v us-
poradani podle publikace [19] a dosdhl velmi dobré shody s publikovanymi experi-
mentalnimi daty.

Podobné préce [21] nachézi analyticky, spiSe empiricky, piedpis pro definici efek-
tivni oblasti pfi tzv. pre-draw (pfedddvkovéni). To jsou piistupy zamétujici se na po-
chopeni funkce dil¢ich kroki, ke kterym dochdzi pti analyze na ¢ipech. Nesmime opo-
menout, ze jde stéle o separa¢ni techniku, a proto je tieba porozumét efektiim, které
vedou k disperzi piku a jsou pro u¢innost separacni techniky klicové. Nové se ve 2D
vyskytuje disperze vlivem prichodu zatackou; ta je podrobné studovana v publikaci
Griffithse a Nilsona [22]. Ti pomoci limitni teorie obdrzeli analyticky popis velikosti
disperze v zdvislosti na Pecletové ¢islu a poloméru zatacky. Vysledky prohloubili a
vyuzili k navrhu geometrii, v nichz je vyslednd disperze minimalizovana [23].

Druhy pristup ptijiméd vyzvu a fesi provazanou soustavu PDE jako celek. Timto
ambiciéznim pristupem studujeme realné systémy realné, bez dalsich aproximaci.

Ziskané vysledky jsou velmi cenné. PtrinaSeji hlubsi porozuméni dané uloze. Diky
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nelinedrnim vazbam mdme piimé informace o kiizovych efektech, at uz se jedna
o efekty mezi analyty, mezi analyty a BGE, nebo mezi elektrickym polem a analyty,
resp. BGE.

Podobné postupy jsou zatim spiSe ojedinélé. Velmi dobré vysledky prezentoval
v roce 2003 Chatterjee [24]. Piedstavil jednotny popis fyzikdlnich jevi v rdAmci multi-
fyzikalnich témat pomoci tokl. Tento postup aplikoval na tii modelové ptiklady. Pro
3D-mixér s komplikovanou multikomponentovou geometrii studoval teplotni a rych-
lostni pole. Druhym modelem, ze skupiny EOF, bylo proudéni tekutiny ve 2D-
kanalku, kde vnéjsi silou nenf gradient tlaku, ale elektrické pole. Poslednim modelem
je isoelektricka fokusace (IEF) histidinu (HIS) ve 2D-kanélku na imobilizovaném pH-
gradientu za piitomnosti EOF a bez jeho ptitomnosti. Pro vytvofeni gradientu-pH
pouzil TRIS a CACO s pfedepsanymi nulovymi mobilitami. IEF je jednou z nej-
obtiznéji modelovatelnych tiloh, nebot se vytvareji ostra pH-rozhrani i piky analyti
— amfolytu. V piipadé piirozeného gradientu-pH je situace jesté slozit&jsi, protoze
gradient se musi v prvni ¢asti simulace sam vytvofit. Tento proces je numericky
velmi naro¢ny a citlivy na vstupni parametry dlohy. Ivory [25] publikoval vysledky
i rozliseni piki analytl je lepsi v uzsi ¢éasti systému. Pro vypocet pouzil stejné jako
Chatterjee metodu koneénych objemt (FVM — z angl. finite volume method), a mohl
si tak dovolit studovat systém dvacet amfolytii, které vytvorily pH-gradient, a ¢tyt
proteint, jez byly pouzity jako analyty. Vypocetni naroky byly pro 2D-ilohu ob-
rovské — 54 dni vypocetniho ¢asu na Pentium (R) 4 CPU, 3,4GHz a 2GB RAM.
Nejnoveéjsi 2-D simulace linearnich i nelinedrnich model s odkazy na dfive dosazené
vysledky lze nalézt v [26].

V této diplomové praci predstavim dva systémy, které nemaji z fyzikdlniho hle-
diska 1D analogii a je tfeba je fesit ve vyssi dimenzi. Na rozdil od vyse zminénych
metod vyuzivame k feseni metodu kone¢nych prvkia (FEM - z angl. finite element
method). Piinos je dvoji; jednak dostdavame nové vysledky, které jiz nyni ptispivaji,

¢i v budoucnu ptispéji k hlubSimu porozuméni dané problematiky. Zaroven tyto in-
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formace dostavame v fadu minut, maximalné desitek minut. To nésledné dovoluje

efektivné studovat zavislost na vstupnich parametrech lohy.



Kapitola 2

Cile diplomové prace

1. Formulace rovnice elektromigrace pro vicerozmérné systémy

(a) Klasickéa formulace rovnic v kartézskych soutadnicich
(b) Klasicka formulace rovnic ve valcovych soufadnicich
(c) Alternativni formulace rovnic v kartézskych soufadnicich

(d) Okrajové podminky
2. Implementace matematického modelu do programu COMSOL Multiphysics

(a) Princip metody kone¢nych prvku

(b) Implementace v programu Comsol Multiphysisc
3. Simulace konkrétnich jevi

(a) Elektrokineticné davkovani

(b) Separace na pH-membranach



Kapitola 3

Vysledky

3.1 Formulace rovnic elektromigrace pro viceroz-

meérné systémy

3.1.1 Formulace rovnic v kartézskych souradnicich

Mluvime-li o elektromigraci, mdme na mysli pohyb nabitych ¢astic v pfitomnosti
vnéjsiho elektrického pole. Casto je potieba pfipojit vypocet rychlostniho pole toku
rozpoustédla (nejcastéji vody). Ve vétsiné piipadl vystacime s vypoctem staciondr-
ntho rychlostniho pole. Nejcastéji je tento vypocet potteba pti zahrnuti elektroos-
motického toku. Ten by v rigoréznim piistupu [15] vyzadoval vypocet dalsiho elek-
trického pole, jako disledek vzniku elektrické dvojvrstvy (EDL — z angl. electric
double layer), v blizkosti stén a jeho dosazeni do Navierovych-Stokesovych (N.-S.)
rovnic, kde vystupuje jako vnéjsi sila. Takovy postup je bohuzel vypocetné velmi
namahavy, nebot rozméry EDL jsou o nékolik tadi nizsi nez rozmeéry kapildr, ¢i
¢ipu. Jind situace ale nastavéa u nanokanald, kde jiz nenf §iitka EDL zanedbatelna a je
tieba pouzit vyse popsaného postupu. V drtivé vétsiné ptipadi vsak staci predpocitat
stacionarni stav (SS - steady state) rychlostniho pole v z N.-S. rovnic s vhodnymi
okrajovymi podminkami (OP, ¢i BC - z angl. boundary conditions), které nesou efek-

tivni informaci o vnéjsi sile. Tuto aproximaci nazyvame sliding boundary conditions.
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Takto vypocitané efektivni rychlostni pole ptispiva k latkovému toku v konvektivni
¢asti rovnic.

Shrneme-li vyse uvedené, dostavame nasledujici schéma. Pohyb nabitych ¢édstic
popisuje rovnice konvekce-diftize (3.1), nékdy nazyvana rovnice kontinuity, nebo také

Nernstova-Planckova rovnice.

dc;
;t +V (=D Ve + J3) = 0 (3.1)
pi
J, = ngn(j)uij c; E+vg (3.2)
J=ni
kde operator V jc ve smyslu V = ((% , % , %) (3.3)

Prvni index ¢ oznacuje latku a probihd od 1 do N | kde N je pocet studovanych
komponent a druhy index j reprezentuje jeji iontovou formu, resp. naboj iontové
tivniho stavu p;, ¢;; je koncentrace j-té formy i-té latky, J; latkovy tok, E intcnzita
elektrického pole, v rychlostni pole rozpoustédla, D; je diftzni koeficient a u;; nc-

znaménkovy mobilitni koeficient. Ulohu doplnime o okrajové podminky.

Vtok, vytok, uméla hranice viz kapitola 3.1.4 (3.4)
Nepropustnd sténa  J;-n =0 (3.5)
Dirichletova OP  ¢; = ¢;p (3.6)
Neumannova OP  J,-n=h, (3.7)

kde n oznacuje jednotkovou vnéjsi normalu. Dirichletova OP symbolizuje v idedlnim
ptipadé nekonecéné velky rezervoar, ve kterém maji latky stdlé koncentrace c;p.
Neumanova OP urcuje chovani latkového toku (obecné ¢lenu pod V-) na hranici.
Napiiklad na vtokové hranici uréuje latkové mnozstvi, které protece hranici (proto
soucin s n) za jednotku ¢asu, na nepropustné sténé kapilary, ¢i vialky, je takto de-
finované latkové mnozstvi rovné nule. Nakonec je jesté potieba urcit stav systému

na pocatku, tj. doplnit po¢atecéni podminku tdlohy (PP).
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Ci(t =0,z, Y, z) = c?(m,y, Z) (38)

Casove proménné elektrické pole (kvazistatické pole) popisuje materidlovs elek-

trostaticka rovnice (3.9).

VW =E V-j=V-(-kVV —juq) =0 (3.9)
N pi
Jaife = FZ Z 25 Dij Veij + Da Ven — Don Veon (3.10)
i=1 j=n;

N p
K= Fz Z |zij|uijcij (311)

i=1 j=n,
V je potencial elektrického pole, 3 proudova hustota a j 44 jeji difizni ¢ast, k je vodi-

vost a F' Faradayova konstanta. Doplnime dlohu o konzistentni okrajové podminky.

Stena n-(—kVV —jag) =0 (3.12)
Elektrody s napétim V=V, AV =V, (3.13)

Vi, resp. V; jsou vnéjsi vlozena napéti na levé, resp. pravé elektrodeé.
Zavérem je tieba pridat jesté N.-S. rovnice (3.14) pro vypocet stacionarniho rych-

lostniho pole.
V-v=0 p(v.V)v:v-[—p1+n(vU+(vU)T)] (3.14)

kde horni index T zna¢i transponovanost, p je tlak, I je jednotkové matice a n dy-

namické viskozita. Opét doplnime konzistentni okrajové podminky ulohy.
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Nepropustnd sténa s EDL. v = —<E ((z,y, 2) (3.15)
Nepropustna sténa — nekluzkda OP  o(z,y,2) =0 (3.16)
Nepropustna sténa - klouzavda OP  v-n =0 (3.17)

At - [—pl +n (Vv + (Vv)T)} n=0 (3.18)
Normalovy tok OP  t-v =0 (3.19)
An - {—pI +7n <Vv + (V'v)T)} n=—pp, (3.20)

kde t znaci jednotkovy teény vektor k hranici.
V obecném piipadé popisujeme vidy slabé elektrolyty, které jsou slozeny z jed-

notlivych iontovych forem. K tomu pouzijeme rovnice acidobazické rovnovahy (3.21).

a >0 K, — %i+1°OH
joti 49 Pt T ey (3.21)
b) j<0 K, =%
pi
Y= (3.22)
J=ni

kde ¢; oznacuje celkovou analytickou koncentraci, cy resp. coy jsou koncentrace HY,
resp. OH™ iontll a K;; jsou konstanty acidity pro ¢ < 0, resp. bazicity pro i > 0.
Abychom systém rovnic uzavfeli, je tieba pfidat rovnici iontového soucinu vody
(3.23) a podminku elektroneutrality (3.24), kterd respektuje nulovy makroskopicky
naboj.
K, = ¢y con (3.23)

N  pi

Z Z 2ij Cij +¢Cyg — Cog = 0 (324)

i=1 j=n;
kde K, je iontovy soucin vody.
V prvni ¢asti jsme mluvili o parcidlnich diferencialnich rovnicich , v druhé ¢asti o
rovnicich rovnovah - tj. algebraickych rovnicich (AE — z angl. algebraic equations);
celkové mame co do ¢inéni s tzv. algebro-diferencialnimi rovnicemi (DAE - z angl.

algebraic-differential equations).



3.1 Formulace rovnic elektromigrace pro vicerozmérné systémy

17

Vyse uvedené rovnice jsou klasickou formulaci rovnic elektromigrace v kartézskych
soufadnicich. Rovnice jsou nelinedrni a kromé N.-S. rovnic jsou spolu svdzané (jsou
ptipady, kdy i N.-S. rovnice musime poc¢itat v kazdém kroku). Proto se musi fesit
soubézné. To prindsi pfi numerickém feSeni zvysené ndroky na pamét pocitace.
V principu bychom mohli vzit vySe uvedené rovnice a zacit je numericky fesit. Pocet
neznamych pro systém obsahujici N komponent je ddn nasledujcim vztahem (éisla
v zavorkéach odkazuji na vyse v textu uvedené rovnice).

N-(31)+1-(39)+3-(3.14)+ ) i 1-(321)+1-(3.23)+1-(3.24) > N

i=1 n
To je velmi pesimisticky odhad na pocet rovnic, které je potieba fesit, a proto se
nepouziva v numerickych algoritmech. Je ziejmé, ze algebraické rovnice nabizeji
mnoho moznosti, jak snizit pocet rovnic.

Uvedu zde formulaci a formalismus zavedeny podle [11]. Tento postup byl vy-
tvofen pro 1D-model elektromigrace, specialné pro poruchovou teorii aplikovanou
na CZE, nabizi se vsak piimocaré rozsiten{ do libovolné dimenze (tj. 2D a 3D).
Ponechdme v pivodnim tvaru N.-S. rovnice (3.14). Pracovat budeme jen s rovni-
cemi popisujicimi disocia¢ni rovnovahy (3.21), s rovnici elektroneutrality (3.24) a
iontového soucinu vody (3.23).

Je ziejmé, ze se formalismus musf lisit pro kationické a anionické formy, nebof
jednou pracujeme s HY a podruhé s OH™. My tuto nejednoznaé¢nost odstranime hned
na zacatku definovanim nové funkce L;;. V celém popisu budeme pracovat jen s cy

a con vyjadiime z (3.24).

ij Ky i
(321a) & K, = 2O g =K, = =M (3.25)
Cij sz]+l Cij+1
1
Ly =] T (3.26)
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(321b) © Ky =K, , = ”’J;ﬂ (3.27)
i
-1
Ly =[] Ku (3.28)
k=j
Potom ¢;; = cig Ly; ¢y, kde Ly := 1. (3.29)

Dosazenim (3.29) do (3.22) dostavame predpis pro c; ve tvaru

Pi 1
¢ = E Cij = E ClO z] u = Cio E LU <:>610 — = C; hiO(CH)a

Pe
j=n; j=n; j=ny j=n, L'ij C7H
=hio(cy)
(3.30)
zaroven dostavame z (3.29) vyjadren! ¢;; jako funkce ¢; a cy
Cij = Cio Lij Cjﬁ = ¢; hio(cn) Li; Cf{ =¢ h'ij(CH) . (3.31)
Sl g .~

=hi;(cy)

Nakonec dosadime (3.31) a (3.23) do (3.24) a ziskame ptedpis pro implicitni vyjddieni

CH
pi N p K
= Z Z 2i5Cij5 + ¢y — Ccou = Z Z 2iC; hij(CH) +cyg — =
i=1 j=n, =1 j=n,; CH
N Pi
Ky K
chzzu i cH)+cH—— ZQH (cq)+cy— —= =
i=1 j=n,; i=1 CH
N, N\ — /
:Hz(CH) :G(CH,Cl,...,CN)
G(CH,Cl,...,CN) =0. (332)

Funkei H;(cy) nazyvame efektivnim ndbojem, a stejné jako dalsi efektivni veli¢iny,
je zcela urcena hodnotou pH, respektive cy. Funkce G(cy, c1, . . ., cn) zavedena v préci
[11], je funkce N+1 proménnych. Blizsi analyzou lze odvodit, Ze pti pevné zvolenych
analytickych koncentracich ¢, az cy je G-funkce, nyni funkce jediné proménné cy,
rostouci v celém intervalu (0,00), s limitami —oo pro ¢y — 0 a +00 pro cg — 0.
Proto G(cy) mé pravé jedno kladné feseni. Tento vysledek je velmi cenny, nebot

umoznuje velmi efektivné fesit rovnici elektroneutrality, resp. zajistit jeji splnéni.
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Prostiednictvim vySe uvedeného znaceni jesté definujeme efektivni mobilitu u; ¢

Pi
Ufff = Z Ui5 hi]' (333)

Jj=ni
Pokud znovu provedeme obdobny vypocet poc¢tu neznamych, které je tieba nu-

mericky Fesit pro systém obsahujici N komponent, dostavame
N-(31)+1-(39)+3-(314)+1-(324)=N+5

Situace je nyni mnohem ptijatelnéjsi. Je tieba Fesit pouze N evoluénich rovnic,

jednu kvazistaciondarni v kazdém kroku vypoctu (3.9) a jednu algebraickou rovnici

nici (3.14).

Nyni je vhodné poukdzat na rozdil mezi 1D a 2D-modelem elektromigrace. V 1D
se rovnice (3.9) a (3.14) nemuseji numericky tesit, nebot poskytuji analytické regeni.
Duvodem je tvar operatoru V- = div v 1D a 2D, resp. 3D.

Réd bych upozornil, ze zde zavedeny formalismus je jen jeden z moznych. Chat-
terjee [24] pouziva ponékud odlisny, stejné tak v knize [27] je pouzito jiné oznaceni.

Vsechny tyto popisy jsou ekvivalentni a pomérné snadno lze mezi nimi pfechazet.

3.1.2 Rovnice ve valcovych soutradnicich

Zavedenim formalismu jsme se pfipravili na efektivni feseni loh elektromigrace
ve 2D i 3D. Je zfejmé, ze vypocetni ndroky pro kompletni 3D-model jsou ¢asové
vyrazné vys$i nez v ptipadé 2D-modelu. Klicovou roli zde hraje vytvotreni vhodné
sité (slozené z trojuhelniku), kterd aproximujeme plivodni vypoétni oblast (naptiklad
kapilaru, vialku, ¢ast ¢ipu). Kazdy uzel takové sité mizeme povazovat za proménnou,
kterou bude nutné vypocitat, a ktera musi byt ulozena v opera¢ni paméti pocitace.
V piipadé, Ze model obsahuje néjakou symetrii, je vhodné ji vyuzit a uspotit pamét,
snizit vypocetni cas, a ziskat presngjsi (symetrické, antisymetrické) feseni. To plati
pro axialné symetrické i axialné antisymetrické modely (véetné jejich OP). V ta-

kovych piipadech se na ose symetrie definuje nova OP, symetrickd ¢i antisymetrickd
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OP, tvar PDE uvnitf vypocetni oblasti zistava stejny. U valcové symetrie se navic

redukuje dimenze problému, nebot nové zavedené funkce jsou nezdvislé na thlu .

Zaroven je tieba pievést rovnice z kartézskych soutadnic do valcovych soutadnic.
Nejprve zavedeme transformované funkce, oznac¢ené vinovkou, pomoci difeomorf-

ntho zobrazeni ® (¢ € C}(R3) a &' € CY(R x R x (0,27))).

P:R* >R xRy x(0,21r)  (3.34)
(I) : (x,y, 2) - ((I)l(xay)7(b2(x’y)v(b3(z)) = (r(w,y),w(x,y),z) (335)
Ol (r,p,2) = (D7 1(r, 0), By (1, 0), B31(2)) = (x(r, 0),y(r,0),2)  (3.36)

Pomoci zobrazeni ® provedeme transformaci skalarnich funkel

Ck(l”,y, Z) = Ck(l',y, Z) o ®71(Ta 9072) = &k(rv Lp,Z) = Ek(r(x,y),cp(x,y),z) (3 3 )
V(z,y,2) = V(r,p,2) = V(r(z,y),0(z,9),2) (3.38)

p(:c,y,z) Zﬁ(T,tp,Z) = ﬁ(r(:v,y),cp(a:,y),z) ( )

(3.40)

p(z,y, 2z} = p(r,p, 2) = p = konst,

a vektorovych poll

v(z,y,2) = B(r, ¢, 2) = B(r(z,y), p(z,9), 2) (3.41)
Ji('r’ Y, Z) = ji(rv ©, Z) = ji(’/'(l‘, y)’ 90(1‘7 y)v z) (342)
jdiﬁ(ma Y, Z) = 3diff(r’ ¥, Z) = jdiﬁ(r(m’ y)’ (,O(l', y)7 z) . (343)

Nové funkce dosadime postupné do rovnic (3.1, 3.9, 3.14, 3.24), provedeme de-
rivaci slozené funkce a nékolik algebraickych uprav s ptihlédnutim k nezavislosti na
v. Vysledkem jsou rovnice ve valcovych soutadnicich, respektive v r, z. Stejné jako
v piipadé kartézskych soufadnic je tfeba doplnit okrajové podminky, a tedy i ty

pretransformovat. Zatneme s rovnici konvekece-difuze.
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Je;

df< ) pr)2)+

+v.l'!/'_ : <7DIV.I"I/3( ( (1 [/) <I {/) + I [/) ('I.*.U)':)) =0 (311)
e, ) 1()(,

(. .:)+V,.:~<7D,V,.:i',(r.:)+J,(r. L) =0 (3.15)

sqn Jhui e By +F,,(71>
J=n,

Jr () =

~ | =

Prishusné okrajoveé podminky jsouw:

Osa symetric r=0  J, 72 =0 (3.16)
Nepropustnd sténa - J, -7 = 0 (3.17)
Dirichletova O ¢, = ¢;p (3.18)
Nenmannova OP J, i =h. (3.19)

kde operdator V.. je ve smvslu

a0
v (2.2)

a i je transformovand funkee vnejsi normaly k hranici. Nakonee snadno najdeme

novy tvar pocatecni podminky.
~() ‘
Aeoyoz) = z2). (3.50)
Jako drubou prevedeme prevedeme rovnici pro elektrické pole.

~ ", ~ I ()VY “res
V- (—H(/'. VLV ) = Fae. :)) i Jip(roz) =0

- N P . . .
. I 7N J 0
Jhilrez) = o { E g 2D —(.)]_(‘14, + Dn() ‘p— D()“_()I (()n}
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Jeji okrajové podminky se v podstate nezmenit, jen vektor vnejsi normaly k hranici

n je jiz ve valcovveh souradnicich.

Osa symetric 1=0 ., - (*EV, v jm) —0 (3.52)
Nepropustnd sténa n,.. - (~F\V,_f 5(“”) = (3.53)
Flektrody s napetim - V=1, A 1 =V, (3.51)

Na zaver provedeme transformaci N.=S. rovnic. Nejprve prevedeme rovnici konti-

nuity

Ve - el g)eplany).z) = 0

(')1',.(. ) (‘)1':(’_ 3 (',.(. =0 355
- roz) + - roz)+ " roz) =0, (3.55)

nvni roviici bilance hybnosti

plotr(riy).eleoy).z) -V )o(r(r.y).olry).z) =
= Vo [0+ (T80 ) 2 ). 2) + (T8 g) (). 2) )] (356)
p(91r2) - Vo) 0l 2) = Ve [l = (Veblr2) + (V8(r2)" )] +
Von, o Lon 026, 0,

(roz)+ 2) — —=(r.z). (3.57)

%/.»-+ - /.A-«+4 ‘ — (.2 N
roor roor dr? 2 )2

kde ¢, je radialng slozka rvehlostiho pole v. Nakonee prevedeme okrajové podminky,

kde vvstupuji transformovany vektor viicisi normaly o a tecny vektore ¢

Nepropustna stena s EDL o(r.2) = %}EC(I 2) (3.58)

Nepropustna stena nekluzka OP o(ro2) =0 (3.59)
Nepropustna sténa - klouzava OP  o(r.z) -n,. =0 (3.60)

i {ﬂ)I Ty (v,.;a(,-. ) 4 (VB :))"‘)]ﬁ,.: ) (3.61)
Normdlovy tok OP &, -o(r.2) =0 (3.62)
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3.1.3 Alternativni formulace rovnic elektromigrace

Cheeme-li na roviice elektromigrace aplikovat matematickou teorii. je tteba polo-
Zit si otazku existence ajednoznacnosti resent. Zjistime, ze v pripade samotnyeh PDE
jsou nase moznosti naispech mnohem lepsi [25]. To je dano jednak vetsim mnozstvim
clanku tvkajicich se PDEL zejména tématu rovnice konvekee-difize. jednak kompli-
kovanosti DAL. Jak blize uvidime v nasledujici kapitole. je metoda konecnyveh prvku,
a tim i modern’ matematickd teoric PDE zalozena na integralnich identitach. Rovnice
clektroneutrality je nelinearni algebraicka vazebna podminka. ktera ¢ini i v ptipade
klasickveh metod teseni PDI vvrazne obtize. nebot jako vazebna podminka zasahuje
v kazdém kroku do vvpocitané rovnice a meni parametry ve vsech PDE. evolu¢nich
i kvazistacionarnich. Samotné reseni rovnice elektroneutrality je vvpocetne narocne.
a zejména vosvstémech s velkym poctem pohybliveeh rozhrani muze jeji reseni
spotrebovat az 0% vyvpocetniho casu simulace. Jakékoli zlepseni. at numerického
aleoritmi, nebo teorie rovnic, md proto zasadni vvznam pro efektivitu a rychlost
ve vysledné numerické implementaci rovnice elektromigrace. Necht je vvge napsany
text motivact pro nasledujicl dva odstavee. kde ukazuji dva nove postupy. jak svstém

DAL prevést na systém PDIE.

Prvni postup

Prvni pristup je snazsi jak na odvozeni, tak i na numerickou implementaci. Vede
k svstému evoluenich rovnic o stejném poctu neznamych. jaky mel puvodni systém.,
Uvedomme si jaka je v svstému situace na pocatku. Vechnyv rovnice rovnovah
(3.21) a rovnice elektroneutrality (3.21) jsou splnény. Pokud hychom namisto alge-
hraické rovnice clektroneutrality uvazovali jeji evolucni variantu a vvvijeli bychom
svstém v ocase. bvly by rovnice rovnohdahy a podminka clektroneutrality neustédle

splneny. Vo matematickém zapise ma tento postup nasledujic interpretaci.
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t =0 (;(('”. Clo.o.o.o. ('A\') =) (361)
t >0 7('<(“( ) 1(f) ..... (\(f)) =) (3()5)
Provedeme casovou derivaci G-funkee jako derivaci slozend funkee. zavedeme nove

oznaceni a vvuzijeme jednu netrivialng diferencialni identitu. ktera je obecnou vilast-

nosti polvnomui.

)(" 1’11' ‘ Vo
((7<([|(f)(|(f>( = ()f {Zl] (“ )+(”(f)_(‘H\(t)} = (3()())
N .
(1][ ()(” 0(']1 1\”» (()(',‘H _ o
Zl: (l(“< ) + Zu n(t (r) () = (=, (1) = (3.67)

Den o= dll, Ko S e
7(") [Z den ()~ 1+ 2 (f)] +ZU,((|1(?‘)) (1) =0 (3.68)

1=

Yiplep ()
Neni tezké dokazat, ze kazdy ¢len vosume je kladny. Proto i Yy je kladné,

a muzeme psat vyvsledek v pomerne elegantnim tvaru:

U(‘[] 0(‘[
— Lt (e (t = 3.6¢
Vileu(1) =57 >+; Lien() 571 =0 (3.69)
y

e -1 ‘ de; )

pro t > () 7;’ ) = }“((“(f))lz;ll,-((“(f)) 5 (1 (370)
1 d & 1 [N, )

e jsme ey) = — h, = — “hy — i) 3.

kde jsme pouzili (1(.”((”) dn Ii”’_} 1 o (;J hi; — (1)) ) (3.71)

Jeste je treba doplnit evolueni tlohu o konzistentni okrajovou podminku. Nabizi
se moznost ponechat na hranici puvodni OP. tedy algebraickou podminku G(ey) = 0.
Tuto OP jsem pouzival v programu CONSOL NMultiphvsics s dobrymi vysledky.

Vvhodou tohoto postupu je prevedeni nelinearni algebraické rovnice (3.24) na rov-
nici evolueni (3.70). 1 kdvz i ta je nelinearni. Z numerického hlediska je vak vvznamne
rvehlejsi reseni casové propagace. nez iterativii teseni nelinearni rovnice. Nevvhoda

spociva ve skutecnostic ze jsme se vzdali kontrolniho prvku. kterym byla v kazdém
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Casovém kroku podmika elektroneutrality. Nvni je explicitne splnéna pouze na po-
Catku a potom se vsechny konceentracni profily propagujic v ¢ase: vysledkem je. ze

obeende nemust byt zarucena elektroneutralita.

Druhy postup

Druhy postup je zalozen na nasledujicim pozorovani.

A,

CH

v
-1 . i,
= olega ooy} = —(c) Hi(en) e+ oy —
e o ‘n

' ) (3.73)

Funkee (7 je nelinearni v oo v ostatnich slozkach je linedarni. Nabizi se vvjadfit

A
(1'(('”.('].....(1\') = Z[[,‘((‘“)(', + = =) (372)

libovolnou koncentraci ¢ jako (3.73) a dosadit tento vztali do rovnice (3.1). Nejprve

sijeste vvjadrme analogicky k (3.70) VG. které se nam bude hodit.

. ()(
Yo (e (f “ ZU en(t ():0
Vi) Ven + Z Ui(ey) Ve =0 (3.74)
9,
(3.0)k L+ V- (=D + Jp) = 0

Nvai jsme pripraveni z (3.1-k) ziskat evoluéni rovnici pro ey

_y WY )0
e (1)) 2 Zu () & S0+ (3)

1, ()f
i#k
]) AY
*v'{ﬁi "n<m>v('n+§ui<m)vﬁ +Jk}:o (3.76)
N

}i] 0(‘]] [)L U('i
TRV YuVey + H; Ve, J. S = — 1, =, .
1, ot V- {”A Vo ; il + k} 2 Y (3.77)

N, oo
kde Jip = wley)Ec, a ¢ = — ”A (cn) (ZII cn) e+ ey — ) (3.78)

CH

Vvslednd rovnice maji oproti puvodnimu systému rovnic nasledujici vvhody.
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. Rovnice elektroneutrality je implicitne splnena v kazdém ¢ase ¢ >0 (3.73).

2. Preshi jsme od DALk PDE. Tim mame k dispozici hézne pouzivané tesice

PDL.

3. Snizili jsme pocet neznamyeh. To je vvhodné zejména pro 3D-modely, a 2D-
modely se slozitou geometrii. kde triangulace oblasti dava idlohy s velkvm

poctem stupnu volnosti.

PDE je tvorena nejen rovnici. ale i okrajovou podminkou. Stejne jako jsme dosa-
dili do rovnice konvekee-difize (3.1-k). dosadime do okrajovyeh podminek. Nejprve

si zavedeme oznaceni. kterd ndm usnadni praci.

Yy O D a O
[FCART| k - i
— =V <¢— |YVe +E H; Ve | + Jd :_E:“%
e |t ik ( ) i
Dy Dy
Dy :i— — Y, Ve = — 1; Ve, 3.
t 11, nven Yy 11, ]E#‘ Ve + Jg (3.79)

d, -——iH»@ (3.80)
R L >

S pouzitym znacenin, muzeme psat pro oy evolucni rovnici v nasledujicim tvaru.

(.,)('”

(3.77) = (l,,“ T

_v'(Dllv('ll +'71|) :fll (3.81)

Prevedend O vvpadaji nasledovne:

Nepropustna stena (DuyVey+y)-n =10 (3.82)
Dirichletova OP o= cpy,, = et =0.00y.2) (3.83)
Neumannova OP (DyVepg+v,) n = (=DyVey+4y) - n (3.81)

2Dy NVey =0 (3.85)

Pocatecnt podminka pro o a roviice, ktera tidi jeji vvoj v case. maji tento tvar.
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t=0 G=0= ¢(r.y.z2) (3.86)

t>0  potom (3.77) (3.87)

Pocateent podmimka pro ¢ a rovnice. ze ktere je v prubehu vvpoctu dopocitavana.

maji tento tvar:

t=0 ¢ =y ) (3.88)

t >0 potom (3.73) (3.89)

Na prvni pohled je videt. ze nove odvozena roviice pro oy je znacné nelinearni
a je treba prostudovat. jak se bude chovat numerické feseni. Nelinearnost lohy
souvisi s pouzitou delkou casového kroku a stejne tak s pozadavky na relativoi a al-
solutni chyvbu fesice v kazd¢ casove vistve. Vonasledujicod ¢asti se podivame na nume-
rické vlastnosti alternativoich formulact a poroviame je jak mezi sebou, tak s hézne

pouzivanou formou rovnic.

3.1.4 Numerické vlastnosti alternativni formulace

Zde se budu venovat srovnani numerickveh vvsledku dosazenveh pomocel rovnic
clektromigrace uvedenveh v sekei 11 a alternativiich formulact ze sckee 3.1.2. Z hle-
diska numerické implementace jsou pro kvalifikaci numerické metody podstatnd (i
kritéria: Stabilita a konzistence numerické metody. pamétove ndroky vvpoctu a efek-
tivita pri reseni soustavy linearnich rovnic. Provedl jsem srovnani na nejjednodussim
ID-prikladu separace v modu CZIS. Systém obsahuje dve slozky BGI s gaussovskou
poruchou v koncentraci jeho jedné slozkv, acetatu. jak je videt v tabulee 3.1, kde
celkova koneentrace ¢, = Cpep + Cpore @ wje mobilita. Jako A-tou latku. kterd bude
dopocitana z elektroneutrality a jejiz evolucni rovnice prejde v rovnici pro ¢y, jsem
zvolil sodik. protoze v takovém pripade nabyva transformacni funkee Yy a funkee 7,

jednoduchého tvar.
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Tab. 3.1. Prostoroveé usporadani a vstupni hodnoty syvstému. na kterém budou po-

rovnany tri formulace rovnic elektromigrace.

Latka  epep[mM] cpey (M) w [10 "m?V 1) I,

Acetdt 10 | 12.1 1.756

Sodik 5 0 51.9 silna haze

Vypocetnt oblast mela délku 25 mm. na okrajich hylo vlozeno napeti 0 V. resp.
250 V. Porucha byla gaussovského tvaru se stiedem Hmm od levého okraje, defi-

10%-(r 51072 (il 5 i 4
(e 5107)7) odpovidajici polositee 1. mm. Bylo simulovano

novana jako 1 - (‘xp<
1 000 s realncho casue s vvstupem resice po 20 s, Pozadoval jsem absolutni chybu kon-
centracniho profilu v kazdém casovém kroku nizsi nez 10 mM a relativni chvbu
10 ™. Vsechny vvpocty probehly na pocitaci Intel(R) Pentium(R) D CPU 2.8 GHz.

I GB RAM v programu CONMSOL Multiphysics. ve verzi 3.3 [29]. Pro srovndni nu-

merickveh viastnosti formulaci rovnic elektromigrace jsem sledoval tvto parametry:

I. Pocet stupnu volnosti tlohy. ktery odpovida poctu neznamyceh. jez je tteba
numericky resit. Pocet stupnu volnosti souvisi primo s hustotou pouzité site

(kazd¥ uzel je stupnem volnosti) a poctem fesenveh rovnice,

2. Pocet casovveh kroku pocitanveh tesicem délka ¢asového kroku zavisi na

meritku nelinedrnosti wWohy.

3. Pocet chvbnveh rozkladu matic, ktery je dobrvim ukazatelem. zda se v systému

vvskviwji numericke chyby, narustajict v case.
I Vypocetni cas  tedy délka simulace, vvpovidajicl o casoveé narocnosti tilohy.

V' pryvnim pripade jsem lohu fesil na prumerne husté siti (960 uzlu). ostatni
parametry zustaly stejné, jak byvly vvse uréeny. Celkové naroky na operacni pamet
bhyly nizké. 7 vosledku uvedenyeh v tabulee 3.2 vyplyva, ze pro rvehlost vypodctu je

urcujicl pocet casovyveh kroku. 'y souviseji s nelinearitou tlohy a mluvi ve prospéch
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Tab. 3.2. Srovnani pri pamcetove nenarocné iloze.

Formulace Stupiiu Casovveh  Vvpocetni Chvbnveh

tlohy volnosti kroku ¢as rozkladu
Klasicka 7250 720 ATs 3
Alternativni - N L rovnic 7250 760 5ls 0
Alternativnl N rovnic 5000 735 BHES I

Tab. 3.3. Srovnani pri pamctove narocné tloze.

IFormulace Stupnu - Casovveh  Vypocetni Chybnyveh
tlohy volnosti kroku Cas rozkladu
Klasicka 50 000 623 200s 2
Alternativni - N | I rovnic 50000 735 237 s 0
Alternativni N rovnic 37500 660 166 ¢ |

klasicke formulace. l)‘slmm operacni pamncti nema vzhledem k malvin vypocetnim
narokum této tlohy vvznam.

Jind situace nastava v druhém pripade, kdy pamétové ndaroky jsou vvrazné vetsi.
Toho jsem dosahl zjemnenin site na 6250 uzhu. Celkem je tteba urcit 50000 stupnu
volnosti. Ostatni parametry tlohy zustaly stejné. Vysledky prinasi tabulka 3.3.

Nakonece jsem vsechny tri formulace proveril na modelu, ktery ma velmi fidkou
iU (500 uzlu). tedy i maly pocet stupnu volnosti. Snizil jsem i pozadavek na presnost
vvpocti. Kritérium pro absolutni chybu je nvni 10 © mM a pro relatival chybu 10 7.
Vipocet za takovveh podininek probihd velmi ryehle, zaroven ale klesa presnost
resent. pokud pro srovnani bereme reseni spocitané na velmi jemné siti. Muzeme
tici. ze jde o kritick® hodnoty parametru. kdy je fesent jeste akeeptovatelné. Vsledky
jsou shrnuty v tabulee 3010 Je potreba upozornit. ze alternativni formulace s N+1
roviicemi dava v tomto pripade zeela spatny vvsledek, numericky sum. Ostatni dve

formulace poskvtuji shodny vvsledek. s malou mirou numerického Sumu, nicméne
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Tab. 3.4. Srovnani pri kritickveh hodnotach parametri.

Formulace Stupnu  Casovveh  Vypocetni Chybnveh

lohy volnosti kroku ¢as rozkladu
Klasicka 5000 138 I1.5s 0
Alternativini - N I rovnie 5000 156 11.7s 0
Alternativii - N rovnic 3750 163 208 0

v dobré shode s numericky presnvim reseninn.

Zatim jsme poroviaval pouze numerické viastnosti trech formulaci rovnic elek-
tromigrace. Jako nejvhodn¢jsi pro srovnani kvality eseni jsem zvolil koncentracni
profil sodiku. V pripade alternativnt formulace se pro sodik nepocitd PDE. ale je
dopocitan primo ze vztahn (3.73). tim je pristup k ziskani hodnoty jeho koncent-
race odlisny v kazddé ze trech formulaci aje vhodny pro porovnani. Na obrazku 3.1
jsou v pripade vypoctu na jemné siti pro (i casy (0s, 100s. 200s) barevne odligseny
pouzit¢ vyvpocetn metody (cerne klasickd formulace. cervene alternativai formulace
(3.77) s N rovnicemi a modre alternativoi formulace (33.70) s N+1 rovnicemi). Po-
kud namisto koncentracnich profilu. kterd jsou shodné, uvazuji jejich rozdily, pak
absolutni chvba mezi pouzitvini metodami je Fadu 10 9 mML tedy zanedbatelnd.

Zaverem bveh rad shroul vvse uvedenon analvzu numerickveh viastnosti t#d for-
mulact rovnic popisujicich elektromigraci. Pri pouziti jemnych siti a prisnych kritérii
kladenveh na chvbu reseni se projevuje vvhoda alternativnd formulace rovnic elek-
tromigrace. spocivajicl v nizsim poctu neznamyveh. coz snizuje ndaroky na operacni
pamct pocitace a pottebny vvpocetni ¢as. Vsechny metody zde poskvtuji shodné
a presné vvsledky, Pri pouziti bezné, prumernd husté site, je doba vvpoctu ve vech
piipadech priblizne stejna. nebot naroky na pamet pocitace jsou malé a dspora poctu
neznamyeh nerozhoduje. Vsechny metody znova poskviuji shodnd a presna reseni.
V' pripade podeeneni parametru. tedy ridké site a malveh pozadavku na presnost

reseni. je nejeitlivejsi alternativoi formulace s N41 roviicemi.
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Obr. 3.1. Spoleeny gral koncentracniho profilu sodiku pro i pouzité formulace

roviic clektromigrace. kterd davaji shodndé vvsledky. Cerne je klasicka formulace,

cervene alternativog formulace (3.77) s .V rovnicemi a modre alternativil formulace

(3.70) s N 1 1 roviicemi. Vypocet na jemne siti s 6250 body.
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Za rozumné volby numerickveh parametru davaji vsechny tii formulace rovnic
clektromigrace spravné a shodné vysledky. Rozhodnuti pro jednu z formulaci pak
zavisi pouze na volbe autora konkrétniho numerického kodu, pifpadné na pamétove
narocnosti twohy.

Je zrejmé. ze jeden konkrétni priklad nemuze hyt v ramei numerické matema-
tiky povazovan za dostatecné provereni alternativai formulace rovnic elektromigrace.
Bude treha zvolit kvalitativng rozliena usporadani. at uz co do poctu slozek systému,
tak i pro dimenzi problému nebo obeencho fvzikalniho ramee. a pro ne urcit, kterd

7 formulaci je vhodnejsic tedy rvehlejsi a presnejsi.

3.1.5 Okrajové podminky

Jak jsem v odvodu této diplomove prace uvedl. vétsina modelu. které se simu-
lacemi rovnic v lohach elektromigrace ve 2D zabvvaji. pouzivaji linearni model.
Ten dovoluje rovnice separovat a iloha se tim redukuje na ¢asovou propagaci jeding
lincarni rovnice konvekee-diftize (3.90). V takovém pripade neni obtizné najit kon-
zistentni OP. nebot je zrejmé. kterd hranice je vitokem a ktera vvtokem (3.91). navic

intenzita clektrického pole E je konstanta, nebo funkee nezavisejicd na case.

e
% — DA+ uE -Ve=0 (3.90)
(

viok Jiw - n=J,(t.r.y.z)=n-(DVe+uEc,(t.r.y.z)) (3.91)

vvitok n-(-DVe)=0. (3.92)

kde Jip, je znamy Litkovy viok. Situace je vvrazne komplikovancjsi, pokud resime
svstém nelinearnich rovnic jako celek. Voelektromigracnim svstému vznikaji pohyb-
livé svstémove zony. Velikosti a znaménka jejich efektivnich mobilit jsou zavislé
na slozeni a pll roztoku v daném miste. Pohyh techto zon se promita do vsech
koncentracnich profilu a ve svém dusledku vede vzdy k situaci. kdy alespon jedna

ze slozek BGE tece proti svému prirozenému smeru pohvbu (tj. anionicka forma se
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pohvbuje ke katode, ¢i kationickd k anode). Tento problém s OP je zndam i v jinych

odvetvich rovnic mechaniky kontinua. Teoreticky zamereny ¢lanek [30] srovnavajici

ruzné OP. nazvva tvto OP jako artificial BC' tj. umelé OP. To plvne ze skutecnosti. ze

puvodni fvzikdalni problém byl formulovdan v neomezendé oblasti (tvpicky nekonecnd

kapildra). kde tato hranice neexistovala. 7 hlediska numerické implemetace. zejmeéna

pametové narocnosti. kterd roste s velikosti zkoumand oblasti. je tieba piejit k ome-

zend vvpocetni oblasti. Tim vvvstava otdazka. jaka OP ma byt na nove vznikleé (umele

vvivorend) hranici, a zda je konzistentni s pocatecnimi podminkami lohy.

Prvni moznost. jak pristoupit k problému je zvolit dostatecne velkou oblast.

kde deje. kterd nds zajimajic probihaji daleko od hranice. Vo takovém pripade lze

s dobrou presnosti predpokladat. ze zvolené OFP nemaji na objekt nascho studia

viiv.

l.

Tato moznost zni velmi slibne, ma vsak sva skali.

V pripade nekonzistentni OFP vznika na hranici numericka chyvba. ktera muze
wkoncit vipocet (pro prekrocent pozadavku na lokdlni/globalni chyvbu vypoctu)

drive, nez vzniknou jevv, které cheeme pozorovat.,

Objekt studia se vyviji velmi pomalu, zatimeo jiné jevy postupuji k hranici, kde
opet vznikd numericka chvba. ¢ efekty (napriklad narust /pokles veli¢iny, vznik
obrovskveh gradientin). které ve vvsledku vedou k numerické chybé a ukonceni

VVpOCiL

7 hlediska pametovyveh ndaroku nelze zvolit dostatecnde velkou vvpocetni oblast.

Pokud si muzeme dovolit dostatecne velkou oblast, pak za nejspolehlivejsi OP

povazuji Dirichletovi OF (3.93). Vipocet je v takovém pripadé nejrvehlejsi (o je

obeena vlastnost Dirichletovy OP) a uzivatel ma snadnou kontrolu nad deéji v blizkosti

hranice. Dirichletova OP je zadavana uzivatelem a je povazovdana za znamou funkei

bhehem celého vwpodctu, proto nemuze byt v principu spravnou OFP.

vtok ity z) =ep(toroy. z) (3.93)

vvtok ety z)=cepltory. z) (3.94)
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Druhou moznosti je pouzit na umelé hranici nekterou z forem Neumannovy OP
(?77?7). Neda se rici. kterd z Neumanovveh OF je obeene spravod. Proto je potieba v
kazd¢ konkrétni iloze venovat pii priprave modelu urcity ¢as testovani a nalezent

vhodné O,

vtok  n (DY e +J) = oty 2) (3.95)

vviok n- (DN, +J;)=J,ult.r.y. z) (3.96)

Vzhledem k tomu. ze nase OF musi hyvt vhodna pro vtok i vvtok zaroven. nebude
se na jednotlivieh strandach 1isit a je nasnade pouzit tzv. nothing doing condition

(3.97).

n-(DVe,+J)=n-(DVe +J,) (3.97)

0=0

Ja jsem pri pouziti této okrajove podminky ziskal nasledujici zkusenost. Pri po-
uziti v 1D byl vvsledek vyborny. systémove zony se na hranici nedeformovaly a pri-
rozene prochdazely stenou umelé hranice. Pri pouziti ve 2D jiz vysledek tak dobry
nebvl. Dochazelo k anomadlnimu narustu koncentrace u hranice, coz byvlo v mnoha
pripadech pricinou ukonceni vvpocti. Ve 2D se mi osvéddcila nasledujicl Neumannova

OP (3.98).

n~([),V(',+J,):n-(—D,V(',%-Jj) (398)

2n-D:;Ve, =0

Tato podminka wmcle zvetsuje na hranici difizi. proto je velmi stabilni. Z nu-
merického hlediska je zona. ktera vijizdi do hranice. rvehleji difundovana. Tento jev

neni [vzikdni a je na n¢j potreba upozornit pri prezentaci vysledku.
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3.2 Implementace matematického modelu do pro-

stredi programu COMSOL Multiphysics

Vo této casti vvsvetlim. jakvin zpusobem pracuje program COMSOL Multiphy-
sies |29, Vzhledem ke skutecnosti. ze pouzivani metody koneenveh prvku (MKP,
ciozoangl. FEM)O neni v chemické komunite zatim bezné, venuji zde jednu kapi-
toli. abveh nastinil. jakvim zpusobem je MKP pouzivana k teseni PDE. V druhé
Ccasti vvsvetlim. jakvim zpusoben je vhodnd rovnice do programu COMSOL zadavat.
Tvto postupy jsou nakonec vvuzity pri reseni konkrétnich praktickveh iloh uve-
denveh v kapitolach 3.3 na tloze elektrokinetického davkovani a 3.1 separace na

pH-membranach.

3.2.1 Princip numerické metody kone¢nych prvki

Postupné prejdeme od PDE (3010 3.9, 3.11) k jejich slabé formulaci a definu-
jeme prostory funkei. ve kterveh budeme hledat slabé tesent |31, Slabd formulace
zaroven ukaze, ze OP jsou nedilnou soucasti PDE. Ve vetsine ptipadu budeme hle-
dat teseni v prostoru. ktery je bézné oznacovan W2(Q). Jeho prvky jsou funkee,
jez maji prvni zobeenenou derivaci podle prostorovyeh promennyeh a jejichz druhd
mocnina ma pri integraci pres vvpocetni oblast €2 konecnou hodnotu (napt. konecné
latkoveé mnozstvi v kapildare. ¢ vialee). To spinuje kazda funkee. kterou pokladiame
za pocatecni podminku. a zdroven tvto vlastnosti occkavame od hledaného tesend.

Zacneme rovniel (3.9, tj. eliptickou rovnici.

UV =E  Vj -V (RO =) =0

Nepropustnd stena n- (=kVV — gqg) = 0

Flectrody s napetim - V=V AV =1,
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Vidime. ze iiloha obsahuje smisenou okrajovou podminku. Vvuzijeme pritomnosti
Dirichletovy OF a budeme hledat resent ve tvaru, Vo=V 4+ Vi kde Vi je funkee.

kterd na hranici nabvva Dirichletovy OP. Resent hleddme v prostoru funkei:
Vel ={We™Q). 1 Onaly). (3.99)

kde 'y je ¢ast hranice. na kterd definujeme vnejsi napeti.
PDIE prendsobime testovacr funker 1 a provedeme integraci pres vvpocetni ob-

last )
— / VARV + 3,5 Wder =0 VI e li'l‘{"(Q) ) (3.100)
Ja

Aplikujeme Greenovu vetu, pouzijeme OP a definici prostoru. v nemz hleddme resent.

/ (Hv‘r ‘*jlhn’)vuv(l.l' - / (f\‘v" +j[“”‘)nny(ls_,~ == () (3101)
JQ JIQ
/ (WVV + joyy) - VI — / (KVV + §o) mdS, — (3.102)
JQ S —
=07 OP
| /[ V) W ds, =0 (3.103)

/ (RVV + 3.0 -V dr =0 (3.104)
Ja
Nakonee prejdeme od Vok Voacobdrzime slabou formulaci
/ (hVV 4+ o) - VIVdr = — / (WVVe) - Vivde (3.105)
Jo Ja
Poznamencjme. ze v zavereenéim tvaru je na leve strane neznama funkee Voa na prave
strand jsou vsechny funkee zname.

Stejne jako metoda siti. ¢i konecnyeh objemu ani metoda konecnveh prvkin neresi
diferencidlnt rovnice primo. ale vhodnou diskretizaci prevedou tlohu na soustavu
lincarnich rovnic (nejlépe s hermiteovskou nebo pasovou matict). Proto byveh v tomto
konkrétnim pripade nastiil postup. jak se soustava roviic ze slabé formulace ziska.

K postupu pouzijeme Galerkinova metodu [32].[33]  jeji vvuziti pFi numerické

. et et Ges et Luaa i Qo py>x . op 12
implementaci je zjevud. Uvazujme spocetnou bazi funket {{“"\'}p:l twy- e ) }
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. PR . L. ,
prostoru funket W7 Potom plati nasledujici tvrzeni:

x
VI e 113 {{(/';.};il L € R} =Sl (3.106)
p=1
Prostor funkei 15,7 je Hilbertuv. To ndm ddva moznost definovat na nem skaldrni

soucin funker €7 a Vo onasledujicim zpusobem.

(W) = / UWdr (3.107)
JQ

Mame-li skalarni soucin na prostoru se spocetnou hazi, je mozné pomoci Gramm-
Schmidtova ortogonalizacniho procesu zkonstruovat ortogonalni. resp. ortonormalni
hazi.

Ly - 7-1.2 . . X S .

Protoze i funkee Ve W= lze psdt Vo= 37 | dy- wi'. Stejne rozvedeme do viastni

, . . . X ry s o v ’ ,
hize (oznacme ji {w” }). koncentrace ¢, tj. ¢, = Z)):I d? WP Zavoven s prihlédnutim
k (3.106) staci volit za testovaci funkee prvky haze.

Pokud vsechno vise uvedendé shrneme a dosadime do rovnice (33.105). prechazime
k ailoze najit rozvojové koeficienty elektrického potencidlu V.o df-. Uvazme nvni,
7e koncentrace ;. resp. rozvojove kocficienty d? . mdame jiz uréené a jsou zndmymi

daty rovnice, proto je muzeme presunoul na pravou stranu rovnice. Testujeme po-

stupne hazovymi funkeemi w{- pro j = 1.... potom muzeme psat:
. x
. N ,_i P . he > ,.7 .
/ IS E (lI\'VW\' 'Vw‘v(l.l = — / (hv"[;‘[‘kgllm‘) 'Vw‘v(l.l‘
JQ JQ
=1

X N 3
4 . ! J o . e y J ey
E d\- / K Vwp - Vol dr=— / (KV Vi + Joi) - Vi da
- Ja JQ
AN
Nvnil se zamerime na dulezit¢é numericke vlastnosti soustavy rovnic. které je
potreba resit.

. Samotna ortogonalita baze nam nezarucuje. ze prekrvvove integraly

(Vi Vi) = [ Vol Valde

JQ
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jsou nulove pro i # J. Chim vice integralu typu (Vw'(-.VuJ{») bude nulovych,
tim ridst matici soustavy linedarnich rovnic pro koeficienty di- bude teba Fesit.

Tato vlastnost hazovveh funkei je pro numerickou implementaci klicova.

2. Nnozina bizovveh funkel je spocetna. tedy i neznamyeh koeficientu . je
spocetne mnoho. proto musime prejit ke konecnedimenzionalni aproximaci pro-

-2
storu 11,7,

Pri numerickém resent se postupuje nasledovne. Nejprve se provede triangu-
lace vvpocetni oblasti Q: triangularni sit je flexibilngjsi. nez rovnobéznosténna sit.
V kazdém uzlu site (uzlv budeme nazyvat vreholy) definujeme jednu bazovou funkei

& nejcasteji polvnomialniho tvpu. kterda ma nasledujicd viastnosti:
1. w” je spojita funkee v Q

2. Ve svém vrcholu nabyvva w” hodnoty jedna. v sousednich vrcholech nabyva

hodnoty nula a dal je identicky rovna nule.

3. Trojiuhelniky. resp. ctvisteny, se smeji stvkat jen celvmi hranami, resp. sténami

nebo vreholv, Neni dovoleno. aby se dotvkaly naptiklad casti hrany, resp. steny.

Diky t¢to volbe bazovveh funkel resime ve 2D pri vhodném ocislovani vreholu
soustavu linearnich rovnic s pasovou maticr.

Pro ne jsou k dispozici efektivni tesice. al uz ptimé (napitklad UMFPACK)., ktery
jsem pro 2D-tlohy pouzival. nebo neprimé. iterativni (napiiklad metoda sdruzenyeh
oradientu). kterou jsem pouzival v pripade 3D-uloh. Zaverem bveh upozornil, ze efek-
tivita a sila MKP je mozna jen diky kvalitnim metodam numerické integrace. prak-
ticky vzdy je pouziviana numericka kvadratura. U dalsich rovnic jiz nebudu zachdzet
do numerickveh podrobnosti a uvedu jen cestu ke slabému teseni a definici vhodného
prostoru funkei.

Ohdobne ziskame slabou formulaci (3.1-1) také eliptické rovnice.

Vov 0 p(v-Viv="V- [—1)I+'I]<V'U+(VU)J')}
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Nepropustna stena s EDL v =

Nepropustna stena - nekluzka OP - ooy, 2) =0
Nepropustid stena klouzava O v-n =0
At - {—,)1 + (w + (Vv)"')}n —0
Normalovy 1ok OP  t-v =10

AT - {—pl + 1) (V’v + (V'v)'['ﬂn = —py

Opet vvuzijeme laktu, ze pracujeme s ilohou se smisenou okrajovou podminkou.
definujeme hledane vektorove pole v = v+v ., s ohledem na pritomnou Dirichletovu

OP. Prostor funkei. v nemz hledame reseni. pak volime jako

v eﬁ'“l'z —{uw e (W) resp. w0 nalp,) (3.108)

peL(Q) (3.109)

Pryvnl PDE prenasobime testovact funkel w. druhou testovact funker (. a provedeme
inteeraci pres vvpocetni oblast €2
(3.10H)h = — / nAv - wdr + / plo-V)v-udr — / Vp-udr =0 (3.110)
Jo Jo Ja

(31)a= [ V-vqgdr =0 (3.111)

Ja

Na prvni a treti ¢len aplikujeme Greenovu vetu a v konkrétnim piipade pouzijeme
okrajoveé podminky a obdrzime slabou formulaci. Vzhledem k mnozstvi ruznveh OP
zde skoncéime. nebot ve své obecnosti by rovnice hyly nepiehledné.

/ Vo - Vudr — / nVo - -n-udS, + / plv- Vv -udr+
. Jos

Q2 JQ

/ pV udr — / mo-udS, =0 (3.112)
. JI

Q

Vivgdr=20 (3.113)
Ja

Na zaver st na rovnici (3.1) ukdzeme, jak ziskame slabou formulaci pro evoluént

parabolickou rovnici. 7 predehazejicl ¢asti je jasné. jakou roli hraje pritomnost Di-
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richletovy OP pro definici prostoru funker, v nemz hledame feseni. Uvidime. ze po-

dobnou tlohu hraje i pocatecni podiminka.
ceN ={r, e Q)¢ O0naly,.} (3.1141)

PDE (3.1) prendasobime testovact funkei 2, a provedeme integraci pres vvpocetn!

oblast €2,

e X
/ % sidr + / V- A=-DNVe;+ J;) gidr =0 (3.115)
Ja Jo

Aplikujeme Greenovu vetu na druhy ¢len auplatnime okrajové podminky

e . .
/ % 2 — / (—=D;Ve, +J;) - Veide + / (=DVe,+J;)-n p,dS, =0
Jao ¢ JQ Jr

(3.116)

Provedeme-li navie integraci pies cas od 0 do ¢, dostavame

YO
— g2 dadr—
N
-t . of .
/ / (=D,Ve, + J;) - Ve, dedr + / / (=DVe,+ J;) - mop;dS,dr=0.
0 Jo Jo Jr
(3.117)

\" pryvnim clenu provedeme integraci per partes v ¢ase. uplatnime PP a dostaneme

, : t e
/ ci(t=1 gt —t)de — / et =0) it =0)der — / /(t, L dedr—
Ja JQ Jo Jo o Ot

-t d N N
/ / (=D, Ve, + Ji) - Vi, dadT + / / (=D\Ve,+J;) - n g dSdr = 0.
0 /0 Jo Jr
(3.118)

To je v pripade parabolické rovnice hledany vysledek. Pri numerické implementaci se
na casovy integral od 0 do # 1ze divat jako na integral od casové hladiny ;. (vystupuje
jako nova pocateeni podimimka) k nove ¢asove hladine te, . V ramei pouzité nume-
rické metody se pak voli zpusob vvpoctu casovveh integrahi. Vvse uvedené numericke
postupy pouziva prograimn CONMSOL Multiphysics. Na jeho ovladani a konkrétni apli-

kace se zamerim v dalsich kapitolach.
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3.2.2 Implementace v programu COMSOL Multiphysics

Program COMSOL Multihvsics (difve FEMLAB) [29] je komereni software urceny
pro reseni PDE metodou konecnveh prvku. Umoziuje. aby vvpocetni oblast hyla
1D, 2D, ¢i 3D, Zdaroven pro jisté tvpy rovnic je preddefinovano prostiedi pseudo-
21D a pseudo-3D pro modely s valcovou svinetrii. Diky obecenvm vlastnostem KPP
je program vhodny zejména pro reseni tiloh s komplikovanou hraniel (geometricky
i tvpove). ve kterveh je klasicka metoda sitt poméerne neobratna. Zdakladni halik pro-

oramu obsahuje preddeflinované rovnice pro

e lektromagmetisius, vedeni tepla

Mechanika a termodyvnamika koutinua

Konvekee-difuze

Inzenvrske aplikace ve fvzice a chemii

PDIE zaddavand ve slabé formulaci. v koeficientni forme. a tzv. standardni forme

Nadstavhou jsou moduly. které prinaseji zejména svazané systémy rovnic cilené

na pouziti v konkrétnich situacich. Chemical Ingineering Module obsahuje

e Rovnice hilance energie (konvekee. vedent tepla). hmoty (Nerst-Planckovy rov-
nice. tok iontové tekutiny (7 angl. Eleetrokinetic flow), Maxwell-Stefanovy rov-
nice) ahvbnosti (Nenewtonovske kapaliny, [ulerovskée tekutiny, Darevho zakon

a dalsi)

e Svizand svstémy pro chemické inzenvrestvi proudeni chemicky reagujicich
latek (z angl. Reacting flow), modely zachveujicl tepelné vlastnosti tekutin
(z angl. Fluid-Thermal Interaction. i v turbulentnim rezimu), chemické reak-

tory (i s mechanickym michanim)
Vvhodou je moznost shucovat tvto rovnice dohromady a tim vvtvaret multifv-
zikalni modelv. napriklad rovnice clektromigrace. ale take rovnice termomechaniky.

termo-clektricke atd.
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Nvnl vvvstavad otdazka, proc nepouzit preddelinované modely pro rovnice difize.
rovnice clektrostatického pole. Nernstovy-Planckovy rovnice a Navierovy-Stokesovy
rovhice. Odpoved! je, ze zatimeo N.-S. rovnice nam dobte vyhovuji, rovaice difize
a Nernst-I’lanckovy rovnice nejsou deflinovany vhodne pro simulovani elektromigrace
roztoku slabveh elektrolviu.

Proto jsme se rozhodli pouzit formalismus, ktery jsme sami vvvinuli a na kterém
je zalozen program Simul [12]. Tento formalismus dosadit do programu COMSOL
Multiphysics. do zeela obeené koeficientnl formy evolueni PDE. kterd ma pro ne-
znamoun skalarni velicinn A nize uvedeny tvar. Konkrétni rovnice vznikne urcenim
volnveh parametru (o,. d,. co oo vy a. Bof).

) A ) A
Co ——(‘)f, +d, (7 +V (—VA-aA+~y)+aA+3- VA=
= (

Tento postup ma vvhodu, ze kazdy model muze byt nejprve porovnan v 11
aproximaci s vvsledky programu Simul a tim overen pred pouzitim ve 2D, resp. 3D.

Program obsahuje grafické rozhrani (GUIL  graphical user interface), ve kterém
probiha celd komunikace, od zadani dlohv. hodnot konstant. definice proménnych,
vztahu a vvpocetni oblasti. nastaveni parametru tesice. pres samotné feseni, az po
analyzu vvsledku, Vstupy a vestupy je mozno prenaset ve forme ASCIH souboru.
kterd je mozné zpracovavat v externich programech. To dava moznost. jak pomerne

pohodine prechdazet mezi stejnvmi modely v ruznveh dimenzich a geometriich.

3.3 Elektrokinetické davkovani

3.3.1 Formulace udlohy v 1D, 2D, 3D

Flektrokineticke davkovani je jednou z nejcastéjsich technik davkovani vzorku
pro elektroforetickou separaci. Je to technika diskriminacni, nebot nadavkovand latkové
muozstvi zavisi najejim znamdénku a mobilite. Vvhodou je jeji jednoduchost a nendarocnost.
vse probiha jen ve vialee a kapilare. Elektrokineticke davkovani se ¢asto pouziva v

konfiguraci. ktera umoznuje prekoncentraci davkovancho analvtu. Mechanismus pre-
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koncentrace bude studovdan pomocet numericke simulace.

V' pristrojich firem Beckman a Agilent se pouzivaji dve ruzna usporadani. jak
je videt z obr. 3.2 a obr. 3230 lisicich se poziel elektrody a kapilary. 'V této praci
bveh se zameril na konfiguraci pristroju firmy Agilent. nebot jejich geometrie je
vvhodna pro matematicky popis. V (éto praci bveh rad nastinil moznosti, kterymi
muze numericka matematika pomoci porozumet dejum. které pii elektrokinetickém
davkovani probihaji. Porozumeni tomuto procesu je dulezité, nebot je to krok pred
samotnou separaci. a ma zasadni vliv na pocatecni podminky separace.

V celé kapitole budeme predpokladat kationicke uspotadani separace. Prekoncen-
traci predehazi promy i kapildary ajeji napheni zdakladnim elektrolyvtem. Pripravime
roztok zredencho BGED s analvtem o velmi mal¢ koncentraci v porovnani s kon-
centrach BGE. Pomer analvticke koncentrace BGIE v kapilaie a ziedeného BGE ve
vialce bhudu nazvvat redici pomer. nebot je nejeastéji dosazen fedenim puvodniho
roztoku BGE odpovidajicim objemem destilované vody. Roztok analvtu a ztedeného
BGE prencseme do vialky, z niz budeme davkovat analvt. Do vialky ponofime ka-
pilaru naphenou BGE (o puvodni koncentraci) a zapneme napeti. Intenzita vzniklého
clektrickeho pole v kapilare napnené BGE je priblizne 5kVem ' 'Timto postu-
pem se uvnitr kapilary vvtvoril v blizkosti usti skok v koncentraénim profilu slozek
BGE. Pritomné vodivostni rozhrani definuje elektrické pole. jehoz pomér intenzit je
v prvnim priblizeni neprimo amerny pomeru vodivosti. V. opiipade. kdy neni zastou-
pen BEOEF. je vodivostni rozhrani stacionarni a dochdzi na ném k nakoncentrovani
hazickveh analvtu.

Jako zakladni roztok bude studovan bhezne pouzivany fosfatovy pufr, kterv ma
{1 maxima pulfracni kapacity vzhledem k hodnotam svveh pi, konstant. jak uvadi

tabulka 3.5.

3.3.2 Axialni symetrie — valcové souradnice

V' ousporadani na pristrojich firmy Agilent najdeme valcovou svmetrii podle osy

kapilary. To nam dovoluje prevést problematiku do 2D resp. prejit od (11 nezavislyeh
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Obr. 3.2. Schématickeé nsporadani vialky, kapilary a elektrody u pristroju firmy
Beckman. 1 oznacuje elektrodu o prumeru 300 gan, 2 kapilaru s vnitinim prumeérem

100 im a vnejsim prumdarem 300 jan. Objem vialky je Tml.

Tab. 3.5.Vlastnosti fosfatového pufru

PK. e ¢ve  pll BGE  Pufracni kapacita  Eigenmobilital!

(M| [im)] (m\] (10 “m?V 1]
2.16 20) 10 2.147 18.03 86.2
7.21 10 15 7.21 5.76 -12
12.67 D 20 11.95 22.72 -105.2

: Figenmobilita byla vypoctena v programu PeakMaster 12|
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Obr. 3.3. Schématickeé usporadani vialkv, kapilary a clektrody u peistroju firmy
Agilent. 1 oznacuje elektrodu o prumceru 500 pan, 2 kapilaru s voitfnim prumerem

100 i a voejsim pruamerem 300 yan. Objem vialky je 1l
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N2

Obr. 3.4. Rez 3D-modelu z obrazku 3.3, rovinou obsahujici osu kapilary. 1 oznacuje
clektrodu s voejsim prumerem 500 . 2 kapilaru s vnitinim prumeérem 100 jun a

vejsim prnerem 300 .

kartézskveh promennveh vy 2 ke dvema nezavislvin valcovvm promennvm r. .
Diky vdlcové svmetrii problému nezavisi teSeni na uhlu . Tuto Usporu pameti
lze nvni vvuzit pri detailni analyze deju v blizkosti usti kapilary a elektrody. Dale
muzeme bez vetsich obtizi zvvsit pocet analvtu na tii, a tim mit zastoupeny vsechny
tvpy iontu (anion, kation a neutralni marker BOI).

Na obrazku 3.1 je videt rez puvodnim 3D-modelem, ten (resp. jeho polovina) se
stava novou vypocetni oblasti. Zaroven prejdeme od kartézského popisu z kapitoly

I.2.1 k popisu ve vilcovveh souradnicich z kapitoly 3.1.1.

3.3.3 Vysledky
Elektrokinetické davkovani lithia bez pritomnosti EOF

Voprvni ¢asti jsem se zabyvval svstémem. kterv obsahoval fosfatovy pufr a pouze
jeden jednosvtny silny litny kation. oznaceny jako Lic s mobilitou uy; = 10 x
10 “m*V s Ua pocateeni koncentract ve vialce % =0.01 mMI.

Li

V nejcastejsi konfiguraci vvuzivane v CZIE je pii prekoncentracnim kroku vlozeno
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yner
'

Obr. 3.5. 'rubeh proudocar intenzity elektrického pole pri pH o 7.22 a redicim
pomert 12 (barva odpovida velikosti intenzity) s konturami (sedive kiivky) vy-
znacujicimi hladine o stejné velikosti intenzity pro hodnoty 1Van ' 10 Ve L,

100 Van b

napeti ckvivalentni intenzite |[El mezi 5kV-m "a 10kVam 'L vetsinou slabsi. nez kte-

réje pouzito vosamotné separaci. Na obr. 3.5 barva proudocary odpovida velikosti
intenzity pole v daném miste akontury oznacuji hladiny o stejné velikosti intenzity
pole.

U7 to nam umozmije zodpovedet. jak a kde se meni koncentrace analvtu ve vialce
v prubehu divkoviani. Konturovy gral znazornujici koncentrace analvtu je na obr. 772,
kde harevndé pozadi odpovida koncentraci analvtu a kontury o vvbranveh hodnotach
(99950, 9950, 97550, 95 a 92.5% hodnoty puvodni koncentrace ve vialee) vvmezuji
plochy o stejné koncentraci analyvtu.

Intenzita elektrického pole je v prynfim priblizeni neptimo timérnad vodivosti. proto

3.7, kde je pomer mezi koncentracemi BGE v kapilare

sio prohlédneme jeste obr.
a vialee 1:10.
NMuze se analvt v blizkosti st kapilary vveerpat. nebo nastat situace, kdy analyt

doputuje do kapiliry ve vvrazne nizsi koncentraci. nez ktera byla na pocatku ve
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Obr. 3.6. ’okles koncentrace lithia v okoli elektrody po 20s davkovani pro tedici
pomer BGE 120 pri pH o 7.22 kontury oznacuji hladiny o stejné koncentraci analvtu,

pro hodnoty 92.5. 95.0. 97.5. 99.0. 99.9x 10 “\L.
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Obr. 3.7. Pokles koncentrace lithia v okoli elektrody po 205 davkovani pro tedicl

pomer BGE L1100 pri pll - 7.220 kontury oznacuji hiladiny o stejné koncentraci ana-

Ivtu. pro hodnoty 92.5. 95.0. 97.5. 99.0. 99.9x 10 °\I.
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Obr. 3.8. Pokles koncentrace lithia v okoli elektrody po 3600 s davkovani pro tedict
pomer BGE 120 pri pll o 20170 kontury oznacuji hladiny o stejné koncentraci analvtu.

pro hodnoty 90. 95.0. 99x 10 %\,

vialee, Ve snaze odpovedet na tuto otazku jsem pro pll - 217 provedl vypocet dlouhv
3600 5. To odpovida provedent priblizne 300-ndasobné délee davkovani. nez je obvvklé.
Na obr. 3.2 vidime kontiurovy diagram pro zvolené hladiny koncentrace (99%.. 95% a
90% hodnoty puvodni koncentrace ve vialee).

Otazka zimeny pll v ruznyeh castech vialky a kapilary je dulezita nejen z hle-
diska analvtické praxe. ale iz munerick¢ho pohledu. Na obr. 3.9 jsou zobrazeny
kontury oznacujici oblasti se stejnou hodnotou pll (ptl - 7.22. 7.0. 6.1, 5.0, 1.0) po
20 s davkovani. Na obrazku jsem 3,10 vvznacil body. v nichz je studovan prubeh pll
vocase. Je patrné, ze zineny pllv blizkosti anody jsou pri pH o 7.22 velmi ryvehlé. a
naopak pro vetsi vzddalenosti jsou pomalé. Podobny vvsledek bychom obdrzeli pro
pll = 11.95.

Kyvantitativii visledky nadiavkovancho litkového mnozstvi jednosytného silného
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Max: 7.00
7

Min: 3.70

1imm

Obr. 3.9. Rozlozeni puvodne homogenniho profilu pll 7.22, po 205 davkovani pri
vlozeném napeti 20V, pro redici pomer 1:10. Barva odpovida hodnote pH. kontury

hladindam o stejneé hodnote pl postupne plH 1000 6040 70 7.22.
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Obr. 3.10. Casovy vvvoj pll ve trech bodech vyznacenveh na levém obrazku. V

(.

case 0 byvlo ve vialee homogennt pil 22, Rediel pomer 1:10 a vlozené napeti

20V.
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Tab. 3.6.LAatkoveé mnozstv lithia nadavkované za 10s

pli n;o 1k2 ny; 1k3 ny; 1kb ng;  1k10
(ol (ol (ol [mol]

28 32x10 M Lo2x10 M 531x10 B 7.53x10 B

3.65x10 M 187Tx10 ¥ 6.73x10 M 9.67x10°1

~1
[0
—_—

1.8 3.63x10 % 1.82x10 ¥ 6.62x10 % 9.11x10 ¥

kationick¢ho analvtu. pri vlozeném napeti AU =10V (resp. propH=7.21 AU =20V).

odpovidajici intenzite clektrického pole v kapilare 5kVan 'oza 105 (resp. 20 s pri

pll  7.22). bez pritomnosti EOE. prinasi tabulka 3.6. Nizsi efektivita prekoncetrace
v pripade kvselého pll souvisi se vznikem rvehlého svstémového piku. vodikovy pik.
ktery zmeni vodivostnd profil (resp. koncentracni profilv BGIS) pred pruchodem ana-
Iviu. ktery se pak prekoncetruje podle tohoto nového rozlozent vodivosti. 'V pripade
davkovani v neutralnim a bazickém pll je pritomny rvehly anionicky systémovy pik.
ktery meni vvrazne meéne koneentracni profily BGEL navie se pohvbuje ven z kapilary.

Na zdaklade visledku z této casti jsem vvtvoril obeenéjsi modelv, které jsou pre-
zentovany dale.

Pro neutrvalni pll a redicl pomer 1:2 jsem simuloval systém. kdv koncentrace ana-
vt lithia neni vvrazne nizsi nez BGIS ale jeho koncetrace ¢ 1 naopak vvznamne
(ApH0.5) ovliviwje pll. Votomto pripade je na obrazku 3.11 videt zietelny po-
kles v koncentracnim profilu lithia z hodnoty I mM na cca 0.9mM. Duvodem je
anionicky svstémovy pik. ktery se pohvbuje smérem do vialky a prendsi se do kon-
centracnich profilu jak BGE! tak i analvtu. Tento efekt je dulezity. pokud uvazujeme
EOE a pokles koncentracniho profilu je odnesen do kapilary, nebot tim klesd i cel-
kove nadavkovandé latkove mnozstyvi analvtu. Navie vidime maly pokles efektivity

prekoncentrovant na L.\l
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Obr. 3.11. (Casovy vivoj koncentracniho profilu lithia pri pll 7.22 a tediciin

pomeru 2. Do tvaru profilu se promita anionicky systémovy pik siéiujicl ven z
kapilary.
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Tab. 3.7.Chemické vlastnosti analvtu

Nazev Zkratka Mobilita Koncentrace ve vialce
10 "m*V 's ] inM]
lithitum Li 10 0.01
thiomocovina Thio 0 0.01
henzsulfonova kvselina Sulf 30 0.01

Elektrokinetické davkovani smési analyta za pritomnosti EOF

Vo této casti jsem pro jediny tedicl pomer 1:2 (ostatni usporadani se dostanou
snadnou zmenou konstanty k. charakterizujicr tedicl pomar) studoval systém elek-
trokinetick¢ho davkovani obsahujicim t#i analvty. Zvolil jsemn jednosyvtny silny anion

henzsullonovou kvselinu, jednosviny silny kation  lithinm a neatralni marker
thiomocovinu. Jejich parametry jsou uvedeny v tabulee 3.7. Silné ionty jsou zvoleny
pouze z duvodu. ze mohow byt studovany ve viech pll oblastech fosfatového pufru.
Pro davkovani aniontu byla prepokladana pritomnost EOEF smerem do kapilary.

Pritomnost clektroosmotickeho toku je tieha zahrnout pomoct N.-S. rovnic. Vyéet
moznosti. jak modelovat FOEF. byl podan v dvodu. V nasem pripade prichazelo
v ivahu nekolik moznosti.

Ilektroosmoticky tok nemohl byt definovdan pomoci stacionarni N.-S. rovnice se
slipping OP 3.15. nehot s EOE se musi pohvbovat i vodivostni rozhrani, tedy i roz-
hrani zmeny intenzity clektrického pole. které je ale soucasti slipping OP. Proto
by byvlo potreba resit evolueni ilohu N.-S. rovnic (podobne jako v [16]) svazanou
pres okrajovou podmiku s ostatnimi rovnicemi. Druha implementace, ktera jiz do-
voluje pouzit stacionarni model N.S. rovnic. je pripojeni gradientu tlaku o hod-
note Ap = 20Pa (resp. Ap 10Pa pri pll 7.22) mezi hornim koncem ka-
pilary a dnem vialky. Velikost gradientu hyla zvolena tak, aby byvlo mozné pozorovat
i davkovani benzsullonové kvseliny. Rvehlost EOF odpovidajicl tomuto tlaku hyla

priblizne 028 mmes ' (resp. 0.1 mmes ' pii pH 7.22), jak plvne i z koncentracniho
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Tab. 3.8. Litkova mnozstvi analvtu za 8s (resp. 16s pii pll - 7.22) pii EOF od-

povidajicimu rvehlosti 0.2%mmes ' (resp. 0.1Immes ' pid pll - 7.22). pii vlozendn
napeti AU =10V (resp. AU 20V pri pll - 7.22) as pocatecni koncentraci analvtu

¢ 001 mAL prumaer kapilary je 100 jan.

I>“ i Ny hio Hsulf
(mol] [mol] (ol
28 121x10 "% 191x10 ™ 2.40x10 M

w
o]

721 LUx10 "™ 191x10 ¥ 7.a5x10 %
.8 LI2x10 ™ 1.91x10 ™ 7.60x10 ¥

profilu Thiomocoviny.

Stejne jako v pripade jediného analvtw i zde jsem provedl kvantitativnd srovnani
nadavkovancho mnozstvi pri vlozeném napeti AU = 10V (resp. pro pll =7.22,
AU 20V). odpovidajicl intenzite elektrickeho pole v kapilare 5 kV-m L. (resp. pro
pll=7.22.25kV-an N za X s davkovani. pri pritomnosti EOF o rvehlosti 0.28 mmes '
(resp. 165 a 0.1 1mmes ' pro pll - 7.22 se slabsim elektrickym polem, pro ckviva-
lentni podimimky) hodnoty prinasi tabulka 3.8. Opct dochdzi vlivem pritomnosti
rvcehlého svstémoveho piku v kvselém prostredi k poklesu u nakoncetrované latky
oproti occkavand hodnote. Neutralni a bazicke prostredi poskvtuji prakticky shodné
hodnotyv koncentrace i Litkovveh mnozstvi davkovancho analvitu.

Nasledujicr erafy prindseji casovy vyvoj koncentracnich profilu uvniti (na osce)
kapilary. Na gralu 3.12 je vyvoj bazického analvtu lithia. u kterého dochédzi k nakon-
centrovani jiz behem davkovani. nebot se pohvbuje v predni ¢asti davkované zony a
migruje pres vodivostni rozhrani.

Koncentracni profil neutralniho markeru thiomocoviny v grafu 3.13 je samoziejme
shodny ve vsech trech pripadech. nebot souvisi pouze s rvchlosti EOL. resp. velikost i
aplikovancho gradientu tlaku.

Na zaver si prohlédneme koncentracni profil benzsulfonové kvseliny. Z grafu 3.1



3.3 Elektrokinetické davkovani

“ [ty

L, o o

Obr. 3.12. \'vvoj koncentracniho profilu lithia pri prekoncentraci s redieim pomcerem

12, Ploa cara - pll o 20070 prerusovana cara pll - 7.22 vesp. 11.95.

oo T

Obr. 3.13. V'vvoj koncentracniho profilu neatralntho markeru

povida rvehlosti 12017,

thiomodcoviny. od-
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je zrejme. ze k nakoncentrovani behem davkovani nedochdzi. nebot kysely analvt se
pohvbuje v zadni ¢iasti didvkovane zony, Tam neni vodivostni rozhrani (jde o homo-
cenni roztok z vialky). tedy ani moznost nakoncentrovani v dusledku ruzné intenzity
clektrického pole. Pro nakoncentrovani kyvscelcho analvtu je zapotiebi vvtvorit vo-
divostni rozhrani i na konci injekeni zonv. Toto rozhrani je vvtvoreno opétovnvim
ponorenim kapilary, po ukonceni davkovani. do vialky obsahujici zakladni elektrolvt
(nezredeny). Na simulaci tohoto jevu je vhodné pouzit ID-model CZE. nebot se-
paracni proces probiha dal jen v kapilare za pritomnosti EOEF. Vvbral jsem svstém
pri pll 7.22 a vedicim pomeru 12, celkova studovana délka kapilary bvla 10 ¢m a na
ni vlozené napeti 1000 V. Visledek této TD-simulace, kde vstupni koncentradni profily
(analvti i slozek BGEY hvly vvtvoreny pomoct vysledku z puvodniho 3D-modelu,
jsou uvedeny vogralu 3.05. Tim vystihujeme vesledny proces nakoncetrovani. kdy
vsechny analvty dosdahly svveh profilu a jsou nvni ciste clektroforeticky separovany.
O v ID-modelu byl simulovan vlozenim tlakoveého gradientu mezi konce kapilary
tak. abyv rvchlost EOE odpovidala hodnote 0.12mmes 1. Je patrné, ze po vvtvorent
druhcho rozhrani dochiazi k okamzitému nakoncentrovani kvselcho analvtu. ktery je
odnasen EOI smerem k detektoru, tj. proti svému elektromigracnimu pohybu. a po-
stupne jej rozmvva difuze. Thiomocovina jako marker FOI je také odndsena smerem
k detektoru a postupne rozmyvana difiizl. Koncentracni profil lithia se nakoncentruje
na prednim rozhrani (vzhledem ke smeru elektromigrace je pro nej zadni rozhrani
nepristupnd) a putuje spolecne elektroforeticky i elektroosmoticky k detektoru.

2D simulace nam prinasi velké mnozstvi informaci, zejména o dejich v blizkosti
st kapildary aelektrody, které by ndm 11 popis nemohl prinést a které mohou byt
pouzity k predikei i vvsvetleni deju. které mohou ovlivnit elektroforetickou separaci

v CZE Tento model muze hyvt primo aplikovan na jakékoliv zdkladni elektrolyty.
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Obr. 3.14. Casovy vvvo] koncentracnitho profilu kvselého analvtu

nove kyseliny pri prekoncentraci s redienn pomerem 1320 Plua ¢ara
prevusovana cara pll

.22 resp. 1195,

henzsulfo-

pH 247
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Obr. 3.15. Casovy vvvoj jednotlivveh koncentracnich profilie hehem prvnich 120

separace (vipocet pomoct 1D-modelu CZE).
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3.4 Separace latek na pH-membranach

Vo ordamet spoluprace s G Vighem jsme se zacali zabyvat problémem separace
proteinu na pll-membranadch technikou nazyvanou ST (z angl. isoelectric trapping)
v zarizeni Twinllow. Zdkladni informace o této slibné separacni technice lze nalézt
v publikaci |31]. Studiem efektue které pH-membrany prinaseji. se ve smyslu continu-
ous flow clectrophoresis (CFE) zabyvali Heinrich a Wagner [35]. Komercne dostupné
pristroje zalozend na podobném principu jsou lsoPrime. Zoom. Isoclectric 1Q?, Gra-

diFlow BEF2001ET.

3.4.1 Vlastnosti pH-membran

Numericke modely zabvvajict se simulaci pH-membran tohoto tvpu zatim nebyly

prezentovany. Proto jsme byly postaveni pred nasledujici tkoly:

I. Navrhnout matematicky model. ktery je schopen zachytit co moznd nejredlneji

deje probihajici behem skutecné separace na pll-membrane
2. Implementovat model do programu CONMSOL Multiphysics

3. Analvzou vvsledku a naslednou iipravou rovnic, nebo jejich numerické imple-

mentace ziskat nejlepsi shodu s experimentem

Na obr. 3.16 je schematicky zndazornéna ¢ast zarizeni pro separaci proteinu T'win-
Flow. Oznacil jsem klicova mista v svstému. jejichz chovani hudeme chtit zachvtit v

matematickém modelhu.

I. pll-membrany maji sivku priblizne 0.2 mm. Pripravuji se kopolymerizaci po-
Ivakrvliamidu a smesi slabé kvseliny a zasady. které jsou shopny se zabudovat
do polvmerniho tetezee. Vznika hvdrofilni gel. ktery se chova jako imobilizo-
vany pulr schopny udrzovat pil. Vzhledem k tomu ze nabité ksupiny maji
stalou pozici v systému. jsou imobilizované a ovliviwji pouze pll. ale uz piimo

neprispivaji k vodivosti proto. ze maji nulovou mobilitu.
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Obr. 3.16. Schinéna zarizeni pro separaci proteinu a aminokvselin Twinllow.

Promichdavani zvlast pro jednotlivé kompartmenty zajistuji peristaltické pumpy.

2. Kompartmenty mezi membranami jsou vvplnény smesi analvtu (proteinu. ami-
nokvselin). ktera ma byt separovana. Tvio prostory jsou intenzivng promicha-
vany. jak je videt na obr. 3.16. Tim je dosazeno homogenity koncentrace latky

v kazdé promichdavand ¢asti.

joN

Prvni a posledni kompartinent obsahuje silne kvsely. resp. bazicky roztok a ve
smyshu pHltak uzavird cely svstém. ktery je vvtvoren prostiednictyvim pll-
membran. T'vto dva roztoky tak urcuji rozsah pll, v némz bude separace

probrhat.

. Pritomnost membran zabranuje vzniku konvektiviiho toku. proto muzeme

predpokladat. ze v svstému neni EOIC

I’ro tuto konficuraci muzeme zlormulovat matematicke rovnice, které budou po-
pisovat separaci na pll-membranach. Zacneme w pH-membrany. 'V nasem modelu
ji povazujeme za imobilizovany amfolyvt (s iontovvmi formami {1, 0. -1). charak-
terizovany konstantami pAy a pi . Stejuvin zpusobem hyvcehom mohli pracovat

se slabou imobilizovanou kyselinou a slabou bazi. Predpokladame-li nulové mobility
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vsech iontovveh forem. potom i difizni koeifcienty jsou nulové a rovnice (3.1) se
vwrazne zjednodusi (3.119).

()(A”ll‘lll

TR 0 = Coenl(roy.2) =cnem(t =000, y.2) (3.119)
(
+l +1
('nn-m(l = 0.0y, ‘:) = Z Cinemy = Ciiem Z hmmn_j(('[[) (312())
g j= 1
('m('mj = Chiem /]m(\mj((‘l]) (3121)

Je-li casova zmena analvtické koncentrace latky tvorici membranu nulova, potom
nezavisi explicitne na case a je funkel pouze prostorovyeh promennveh. Tato pod-
minka musi bt splncna pro kazdy cas, tedy i v case t 0. a rovaa se proto pocatedni
podminee analvticke koncentrace latky tvoricr membranu. Latka se tak v prostoru
nepohvbuje. pouze muze menit zastoupeni svveh jontovveh forem. lontové formy
zavisi jen na hodnote pll prostrednictyvim funkei /e, 2 mohou byt vvjadieny ze
vztah (3.121). Thm jsme dokdzali. ze neni tieha explicitne tesit evolueni diferencialni
FOVIICe Pro- Cuen. o volbe pocatecni podiminky. ktera jednoznaine urcuje casove
nezavisly profil analvtické koncentrace Tatky tvoricl membranu. se v kazdém ¢ase
vvpocitaji koncentrace iontovveh forem podle tvaru funkee pH. resp. ey, tj. jako
funkee zavisle promenne,

Jiz prvni numerické vvpodcty ukazaly, ze v pripade. kdy neni prostor mezi mem-
branami promichavan. dochdzi ke vzniku velmi malo vodivyeh zon v blizkosti mem-
bhran v dusledku pohvbu amfolytu smerem od membran. Votechto zonach je velmi
mald vodivost. tedy i vvsoka intenzita elektrického pole, zaroven klesa intenzita pole
voostatnich castech svstému a tim i rvehlost separace (az do tiplncho zastaveni).
Tvto viastnosti clektrického pole se prenesou do konceentracnich profilu a ve svémn
dusledku vedon k predeasnému ukoncent vvpoctin z duvodu narustajici numericke
chvby.

Vznik nevodivyveh zon neni v praxi pozorovan. Samotné intenzivii promichavani,
které homogenizuje jednotlive kompartmenty, zamezuje jejich vzniku. V- nékterveh
usporadanich se pro separaci proteinu nepouziva aktivoi promichavani pomoct pump.

K promichavani kompartmentu potom dochazi v dusledku tepelného toku. ktery
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je cenerovan Joulcovvm teplem vznikajicim pri pruchodu proudu zonou s velkvin
odporem.

Samotny model. popisujici turbulentni proudéni. je numericky naroenejsi, nez sa-
motna separace na pH-membrandch. Proto jsme pristoupili ke zjednoduseni. Namisto
turbulentniho proudent jsme pouzili cirkulujicd rvchlostni pole spocitané pro ne-
stlacitelnou kapalinu pomoci N.=S. rovnic. Jak bude ukazdano v dalsi ¢asti. pri do-
statecne vvsokd rvehlosti je roztok. ktery byl na zacatku homogenni, homogenni stdle.
¢z je potlacen vznik nevodivveh zon a nedochdzi k numerickym obtizim hehemn
vwpoctu. Zaroven se simuluje situace. ktera je blizka skutecnému experimentalnimu

usporadant.

3.4.2 Formulace ulohy ve 2D

\' predehozis casti jsme nastinilic jakvim zpusobem budeme modelovat jednotlive
cfekty. které se pri separaci na pll-imembranach uplatnuji a které hudeme chtit nagim
modelem zachvtit., Pro studium separace na pH-membranach jsme si zvolili systém se
dvema membranami v blizkosti katodového kompartmentu se dvema membranami,

jehoz ceometrie je na obrazku 3.17.

207 200 ym

1 [ 2] 3 [ 4] 5

Obr. 3.17. 'lechnicke usporadani v zarizeni Twinklow. Oblasti 2 a 4 jsou pH-
membrany o pll 10230 resp. T zona d je elektrodovy prostor o pll 120 v

zonach 1 a3 je v case t 0s smes T mM argininu a LM lvsinu,

Oblasti oznacend I a3 obsahuji na pocatku analvt  smés aminokyselin lvsinu
(LYS) a argininu (ARG). oblast 2 je membranou o pH  10.7. jeji $itka je 200 pm.
oblast 1 je membranouw o pll T jeji §ivka je 200 . a oblast 5 je vyplncéna 10 mM
roztokem hvdroxidu sodného o hodnote pH o 12 a slouzi zdaroven jako elektrodovy

prostor. tj. latky se hromadi na pravé hranici, ktera je tvorena elektrodou a je ne-
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Tab. 3.9. Chemicke vlastnosti latek

Latka Kompartment  Koncentrace pK, pl mobility
[inM] 10 m*V ]
arginin a3 1 8.92. 12.18 10.7 30 a 30
Ivsin l a3 1 9.13. 10.79  9.96 30 a 30
membranal 2 100 9.3, 11.3  10.3 0
mcembrana? | 100 10.0. 12.0 11 0
sodik 5 10 519

prostupna pro vsechny Litky. Stejne je uzaviena i leva hranice v oblasti 1. Uzavien(
vipocetni oblasti ndam primo umoznuje pozorovat zachovavani latkového mnozstvi
vsech slozek svstému (integraci koneentrace pres vvpodcetni oblast).

Shrnuti parametru argininu a lvsinu. jejichz koncentracni profily jsou hlavnim oh-
jektem studia. je uvedeno vtab. 3.9 spolecne se slozenim membran a clektrodového
prostoru.

Dulezitou roli v této tiloze hraje promichavani kompartmentu. 7 tohoto hlediska
je dulezité, jaky tvar ma rvehlostni pole a jakd je maximalni rvehlost toku u sten.
To jsou vstupni podminky do staciondrnich N.-S. rovnic. z nichz vvpocitame rveh-
lostni pole. kterd budeme v celé simulaci povazovat za nemenné. V. omatematickém
modehr N.-S. rovnic jsem uvazoval hustotu p = 1. dynamickou viskozitu 7 = 1
jako bezrozmernd veliciny. Okrajovymi podminkami byla nulova rvchlost na hra-
nicich pl-membran a na clektrodovyeh hranicich. V kompartmentu 1. 3 a H je na
podénveh hranicich definovana na dolni strané teéna rvehlost o, = Tem-s ™' na
viehni strane tecna rvehlost o — —lenes ' Prave tvar okrajové podminky je
klicovy pro vvtvoreni cirkulacniho rvehlostniho pole. Numericky vvsledek ziskany
proeramem COMSOL vvkazuje vznik slabého rvehlostntho cirkulacniho pole i uv-
nitr membrany, pro potlaceni tohoto nefvzikdlniho jevu bvla velikost rvehlosti uvnits

membran primo definovana nulovou hodnotou.
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Na obriazki 30018 je zobrazeno vvpocitané vektorove pole rvehlosti a barevne vy-

nesena velikost rvehlosti na jednotliveeh castech hranice.
. T, e, ket T, - is ST eSS A ’*tr ML e e o

Obr. 3.18. Smer a velikost rvehlostniho pole (cernd sipkv) v jednotlivvch kom-
partmentech. Barva hranice odpovida velikosti tecné slozky vvehlosti (¢ervena

1

harva=0.01m-s ' modrda barva 0mes '), normdlova slozka je vzdy nulova.

3.4.3 Vysledky
Simulace na pH-membranach se sitkou 200 y/m

V' prvnd Fizi jsme studovali separace na pll-imembranach o siree 200 jun, celkova
déTka usporadant hyla 3.6 nm (separacni kompartmenty méely sivku 1 mm, elektro-
dovy kompartment 1.2mm). na krajnich hranicich bhvlo viozeno napeti 0V, resp.
20V, Prvnd analvt Ivsin (LYS) se choval presne podle ocekavani zalozencého na
hodnote pliyvg 996 a putoval do levého kompartmenti. zdroven se odcéerpaval z
ostatnich ¢astic O to prekvapivejsi bvlo chovani argininu. ktery by se dle stejne
predpovedi s ohledem na hodnotue svého plage 10.7 mel hromadit ve stiednim
kompartmentu. Namisto toho pronikda membranou o pll 12 do elektrodového pro-
stort NaOll o jeho koneentrace v case roste. prestoze zde prevazuje zaporne nabitd
forma a mel by se proto elektromigracne pohvbovat zpet do stiedu. Tyto vysledky
json dobre viditelné na spoleeném grafu 3.19 vvvoje koncentracniho profilu argininu
a lvsinu v case. Lvsin prechazr 2 kompartimentu 3 pres membranu do kompartientu
. Naproti tomu arginin opousti kompartinent 1. zdaroven zaplnuje membranu 4 a
postupne jeho koncentrace v terminujicim roztoku NaOH vyznamne roste. Tento
vvsledek nas vedl ko predpokladu. ze membrana o sivee 200 g neni schopna plie
wlrzet areinin ve strednim kompartmenti. protoze arginin vlivem difuze pronika do

praveho katolviového kompartmentu.
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Obr. 3.19. Spoleeny vvvoj koncentracniho profilu argininu a lvsinu, ¢ernou
PrErisovanoln carott jsont zobrazeny membrany o sirce 200 yan, profil argininu
(prerusovana cara). profil lvsimu (phna cara). tuend modra ¢dra oznacuje staciondarni

stav.

Simulace na pH-membrandach se sirkou 400 ;im

Vo odrahé fzi jsme pracovali s plH-membranami. jejichz sitka byla 100 pm, tj.
dvakrat sirsimi nez v predcehozim modelu. Cilem bylo overit, zda v tomto pripade
bude pronikani argininn do katolvtu mensi nez v pripade pouziti tencéich membran.
Celkovat délka usporadant bvla 3.8 mm (separaéni kompartmenty mély §itka 1 mm.
clektrodovy také Fmm). na krajnich hranicich hyvlo viozeno vngjsi napeti 0 V. oresp.
20\ jak ukazuje obrizek 3.20. Casovy vivoj koncentracniho profilu lvsinu a argininu
je zachyeen naobrazku 321,

Ani v tomto pripade jsme nezabranili proniknut i argininu do membrany (ze které
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400 pm 400 ym

Obr. 3.20. Technické usporadani v zarizeni T'winklow pro separaci proteinu s
membranami o tloustee 100 m. Oblastini 2 a 1 jsou pl-membrany o pll -~ 10.3.
resp. 1. zona 5 je elektrodovy prostor o pll 120 v zonach I a 3 je v ¢case t 0s

smes LM areininu a Lm M lvsinu,

by mel byt elektromigracne vvpuzovan). Od nasledujiciho kroku zac¢ia narustat jeho
koncentrace v terminujicim kompartmenti. Pro nalezeni a porovnani stacionarniho
stavtl (SS - 7z angl. steady state) koneentracnich profilu lvsinu a argininu jsme pouzili
pro obe sitky membran simulaci o délee 3600s. 7 obrdazku 3.22 je patrné, ze lvsin
dosahuje svého SS hehiem kratke doby aje témer zeela v kompartmentu 1. kde je
ocekdavan s ohledem na svuj isoelektricky bod plyys. Arginin potiebuje delsi Cas.
k dosazeni SS. a ve vesledku je zastoupen v ocelém pristroji. nejméne v kompart-
menti L.nejvice v kompartmentu 3 a h. ale prekvapive i v membrane 1. Stacionarni
koncentracni profil argininu a lvsinu je u obou membran prakticky shodny.

Tvar koncentracniho profilu Ivsinu a argininu uvniti- membrany. resp. na vnejsi
A viitral stene membrany, je velmi zajimavy. Prakticky skokovy narust koncentrace
az o H0% u lvsinu nac membrane o pll 10.3 (2 ¢ ys =2mM na 1mM), u argininu
na membranc o pll 1 (z cagag 0.9mMM na L3 mM) je dalsim neocekavanym efek-
tem. Pohledem na koncentracni sodiku zjistime, Ze se tento narust koncentraci na
stenach membran se vvskvtuje v koneentracnich profilech véech elektromigracne se
pohvbujicich Fatek.

("o je pricinou tohoto narustu koncentraci. je klicovou otazkou. Narust koncent-
race. stejne jako pomer konvekee-difiize souvisi s intenzitou elektrického pole. Elek-
trick¢ pole prejde velmi rvehle z pocatecniho do roviiovazného stavu, az na malé
zmeny v odusledkn pruchodu analvtu. Pevna pozice membran dava vzniknout vv-
sokému diftiznimu potencidlu. ktery je duvodem vzniku vvsokého nakoncentrovani

atek na rozhrani membrana-kompartment. Pro overent pritomnosti a kvantifikovani
latek na rozhrant membrana-kompartment. Pro overeni pritomnosti a kvantifil ni
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Obr. 3.21. Cuasovy vvvoj koncentracniho  profilu argininn a lvsinu. ¢ernou
prerusovanon carou jsotl zobrazeny 100 nan membrany, profil argininu (prerusovana

cara), profil lvsinn (phna cara). (nena modra cara oznacuje stacionarni stav.

viivu diftzniho potencialu jsme provedli simulaci. ve kterd zamerne nebyla v orov-
nici pro elekiricke pole uvazovana dilizni cast proudové hustoty 3 . Porovnand
vvsledku s a bez diflizniho potencidlu jsime provedli pro profil intenzity elektrického
pole na obrazku 3.23 a koncentracnt profil sodiku na obrazku 3.21. Vypocitand
latkova mnozstvi sodiku v jednotlivieh castech svstému jsou uvedena v tabulee 3.10.
7. techto vvsledku je patrne, ze pro spravay popis musi byt difiizni potencial zahrnut
do rovnice pro elektricke pole.

V' zarizeni Twinl“low se pouzivaji tadove silnejsi elektricka pole. nez kterd jsme v
soncasnosti schopni v plne nelincarnim modelu studovat. 7 experimentalnich vvsledku
vwplhiva, ze v opripade. kdy elektrické pole neni dostatecne silné. dochazi k uniku

arcininu do katodového prostoru. Po zvvseni vneistho napéti a tim i intenzity clek-
Im) . . "
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Obr. 3.22. Porovnani staconarnich stavu koncentracnich profilu argininu (presouva
S vpravo) a lvsinu (presouva se vlevo). cernou prerusovanoit ¢aroit jsou zohrazeny
200 7m membrany. ruzovoll prerusovanot carott jsott zobrazeny 100 fun membrany.
Modra ciara odpovida stacionarnimu stavu v pripade 200 gan membrany, zelena

100 i membrany.

trick¢ho pole nz k inikn nedochazi aarginin se nachdzi pouze v kompartimentu 3.
Pro overeni zavislosti tvaru koncentracniho profilit na na vlozeném vnéjsim napetf
jsme provedli tri simulace pro 100 gm membranu o jednotné délee 200s pro viozena
napeti 20V 10V a 100V, Vyvoj koncentracniho profilu argininu je znazornén na
obrazku 3.25 Porovname-li zastoupeni koncentrace argininn v kompartinentu 3 a
katolviie pak tato hodnota se zvvsenim voejsiho napeti roste. Zaroven v pripade
nejsilnejsiho elektrického pole je znatelny pokles mnozstvi argininu. které do kato-
Ivtu proniklo. Pohledem na levou ¢ast profilu argininu je zrejmé. ze stejne dlouhy

cas sitntlace odpovida odlisné dobe separace. kterd je potiebnd k vveerpani argi-
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Obr. 3.23. I'tolil x-ové slozky intenzity elektrického pole v case t 0s a t 2008
hez zahrnuti dilizniho potencialu (modra cara) a s jeho zahrutim (cervena ¢ara) v

blizkosti 100 a0 (mezi -1 Lmm a-1 nin) membrany o pil - 1L

nin z kompartmentu L. Lze tedy konstatovat. ze zvvsenim voejsiho napeti je mozné
omezit pronikani argininu do katolvtu (a nakonee je zrejme zeela potlacit) a zaroven
samozrejme zivehlit separacni proces.

Intenzita clektrického pole voceléin svstému ma zasadni vliv na profil argininu.
Silne bazicke membrany maji diky vvsokému pH velkou vodivost a tedyv elektrické
pole. které na nich vznika. je slabe. Pro Tatku jako je argining u které je pri pH o 11.5
anionickd iontova forma zastoupena asi z dvaceti procent. pak difizni cast latkového
toku pro wreity rozdil v koneentraci latky, v imembrane a mimo membranu. prevazi
A ldtka zacne (éci do dalstho kompartmentu. Vonasem piipade jde w argininu o
membranu s pl 1 a katolvtovy kompartment. Zde se uplatni promichavani. které

Latku rovoomoerne roznese, tim opet vzroste jeji eradient a proces se opakuje. nez
J & )
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Obr. 3.24. 'I'var koucentracniho profilu sodiku v pocatecnim ¢ase t - 0s a konedénéim
Case U 2005 ez zahrmt difizniho potencialu (pIna ¢ara), a se zahrnutim difuzniho

potencialu (prerusovand cara) v blizkosti 100 yan (imezi =1L a -1 mm) membrany

opll=11.

vznikne ustaleny stav, Tento dej je minoritnt u pll-membran blizkveh neutralnd
oblasti. jejichz vodivost je nizkda. a intenzita elektrického pole je zde dostatecne
silnd. pro kompenzaci vznikajictho koncentracniho gradientu. Prevahu difizoi ¢asti
latkoveého toku pozorujeme na pocatku separace, kdv obe latky zaplavi prostory

membran. bez ohledu na smaer. ktervim posléze migruji.
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Tab. 3.10. Srovnani Eitkovveh mmozstyr sodiku v membrane o pH o 11 a clektro-

dovém kompartmentu s pll 120 pri predpokladané délee membrany 125 mm

NMembrana o pll 12 jmol]  Elektrodovy kompartment [mol|

bhez zahroutt "(lill‘ 1.52x10 *® 10.98x10 *
se zahrnutim \,;“”. 2.73%x10 °® 9.77x10 3
4
T
200
T !

o,

Obr. 3.25. Porovnani casového vyvoje koncentracnich profilu argininu pro vneéjst
viozend napeti 20\ (plna cara). 10V (prerusovana cara) a 100V (tecky). Cernou
PICIUSOVANON carol jsou zobtazeny 100 g membrany. cervend cara odpovida

pocatecnimi rozlozent argininu.



Kapitola 4
Zaver

Diplomova prace si klade za ¢il predstavit numerickou techniku, ktera umoznuje
popis a tesent vicedimenzionalnich (iloh elektromigrace v plne nelinearnim systému
rovnic. Tento numericky i teoreticky narocny pristup neni prilis heznv. Jen malo
skupin se venuje 2D-modelum v komplikovanejsich geometriich a zaroven pro popis
pouziva plue nelinedarni svstém rovnic. Program CONSOL NMultiphysics poskvtuje
ve spojent se spravie formulovanymi rovoicemi clektromigrace idealni nastroj pro
modelovant jejich vicedimenzionalnich iloh. Dovoluje rovnez pridat rovnici popisujict
tok vody jako nestlacitelné (neho stlacitelne) kapaliny a tim zahrnout exaktné popis
ILOF.

Vzhledem k obtizim, kterd prinasi rvehly ndrust poctu stupnu volnosti ve vice di-
menzich. jsou v teoreticke ¢asti predvedeny dva postupy. které mohou byt s vvhodou
pouzity k uspore vvpocetniho casu. Prvni je univerzalni, vede k alternativoi formu-
laci rovnic elektromigrace a snizuje pocet parcialne-diferencialnich rovnic, které je
potreba resit, o jednu. Drahy postup 1ze aplikovat v pripade. kdy vipocetni oblast
a okrajové podminky maji valcovou svimetrii. Tak prejdeme k 2D problému a fadove
snizime vy pocetni ndaroky. Obe techniky byvly pouzity na konkrétnich prikladech
(717 a clektrokinetickcho davkovani a jimi dosazené vvsledky porovnany s hézne
pouzivanvini postupy.

Model elektrokinetického davkovani poslouzil nejen k pryvnimu realistickému 30D -



75

pohledu na analvticky vvznamné usporadani separacni kapilary a elektrody, ale
ukazal i postup pri simulovani valcove svmetrického modelu. Vysledky vyvkazuji
iplnou kvalitativni i kvantitativot shodu s kompletnim 3D - modelem, pii fadové
ispore vvpocetniho casia snizeni naroki. T'im vznika prostor pro simulace svstému
s vetsim poctem analviu, slozek BGEL i pro studium tvaru geometrie.

Simulace separace amfolviu na pll-membranach upozornily na neocekavand vlast-
nosti silne bazickveh membran, na ktery bude tieba brat ohled pri jejich dalsim
vvvoii. Pouzity model nabizi primocare rozsivent jak v poctu membran, tak i v poctu
separovanyeh analvou.

Zaverem lze konstatovat. ze se nam s velmi dobrymi vvslekdy podatilo splnit
vsechny vvteend ofle a tim overit reliabilitu vystupnich dat ziskanych programem

COMNSOL Multiphvsies v ramei clektromigracnich simulact.



Literatura

(1] F.F.Reuss. Memonres de la Socielé Impériale des Naturalistes de Moscou 2

(1809) 327,

2] H. von Helmholtz, Ann. Physik Chemie T (1879) 337.

23] ML von Smoluchowski. Ball. Int. Acad. Sci. Cracovie 8 (1903) 182.

A F.Rohlvauseh. Ann. Phys. (Leipzig) 62 (1897) 209.

5] TAL Jovin, Biochemistry 12 (1973) 871,

|6] C'. Schwer. B. Gas. I7. Lottspeich, . Kenndler. Anal. Chem. 65 (1993) 2108.

7] . Gebauer. J.L. Beckers. P Bocek. Electrophoresis 23 (2002) 1779,

8] 1L Poppe. Anal. Chem. 64 (1992) 1908.

9] 1. Poppe. J. Chromatogr. 506 (1990) 15.
101 1. Poppe. . Chromatogr. 831 (1999) 105.

[11] Milan Stedry. Michal Jaros. Viastimil Hruska, Bohuslav Gas. Electrophoresis 25

(2001) 3071
120 http://www.natur.cuni.cz/ ~ gas

3] ML Jaros. Vo Hruskas M. Stedrd, L Zuzkova, B2 Gas. Electrophoresis 25 (2004)
3080.

[11] M. Stedry, M. Javos. B, Gas. . Chromatogr. A 960 (2002) 187.



LITERATURA

77

5] S. Ghopsal. Electrophoresis 25 (200:1) 211

[16] B. Potocek. B, Gas. 1. Kenndler. M. Stedey. J. Chromatogr. A 709 (1995) 51.
[17] V. Hruskae M. Javos. Bo Gas. Electrophoresis 27 (2006) 513.

18] V. Hruskao M. Jaros. B Gas, Electrophoresis 27 (2006) 981.

19 L.Bousse. et al.. Anal. Chem. 73 (2001) 1207.

201 S.V. Ermakov. 5.C. Jacobson. JN. Ramsey. Anal. Chem. 70 (1998) 1191.

21] M. Blas. N. Delamnay. R. Ferringo. J.-L. Rocca Electrophoresis, NLN .-clps-2006-
00692

[22] S.K. Griffiths, R Nilson, Anal. Chem. 72 (2000) 17067.
[23] S.K. Griffiths. R.H. Nilson. Anal. Chem. 74 (2002) 2960.
21 A. Chatterjee. J. Micromech. Microeng. 13 (2003) 758.

(25] J. Shim. P. Dutta. C.F. Ivory. Electrophoresis 28 (2007) 572.
26] Electrophoresis 27 (2006) -1970.

27] R.A. Mosher. DAL Saville. W. Thormann. The Dynamics of Electrophoresis.
VCIL Weinheim, 1992,

128 1. Roubicek. Trends in Applications of Mathematies to Mechanics. Shaker Ver..

Aachen (2005) 129-110.
291 http://www.comsol.com

(30] J.G. Hevwood. R. Rannacher. S. Turek. Int. j. numer. methods fluids 22 (1998)

325.

31 ). Haslinger. Metoda konecngeh proku pro vesend eliplickych rovnic a neroonic.

SPN. Praha (1930) .



LITERATURA

78

[32] P.G. Ciarlet, P.A. Raviart, Arch.Rational Mech. Anal. 46 (1972) 177,
[33] 1. Babuska, Numer. Math. 20 (1973) 179.
[34] E. Shave, G. Vigh, Electrophoresis 28 (2007) 587.

[35] Jorn Heinrich, Horst Wagner, Electrophoresis 14 (1993) 99.



