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Abstrakt: Prace se zabyva numerickym fesenim parcidlnich diferencialnich rovnic
popisujicich proudéni tzv. melké vody, kde zanedbavame toky ve svislém sméru.
Tyto rovnice jsou hyperbolického typu 1. fadu s reaktivnim ¢lenem danym topolo-
gii dna. Vysledny systém rovnic diskretizujeme pomoci implicitni ¢asoprostorové
nespojité Galerkinovy metody (STDGM). V literature se obvykle uzivaji expli-
citni techniky, implicitni STDGM je vhodna predevsim pro adaptivni metody,
jelikoz prirozené umoznuje pouziti riznych siti na riznych casovych hladinéch.
V této praci odvodime prislusnou metodu a adaptivni algoritmus. Nakonec pre-
zentujeme pouziti metody na nékolika testovacich tilohach.
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Abstract: The thesis deals with the numerical solution of partial differential
equations describing the flow of the so-called shallow water neglecting the flow
in the vertical direction. These equations are of hyperbolical type of the first
order with a reactive term representing the bottom topology. We discretize the
resulting system of equations by the implicit space-time discontinuous Galerkin
method (STDGM). In the literature, the explicit techniques are used most of the
time. The implicit approach is suitable especially for adaptive methods, because
it allows the usage of different meshes for different time niveaus. In the thesis we
derive the corresponding method and an adaptive algorithm. Finally, we present
usage of the method in several examples.
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1. Uvod

Pomoci rovnic mélké vody (SWE) se modeluje obtékani prekazek, proudéni
vody v Tekach a vyliti vody z koryta rek pti zaplavach ¢i protrzeni hraze. SWE
nachézeji uplatnéni také pii modelovani lavin, sesuvti pidy a proudéni atmosféry.
Své vyuziti nasly SWE také ve filmovém a hernim primyslu. V neposledni radé
lze SWE pouzit k odhadovani skod zptisobenych vinou tsunami. Pro tuto aplikaci
se pouziva modifikovana verze SWE tzv. sférické rovnice melké vody.

SWE tvori systém nelinedrnich parcialnich diferencialnich rovnic popisujici
proudéni vody ptisobené gravitacni silou a topologii dna. Predpoklad mélkosti
vody umoznuje feSeni obecnych 3D tloh na dvoudimeznionalnich oblastech.

Vzhledem k ¢etnému vyuziti byly rovnice SWE jiz dost zkoumany a vicero pu-
blikaci se zabyvalo jejich feSenim. Navrhnuté modely pouzivaji rizné metody, od
plné explicitni metody v (Thuerey a Hess|, [2012) pres metodu konecngjch objemai
v (Felcman a Havle, 2011) k nespojité Galerkinoveé metodé v (Lea)), (Remacle
a kol., [2006)), (Escobar-Vargas a kol., 2012) a (Giraldo a kol., 2002). Clanek (Lea))
pro casovou aproximaci vyuziva Leapfrog schéma, rovnici potom tesi semiimpli-
citni Galerkinovou metodou. Clanky (Remacle a kol., [2006), (Escobar-Vargas
a kol., 2012) a (Giraldo a kol., 2002) k casové diskretizaci vyuzivaji rizné metody
typu Runge-Kutta. Clanek (Sollie a kol., 2011) zavadi metodu kombinujici ¢aso-
prostorové nespojitou Galerkinovu metodu (STDGM) a metodu typu Level set,
uvadi mozné vyuziti v SWE, nijak dale vsak tuto moznost nerozebira.

Cilem této prace je navrhnout a implementovat metodu vyuzivajici plné impli-
citni STDGM. Tato metoda umoznuje v porovnani s metodou kone¢nych objemu
volbu dlouhého ¢asového kroku a v kombinaci s vysokym polynomialnim stupném
aproximace vede k dosazeni dostatecné presnosti pii rozumnych vypocetnich na-
kladech. Nespojita aproximace je vhodna k reseni hyperbolickych tloh, kde feseni
mohou byt nespojita. Navic STDGM umoznuje prirozené kombinovat rtzné sité
na ruznych c¢asovych hladinach, coz je vyhodné pro adaptivni metody.

V praci nejprve odvodime rovnice mélké vody ze zakladnich vztahti popisujici
proudéni nevazké nestlacitelné tekutiny a uvedeme nékolik jejich vlastnosti rele-
vantnich k navrhnutému modelu. V kapitole 3| slabou formulaci dojdeme k definici
priblizného teseni. Rozebereme také metodu vyporadani se s okrajovymi pod-
minkami, volbu numerického toku a zavedeme do modelu pomocnou stabilizaci.
Nasledujici kapitola [4] se zabyva implementacnimi detaily metody a formuluje jeji
vysledny algoritmus. Pro stanoveni kvality metody spoc¢teme v posledni kapitole
priklady standardné pouzivané pii hodnoceni metod fesicich SWE z (Gallouet
a kol 2003)) a pridame nékolik 2D tloh, pro néz neexistuji standardni porovna-
vaci testy. Uvedeme parametry modelu pouzité pri simulaci i komplikace, jez se
v prubéhu simulaci objevily.



2. Rovnice meélké vody

V této kapitole odvodime rovnice mélké vody (SWE) a uvedeme jejich zédkladni
vlastnosti pouzivané v dalsich kapitolach. Pii odvozovani vychézime z c¢lanku
(Felcman a Havle, 2011).

Ve vsech rovnicich pouzivame tzv. eulerovsky popis, tedy nesledujeme pohyb
¢astice tekutiny, nybrz pevnou soutadnici (z1,72,23)" € R,

2.0.1. Znaceni. Symbolem Q C R3 oznaéme oblast, na niz sledujeme proudéni,
z = z(x1,x5) profil dna, H = H(xy,x9,t) vysku hladiny a h = h(xq,22,t) =
H(z1,29,t) — z(x1,29) vysku vody.
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Obrazek 2.1: Znazornéni veli¢in h, H a z

2.1 Predpoklady a okrajové podminky

Vyjdéme ze zakladnich vztahti popisujicich proudéni nevazké nestlacitelné te-
kutiny, viz. (Feistauer [1993)).

div(v) = 0, (2.1)
Dv _ 0,0, —g)" =V (2.2)
th = pY,Y, g D, .

kde % = % +v-V znadl materidlovou derivaci, v = (v1,v9,v3) " rychlost proudénf
tekutiny, p hustotu tekutiny, p tlak a g predstavuje gravitacni zrychleni, g =~
9.81 ms~2.

Melkou vodou rozumime takové proudéni, jehoz vyska je zanedbatelna v po-
rovnani s rozméry dna oblasti proudéni.

Uvazujme nepropustné dno, tedy

v(r1,20,25,L) n(21,29) =0 VEET V(x1,29,25)" € Q takové, 7e x5 = z(x1,x9),

kde n(z1,22) znaéi normalovy vektor ke dnu v bodé (z1,22,23)".



2.1.1. Pozorovani. Podminka nepropustnosti dna je ekvivalentni s
pro x3 = z(x1,x2):

Dt

D(zs—2) O(xs—2)

D =~ +v-V(zrs — 2)
0z 0z
=0 + (U3 — 'Ulaixl — 'Uzaix?)
=v-n,

nebot plochu z lze vyjadrit pomoci implicitni funkce F'(zq,22,w) = 0, kde
F(z1,29,w) = w — z(x1,22),

a normalovym vektorem k implicitné zadané funkci je jeji gradient.

D(z3—2) -0

Déle pozadujeme nulovy tok ve sméru x3 na hladiné. Podobné jako u ne-
propustnosti dna miizeme odvodit, ze je tato podminka ekvivalentni prvni ¢asti
podminky [2.3] Tlak uvazujeme pouze hydrostaticky, tedy predepisujeme jeho nu-
lovost na hladiné. Nakonec zanedbame zavislost v; a vy na x3 a polozime zménu

rychlosti ¢astice ve sméru x3 rovnou nule.
Celkem dostavame nésledujici predpoklady:

D(x3 — H ~
(xi)t)(l"l,@ﬁz,t) =0 ;p(z1,m9,m3,t) = 0 V(21,29,23)" €Q
Vt € I takové, ze w3 = H(x1,29,t),
Dz —
W(ml,mg,mg) =0 Y(z1,T9,23)" € Qtakové, ze x5 = 2(21,13),
D -
?1;3(1'1,1'2,1'3,1%) =0 V(Jfl, Ta, l’g)T < Q, Vite [7

v = v1(x1,22,t),

Vo = UQ(ZL‘l,lL‘Q,t).

2.2 Odvozeni rovnic mélké vody

Dosazenim predpokladu (2.5) do treti slozky rovnice (2.2)) dostavame

0— DU3 . @
a tedy
__o
Integraci rovnice (2.7)) pres interval (z3,H) podle x3
H H 9
[ pgdiy == [ SPazy
x3 T3 8.’133

po integraci, pouziti podminky ({2.3]) a tpravé
p=pg(H — x3).

4
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Integrujme nyni rovnici (2.1 podle x3 pres interval (z,H)

H 81}1 81)2 81)3

z (9&01 + 8x2 81’3

rozepisme podminku nulového toku ve sméru x3 na hladiné a uzijme nezavislost
H na x3:

D(x3 — H) 0OH oOH oH
_ - =0 2.10
P ( ot om0, (2.10)
Podobné pro podminku nepropustnosti dna dostaneme
D(x3 — 2) 0z 0z
Sl B ) = — =0. 2.11
Dt P Us |x3:z (Ul ox xTq tlg. 8.772 ) ( )

Diky nezavislosti vy, vo, 2 a H na x3 plati pro prvni dva ¢leny levé strany rovnosti

(2.9)

H Oy B ovy 0 0z B oH
; 6—$1dx3 = (H — 2)87331 = 781'1 ((H Z)Ul) + 'Uliaxl V1—— axl (212)
H Jugy B 0vy B 0 0z oH
g @dl‘g = (H — 2)871‘2 = 871:2 ((H - Z)UQ) + UQTI’Q - UQTIQ‘ (213)

Dosazenim pomocnych rovnosti (2.12)), (2.13)), (2.10) a (2.11) do vztahu (2.9)

a uzitim nezavislosti z na t dostavame

a((H—z) >+v182 —vl(?H a((H—z) >+v28Z —UgaH

(99(:1 0 T 8371 8372 0 i) 8x2
n (LH n 0H n 0H B 0z n 0z _0
5’t oz, (9x Y202, (91'2 (9:101 Y202, Zhg ’

preusporadanim clent

OH—-2) 0 0 B
5 + A <(H — 2)121) + — ((H — z)@) =0,

a pouzitim h = H — z
ah 8hvl (9hv2

—+ =+

at (9x1 81’2
Dosadme do prvni a druhé slozky rovnice ([2.2]) vztah (2.8) a vyuzijme podminky
(2.6) a vztah H = h + z.

= 0. (2.14)

an 8 +van__ 8h+82 =19
Pt TPz T8, ~ P\or Tan,) T
Vydélenim kladnym p dostavame
ov; ov; ov; oh 0z ,
= 1 =1,2. 2.1
ot " or T om <8xi+8xi>’ e (2.15)
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Sec¢téme vy nasobek rovnice (2.14]) s h ndsobkem prvni rovnice ([2.15)).

8h Ohvy Ohvsy on o ovy B oh 0z
8 T 8 T T 8 hﬁ hvl@ T1 thaxz N _gh&cl _ghaxl

preusporadanim clenti

(Ulf)h +havl> + (vlahvl o 2y g O > -

ot ot 61’1 8 8%1
Ohvy ovy 0z
+ hv = —gh—
(Ul (91‘2 28x2> g 81'1
a vyuzitim véty o derivaci souc¢inu
Ohvy  O(hvivy + %ghQ) Ohvivy 0z
= —gh—. 2.16
o T om0 om (2.16)
Obdobnym postupem pro druhou rovnici ([2.15) dostaneme
oh a(h 1gh? oh 3
R 2.17)
ot 8I2 81'1 81’2
Rovnice (2.14), (2.16) a (2.17) mtzeme souhrnné napsat jako
ow & 0
uthd —f, = 7 2.18
S g few) = s(w) (2.18)
kde
w1 h
w = ’LU([L'l,[L'Q,t) = |Ww2 | = hUl
w3 hUg
je tzv. stavovy vektor,
wS-‘rl h/vs
fs(w) = 'LU3+1* + 531gw1 = hvlvs + %5819}1,2 , § = 1,2
ws+1 _'_ 6s2gw1 hv2vs + %5829h2
predstavuje fyzikalni tok a
0 0
s(w) = | —guigs | = _gh&m
—gw 1(3(;12 _gham

odpovida plisobenti sily dané topologii dna.

2.2.1. Poznémka \Y daléim textu budeme pouiivat oba tvary Vektoru w podle

Vv

tzvm proménné (wy,wo,w3) ", druhy pak fyzzkalm promeénné (h,hvl,hvz) )



2.3 Zakladni vlastnosti SWE

V této sekci uvedeme nékteré vlastnosti SWE, které jsou dilezité k odvozeni
nami navrzeného numerického schématu.

2.3.1. Lemma. Jacobiho matice A;(w) funkce f;(w) definovand jako

0f1;
A = ’
( 1(w))m Ow;
ma tvar
0 1 0 0 1 0
A(w) = | —wi?w? + gw; 2wy ws 0 =|—vi+gh 2v; 0
—wl_2w2w3 wl_lwg wl_lwg —V1V9 Vy U1
Diikaz. Ptimo derivaci f;(w) podle w;, i = 1,2,3. O

2.3.2. Lemma. Vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory matice A; jsou

A (w) = wytwy — ¢, Ao (w) = wi twy, As(w) = witwsy + ¢,
1 0 1
Glw) = [wilws —c|, G(w) = |0, G(w) = |wi'w+c],
wy tws 1 wy tws

kde ¢ = /quwy.

Diikaz. Staci ovérit, ze A;(w)v;(w) = Aj(w)v;(w), i = 1,2,3. O
Vlastni vektory €1, €2 a 3 jsou linedrné nezavislé pro libovolné w a tvori tedy
bazi R3. Proto

Al(w) = T(w)A(w) T H(w)

pro
A (w) 0 0
T(w) = (Gw)Glw) ) ) Aw) = |0 xw) 0
2.3.3. Znaceni. Zavedme matice
AT (w) = T (w)A* (w)T ™ (w),
kde
Ali(w 0
0 /\2jE 'w) 0 :
0 /\g—L(w)
= max(£\;,0).



2.3.4. Lemma. Pro SWE plati
0
fs(w) = Aj(w)w — | sgwi?0, |, (2.19)
%91012552

kde Ag(w) je Jacobiho matice fi(w).

Diikaz. Pro s = 1 dostéavame dle lemmatu 2.3.11

0 1 0 h hwvy 0
Af(w)w=|—vi+gh 2v; 0| |hv | =|hvi+gh®| = fi(lw)+ |39h%|.
—UV1V2 (%) U1 hUQ ]’LU1U2 0

Dtikaz pro s = 2 by se provedl analogicky. O

2.3.5. Véta. Necht D = {w = (h,hvy,hvy)" € R%h > 0}, w € D an € R

Potom
2

Z fs(w)ns = @_lfl (@’lU),

s=1
1 0 [ ne
°-{p a) @ (5 7)

Diikaz. Viz. (Feleman a Havle, 2011} pp. 5163) O

kde



3. Numerické reseni SWE

V kapitole odvodime tplnou diskretizaci SWE pomoci nespojité Galerkinovy
metody, jez vede na soustavu nelinearnich algebraickych rovnic. Popiseme volbu
okrajovych podminek a stabilizaci umoznujici c¢astecné odstranit oscilace reseni
v blizkosti nespojitosti.

3.1 Diskretizace pomoci STDGM

Necht r € N, I = (0,T) je ¢asovy interval a I x Q, Q C R? casoprostorovy
valec, na némz hledame reseni. Zvolme déleni intervalu I dané

O=toy<t1 <---<t, =T
a definujme
Ly = (tm1,tm), m=1,...r
Tm:tm_tmfl, m:1,...,7”.

Pro kazdé m = 0,...,r — 1 definujme déleni T}, ,, oblasti Q. Tyto triangulace
mohou byt rtizné pro rizna m.

3.1.1. Poznamka. Obvykle se pro 7}, ,, pouzivaji triangulace. Nespojita Galerki-
nova metoda vsak umoznuje pouziti jinych elementti, dokonce kombinaci riznych
jejich typi.

77L,3 t3 = T
I3
77@2 K e 777“2 t2
I
77L,1 tl
K e 77171
I
7;“0 t() =0
K e 777“’() Q

Obrézek 3.1: Casoprostorova sit

3.1.2. Poznamka. Necht h > 0 je dédno. Od sité Thm,h € (O,ﬁ) pozadujeme
tvarovou regularitu, tedy existenci konstanty Cr takové, ze

hy -

— <Cg Ym=1,....r Yhe(0,h) VK € Tpm,

PK
kde hx a px znaci prumér elementu K a polomér kruznice mu vepsané.

Dalsi podrobnosti o této podmince a podmince ekvivalence lze nalézt napr.

v (Dolejst a Feistauer), 2015, pp. 33-35). Podminku ekvivalence nevyzadujeme,
nebot SWE neobsahuji diftzni ¢len.



3.1.3. Definice (prostor funkei po ¢astech Sobolevovskych). Necht & € N, ob-
last Q C R? a T}, jsou déleni Q definovana diive. Prostorem funkci po cdstech
Sobolevovskijch k-tého radu nazveme

HY(Q, Thm) = {v: Q = R,v|, € HYK) VK € Tim},
HQ, Tym) = H(Q, Thm)?.

3.1.4. Znaceni. Ozna¢me symbolem F}, ,,, mnozinu vsech hran déleni 7}, ,,, a F) .
mnozinu vsech vnitinich hran déleni 75, ,,.

3.1.5. Znaceni. Necht I' € F},,, je hrana spolecna elementiim KL Kl e Thm-
K této hrané uvazujeme jednotkovou normalu nr. Elementy znacime tak, aby
normélovy vektor sméfoval smérem od levého elementu (KE) k pravému (KE).

Normalové vektory volime libovolné pro vnitini hrany, pro hrany I' € 0€2 volime

vnéjsi normalovy vektor. Oznaéme vk a v stopy V| or @ V|, p DA hrané I,
r T

[v] = [U]‘F =vf —vf, T € F,{’m, v e HQ, Thm)
[v] = [v]|F =ok, T C O, wve HYQThm)
skok proménné na hrané I' a
{Oym =0 -, m=0,...r—1 ¢:{(0,T) — B
skok proménné vzhledem k casu, kde B znaci libovolny Banachtiv prostor a

(b;tn:tl_iirigb(t),mzo,...,r—l ¢:(0,T) — B.

Pro m = 0 hodnotu zleva pozdéji predepiseme pocateéni podminkou.

Necht nejprve w € CY(0,T,HY(Q)), m € {1,...r} a t, € I, jsou fixni.
Rovnici skaldrné vyndsobime testovaci funkei ¢ € H' (T}, ), integrujeme
pres K a seCteme pies vSechny elementy K € Tj,. Symbolem (-,-)r2() znacime L?
skaldrni soucin pies mnozinu K. Pro zkraceni zapisu budeme nahrazovat (-,-) 2
pomoci (-,-).

> (m{;ﬁ)@wm S Z(&fs wl m>>’¢>L2(K)

KeTh m KETy, m 5=1

= 2 (S(g“>"‘o) 12(K)’

KEThﬁm

spojenim skalarnich soucini

<awa(t > 5 Z(WS m>>,¢>L2(K):(s@),¢)7

KETth 1

a aplikovanim Greenovy véty a vyuzitim hladkosti w

(o) 5 B (eeeE),,, -

> /Zfs B [ldS = (s(0).0).

10



Aproximujeme >2_, fs('w|r)ns ~ H(wk wl nr), kde H je tzv. numericky tok
podrobnéji rozebrany v sekci [3.2,
Oznacme

o)== 53 (£wlGE) 3 [kl leas

KeTh m s=1 TeFpm

Pro uplnou ¢asoprostorovou diskretizaci skalarné nasobime testovaci funkci ¢ €
S1={ue L*(0.7)),u|, € P In)}

/Im ((%l:,¢> + bh,m(w,go)> ot = /Im (s,0)6dt Ym=1,...r.  (3.1)

Rozepisme clen [; %—’fqﬁdt pomoci dvoji integrace per partes.

Srodt™ — [ wddt+ w0, — w6,

- / wldt + w07, — w6y

Im 825

; 375 ¢dt+'wm Py — Wi D

= /]m E¢dt + {w}mfl(b;r@—l? (32)

kde jsme vyuzili spojitost w vzhledem k casu. Vysledny vyraz budeme vyzado-
vat i od priblizného feseni. Vyuzitim Fubiniovy véty v rovnici (3.1) a naslednym
dosazenim vztahu (3.2)) dostdvame vysledny vzorec

[ (5] + untws)) st ()1 o = [ (s

m

Ym=1,...,r

3.1.6. Poznamka. V dalsim textu budeme nahrazovat ¥ = .

3.2 Numericky tok

V predchozi sekci jsme zavedli aproximaci hrani¢nich integralti pomoci tzv.
numerického toku. Nyni uvedeme pozadavky na néj a odvozeni toku ndmi pouzi-
tého.

3.2.1.Znaceni (numericky tok). Funkci H, H : R? x R? x R? — R3 nazveme

numerickijm tokem, pokud VI € Fy,,,, H(wk wf nr) ~ Y2, fs(w] ) (nr)s.

3.2.2. Poznamka. Od numerického toku vyzadujeme lipschitzovskou spojitost,
konzistenci danou

2
H(uun)=> filun, YueR? Vnec B,

s=1

11



kde B; znadi jednotkovou kouli v R? definovanou jako
By ={veR v =1}
a konzervativitu, tedy

H(uon)=—-H(vu, —n) YuvcR® VncbB.

Numericky tok se v hojné mitre vyuziva a studuje v metodé konecngch objemaii
(FVM), napt. viz. (Toro, 2009). Pro STDGM neni jeho volba tak zasadni jako
pro FVM, nebot skoky mezi veli¢inami nejsou tak vyrazné diky aproximaci vys-
simi polynomialnimi stupni. Volba nize uvedeného toku je vhodné pro linearizaci
zminénou v sekei 3.6

3.2.1 Odvozeni numerického toku

Necht Q a AT jsou matice definované vyse. Soustavu tranformujeme
pomoci matice QQ definované diive, aby transformovana soutradnice x; splyvala
s normalovym vektorem ke hrané I', a zanedbame toky ve smérech 75 a 3. Tim
se dostaneme k rovnici

ow . Of1(w)

ot 01,
w(71,0) = Q(n)wy, pro 77 <0,

=0v (—00,00) x (0,00),

’lI)(ITl,O) = Q(n)'wR pro z; > 0.
Vyfesenim této rovnice dostdvime aproximaci w ~ Qw. ReSeni tlohy je pro

21 = 0 konstantni v ¢ase pro vsechna 7 > 0. Necht tedy 7 > 0 je libovolné pevné.
Pouzitim véty [2.3.5h zminéné aproximace ziskdme

2 Fo(w(-0)n| ~ Q7' fi(w(-7) VEel (3.3)

Zavedeme priblizny Riemanniv 1esi¢ gg(-,) aproximujici presny Riemanniv re-
sic¢, tedy ¢len fi(w(7)), Godunovova typu, konkrétné

ge(wrwn) = 5 (Alwn) + fwn) - [ mw)dw,  @4)

pro |A;(w)| = Af (w) — A7 (w) a n vhodnou integracni cestu mezi wy a wg.
Déle pouzijeme lemma [2.3.4] a aproximujeme

;(fl('wL) + fl(wR)) ~ fi <wL;—wR) —
() () [ ey

12



Integrél [, |A;(w)|dw aproximujeme numerickou kvadraturou

wr, + Wp

/n 1Ay (w)| dw ~ ’Al (2)‘ (wr — w). (3.6)

dosazenim odhadu (3.5) a (3.6) do vzorce (3.4) a uzitim aproximace (3.3)) se
dostavame k numerickému toku ‘H daného predpisem

H(wr,wrn) =Q 'g(Qur,Qug),

kde
wr, +w wr, +w he +he)? 0
g(wLﬂUR):AiF <LR) wL—i—Al_ (LR> wR_g LT TR 1 ,
2 2 2 2 0
pro matice A] a A] zavedené v a
hL hR
wr = | hpvig | ,wr = | hrvig
hrvar hrUaR

Na hranici 092 numericky tok dale modifikujeme podle typu hranice, viz. sekce
2.0l

3.3 Okrajové podminky a linearizovany Rieman-
nuiv problém

Necht Q = 0Q;0 U 0Qyy. V praxi uvazujeme dva typy okrajovych podminek.
Na hranici 0€2;o predepisujeme propustnou okrajovou podminku, zatimco na 02y,
nepropustnou. Propustna okrajova podminka simuluje pokracovani vypocetni ob-
lasti, tekutina ji tedy volné pritékd, pripadné odtéka. Pii pouziti nepropustné
okrajové podminky naopak tekutina protékat nemtze.

3.3.1 Propustna okrajova podminka

Vzhledem k tomu, ze jsou SWE hyperbolicky problém, nemiizeme v numeric-
kém toku jednoduse predepsat pevny pocet okrajovych podminek. Pro linearni
hyperbolické systémy lze ukézat, ze mizeme predepsat pouze nékteré veli¢iny na
hranici, napt. h na vstupu a v na vystupu. Pocet predepsanych okrajovych podmi-
nek je dan poctem tzv. vystupnich charakteristik, tedy poc¢tem kladnych vlastnich
¢isel Jacobiho matice toku Y°2_, fi(w)n,. Pro nelinedrni hyperbolické systémy
ovsem takové poznatky nemame, pouzivaji se tedy rtizné heuristiky. Jedna moz-
nost je pouzit stejny postup jako pro linearni systémy. My vyuzivame Riemanntv
resi¢ linearizovaného problému kombinujici umeélé predepsané okrajové podminky
a proudéni v okoli hranice.

Definujeme cely vektor w;o. V numerickém toku H poté nahradime ¢len wg
modifikovanym ¢lenem gq, Tesicim linearizovany Riemanniv problém, tedy najit

13



q(0,7),7 > 0, kde g Tesi rovnici

(3? —+ A1<@(H)WL)§Z =0v (—O0,00) X (0700)7
q(fl,()) = Q(n)'wL pro 1 < 0,

q(71,0) = Q(n)w;o pro z; > 0,

pro
0 0 0
Ky(w) = Ayw) + [ ~Lgh 0 0
0 0 0

Tento problém jiz lze Tesit analyticky. Misto matice A; pouZivime A;, pro niz
fi(w) = A (w)w. Pouziti matice A, je Caste¢né motivovano vlastnosti homo-
genity Eulerovijch rovnic. Experimenty ukézaly, ze matice A; vede k lepsim vy-
sledktim nez matice A;. Jelikoz pro matici A, neni obtiZné nalézt vlastn{ ¢isla
a vlastni vektory, pouzivame k feseni rovnice metodu charakteristik.

Pouziti linearizovaného Riemannova problému odstranuje anomalie ve spocte-
ném reseni, zejména pii odrazech vin od hranice 0y .

3.3.1. Poznamka. Dalsi pouzivanou moznosti, jak se vyporadat s propustnou
okrajovou podminkou, je zavést tzv. perfectly matched layer zavedenou v (Beren-
ger}, |1994)). Kolem vypocetni oblasti se vytvori dalsi vrstvy elementii, do nichz
muze kapalina proudit bez potieby modifikaci tilohy. Piipadné lze pouzit néjaky
vice ¢i méné heuristicky pristup, jako naptiklad Higdonovu okrajovou podminku
s odhadem ¢ = /gh jako v (Thuerey a Hess, 2012)). Ani jednim z téchto pifstupt
jsme se nezabyvali.

3.3.2 Nepropustna okrajova podminka

Nepropustnou okrajovou podminkou rozumime v - n = 0. Tuto podminku lze
realizovat dvéma zptlisoby.

1. Rozepiseme-li 2, f,(w)n,, dostavame:

2 h(v-n)
> fo(w)ng, = [ hvy(v-n) + 3gh*n,
s=1 hUg(’U . n) + %ghzng

Dosazenim v - n = 0 dojdeme k numerickému toku

0 h
H(wE win) = %ghin , kde wy, = | hy
39h*ns hovs

2. Pii odrazu viny od stény zlistane zachovana jeji vyska, rychlosti se zrcadli
podél stény. Alternativné tedy muzeme pouzit zrcadlici operdtor M viz.
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napt. (Dolejsi a Feistauer], 2015| pp. 415). Necht w = (h,hv;,hvs). Definujme
M pomoci
vt =v —2(v-n)n,

M(w,n) = (h,hv")".

V numerickém toku H nahradime wg ¢lenem M(wp,n).

Obrézek 3.2: Zrcadlici operator

3.3.2. Znaé&eni. Clen by, ,,,(w,¢) nahradime clenem by, ,,,(w,¢p) vychazejictho z po-
znatkil této podkapitoly:

hm(wg) =~ Y 3 (fs

KET}LmS 1

x)LQ(K > /er’wf’ ) - [pldS+

FeFI

+ > /’H wl,gmn) - edS+ Y /’H wE M(wp,m)n) - @ds,

FeFfO FeFW

kde FfO WV hom JSOU Mnoziny hran T, na casové hladiné m na nichz predepisujeme
propustnou, respektive nepropustnou, okrajovou podminku.

3.4 Stabilizace

Aproximace vyssimi polynomidlnimi stupni vSak zptsobuje oscilace (Gibbsiv
jev). K jejich odstranéni tedy zavadime umélou vazkost v mistech, kde neni fe-
seni dostatecné regularni. Abychom tato mista lokalizovali, zavedme nejprve pro
element K indikdtor skoku gk a jeho upravenou verzi Gi jako

Joxra [wl]QdS
K| Yrc@orno [T

gr(w) =
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; + ;sin <7r <9K(’w) - ;)) pro gx(w) € [0,1],

V95 (w) pro g (w) > 1,

kde |K| znaci objem (obsah) elementu K a |I'| pramér (délku) hrany I'.

GK(’U)) =

3.4.1. Poznamka. Pro hladké w € C*=(Q) je gk Ffadu O(h*), zatimco pro w €
L3() je ¢len g fadu O(h™2). Tim pro zmensujici se h dostavame velké hodnoty
v mistech s malou regularitou a zanedbatelné pro oblasti dost hladké. Clen Gx
mirné upravuje prubéh této zavislosti aniz by zmeénil jeji kvalitativni vlastnosti.

Nyni muzeme zavést dva pomocné ¢leny, kterymi modifikujeme reSenou sou-
stavu rovnic:

Bu(wp) =11 Y Gr(w h‘”/Vw Veds,

KeTy, m

mwe) = v X (Grp(w) + Grplw)h® [ [w]-[¢)ds,

rer!

h,m

pro stabiliza¢ni konstanty vy, vs, a3 a as. Na zakladé zkuSenosti volime a; = 2
a ap = 0.5, nebudeme je tedy uvadét ve vyctu zvolenych parametri.
Stabilizacnimi ¢leny modifikujeme ¢len by, ,,(w,p) nasledovneé:

D (W,P) = b (W) + Br(w, ) + vi(w,p).

3.4.2. Poznamka. Nastavenim vy = vy = 0 vypneme stabilizaci, v dalsim textu
budeme tedy BUNO odkazovat jen na bhm misto by, .

3.5 Formulace problému

Nyni jiz mame pripraveno vse, co potfebujeme, abychom mohli definovat fe-
seni casoprostorové diskretizace SWE.

3.5.1. Definice. Zavedme prostory funkci

Sy {u Qx(0,T) - R? (u| ) Zt Omii(T), Om gl € PPUXTm) ()

Vie {123} Vme{12,.. .5} VK¢ Th,m},
S = {u Qx I, R (u], () = Zt i (@), Pmig) . € PPII)(K)
Vie {123} VK € Th,m}, Ym e {1,2,...,r},

S = {u QR (u), ) € PUCI(K) Vie (123} VK € Thm},

prop: QxI — {1,2,...p} zobrazeni udavajici stupen polynomu vzhledem k pro-
storu pro dany casoprostorovy hranol a konstantu ¢ udavajici stupen polynomu
vzhledem k casu.
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3.5.2. Definice. Funkci w;, € Sj] nazveme resenim casoprostorové diskretizace
rovnic meélké vody, pokud

o -
/Im ((;U;ﬂ/;) + bhm(wh,z/))) dt + ({wh}m—hw:fb—l) = /Im (s,p)dt, (3.7)
Ym=1,...,r, VipecS8/!

hp>

((wh)a,cp) = (wo,p) Ve € Sppyo-

3.5.3. Poznamka. Systém ({3.7) tvoii soustavu nelinedrnich algebraickych rov-
nic. Diitkaz existence jejiho feseni ziistava otevienym problémem. Numerické te-
seni této soustavy popiseme v kapitole

3.6 Newtonova metoda

PrepiSeme systém (3.7) modifikovany limitujicim faktorem viz. sekce do
tvaru

/Im ((?,@b) + thm(wh,@b)) dt + ({wh}m—lv”vbr—;—1> - /Im (S,’(p) dt =0

Ym=1,...,r, (3.8)

a rozepiseme wy, jako linedrni kombinaci bazovych funkei prostoru Sy s nezna-
mymi koeficienty &€ prom = 1,2,....r, tedy

N
wy|, = &' (3.9)
i=1
kde n" jsou bazové funkce prostoru Sy, a N, dimenze tohoto prostoru, tedy

KETh,m 2

pro px = p(K X I).
Dostavame se k problému ekvivalentnimu problému (3.7]), konkrétné nalézt
£ om=1,...r tak, aby

Fh,m(gm) = 07 Vm = 1727"'7T7 V’l,b € S;Z
((wn)g ) = (wo,)  Vep € Shpo.

kde Fj, (&™) se rovnd levé strané rovnice a wy, je dano vzorcem (3.9)).

K vyteseni této soustavy nelinearnich rovnic pouzivame tlumenou Newtonovu
metodu spojenou s metodou GMRES predpodminénou blokovym netuplnym LU
rozkladem (ILU(0)) k vyTeseni vzniklé linearni soustavy rovnic.

Pocitdme aproximace £€™*, k =0,1,2,... dané predpisem

gm0 =¢m !t m=12,...r
gkt — gmik g )k

JFh,m (gm’k)zk = _Fh,m(€m7k>7
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kde Jp, ,, predstavuje Jacobiho matici Fj,,, a A € (0,1) tlumici faktor zarucuje
globalni konvergenci metody. Vektor £° ziskdme L? projekci poc¢atecni podminky
na prostor Spy . Volba A se provadi pomoci monitorovaci funkce tak, aby doslo
k poklesu rezidua HFhm(émk)H Detaily 1ze nalézt v (Deuflhard, 2011) a (Dolejsi
a kol., 2015).

Diky vhodné volbé numerického toku H mutzeme prepsat

bnm (W) = by (W, w,) — (W), (3.10)

kde Eﬁm a dj,, jsou operatory nelinearné zavislé na svém prvnim argumentu

a linedrné zavislé na ostatnich argumentech. Operator l;ﬁm reprezentuje linearizaci

Bh,m(w,i/)). Explicitni vyjadeni téchto ¢lent lze nalézt napiiklad v (Dolejsi, 2013).
Zadefinujme matici

Nm

Cunl®) = ([ (G2 + HoComumiat + ()i mis) ) (31

3,j=1

a vektor
N

00 (€)= ( (w5 1(0)) + i) (312

pro & koeficienty w vyjadireného jako linearni kombinace bazovych funkeci.
Pouzitim vztahu (3.10)), (3.11)), (3.12) a definice F' dostdvame

Fh,m(gk) = Ch,m(gm)gm - qh,m<€m)7 m = 17 ceesT (313>

Matice Chm i Jp, ,, maji shodnou fidkost. Spolu s rovnosti (3.13)) nés tento fakt
motivuje k aproximaci Jg, ,, pomoci matice Ch, .

Pro dalsi uspofeni vypocetniho ¢asu se matice C},,, piepocitava jen kazdych
20 iteraci Newtonovy metody, nebo kdyz metoda konverguje prilis pomalu. [terace
GMRES zastavime, jakmile je aktudlni reziduum mensi nez 1% vstupniho rezi-
dua. Navic je nutné osetrit specialni pripady, jako napr. kdyz vstupni reziduum
je nulové, pripadné blizko strojové presnosti. Zastavovaci kritérium Newtonovy
metody je popséno v sekci [£.3]
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4. Algoritmus reseni

V této kapitole popiseme algoritmus feseni SWE vcéetné metody a podmi-
nek adaptace ¢asového kroku a ¢asoprostorové sité. Zminime také implementacni
detaily potrebné ke spravné funkénosti numerického modelu.

4.1 Limitujici faktor

V algoritmu casto potfebujeme pristupovat primo k rychlostem v; a v,. Po-
¢itany jsou ale veliciny w, k ziskani rychlosti tedy musime délit prvni slozkou
vektoru w, nebot v; = w;y1/w;. Tim ovSem prichazeji komplikace v podobé dé-
leni nulou ¢i ¢islem nule blizkym, coz vede v konecné aritmetice k nestabilitam.

Abychom se tomuto problému vyhnuli, zavadime limitujici faktor fac pred-
pisem

0 pro h < main,
fac(h) = % — %cos (M) , pro h € (min,mazx),
1

max—min

pro h > mazx,

kde volime max = 0.001 a min = imax. Funkce fac hladce prechazi z 0 do 1

v intervalu (min,max) jako v grafu (4.1)).

1.0

0.8}

0.6 -

fac

0.4}

0.2}

00 L L L
0.00000 0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125
h

Obrazek 4.1: Limitujici faktor

Faktorem fac nasobime ¢leny f, A,, A%, pokud sdm nen{ nulovy. Pokud ano,
zminéné ¢leny ani nepocitame a rovnou je povazujeme za nulové. Timto postupem
se vyhneme numerickym nestabilitam.
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Algoritmus je znazornén v ([1)).

Data: soughtVariable,h
factor = fac(h);
if fac == 0 then
‘ return 0;
else
variable = compute(soughtVariable);
return variable - factor

[ I =>T<| S JURN R

end

Algoritmus 1: Limitujici faktor
Abychom se vyhnuli numerickym problémum popsanym v sekci [5.2] zkou-
seli jsme stejnou metodou modifikovat i linearizovany Riemanntv Tesi¢ uzivany
pro propustnou okrajovou podminku, viz. sekce kde by teoreticky mohlo
také nastat déleni nulou. Modifikace vSsak neprinesla zadnou kvalitativni zménu
vypocteného Teseni.

4.2 Odhady chyb

Abychom mohli dobte adaptovat sit a ¢asovy krok, pripadné ukoncit ve vhodny
okamzik Newtonovu metodu pri hledani reseni aktualniho ¢asového kroku, je po-
tfeba analyzovat chybu vzniklou danym numerickym procesem. Pro idedlni funke-
nost Tesice potrebujeme vybalancovat jak chyby vzniklé ¢asovou a prostorovou
diskretizaci, tak algebraické chyby vzniklé Newtonovou a GMRES metodou.

Algebraickou chybu lze eliminovat vice kroky Newtonovy, pripadné GMRES
metody, prostorovou zjemnénim triangulace ¢i vyssim stupném polynomialni apro-
ximace vzhledem k prostoru a podobné casovou chybu pomoci kratsiho kroku
¢i vyssiho stupné polynomialni aproximace vzhledem k casu.

K presné chybé diskretizaci pripadné algebraické chybé bychom se dostali jen
za predpokladu, ze bychom méli k dispozici presnéd feseni tlohy diskretizované
pouze vzhledem k ¢asu, pouze vzhledem k prostoru a presné reseni ¢asoprosto-
rové diskretizace. V praxi ale mame pouze feseni wy, ovlivnéné vsemi chybami
a k jejich separaci musime vyuzit vhodnou aproximaci.

Oznacime-li w presné feSenf dlohy (2.18), wy, presné feSeni prostorové diskre-
tizace ulohy , w, presné feseni casové diskretizace tlohy , wy,, presné
reseni ulohy a Wy, spoltené Feseni ulohy (3.7), miZeme jejich vzdjemny
vztah vyjadiit diagramem [4.2]
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prostorova diskretizace

w wy,

< fon <

2 %, 2

f.

s G0 s

o, 9, jon

2 Op, . 2

5 & 5

& 8¢ &

N ‘e N

® % ®

3 3 3

%
prostorova diskretizace algebraicky tesic¢ ~

w, Wpr Wpr

Obrazek 4.2: Typy TeSeni a vztahy mezi nimi

Oznacime-li Ay, operator definovany jako

Atw) = 3 [ (G0 ) + It s ()i s)- [ (st

presné feseni casoprostorové diskretizace wy, spliuje
__ B rq
Apr(wpr ) =0 Yy, € Shp-

Tento fakt nas motivuje k definovani algebraické chyby na pro nami spoctené
priblizné feseni wy,, pomoci dudlni normy dané operatorem Ay, tedy

A (Wr hn) — Apr (Wi, P _ Ay, (W 1)

na(wp,) = sup = sup _
T peSIL Ao In llx wrespiunzo | ¥nllx

kde norma || - [|x je na zdkladé experimenti zvolena jako norma Bochnerova
prostoru H'(I,L?*(Q)), tedy
2 3
dt) |
L*(Q)

. T 2 aw
lwlly = { [ Il + |5

Casovou (prostorovou) chybou rozumime wj, — @y, (resp. w, — Wy, ), nebot ne-
méame k dispozici dostatetné informace pro odhady w — w, (resp. w — wy,). Pro
odhad téchto chyb potfebujeme hledat supremum pres vétsi prostor funkei vzhle-
dem k casu (idealné H'), respektive prostoru (idedlné H?). Abychom zérover
dosahli nizké vypocetni naroc¢nosti odhadu chyb, zavedme pomocné po c¢astech
polynomialni prostory.

21



4.2.1. Definice. Definujme prostory

Sth—{U Qx (0,T) = R?, (u| ) Ztgomw

g, € PP (K) Vi€ {123} Vme {12,...0} VK € Th,m},

q+1

Syt = { Q% (0.7) = B (u], (1)), = Zwm,m

g, € PPUI(K) Vi€ {123} Yme{12...r} VK e Th,m},

g+1
Syt = { Q% (0T) = B (u), (1)) = Zt O

Pmag|, € PPIUSI(K) vie {123} Yme {12,...0} VK€ Th,m}

pro p a ¢ zobrazeni z definice [3.5.1] a

p+1(K x I,) = p(K x I,) + 1,
g+ 1(K x I,) = G(K x I,) + 1.

4.2.2. Definice. Odhad chyby casové diskretizace nr, odhad chyby prostorové dis-
kretizace ng a odhad chyby casoprostorové diskretizace nsr definujeme vzorci

A\h/‘r<whﬂ¢h)

Nr(Whr) = sup 7
wesy gzo ¥ llx

U — A\h/T<'u~JhT7¢h)

Ns(Whr) = sup e
wnesyt a0 |l n llx

B) A (nr 1)

nST(th) = sup TR
wesy pzo ¥ llx

7 definice plati

na < nr < st
Na < ns < Nsr.

V praxi se ndm bude ale vice hodit lokalni odhad vzhledem k c¢asovému in-
tervalu, pripadné ¢asoprostorovému vélci. Definujeme tedy

i Ay (s,
W) = sup At

vneXopn0 || llx
supp(¥)CQUx Im

=1,...,r

pro = € {S,T,ST} a X, prostor prislusny » podle predchozi definice.
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7 definice plati

T

n*(th)Q - Z (UT(th))Q'

m=1
Vlastnosti téchto odhadu a zptisob hledani uvedenych suprem lze nalézt v (Dolejsi

a kol, 2015)).

Obrézek 4.3: Odhady diskretizac¢nich a algebraickych chyb pii simulaci tlohy
v casovych krocich 30 az 36. Zelené ng', cervené n7' a modie 0’y

4.3 Adaptivita

Pro dany problém definujeme konstanty C'4, Cr a Cgr. Obvykle volime Cy €
[1072,1072]. Oznacme w}: = W, -

Idea adaptivniho algoritmu je Infésledujici. Newtonovy iterace zastavime, po-
kud odhad algebraické chyby vyrazné poklesne pod prostorovou chybu, konkrétné

1 (Why) < Cang' (wy).

4.3.1 Adaptivita casového kroku

V algoritmu poditame ¢asové kroky 7,,, m = 2,...,r. Casovy krok 7 zad4
uzivatel. Pokud tento krok neni zvolen vhodné, adaptivni metoda ho upravi.
Déleni {t,,} _, je ddno pfedpisem

to=20

tm =tm_1+Tm, m=1,...1

Od casového kroku 7, pozadujeme, aby chyba casové diskretizace vyrazné neo-
vliviiovala prostorovou chybu. Podminkou pro zachovani ¢asového kroku volime

nr (W) < Crig' ().
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Pokud neni podminka splnéna, definujeme novy casovy krok podle vzorce

opt
T = 0.97,,

<CT77§n<whmT)> o=
0y (wy)

a opakujeme krok algoritmu s 72P*. Tato metoda je béZné pouzivand a podrobnosti

k ni Ize nalézt napr. v (Hairer a kol., [1993) a (Dolejsi a Kus, [2008).

4.3.2 Adaptivita sité a stupné polynomialnich aproximaci

Finalnim cilem je, aby ngr < Cs7. Jednou z moznosti, jak této podminky do-
sahnou je tzv. princip rovnomérného rozloZeni chyby. V ném definujeme pomocné
veli¢iny C%y = Csry/Tm/T,m = 1,... r. Definujeme podminku

U?T("Z’Z;) < anT (4-1)

pri jejimz poruseni adaptujeme sit a stupné polynomialni aproximace vzhledem
k prostoru pro m-tou ¢asovou hladinu. Pouzivame anisotropickou adaptaci sité
(AMA), jez minimalizuje pocet stupnu volnosti za podminky zachovani podminky
([1.1). Algoritmus je kombinaci algoritmi popsanych v (Dolejsi a kol [fo appear])
a (Dolejsi, [2015)).

4.3.1. Poznamka. V praxi definujeme misto konstanty Csy interval (Csr1,Csr2).
Sit adaptujeme nejen pro prili§ velkou chybu, ale také pro ptilis malou. Tim se
vyhneme pouziti prili§ jemné sité v misté, kde to jiz neni potteba.

4.4 Algoritmus

Necht jsou dany parametry Cs, Cr, Cgr, stabilizacni parametry vy, vy, poca-
tecni krok 7, pocatecni sit T}, o a Cas simulace 7.
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Vysledny algoritmus je dan nasledujicim schématem.

Data: Cy, Cp, Csr, Tho, 71, T, 11, V2

1m=1;

2 do L? projection of wy on Shyo;
3 t1 =ty + 1,

4 while t,, <T do

5 while 77} > Cung do

6 ‘ do another step of Newton method
7 end

8 if n7 > Crnd then

9 adapt 7,,;

10 go to line 3

11 end

12 if ngr > Cr then

13 adapt Th m;

14 go to line 3

15 end

16 Thmt1 = Thm ;

17 | Tong1 = T

18 |ttt =t + Tt 5

19 m=m+1
20 end
21 return solution

Algoritmus 2: Algoritmus Teseni SWE

4.4.1. Poznadmka. Samoziejmé muzeme ¢asovou i/nebo prostorovou adaptivitu
vypnout. V tom ptipadé by se algoritmus lehce upravil, napt. by se preskocil krok
pocitani optimalniho c¢asového kroku.
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5. Numerické experimenty

V nésledujici kapitole prezentujeme nékolik numerickych vysledkii. Zminime
jak parametry pouzité pro simulaci, tak numerické potize, které se v pribéhu
vypoctu objevovaly.

Na konci kazdého prikladu ptilozime tabulku parametrii pouzitych pro finalni
simulaci a nékolik grafa ilustrujicich tuto simulaci.

5.0.1. Poznamka. Pri vytvareni grafu feseni spocteného vyssimi polynomialnimi
stupni nevykreslujeme reseni pouze ve vrcholech triangulace ptvodni sité, ale také

vyhodnocené feseni ve vrcholech fiktivni zjemnéné sité. Tim dostaneme vizudlné
hladsi graf.

5.1 1D tlohy

Pro verifikaci kvality fesice porovndme feseni prikladu z (Gallouet a kol.,
2003). Ve vSech 1D ulohach poéitdme na oblasti Q = (0,25) x (0,0.1) s topologii
dna z danou predpisem

1 1
z(x1,29) = max (O, = 55 (21 — 10)2) .
Jako pocatecni podminku volime vzdy klidnou hladinu s vyskou hy podle
konkrétniho prikladu, tedy

-
wo($1,i€2) = (max (Oﬁo - Z<$1,$2)>70,0) .

5.1.1. Poznamka. Abychom nemuseli upravovat resi¢, fesime 1D ulohy jako 2D
s nulovymi toky ve sméru xy. Stény odpovidajici 1D tloze oznac¢ime jako vstupni
a vystupni. Na zbylych dvou sténdch definujeme nepropustnou okrajovou pod-
minku. Okrajové podminky na vstupni a vystupni sténé dale upfesnime podle
reSeného prikladu.

Hladinu vody vykreslujeme modfie a dno zelené.

5.1.2. Definice. Proudéni v case ¢ € [0,7] nazveme podkritické, pokud

‘Ul(wat)l < \V gh(wat)a Ve € Q,
‘Ul(w,t)l > gh(wat)a Ve € Q,

a transkritické, pokud existujl @, xs € €2, Ze
lvi(21,t)| > \/gh(x1,t),
‘Ul(ﬂ?z,t” < V gh($2,t)

5.1.3. Poznamka. Matice Zgzl nsAg podkritického proudéni ma jak kladna, tak
zaporna vlastni ¢isla, zatimco u nadkritického proudéni jsou vsechna vlastni ¢isla
kladna nebo vSechna zaporna v zavislosti na orientaci vektoru n.

nadkritické, pokud
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5.1.1 Klidna hladina

Nejprve ovérime, ze tesi¢ zachova klidnou hladinu s riznymi vyskami hy.
Volme tedy okrajovou podminku rovnou pocate¢ni pro vsechny casy na obou
stranach 1D problému.

Zkusime postupné hg € {0,0.15,0.55}, abychom ovérili, Ze hladina opravdu
zustane klidna nezavisle na poloze dna vii¢i vodé. Ve vsech pripadech se pozadavek
potvrdil.

Tabulka 5.1: Parametry pouzité pro simulaci tilohy [5.1.1

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota

T 100.0 Cy 1073

V1, Uy 100,100 | Cr | pevny krok 0]107!

D, q 2,1 Csr | pevny pocet elementi | 0 | 100
0.5} s 0.5} s
0.4} i 04} i
0.3} s g 0.3} s
0.2+ Va\ = 0.2} =
0.1} / \ 1 0.1} 1
00 I I I I 00 I I I I

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
I T

Obrézek 5.1: Simulace tlohy - Proudéni s hy = 0.15 a hy = 0.55 oboji v case
3

5.1.2 Transkritické proudéni pres hrb

V ¢lanku (Gallouet a kol., 2003)) se definuji pouze vstupni rychlost a vystupni
vyska hladiny. Pro nase potieby je nutné zadat celé vektory w, viz. sekce [3.3]
Definujeme tedy

wro = (1,1.53,0) " na vstupni sténé,

wio = (0.66,2.295,0)" na vystupni sténé,

kde jsou zbylé veli¢iny dopocitané tak, aby se rovnalo mnozstvi kapaliny vstupu-
jici do oblasti a z ni vystupujici.

Pocatecni vysku hladiny Ay volime rovnu 0.66.

V simulaci se objevily nefyzikalni oscilace ¢astecné odstranitelné adaptaci sité
a ¢asového kroku. Adaptace sité ale neni optimalizovana pro tlohu proudéni s ne-
rovnym dnem a kvuli nepfesnosti aproximace dna do Teseni vstupovaly impulzy
vyvolavajici jemné vinéni v oblasti hrbu.

At ale adaptivita pouzita byla ¢i nikoli, vysledny stacionarni stav odpovidal
tomu z c¢lanku.
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T3

Tabulka 5.2: Parametry pouzité pro simulaci tlohy [5.1.2|- bez adaptivity

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 100.0 Ca 1072
v, Uy 100,100 | Cr | pevny krok 0]107!
P, q 2,1 Csr | pevny pocet elementia | 0 | 200

Tabulka 5.3: Parametry pouzité pro simulaci tlohy [5.1.2]- s adaptivitou

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota

T 100.0 C4 1073

V1, Vs 100,100 | Cr | pevny krok 10710

D, q 2.1 Csr | pevny pocet elementi | (10745-107%) | 0
1.2+ = 1.2} =
1.0F - 1.0F -
0.8} s 0.8} s

é")

0.6 s 0.6 s
0.4] \ 0.4} \
0.2} g 0.2} g
00 ! A ! ! 00 ! /\ ! !

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

T T

T
\f\hhhhLMukMMJMJJJJJJJi\JJ\5\i\5\\iJiJ5J5\JiJ5\5Jf\Jf\f\5\51\5J51f1f\1f\5\5\f15\1f1f1f1L\5\51kk1f\khhkhMMMMumJMJJHLWHMJMU
T

T T

Obrézek 5.2: Simulace tlohy - vlevo vypnuta adaptivita sité a ¢asu; vpravo
zapnuta, proudéni a triangulace v case 1.1
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0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
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T
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Obrazek 5.3: Simulace tlohy - vlevo vypnuta adaptivita sité a casu; vpravo
zapnuta, proudéni a triangulace v ¢ase 34

5.1.3 Podkritické proudéni pres hrb

Volime hy = 2 a okrajové podminky

w = (2,uo,0)T
w = (2,U0,0)T

na vstupni sténé,

na vystupni sténé,

pro riizné hodnoty parametru uyg.

Podkritické proudéni by v tomto pripadé mélo byt proudéni s rychlosti mensi
nez priblizné 4.43. Testovaci priklad pouziva rychlost 4.42.

Nami spoctené feseni ovsem nevykazuje chovani podkritického proudéni. Dalsi
experimenty ukazuji, ze az hodnoty rychlosti mensi nez 2.75 nesou ocekavané
vysledky. Hodnota 2.75 vede ke stacionarnimu stavu, jenz je témér transkriticky.

Tabulka 5.4: Parametry pouzité pro simulaci tlohy [5.1.3

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 100.0 Ca 1073
vy, Vg 100,100 | Cp | pevny krok 0|5-1073
D, q 2.1 Cst | pevny pocet elementii 0 | 200
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3.0 3.0

2.5E . 2.5} .
2.0} . 2.0
1.5} f 3 15} .
1.0} . 1.0t .
0.5} . 0.5} .
0.00 5 10 15 20 25 0'00 5 /i()\ 15 20 25
x T

3.0

2.5} :

2.0

g 15} :

1.0} :

0.5} :

0.00 5 10 15 20 25

T

Obrézek 5.4: Simulace tlohy [5.1.3 postupné s (ug = 4.0 v case 45.0), (up = 2.75
v ¢ase 100.0) a (up = 2.5 v case 28.0)

Diky pouziti Riemannova teSice pri zpracovani okrajové podminky se zméni
pribéh feseni pro stejnou ulohu s riznymi hg i pii zachovani vSech ostatnich
parametri. Zajimavé ovsem je, ze se zméni nejen prubéh, ale i kriticnost pro-
blému. Pro okrajovou podminku (2,2.75,0)" a pocateén{ visku hg = 2 dostavame
podkritické proudéni, zatimco pro pocatecni vysku hg = 0.5 transkritické.
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Obrézek 5.5: Nahote : Stacionarni stav tilohy postupné pro pocatecéni vysku
2.0 a 0.5. Dole : Porovnani rychlosti viny a rychlosti proudéni tlohy v ¢asech
dosazeni stacionarniho stavu, postupné pro pocatecni vysku 2.0 a 0.5

5.1.4 Vypust pres hrb

vvvvvv

a z druhé ne. Necht hg = 0.5. Volime vystupni sténu propustnou a vstupni nepro-
pustnou. Hrb v tloze bude piisobit jako hraz, jez zamezi odtoku vody na vstupni
strané, zatimco na vystupni voda odtece. Propustnou okrajovou podminku defi-
nujeme jako

wro = (0,0,0)" na vystupni sténé.

V 1loze dochézelo k divergenci feSeni pro prostorovy stupen polynomialni
aproximace vétsi nez 0 podobné jako v prikladu Kvili ¢asové naroénosti
byla podrobna studie zavislosti parametrii na konvergenci ptikladu provedena jen

u prikladu 5.2.3|

Tabulka 5.5: Parametry pouzité pro simulaci tlohy [5.1.4

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 1000.0 Ca 1073
vy, Vg 100,100 | Cp | pevny krok 0|5-1072
D, q 0,1 Cst | pevny pocet elementii 0 | 400
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Obrézek 5.6: Simulace ulohy postupné v casech 0, 10.0, 70.0 a 190.0

5.2 2D tlohy

Ve vSech 2D tlohéch fesime na ©Q = (0,1) x (0,1) s topologii dna z danou

predpisem
Z\T1,T2) = INnax s o5 T 5 i) B

-
a pocatecni podminkou wy(xy,rs) = (z(ml,xg),0,0) .

Tato podminka je nefyzikalni. Byla pouzita, protoze na ni 1ze dobfe testovat
jak propustné, tak nepropustné stény.

5.2.1 Funkce vykreslujici reseni

P1i vykreslovani feseni generujeme barvu povrchu jako kombinaci barvy vody
a barvy dna v zavislosti na vysce hladiny. K tomu vyuzivame vazeného priméru
tak, aby pro h = 1073 byly vahy shodné. Vysledna barva c je tedy déna vzorcem

blue = [222,184,135]
brown = [0,128,255]
brown + 1000A - blue
‘= 1+ 1000k
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Kreslici skript navic spojuje hladinu sousednich elementi, aby ziskal spojity ob-
raz. Tento fakt je zanedbatelny u vsech aproximaci kromé po c¢astech konstantni
vzhledem k prostoru, nebot fesime dostatecné regularni tlohy.

5.2.2 4 propustné stény

Zvolme vsechny strany oblasti propustné. Kapalina ma byt schopna bez od-
poru volné protékat sténami oblasti, volme tedy nulovou okrajovou podminku

wio(x,t) = (0,00)" Ve e i Vtel.
V této tloze jsme nenarazili na zadné numerické komplikace poté, co byl
zaveden limitujici faktor viz. sekce

Tabulka 5.6: Parametry pouzité pro simulaci tlohy [5.2.2]

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 5.0 Ca 1072
v, Uy 100,100 | Cr | pevny krok 0]1072
P, q 2,1 Csr | pevny pocet elementi | 0 | 500

0.10

0.06 & 0.06 &

Obréazek 5.7: Simulace tlohy [5.2.2] postupné v ¢asech 0, 0.38, 0.65 a 1.12

5.2.3 4 nepropustné stény

Nyni volime vSechny stény nepropustné. V tomto ptripadé dochazelo k nekon-
vergenci feSeni pri odrazu vody od stén oblasti. Nepomohlo ani pridani limituji-

33



ciho faktoru a stabilizace. Volba prace s nepropustnou okrajovou podminkou zmi-
néna v sekci zdanlivé neméla na Teseni zadny vliv. Byly provedeny pokusy
jak s konstantnim casovym krokem a prostorovou siti, tak s jejich adaptivni apro-
ximaci. Nékteré adaptivni aproximace dosahly diive zmenseni casového kroku na
hodnoty f4du 1077 neZ nastala divergence. Takové simulace jsme zastavili, protoze
nebylo pravdépodobné, Ze by uspésné skoncily v prijatelném vypocetnim case.

Parametry, s nimiz byly simulace testované, jsou zndzornény v nasledujicich
tabulkach.

Tabulka 5.7: Vychozi parametry pro parametrickou studii ulohy [5.2.3

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 5.0 Ca 1072
Vi, Uy 0,0 Cr | pevny krok 0]1072
P, q 2.1 Csr | pevny pocet elementi | 0 | 250

Kazdy radek tabulky odpovida jednomu provedenému testu. Uvedené jsou
pouze parametry lisici se od vychozich. Ostatni byly prevzany z tabulky

Tabulka 5.8: Test parametri tlohy [5.2.3

Nastaveni parametrii t divergence | t kdy 7 < 1077
vy = Vy = 0.1 5.8
vV = Vy = 0.5 5.6
v =1y =1 5.9
V) = Vy = 5 5.7
v =vy =10 9.9
=1 9.9
vy =1 9.9
Cr =102, Csr = (1073,107?) 0138
sit s 500 elementy 5.2
nepravidelna sit s 500 elementy 4.7
2. typ pravidelné sité s 1000 elementy 4.4
3. typ pravidelné sité s 500 elementy 5.3
3. typ pravidelné sité s 2000 elementy 4.5
Cr =102 0]6.2
pevny ¢asovy krok 5- 1074 6.745
BDF aproximace ¢asu radu 1 6.6
q= 6.2
p=0,q= uspéch
p=0,q= uspéch
p=1,q =0 sit s 500 elementy 5.0
p=1,q=0sit s 1000 elementy 4.5
p=1,q=1sit s 1000 elementy 4.7
p=1,¢=0,Cr=>5-1073 sit s 1000 elem. 0] 4.8
p=1,¢=0,Cr = 107! sit s 1000 elem. 4.4
p=1,q¢=0,Cr =102 sit s 1000 elem. 4.8
p=1,q=0,Cr =102 sit s 4000 elem. 4.4
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Od testu sit s 500 elementy jiz vSechny testy pouzivaly 1y = vy = 1. Jako
jediné fungujici kombinace se ukazaly metoda konecnijch objemi (p = q = 0)
a situace p = 0, a ¢ = 1, tedy po castech konstantni aproximace vzhledem
k prostoru a po c¢astech linearni vzhledem k casu.

Vzhledem k nestabilité v momenté¢ odrazu vln od stén (v té chvili doslo k di-
vergencim vSech neuspésnych simulaci) bychom pro vyssi stupné polynomidlni
aproximace vzhledem k prostoru museli bud zavést robustnéjsi stabilizaci, nebo
prepinat stupné aproximace podle aktualniho stavu tlohy. Tim bychom vsak sni-
zili Ta4d konvergence.

Tabulka 5.9: Parametry pouzité pro simulaci tlohy [5.2.3]

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 10.0 Ca 10~2
Vi, Vs 1,1 Cr | pevny krok 0]5-107%
D, q 0,1 Csr | pevny pocet elementu | 0 | 4000

Obrézek 5.8: Simulace tlohy [5.2.3] postupné v casech 5.8, 7.6, 16.8 a 49.0

5.2.4 3 nepropustné stény

U tfech nepropustnych stén se opakovala situace prikladu ¢tyr nepropustnych
stén, tedy problémy s konvergenci. Kvili ¢asové narocnosti nebyly provedeny
vSechny kombinace parametrii minulé tlohy, z provedenych kombinaci dochazime
ke stejnému vysledku jako u minulé tlohy.
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Ve vyobrazené simulaci vSechny parametry ziistaly spolecné s parametry si-
mulace tlohy 4 nepropustnych stén.

0.10

0.06 &

0.0
0294
06 8 :
2 © 1,000

Obrézek 5.9: Simulace tlohy postupné v ¢asech 10.0 a 45.0

5.2.5 Problém sucha
Zopakujeme piiklady a tentokrat vSak s pocatecni podminkou

T
w0($1,$2) = <Z(IL‘1,ZL‘2) + 004,0,0) .

Okrajové podminky varianty s propustnymi sténami také posuneme o 0.04. Kon-
krétné volime

wio(x,t) = (0.04,0,0)" Vo€ dQp Vitel.

Volbou této okrajové podminky simulujeme situaci, kdy se za hranici oblasti
rozprostird nekonec¢nd klidnéa hladina s vyskou 0.04.

Narozdil od drivejsich dloh v této tloze selhavaji aproximace vyssimi poly-
nomialnimi stupni vzhledem k prostoru jak pro propustné, tak pro nepropustné
stény. K divergenci dochéazi v ¢ase 3.4, kdy je navic hladina u stén stéale klidna.
Miuzeme tedy skoro jisté usoudit, ze problémy s konvergenci jsou zptisobeny oset-
fenim oblasti sucha, jenz se v ¢ase 3.4 poprvé objevuje.

Podobné jako v ostatnich tlohach metoda funguje spolehlivé pro p =0, ¢ =
lap=0,q = 0. Jejich ilustrace neuvadime, nebot jsou obdobné drivéjsim
prikladim.

Tabulka 5.10: Nedspésnd simulace tlohy [5.2.5]

Parametr | Hodnota | Parametr Hodnota
T 5.0 Ca 1072
v, Uy 100,100 | Cr | pevny krok 0]1072
D, q 1,1 Csr | pevny pocet elementa | 0 | 2000
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Obréazek 5.10: Netspésna simulace tlohy [5.2.5] vlevo propustnd okrajova pod-

minka, vpravo nepropustna, oboji v ¢ase 3.4
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6. Zavér

V préci jsme navrhli a implementovali metodu zalozenou na plné implicitni
casoprostorové Galerkinové metodé. Tu jsme déle rozsitili o stabilizaci, limitu-
jici faktor umoznujici pocitat na suchych a skoro suchych oblastech a specialni
zpracovani okrajovych podminek.

Na numerickych experimentech jsme ukazali kvalitu navrhnutého modelu a je-
ho limitace. Oproti referencnimu ¢lanku (Gallouet a kol., 2003) metoda jinak
rozlisuje mezi podkritickym a nadkritickym proudénim. Dokonce o tom rozhoduje
i pocatecéni podminka. Také se ukazalo, ze metoda v urcitych situacich nezvladne
modelovat tlohu polynomidlni aproximaci vzhledem k prostoru stupné vyssiho
nez 0.

Jako dalsi rozsiteni prace se nabizi zlepseni robustnosti metody, aby nedocha-
zelo k divergencim pri nevhodné nastavenych parametrech, ¢i studie kriti¢nosti
proudéni a pripadna oprava modelu ¢i skriptu, ukézal-li by se jako chybny.
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