MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Daniel Stumpf

Jak funguje GPS

Katedra algebry

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Jifi Tama, DrSc.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Matematické metody informac¢ni bezpec¢nosti

Praha 2017



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalaiskou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji.

Beru na védomi, zZe se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V... dne ............ Podpis autora



Néazev prace: Jak funguje GPS

Autor: Daniel Stumpf

Katedra: Katedra algebry

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Jifi Tima, DrSc., Katedra algebry

Abstrakt: V této praci se zabyvame metodami pro urc¢ovani polohy pomoci GPS.
K jednozna¢nému urceni polohy prijimace je potieba sledovat alespon ¢tyti sate-
lity. Ze signalu, ktery vysila kazdy satelit, se urc¢i pseudovzdalenost k satelitu. To
je hodnota, ktera v sobé obsahuje skutecnou vzdalenost k satelitu, ale také rtizné
odchylky. Pfedstavime dva hlavni algoritmy k urceni polohy pfijimace, které se
lisi v tom, jak pfijimac¢ urcuje pseudovzdalenosti. Prvni algoritmus, ktery vede
na metrovou presnost, urcuje polohu pfrijimace pomoci pseudovzdalenosti, které
prijimac vypocte na zakladé rozdilu ¢asu prijeti a vyslani signélu. V druhém pii-
padé jsou pseudovzdalenosti urceny na zakladé fazového méreni. K milimetrové
odchylce v urc¢ené poloze se dostaneme pomoci fazovych métreni na dvoufrekven-
¢nich prijimacich a diferencialni GPS. Detailné prozkoumame vlivy na presnost
urcené polohy a nastinime, jak GPS urcuje polohu pohybujiciho se pfijimace vy-
uzitim Kalmanova filtru.

Klicova slova: GPS, pseudovzdalenost, fazové méreni, diferencialni GPS, Kalma-
nuv filtr, metoda nejmensich c¢tverci

Title: GPS and how it works

Author: Daniel Stumpf

Department: Department of Algebra

Supervisor: doc. RNDr. Jifi Tima, DrSc., Department of Algebra

Abstract: In this bachelor thesis we provide information about algorithms for GPS
positioning and about the accuracy of the estimated position. We describe two
algorithms that lead to a position of a receiver. They both measure pseudoranges
to the satellites but in two different ways. Pseudorange is an observed value, which
we get from the received signal, that include distance to the satellite and errors like
atmospheric delay and clock offset. The first algorithm uses pseudaranges based
on the travel time of the broadcasted satellite signal and leads to a meter position
accuracy. The second algorithm uses phase observations of pseudoranges and
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estimating position of a moving receiver and improving the estimated position of
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1. Uvod

1.1 Popis

GPS — Global Positioning System. Jak nazev vypovid4, jedna se o druzicovy
polohovy systém, tj. systém umoznujici uré¢it polohu pfijimace pomoci satelitti. To
dokaze s presnosti az na jednotky milimetri. Navic tento systém spocita presny
cas prijimace na jednotky nanosekund.

Cely systém se sklada nejméné z 24 aktivnich druzic, které jsou umistény do
6 obéznych rovin se sklonem 55° k rovniku. V soucasnosti obihé kolem Zemé okolo
30 aktivnich satelitti. Druzice obihaji kolem Zemé rychlosti okolo 11300 km/h
ve vysce priblizné 20180 km, a tak za jeden den obkrouzi Zemi témér dvakrat.
Satelity jsou rozmistény tak, aby z kazdého bodu na Zemi byly vidét alespon
¢tyti. To je minimélni pocet potfebny k jednozna¢nému urceni polohy prijimace,
nebot GPS neurcuje pouze polohu pfijimace (k tomu by stacily pouze tfi satelity),
ale i jeho cas. Prijimac vétsinou sleduje osm az deset satelit® najednou.

Obrazek 1.1: Schéma 24 satelitt a jejich obéznych drah za jeden den. Satelity jsou
rozmistény do 6 obéznych drah, v kazdé jsou ¢tyti. Malda mezera na konci kazdé
drahy je zptsobena tim, ze satelity za jeden den neobéhnou celou Zemi dvakrat.
Zdroj [1].

1.2 Struktura signalu

Kazdy satelit vysila dva signaly s oznacenim L1 a L2 na frekvencich f1; =
1575,42 MHz a fro = 1227,60 MHz. Pfijimani obou signalti se vyuziva pro zvyseni
presnosti pfi urcovani polohy prijimace a to zejména z toho divodu, ze signaly
s rozdilnou frekvenci jsou ionosférou rizné zpomalovany, ¢ehoz se da vyuzit k od-
stranéni nékterych odchylek.

GPS signal se sklada ze tii ¢asti — nosné vlny, na kterou je modulovan PRN kod
(pseudonahodny Sum) spolu s naviga¢nimi daty, jako je napf¥. identifikace satelitu,
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jeho cas, efemeridy a dalsi, viz format RINEX. Efemeridy jsou udaje o presné
poloze satelitu v Case, tj. z efemerid pfijimac¢ spocita presné soutadnice satelitu.
PRN kdéd je (pseudondhodna) posloupnost nul a jednic¢ek vygenerovani pomoci
posuvnych registrii. Tohoto kédu se vyuziva pii modulaci dat na nosnou vinu
signalu. Pouzivaji se dva PRN kédy — vefejny C/A kdd, ktery je pouzit pouze
na L1 signalu, a Sifrovany P kdéd, ktery je modulovan na L1 i L2 signal. Ten je
vyhrazen pro vojenské tcely, ale je uziteény i v komerc¢nim sektoru. Detailnéji je
struktura vysilaného signéalu ze satelitt popséna v [1J.

Pro manipulaci s GPS daty se vyvinul format RINEX. Sklada se ze tii typu
souborti, do kterych jsou umistény informace ziskané z prijatého signéalu a z priji-
mace. Observation Data File obsahuje namétrené hodnoty jako jsou datum a cas
prijatého signalu, identifikace pozorovanych satelitli, pseudovzdalenost a fazova
pseudovzdalenost, ukazka viz tabulka [I.I} GPS Navigation Message File obsa-
huje efemeridy a v tfetim souboru jsou meteorologicka data, tj. napft. teplota,
tlak, relativni vlhkost a dalsi.

Tabulka [I.1] je ukézkou dat ziskanych ze signalu. Prvni ¢isla na prvnim fadku
oznacuji cas prijeti signalu. Coz tedy dle tabulky bylo 4. 9. 2001 v 9 hodin 40 mi-
nut a 0 sekund. Dalsi 0 iika, Ze p¥ijimac je ve statickém médu. Cislo 5 oznacuje
pocet sateliti, které prijimac vidi, a nasleduji jejich identifikacni ¢isla. Poté nasle-
duji fadky (celkem pét, protoze prijimac sleduje pét satelitii) obsahujici postupné
pseudovzdalenost (v metrech) ziskanou z C/A kédu, tj. z L1 signalu. Dale dvé
pseudovzdalenosti ziskané z P kodu nejdiive z L1 a poté z L2 signalu, pocet vin na
trase satelit—pfijimac¢ na L1 a L2 signalu a Doppleriiv posun na obou signalech L1
a L2. Vynésobime-li pocet vin prislusnou vlnovou délkou signélu, tak dostaneme
fazovou pseudovzdalenost. Pojmy, jako jsou pseudovzdalenost a faze, budou déle
v této praci detailné popsané.

01 9 4 9 40 0.00000000 0 5 G1G4G7G13G24

20532012.14648
21255524.69947
24648794.02245
21267718.45748
23828505.41246

20532011.55846 20532016.22546 107896448.4014 84075170.1284  -702.033  -547.047
21255524.94445 21255529.02045 111698540.8774 87037834.1244  799.589  623.056
24648792.88941 24648801.63741 129530300.6484 100932694.9344 -3425.352 -2669.144
21267718.52445 21267722.00945 111762613.2534 87087766.9504  1911.882  1489.773
23828504.07842 23828511.81542 125219643.5474 97573763.5014  2743.177 2137.544

Tabulka 1.1: Tabulka s pozorovacimi daty ve formatu RINEX. Zdroj [1J.

1.3 Cas

Kli¢ovou roli v ur¢ovani polohy pomoci sateliti hraje ¢as. Soucasti kazdé dru-
zice jsou atomové hodiny. Ty by byly prilis drahou a tézkou soucastkou piijimacii.
Ptijimace pouzivaji bézné hodiny, jejichz odchylka od presného ¢asu muze byt po-
mérné velka. Jelikoz GPS potiebuje pro presné urceni polohy presny cas, tak se
¢asova odchylka hodin na prijimaci musi spocitat. Zptsob, jak se urci presny cas
na hodinach pfijimace, bude popsan v nasledujici kapitole.

Chceme-li urcovat polohu s pfesnosti na centimetry (resp. milimetry), potfe-
bujeme mé¥it presny ¢as v jednotkach nanosekund (resp. s presnosti na 0,01 ns),



nebot elektromagneticky signal urazi za 1 ns (tj. za 107° s) vzdalenost piiblizné
1077 -3-10® = 30 (cm).

Kvli relativistickym vliviim a faktu, Ze i satelitni hodiny se béhem dne mohou
odchylit od spravného casu az o 100 ns, je tfeba nékde na Zemi udrzovat presny
¢as. To zajiStuje kontrolni stiedisko GPS v Colorado Springs.

Pro lepsi udrzovani ¢asu zavedlo GPS vlastni ¢asové meéritko. Od 6. 1. 1980
se kontinualné méri ¢as v tydnech, uvniti tydne v dnech a v nich v sekundach.
Kazdy tyden ma svoje ¢islo a zacatkem tydne je nedéle.

1.4 Cena a presnost

Rozlisuje se nékolik druhtt GPS pfijimac¢i. Ty nejlevnéjsi (soucasti mobild,
navigaci v aut apod.) urcuji svoji polohu pouze vyuzitim pseudovzdalenosti, které
jsou urc¢ené z doby letu signalu L1, tj. pouze pouzitim C/A kédu. K urceni polohy
je potieba sledovat alespon ¢tyfi satelity. Odchylka uréené polohy z C/A kédu
byva okolo 10 m. Metody, jak a s jakou pfesnosti bézny samostatny pfijimac
urc¢uje svoji polohu, jsou detailné rozebrany v kapitole [2]

Jak zvysit presnost urcené polohy je poté rozebrano v nasledujicich kapito-
lach. Nejvétsi presnosti dosahneme pouzitim dvoufrekvencnich pfijimaci a tzv.
diferencialni GPS. K diferencialni GPS je zapotiebi dvou prijimaci, kde pfesna
poloha jednoho z nich je pfedem znama. Pii diferencich pozorovani se nékteré
odchylky odstrani a tim se zvysi presnost. Dalsim krokem ke zvySeni presnosti
je urcovani vzdalenosti k satelitu pomoci fazovych méreni, coz vede k az sto-
krat mensi odchylce. U dvoufrekvencnich pfijimac¢d jsme navic schopni pfesné
urc¢it hodnotu ionosférického zpozdéni, které jinak zpisobuje velkou odchylku,
viz tabulka Takto dosdhneme neuvéfitelné presnosti — centimetrové az mi-
limetrové. Za presnost se plati — ceny takovychto pristroji se pohybuji v fadu
tisictt americkych dolarii.

1.5 Vyuziti

V soucasnosti je na svété vice nez 500 miliént prijimach. Vétsina z nich se
nachéazi v mobilnich telefonech.

e Urceni polohy mobili: Pfedtim, nez se zacalo vyuzivat GPS v mobilnich te-
lefonech, tak se lokalizovali pouze za pomoci zakladen umisténych na zemi.
Nepresnost takového méreni polohy mize byt ve stovkach metri, v obyd-
lenych oblastech az v fadu kilometri, mj. z diivodu vicecestného sifeni sig-
nalu. GPS dosahuje mnohem vyssi presnosti, ale také spotfebovava velké
mnozstvi energie. Proto se v mobilnich telefonech vyuziva tzv. A-GPS (Asis-
tovand GPS). Tato sluzba umoziiuje GPS pfijimaci rychleji nalézt satelity,
které se nachazi v jeho zorném poli. Z asistenc¢niho centra si pfijimac stahne
informace o poloze a ¢asech vSech satelitii.

e Navigace v autech: GPS spolu s digitalnimi mapami a navigaci tvori velmi
uzitecné spojeni pro cestovani autem.



o Zemeédélstvi V zemédélstvi se vyuzivaji pfijimace, u nichz je potieba velka
presnost. Traktory fizené pomoci GPS jsou schopny zasévat semena plodin
na centimetr presné.

e Presny cas V systémech, kde je potfeba velmi pfesny cas, se hodiny sefizuji
pomoci GPS. Napf. v rozvodnych sitich, internetovych uzlech apod.



2. Jak GPS urcuje a zpresnuje

polohu samostatného prijimac

V této kapitole rozebereme pripad, kdy mame jeden prijimac, ktery svoji
polohu urc¢uje pomoci pseudovzdélenosti z C/A kédi, tj. mame bézny piijimac
sledujici pouze signal L1. Také ukazeme, jak u néj snizit odchylku urcené polohy
z okolo 10 metrti na metrovou presnost.

Jak docilit az milimetrové presnosti je rozebrano v kapitole [3] K tomu jiz
je treba mit dvoufrekvencni prijimac¢ a druhy prijimac, jehoz pfesna poloha je
predem znama.

2.1 Zakladni vypocet pro urcéeni polohy

2.1.1 Pozorovaci rovnice

Kazdy satelit k& nepretrzité vysila signal, ktery obsahuje informace o jeho
piesné poloze (X%, Y* Z*) a ¢asu t* v dobég, kdy byl signal ze satelitu odeslan.
Signal se ve vakuu $iii rychlosti ¢ ~ 3 x 10® ms~!. P¥ijima¢ urci dobu letu signalu
7% jako rozdil ¢asu pfijimace a satelitu, tj.

™ =t —tF,

kde t je Cas prijimace v dobé prijeti signalu.

Cas prfijimace neni presny a i satelitni hodiny se mohou od piesného c¢asu
mirné lisit. Dale vime, ze rychlost signalu ze satelitu se na cesté k prijimaci
vlivem ionosféry a troposféry zmensuje. Proto vzdalenost P* pfijimade od satelitu

k urcend vztahem
PF=c.rF

je pouhym odhadem skutec¢né vzdalenosti satelitu od prijimace a nazyva se pseu-
dovzdélenost. Pseudovzdalenost prijimace od satelitu £ presnéji zapiseme takto:

PF = % + c(dt — dt*) + T 4 1" 4 e, (2.1)

kde dt zna¢i odchylku ¢asu piijimace od ¢asu GPST, dt* je odchylka hodin na
satelitu k, p* je geometricka vzdalenost piijimace od satelitu k, T* je troposféricka
chyba, I* je ionosféricka chyba a e* je chyba méfeni. Chyba e se d4 minimalizovat
pouzitim metody nejmensich ¢tvercti, lepsi anténou prijimace atp.

Geometricka vzdalenost p* je uréena vztahem

o= VIXF =X (Ve =Y+ (25 - 2)%

kde (X,Y,Z) je (nezndm4) poloha piijimace a (X* Y* Z*) je poloha satelitu k,
kterou prijima¢ dokaze urcit z pfijatého signalu, konkrétné z efemerid. Chyby
zptisobené atmosférou (tj. hodnoty T* a I*) se daji v uréitych piipadech uréit
pomoci apriornich modelti, které jsou popsany dale. Tedy rovnice obsahuje
pouze Ctyfi nezndmé — polohu pfijimace (X,Y,Z) a jeho odchylku ¢asu dt. Ptijimac
neustale ziskava informace alespon ze ¢tyt satelitl, a proto je mozné jednoznacné
urcit jeho polohu i presny cas.



2.1.2 Aktualizace souradnic

Polohu pfijimace uréime iterativné. Necht AX;, AY;, AZ; oznacuji zménu sou-
fadnic pii ¢-té iteraci. Potom nové soutradnice piijimace maji hodnotu

}/;-‘rl = Y + AK?
ZZ+1 Z + AZZ7
kde (Xo,Yp,Zp) volime jako stied Zemé (0,0,0), pokud neméme pfedem informaci

o priblizné poloze piijimace (napf. v mobilnich telefonech lze ziskat pfibliznou
polohu pfijimace pomoci A-GPS).

2.1.3 Linearizace

Rovnice ([2.1) je nelinearni vuci poloze piijimace (X,Y,Z). Tento nelinearni
¢len oznacime takto:

FIXY,Z) = /(XF - X)2+ (YE—Y)2 + (ZF — 2)2.

Vyuzitim (2.2) aproximujeme funkci f(X; + AX,Y; + AY;,Z; + AZ;) na okoli
bodu (X;,Y;, Z;) pomoci Taylorova polynomu fadu 1:

0
f(Xit1,Yin.Zi) = f(X,Y5,Z;) + / (XY, Z:)(Xiv1 — Xi)
aX1+1

of

+ a}/z+1 (XHY;aZ )(E-‘rl - }/;)
_of

+ it —— (XY, Z:)(Zia — Z3)
of

= f(X.,Y,Z) + —(X.,Y;,Z)AX; (2.3)
aXH—l
of
X;,Y5,Z;)AY;

T v )

of
Xi,Y5,Z;)AZ;.
* aZH—l( )
Déle méame
_ k _ E_
af(XYZ)_l 2(X" - X) :_X kX‘
0X 2/ (XF= X2+ (YE—Y)2 + (ZF - Z)? P

Obdobné vyjdou parcidlni derivace funkce f podle druhé a tieti proménné:

of YP-vy
oy (XY.2) = G
of Zh-Z
57 XY.Z) = G



A tedy parciélni derivace v rovnici ([2.3) vyjdou takto:

of Xk — X;
av Xw}/;aZZ = T
aXiJrl( ) Pf

of Yk — Y,
s X’L)K’Z’L - - y
aY;H( ) Pf

of Zk — Z;
(XY, Z) = ———5—,
3Zi+1( ) P?

kde pf = \/(X* — X;)2 + (YF — Y;)2 + (ZF — Z;)? je vzddlenost satelitu k od jiz
odhadnuté polohy (X;,Y;,7;) pfijimace.

Tim jsme linearizovali rovnici (2.1)) a dostavame pro satelit k& rovnici

Xk — X, Yk Y, zZk — 7,
AKX - LAY - T A Z b e(dt — dt )+ T T e,
Pi Pi

kde dt; je odhadovana odchylka ¢asu prijimace, dty volime 0. Tuto rovnici upra-
vime prevedenim neznamych na levou stranu rovnice a zapiseme ji pomoci vek-

toru:

AX,

Xbox, vhev, z-z \[ay
I AZ;
Cdtz

= PF—pFqcdtr —TF —1F —eF.

(2.4)

2.1.4 Soustava pozorovacich rovnic

Sestavime prislusnou soustavu rovnic z pozorovanych pseudovzdalenosti. Je-
likoz rovnice ([2.4) obsahuje ¢tyfi neznamé, tak k jednozna¢nému feseni je tieba
alespon ¢ty linearné nezavislych rovnic.

* i : c o1k _ pk_ ok k k_ 1k _ k

Ozna¢me b¥ pravou stranu rovnice (2.4), tj. b¥ = P! T—,oi +edtt =TF - 17 —e;
a b; bude vektor pravych stran, tj. b; = (b}, b%,--- ,b)" . Dale

177

X'-X, Y'-v, Z2'-z

B A _ 1
Py P Py

, XX, Y'-Y, 2°-% |
P p? p? p?

Xm-Xi Y"-Yi Z"—Zi
P P P

oznac¢ime matici soustavy pozorovacich rovnic.



K urceni polohy pfijimace potfebujeme vytesit soustavu

X'-X, Y-y, Zz2'-z

— — 1
P} P Py
2 2 2 AXZ
X-X, Y-V, Z*-7Z INY
72 72 7 AZ, (2:5)
: : : | \edti
Xm—X, Y"-v, 2"-Z |

P Zh P

2.1.5 Metoda nejmensich ¢tverca

Pro m = 4 ma soustava jednoznacné feSeni, pravé kdyz je matice A; sou-
stavy regularni. Na prvky v prvnich tfech sloupcich této matice mizeme
koukat jako na kosiny thli, které svira tisecka mezi piijimacem a satelitem a jeji
projekce na nékterou ze souradnicovych os, viz obréazek 2.1} Tedy prvky v prvnim
sloupci matice A; se daji také vyjadrit takto:

k
cos(a’) = ¥
P

Podobné pro zbyvajici dvé soufadnicové osy. To, ze matice A; je pro m = 4 re-
gularni, znamena predpokladat, Ze linearni kombinaci poloh satelitti neziskame
polohu jiného sledovaného satelitu, tj. napi. ze dva prijimacem sledované satelity
nelezi za sebou a nelezi ve stejné obézné roviné.

Pro m = 4 budeme vzdy predpokladat, ze prislusnd matice A; je regularni.
Toho 1ze snadno dosdhnout, nebot prfijimac vétsinou sleduje okolo osmi satelitii, ze
kterych mtzeme vybrat ¢tyfi takové, jejichz polohy nejsou nijak linearné zavislé.

» Satellite 1

Receiver xi _ x
Obrazek 2.1: Projekce vektoru pseudovzdalenosti na osu X. Zdroj [1].

V pripadé, ze m > 4, nema soustava Ax = b feSeni. V takovém pripadé
pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercti a nalezneme aproximaci feSeni. Nadale
budeme ptredpokladat, ze chyby v méfeni maji Gaussovo rozdéleni.



Soustava Ax = b nema FeSeni, tak nalezneme nejmensi vektor e takovy, ze
soustava Ax = b + e je Tesitelna, tj. ekvivalentné hledame takovou aproximaci
feSeni &, Ze norma vektoru AZ — b je nejmensi mozna.

Hledanou aproximaci feseni & nalezneme jako feseni soustavy rovnic

AT Az = ATb.

Jelikoz sloupce matice A; jsou linedrné nezavislé (to predpokladame), tak ziskdme
aproximaci feseni soustavy ([2.5)) pomoci nejmensich étverct ve tvaru

AX;
. AY; -1
Cdtl

Novy odhad polohy (X;.1,Y;11, Z;11) piijimace ziskdme po pficteni zmén souiad-
nic z (2.6) ke stavajicimu odhadu polohy (X;,Y;,Z;), viz (2.2). Iterujeme dokud
zmény soufadnic (AX;,AY;,AZ;) nejsou mensi nez jeden metr.

2.2 Presnost

Popsali jsme zékladni algoritmus, jak GPS urcuje polohu ptijimace. V dalsi
casti této kapitoly se zaméifime na to, jak samostatny prijimac¢ miize zvysit pres-
nost urcené polohy, jaké faktory v tom hraji roli a jaké chyby naopak eliminovat
nedokéze.

2.2.1 Metoda vazenych nejmensich ctverci I

V sekci se pfi feseni nejmensich ¢tverct, tj. pii feseni soustavy AT Az =
ATb, pocita s tim, Ze jednotlivd méfeni by, - - - , by, jsou stejné spolehliva. Nékdy se
miizeme domnivat, Ze néktera méreni b; byla presnéjsi nez ostatni, témto rovnicim
bychom tedy méli dat veétsi vahu.

Méjme soustavu m rovnic Ax = b. Vahy w; pfidame vynasobenim kazdé
rovnice ¢ vahou w;. Vlozme tyto vahy do diagonalni matice W, tj. matice W je
typu mxm, kterd ma na pozici (7,i) vahu w;, jinak samé nuly. Nahradime soustavu

Ax = b vazenou soustavou
WAx = Wb.

Nejlepsi feSeni @ této soustavy nalezneme pomoci metody nejmensich ¢tverct
popsané v predchozi ¢asti, tj. & je FeSenim soustavy

(WATW Az = (WA)TWb.
Tuto soustavu zapiseme do kompaktnéjsi podoby
ATC Az = ATOb, (2.7)

kde C = WTW. Jak volit vahy w;?
V tabulce vidime, Ze pseudovzdalenosti k satelittim, které priijimac¢ po-
zoruje pod vétsim ﬁhlemE], jsou zatizeny mensi chybou. Je tedy rozumné zvolit

1Uhel méfime k teéné roviné Zemé v misté pozorovatele, tj. v piipadé, ze satelit je piimo
nad pozorovatelem, tak naméfime vyskovy thel 90°.
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vahy tak, aby rovnice odpovidajici satelitiim, které vidime pod vétsim thlem,
mély vétsi vahu. Nejjednodussi takovy model je s vahami w; = sin z;, kde z; je
vyskovy tthell k satelitu 4. Tedy matice C' z rovnice (2.7)) je tvaru

C = diag(sin®z;, - - - ,sin’z,,).

Lze zvolit vahy jinak? Lze a lépe. Gaussova metoda vazenych ¢tverct je po-
psana v kapitole o Kalmanové filtru. Pro soustavu m rovnic o n neznamych,
m > n, dava Gaussova metoda jak jednoznacné feSeni vazenych nejmensich
¢tverci s nejmensi odchylkou, tak miru pfesnosti (kovarianci) tohoto FeSeni.

2.2.2 Troposférické zpozdéni signalu

Cést atmosféry nejblize k zemskému povrchu se nazyva troposféra. Jeji siika
neni okolo Zemé jednotnéa — v rovnikové oblasti dosahuje okolo 18 km a smérem
k pélim se zuzuje az na 9 km. Tato ¢ast atmosféry je slozena prevazné z dusiku,
vodnich par a oxidu uhli¢itého a neobsahuje volné ionty a elektrony.

Tropostérické zpozdéni zavisi pravé na cesté signalu vyslaného ze satelitu tro-
posférou. Toto zpozdéni se da rozlozit na dvé slozky — hydrostatickou a vodni,
ktera je zptusobena vodnimi parami. Hydrostatickd slozka se d& presné urcit
z méfeni na povrchu Zemé. Kvili nerovnomérnému rozlozeni vodnich par v atmo-
stére se druha slozka troposférického zpozdéni neda dobife namodelovat. Zpozdéni
signalu hydrostatickou slozkou se udava v priméru piiblizné 2,3 m, vodni slozka
zpusobuje zpozdéni pouze okolo 0,15 m. Dohromady troposférické zpozdéni sig-
nélu byva okolo 2,4 m. V piikladu ukdzeme na redlnych datech, jak a na
¢em zavisi hodnota tropostérického zpozdéni.

Jednoduse feceno, troposférické zpozdéni signalu piijatého GPS pfijimacem
v nadmorské vysce H je funkce vyskového thlu z k satelitu, zemépisné sirky
@, tlaku vzduchu Fy v milibarech, teploty 7, v Kelvinech a parcialniho tlaku
eg vodnich par v milibarech. Jeden z modelt popisujici troposférické zpozdéni je
nasledujici

1+ 0.0026 - cos(20) + 0.00028 - H 1955
T — 0.002277 - — cos(2¢p) + <P0 n ( n o.o5> e0> .
sin(z) Ty

Troposférické zpozdéni je nepiimo tmérné hodnoté sin(z), proto se satelity, které
vidime pod tthlem mensim nez 15°, pro urceni polohy pfijimace nevyuzivaji. Na-
opak, jelikoz troposféra je nejuzsi na poélech, tak ¢im vétsi zemépisna Sitka ¢, tim
mensi troposférické zpozdéni, nebot cos(2¢) ma nejvétsi hodnotu pro ¢ = 0°,
naopak nejmensi pro ¢ = 90°.

Priklad 2.2.2.1. V tomto prikladé ilustrujeme, jak se troposféricka odchylka pfi-
jatého signalu muze v rtiznych situacich velmi lisit. V tabulce [2.1|jsou data, ktera
odpovidaji pfijimaci umisténému v Praze. Na nich je vidét, jak je troposférické
zpozdéni ovlivnéno pocasim a tthlem, pod kterym vidime satelit, ze kterého jsme
signal ptijali. V§imnéme si, ze je-li vyskovy thel mensi jak 15°, tak hodnota tro-
posférického zpozdéni se vyrazné zvétsuje. Proto se zavadi tzv. mezni thel (¢asto
s hodnotou 15°). Satelity, které vidime pod tthlem mensim nez je mezni thel, se
pro urceni polohy prijimace nevyuzivaji. Tabulka ilustruje zménu troposféric-
kého zpozdéni na zméné poloze prijimace, resp. na zméné zemépisné sirky.
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Zemépisna Sitka  Vyskovy tthel Teplota Atm. tlak Parcidlni tlak  Vyska  Tropo. zpozdéni
v (°) z (%) Ty (°C) Py (mbar) ¢o (mbar) H (km) T (m)
50 5 26.5 1013 26.3 0.2 29.37
50 5 -9 1005 3.0 0.2 26.49
50 15 26.5 1013 26.3 0.2 9.8
50 15 -9 1005 3.0 0.2 8.9
50 45 26.5 1013 26.3 0.2 3.6
50 45 -9 1005 3.0 0.2 3.26
50 90 26.5 1013 26.3 0.2 2.5
50 90 -9 1005 3.0 0.2 2.3

Tabulka 2.1: Data pro vypocet troposférického zpozdéni. Hodnoty tohoto
zpozdéni odpovidaji pfijimaci umisténému v Praze.

Zemépisna sitka

Vygkovy thel

Teplota Atm. tlak Parcidlni tlak  Vyska

Tropo. zpozdéni

¢ (°) z (°) Ty (°C) Py (mbar) ey (mbar)  H (km) T (m)
0 60 15 1013.25 16.9 0 2.867
45 60 15 1013.25 16.9 0 2.859
90 60 15 1013.25 16.9 0 2.852

Tabulka 2.2: Data pro vypocet troposférického zpozdéni. Pro vypocet velmi
presné odchylky je tfeba znat i zemépisnou Sirku.

2.2.3 Ionosférické zpozdéni signalu

Ionosféra je horni ¢ast atmosféry, jejiz spodni ¢ast se nachazi ve vysce okolo
50 km nad Zemi a horni ¢ast sahd do vysky 1000 km a vice. Na rozdil od tropo-
sféry obsahuje ionosféra velké mnozstvi volnych elektroni a elektricky nabitych
molekul, které ovliviiuji prichod signalu. Mnozstvi volnych elektronii zavisi na
Slunci a jeho aktivité. Tim padem se ionosféricka odchylka lisi ve dne a v noci
a také zavisi na rocnim obdobi. Béhem dne zpiisobuje slunec¢ni zatfeni ionizaci
neutralnich atomi, a tim se vytvafi volné elektrony a ionty. Naopak v noci se
volné elektrony spojuji s ionty a jejich hustota tedy klesa. Rozdily v slunecnim
cyklu, slune¢ni erupce apod. maji také vliv na ionizaci atmosféry. Ten neni tak
vyrazny, ale za to htre predpovidatelny.

Hodnota ionosférického zpozdéni signalu zavisi z 99 % na prevracené hodnoté
kvadratu frekvence signalu, viz zdroj [2]. Tato hodnota byva obvykle 5-15 m,
ale v extrémnich ptipadech (napf. pfi malém vyskovém thlu ¢ zvySené solarni
aktivité) mize dosdhnout az 150 m.

Na rozdil od troposférického zpozdéni (které nezavisi na frekvenci signalu),
lze u dvoufrekvencéniho pfijimace urcit ionosférické zpozdéni kombinaci meéteni
na L1 a L2 signalu. Dvoufrekvenéni pfijimac¢ dokaze urcit pseudovzdalenosti P;
a P, z obou signala L1 a L2. A tak dokéze spocitat zpozdéni

f3
i1

Mame-li tedy pseudovzdalenost P; obsahujici ionosférické zpozdéni, tak hodnota

APy ion = (P, — P;) + ndhodné/nemodelované chyba. (2.8)
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pseudovzalenosti P; bez tohoto zpozdéni je

2 2P_ 2P
A =

Vypocet ionosférického zpozdéni signalu z se da zjevné vyuzit jenom u dvou-
frekvenc¢nich pfijimact. Jednofrekvencni prijimace nemohou vyuzit klicového po-
zorovani, ze signaly s rtiznou frekvenci jsou ionosférou rtizné ovlivnény.

Pro jednofrekvenc¢ni prijimace existuji dvé moznosti, jak zjistit hodnotu iono-
sférického zpozdéni, ale tato hodnota nebude uplné presna. Lze vyuzit modely,
jejichz parametry vysilaji GPS satelity, napt. Klobuchariv, ¢ NeQuick model.
Tyto modely dokazou opravit az 60 % ionosférického zpozdéni, viz [3]. V dal-
Si casti této kapitoly je popsan systém SBAS, jehoz pomoci je jednofrekvenéni
prijimac¢ informovan o hodnoté ionosférického zpozdéni.

Dalsi moznosti, jak spocitat ionosférické zpozdéni, ¢i ho z rovnic pro pseudo-
vzdalenosti zcela odstranit, jsou popsany v dalsi kapitole o diferencialni GPS.

Pl,iono—free - Pl - dPl,ion - Pl -

2.2.4 Dalsi odchylky

Satelitni hodiny Atomové hodiny na satelitech byvaji cesiové, nebo rubidi-
ové. Takovéto hodiny maji relativni pfesnost okolo 1072, To znamen4, Ze za ¢as
t nebude jejich odchylka vétsi nez (107'2)¢. Jeden den méa piiblizné 86400 s, tj.
odchylka satelitnich hodin po uplynuti jednoho dne bude ptiblizné

86400 - 1071 = 8.64 x 107® ~ 100 (ns).

Vynéasobenim rychlosti sifeni signalu dostaneme odchylku v pseudovzdalenosti az
30 m. Proto se satelitni hodiny nejméné kazdé dvé hodiny aktualizuji, aby od-
chylka nebyla vétsi nez 2 m.

Vicecestné sireni signdlu Vyslany GPS signal mtze dorazit k anténé na prijimaci
po nékolika rtznych cestach, viz obr. To mtze byt zptisobeno prichodem
signélu atmosférou nebo okolnim prostiedim (hory, budovy, vodni plochy, atd.).
Vicecestné siteni také zavisi na tvaru satelitu i antény, a proto se da tézko mo-
delovat. Eliminaci signalt, které anténa zachyti pod nizkym thlem, se odchylka
zpusobend vicecestnym Sifenim vyrazné zmensi. Modely pro vicecestné Siteni sig-
nélu jsou velmi komplikované, ale popsané napf. v [IJ.

Odchylka pseudovzdélenosti zpiisobena vicecestnym sifenim signalu se udava
mensi nez 5 m.

2.3 SBAS

SBAS je zkratka pro anglicky vyraz Satellite-based Augmentation Systems.
Jednd se o satelitni systémy rozsitujici polohovaci systémy. V piipadé GPS ne-
mame jak zjistit, ze ndmi urcena poloha prijimace neni kviili néjakym anomaliim
Spatna. Systémy, které vyzaduji velkou hladinu spolehlivosti, tak nemohou vyuzi-
vat samotné GPS. Proto vznikly systémy, které nejenom zvysSuji presnost urcené
polohy, ale zajistuji, Ze uréenéd poloha bude v urcitém intervalu spolehlivosti.
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Direct signals

Reflected sigﬁals

Obréazek 2.2: Vicecestné Sifeni signalu. Zdroj [4].

V situacich, kde jde o lidské Zivoty (napf. pristdvani letadel), se nesmi pouzi-
vat samotné GPS, ale musi byt pravé doplnéno o SBAS. Diky zvySeni presnosti
urcené polohy se dale GPS ve spojeni s SBAS vyuziva v zemédélstvi, geodézii,
fizeni aut a v mnoha dalsich odvétvich.

SBAS se skldda z referenc¢nich stanic rozmisténych po celém svété, jejichz
presné poloha je zndma. Pozorovani z téchto stanic jsou odesilana do ¢tyt hlav-
nich center, kde se vyuzitim dvojitych diferenci spocita ionosférické zpozdéni a
urci se presnost mérené polohy. Tyto informace jsou néasledné poslany na geosta-
cionarni satelity, ze kterych potom uzivatelé GPS s SBAS pfijimacem pfijimaji
signal obsahujici rizné korekce, které by samostatny ptijimac nebyl schopen urcit,
napt. hodnotu ionosférického zpozdéni. Vyuzitim SBAS se bézna odchylka urcené
polohy samostatného prijimace snizi na 1-2 m.

SBAS neni jednotny systém, rizné zemé implementovali svoji vlastni verzi,
ale zakladni myslenku maji spole¢nou — zlepSit presnost a zajistit spolehlivost.

Obrézek [2.3] ukazuje pokryti zem&koule systémem SBAS.

Obréazek 2.3: Pokryti Zemé systémy SBAS. Zdroj [5].
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Vliv na pseudovzdalenost Ovlivnujici faktory

Ionosférické zpozdéni 4-5 m Vyskovy tihel, zemépisna sifka, denni doba,
solarni aktivita, geomagnetické poruchy

Troposférické zpozdéni 2.3-2.6 m Vyskovy thel, nadmoiska vyska, teplota,
zemépisna sitka, tlak, vlhkost
Chyby v efemeridach 0-2 m Doba mezi dvéma aktualizacemi parametrii
v navigacni zprave
Odchylka satelitnich hodin 0-2 m Doba mezi korekcemi satelitnich hodin
Mnohacestné sifeni signalu 0-5 m V zavislosti na okolnim prostredi

se odchylka mtze vyrazné lisit

Tabulka 2.3: Tabulka s vlivy na GPS signél. Zdroje [I], [6].

2.4 Shrnuti

Popsali jsme, jak samostatny GPS prijimac urcuje svoji polohu a pfesny cas.
K tomu je zapotiebi pozorovat alespon Ctyii satelity, ke kterym pomoci ptijatého
signalu naméiime pseudovzdalenosti. Bézny pfijimac v navigacich ¢i mobilech umi
prijimat pouze L1 signal a pseudovzdalenosti ur¢i na zakladé doby letu signalu
ze satelitu k prijimaci. Odchylka uréené polohy u takovychto GPS pfijimaci se
pohybuje okolo 10 m.

Ptesnost urcené polohy zavisi na tom, jak jsme schopni odhalit chyby v pseu-
dovzdalenostech. Prichozi signal ze satelitu je ovlivnén atmosférou, ale i okolnim
prostiedim prijimace. Tabulka [2.3] shrnuje vlivy ptisobici na GPS signél.

Pfi vyuziti systému rozsifujici GPS (tzv. SBAS) se odchylka snizi na 1-2 m.
Navic SBAS s urcitou pravdépodobnosti garantuje ur¢enou polohu.

2V ptipadé, kdy je satelit pfimo nad pozorovatelem. Velky vliv mé pravé viskovy thel, viz

tabulka
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3. Diferencialni GPS

3.1 Uvod

V predchozi kapitole jsme dopodrobna rozebrali situaci jednoho bézného pfi-
jimace, tj. jednofrekvenc¢niho pfijimace, ktery pfijima pouze signal L1 a pseudo-
vzdalenosti urci z doby letu signalu.

V praxi se ukazuje, ze nékteré chyby (zpozdéni signalu zpisobené atmosférou,
nepfesnost satelitnich hodin, chyby v efemeridéch) maji stejnou, ¢ velmi podob-
nou hodnotu pro pfijimace umisténé blizko sebe. Tyto chyby se pii diferencich
(odeéteni) pozorovani vyrusi, a proto se pro zvySeni presnosti vyuziva tzv. dife-
rencidlni GPS (DGPS). Nejcastéji se pouziva metoda dvojité diference (diference
na dvou pfijimacich a dvou satelitech).

Chceme-li dosdhnout milimetrové presnosti pti urc¢ovani polohy piijimace, tak
se musime nejprve vratit ke struktute signalu. Z prvni kapitoly vime, Ze infor-
mace z prijatého signilu mizeme ziskat bud z C/A, nebo P kédu, kde C/A kéd
je modulovan pouze na signal L1 a P kéd je na obou signalech L1 i L2. Ale
C/A kéd neni vhodny pro pfesné urcovani polohy. Udava se standardni odchylka
po¢tu prijatych bitt za sekundu) P kédu je smérodatna odchylka P pseudovzdale-
nosti vyrazné nizsi. Udava se presnost 10-30 cm. Zahrnutim fazového pozorovani
signalu se smérodatna odchylka pseudovzdalenosti snizi na 3 mm. Tj. prvnim kro-
kem ke zvyseni presnosti je pouzivat pseudovzdalenosti z P kodu, ale nejpresnéjsi
pseudovzdalenosti dostaneme fazovym meéfenim, které popiseme v dalsi ¢asti této
kapitoly.

3.2 Faze a pseudovzdalenost
Faze je jednoduse teceno tihel rotace za cas. Méjme bod, ktery se pohybuje
po kruznici proti sméru hodinovych rucic¢ek. Obr. ilustruje definici faze, tj. ze

faze ¢(t) je v Case t definovand jako tihel, ktery tento bod obkrouzil.

Signal
\

AN/ANAS
) WV

(cycles)

Obréazek 3.1: Vyznam faze. Zdroj [7].
Pfijimac je schopen ”zméfit”az 1/100 nosné vlny. Vinova délka signalu L1 je

A1 = 0.1905 m, v pripadé signalu L2 je vlnova délka Ay = 0.2445 m. Proto pres-
nost urcené pseudovzdalenosti z fazového meéreni je v tadu milimetra.
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P1i pozorovani signalu mame k dispozici pouze Cast signalu. Z té dokazeme
urcit, v jaké fazi (tj. v jaké ¢asti sinusovky) k nam signal dorazil, ale nemame
informaci o po¢tu celych vin (tzv. ambiguit), které na celé trase satelit — pfiji-
mac predchazely. Presnéji feceno, pozorovani nosné faze signalu L1 ze satelitu k
pfijimacem 7 v ¢ase t nam dle zdroju [I] a [7] dava fazovou pseudovzdalenost

LE(t) == \OF (1) (3.1)
= o + c(dt; — dt*) + Mi(pi(to) — ¢ (to)) — MNF + T} — IF + e(9)
= pF 4+ c(dt; — dt*) + BF 4 TF — IF + ¢(¢),

kde ®F je hodnota faze naméfené ptijimacem, \; vlnova délka signdlu L1, ¢*(t)
je pocatecni faze signdlu prichazejiciho ze satelitu k prijimaci i, o;(to) je faze
piijatého signalu na po¢atku méieni, N je hodnota ambiguity, €(¢) znaci Sum
(napt. vicecestné sifeni signalu) a BF := A\ (p;(to) — ¢*(to) — NF).

P¥i pouziti vyse zminéného znacenti je v [8] fazova pseudovzdalenost namérena
v Case t definovana takto:

LE() = pF + gt (to) — AN + errors, (3.2)

kde tedy L¥ je pfijimacem naméfend faze pfijatého signalu vynasobené vinovou
délkou signalu.

Tedy zdroje [1], [7] a [8] uvadi rtizné deﬁnice fézové pseudovzdélenosti, resp.
zdroj [§] ji trochu ZJednodusﬂ Definice a se lisi o ¢len p;(t) a o zna-
ménko pred ¢lenem ¢ (to) Obrézek (3 ! 3.1| ndm dava jasné geometrické vysvétleni
rovnice . Rovnici ((3.1)) chapu tak, ze uvazujeme dvé méteni signalu z jednoho
satelitu k - prvni méfeni je v Case ty a druhé v case t. Jakmile totiz jednou ur¢ime
hodnotu NF, tj. pocet celjch vin signdlu mezi satelitem a pfijimacem, a nadéle
pozorujeme piichozi signal ze satelitu £, tak se tato hodnota neméni a nemusime
ji znovu pocitat — v ¢ase ¢t naméfime urcitou fazi, ale délku signéalu (pocet vin)
od naméfené faze v ¢y zndme, nebot signél jsme kontinudlné mérili.

Dale budeme pouzivat definici fazové pseudovzdalenosti , nebot zjedno-
duseni, které provedl [8], zcela eliminuje silu dvojitych diferenci.

il
(o /?,Ni ‘Fﬁ Al I)

i
initial

Obrazek 3.2: Fazové pozorovani pseudovzdalenosti. Vyznam rovnice (3.2).
Zdroj [8].
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3.3 Diference pozorovani

Zéakladnim kamenem GPS je méfeni pseudovzdalenosti mezi pfijimacem a sa-
telitem. Pti diferenci pseudovzdalenosti mezi dvéma pfijimaci a jednim satelitem
se eliminuji chyby spole¢né pro tento satelit, tj. napf. odchylka satelitnich ho-
din. Provedeme-li diference mezi dvéma pfijimaci a dvéma satelity (tzv. dvojita
diference), tak navic odstranime odchylky ¢ast pfijimaci.

Dale budeme pracovat pouze s pozorovanimi na signalu L1. Vypocty by pro-
béhly stejné pro L2.

3.3.1 Jednoducha diference

Jednoduchou diferenci rozumime rozdil dvou pseudovzdalenosti, které na-
mérily dva pfijimace ke stejnému satelitu ve stejny ¢as. Touto jednoduchou dife-
renci odstranime chyby spolecné pro ten jeden spolecny satelit. Méjme tedy dva
prijimace i a j, které sleduji stejny satelit k. Ziskame fazové pseudovzdalenosti:

LY = pf + cdt; — cdt® + TF — IF + B,
k k k k_ 7k k
Lj :pj +Cdtj—Cdt +j} —Ij +B]

Potom diference téchto dvou pozorovani je

ALY =L — L =

= (P + cdt; — cdt® + TF — IF + BF)—

— (o} + cdt; — cdt* + T} — If + BY)
= (pF — pf) (cdt; — cdt;) — (cdt® — cdt®)
+(Tf = T7) = (If = I}) + (Bf — B})

?

= (pF —pj) + (cdt; — cdtj)+
+(Tf = T7) = (If = Ij) + (Bf — B})
= Apf + cAdt,-j + ATZ.’; — AIl + ABY.

Rovnost oznacena symbolem ~ plati za pfedpokladu, Ze odchylka ¢asu cdt® sa-
telitu k je v ¢asech vyslani signdlu pfijimaci ¢ a prijimaci j stejna. Jelikoz mame
dva rizné prijimace, jejichZz poloha neni stejna, tak cas vyslani signalu pfijimaci
¢ a prijimaci k£ se bude mirné lisit. Proto nemusi byt stejna ani odchylka hodin
na satelitu. Ale jak je popsano v [7, str. 33], tak tato odchylka muZe byt maxi-
malné par milisekund, coz nevede ani k milimetrové odchylce v odhadu polohy
prijimace.

3.3.2 Dvojita diference

Pro dvojitou diferenci potirebujeme dva pfijimace, které sleduji ve stejny cas
dva stejné satelity. Vysledkem dvojité diference je, Ze se zbavime vsech odchylek
hodin, tj. satelitnich i na prijimacich. Méjme tedy dva pfijimace ¢ a k, které ve
stejny ¢as sleduji satelity 4 a j, tj. mame pozorovani L, L’l‘C Lt Ll Tato pozorovani
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diferencujeme, jak je popsano v cCasti a dostaneme:

YR

ALL = Aply + eAdty; + AT, — AL + ABL,.

Potom dvojitou diferenci definujeme jako rozdil téchto dvou jednoduchych dife-
renci, tj.:
AALY .= AL}, — AL =
= (Apf + cAdty; + ATS — ALY + ABY)—
— (Apl; + cAdty; + AT} — AL + ABY))
= (Apf; — Aply) + c(Adty; — Adty;) + (AT]; — ATY)
— (AL}, — AL) + (AB}; — AB}))
= ANPSL + AAT] — AATY + AABY

J ij
kde A, resp. AA jsme definovali pouze v priubéhu vypocti, ale vyznam by mél byt
ziejmy. Clen AAB}! se po rozepsani vyrazné zjednodusi, pricemz ¢leny oznacené
velkym B jsme definovali v (3.1)). Mame tedy
Kl _ k I _ (pk k I I
AAB! = ABY — AB, = (B — BY) — (B! - BY)
= Mi(@ilto) — ¢"(to) — NF) = Mi(wi(to) — ¢"(to) — Nj)—
= M(pilto) = #'(to) = Nj) + Mi(;(to) — ¢'(to) — Nj)
_ k k 1 I
— — M (NF— NF— NP N
= - AlAANkl

177

tj. dvojita diference fazovych pozorovani je:

AALY = ANp + AATY — AATH — M AANY. (3.3)

Satellite [
Satellite £

Receiver j
Receiver i

Obrazek 3.3: Dva pfijimace pozoruji ve stejny cas dva satelity. Tato pozorovani
dvojité diferencujeme pro zvyseni presnosti. Zdroj [1].
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3.4 Poloha prijimace pouzitim dvojitych dife-
renci

Méjme dva prijimace A a B a predpokladejme, Ze polohu A zname. Ukazeme,
jak najit soufadnice bodu B uzitim dvojitych diferenci. Pii malé vzdalenosti
mezi obéma piijimac¢i mizeme pro jednoduchost uvazovat, ze rozdily v atmosféte
jsou zanedbatelné a tedy troposférické i ionosférické zpozdéni signalu na cesté
k prijimaci A a B bude stejné. Tim se nam zjednodusi rovnice a zaroven
zjednodusime znaceni vynechanim symbold A a AA:

LAB = pAB AlellB

Necht oba prijimace sleduji ve stejny cas satelity 1,--- ,m. Z téchto pozorovani
vytvoiime m — 1 linedrné nezavislych dvojitych diferenci tak, Ze jeden satelit
budeme uvazovat jako referen¢ni a vzhledem k nému provedeme diference. Tak
dostaneme m — 1 dvojitych diferenci:

Liz = pip—MNip (3.4)
LLSB = 0}433 _)‘lel?’B
Ly = pab— MNJB

3.4.1 Linearizace

Jednotlivé rovnice v (3.4]) nejsou linearni. Linearizaci provedeme stejnym zpi-
sobem jako v kapitole [2] proto jednotlivé kroky nebudeme piilis zdivodiovat.
Ny s o rlp 1p 1p
Méjme rovnici Lz = pag — M N Prop =2,--- m:

LYy = pls — NN = ol — ok — ph + ply — MN .

Poloha pfijimace A je pfederln znama, tedy mame neznamé Xp,Yp,Zp, tj. polohu
pfijimade B, a ambiguitu N /5. Pfevedeme nezndmé na levou stranu rovnice:

s = Pp = MNAp = Ly — pa + Py (3.5)

Cleny % a pk nejsou linearni, proto je linearizujeme a polohu pfijimace B uréime
iterativné. Novy odhad polohy zapiseme takto:

Xpit1 = Xp,; + AXp;
Ygit1 =Yg, +AYp,;
ZBiy1 = Zpi+ AZpg,
kde (Xp5,0,Y5,0,Z5,0) volime bod (0,0,0). Stejné jako v ¢asti dostaneme:
Xk — Xg,; Yk —Yg, ZF — 75,
Phivt = Phi— TBAXBZ - TBAYB i — TB’AZB,Z'-

PB. PB PB

Tedy linearizovana rovnice (3.5) je tvaru
(uB z)TAwB i AlNi&% = LixpB - P,l4 + 0l — p%,'i + plB,i7 (3.6)
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kde Axp; = (AXp;,AYp;AZp;)" a

XP—Xp; Y'-=Yp; YP-VYp; Z'—Zg,

ZP — Zp,

B D ) 1 - P ) 1 - D
PB PB. PB. PB PB PB

) ) )

Up,; =

p (Xl — XB,i

v 1 . . .
Ozna¢me b}, pravou stranu rovnice 1) Linearizovanou soustavu 1)
potom zapiSeme jako:

Aix; = b;,
kde b; = (bl ;, - - ,bhﬁi)T, x; = (AXp,AYp i ,AZp;, N}3, - N a

12

13

1m

Iterujeme dokud zména soufadnic neni na centimetrové/milimetrové trovni.

3.4.2 Odchylky

Na zacatku sekce jsme zjednodusili pozorovaci rovnice tim, Ze jsme vy-
nechali troposférické a ionosférické zpozdéni. Méli jsme k tomu dobry divod,
protoze v pripadé blizko umisténych pfijimact by mélo byt zpozdéni signalu zpi-
sobené atmosférou podobné. Chceme-li ale urcovat polohu pfijimace velmi presné,
je tfeba brat tato zpozdéni v potaz.

Jak jsme ukazali v pfedchozi kapitole, tak troposférické zpozdéni lze spocitat
pomoci dat na prichozim signalu a z méfeni na zemi (teplota, tlak atp.). K pres-
nému urceni ionosférického zpozdéni je zapotiebi dvoufrekvencnich prijimacii.

Odchylka

Ionosférické zpozdéni  10-20 cm
Tropostérické zpozdéni  5-10 cm
Sum 1-2 cm

Tabulka 3.1: Tabulka s vlivy na odchylku dvojité diferencovanych fazovych
pseudovzdélenosti. Nékteré odchylky (troposférické zpozdéni, ionosférické pouze
u dvoufrekvenénich piijimacich) dokdzeme pomoci dalsich modelt zcela odstranit.
Zdroj [9].

3.5 Dvoufrekvenc¢ni prijimac

Doposud jsme se zabyvali pouze situaci jednofrekvencénich pfijimact. U nich
neni mozné presné urcit hodnotu ionosférického zpozdéni. V sekci o ionosférickém
zpozdéni v kapitole [2] jsme zjistili, ze hodnota tohoto zpozdéni byva okolo péti
metri, ale v extrémnich pripadech muze nabyvat az 150 m. U dvojitych diferenci
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se nam objevuje ¢len I} = (I} —IF) — (I — I}), pficemz pii malé vzdalenosti mezi
piijimaci i a j bude mezi I¥ a I Jk maly rozdil. Pro milimetrové uréovani presnosti
chceme veskeré zdroje chyb eliminovat, a proto se pokusime urcit presnou hodnotu
ionosférického zpozdeéni.

Ionosférické zpozdéni zavisi na frekvenci signalu. Proto se vyuziva dvoufrek-
venc¢nich piijimaci, u nichz se da toto zpozdéni snadno spocitat. Zde napiSeme
model, ktery je popsan v [1].

Méjme dvoufrekvencni piijimac i. Potom If, = oI}, kde oo = (f1/ f2)?. Dale
predpokladejme, ze troposférické zpozdéni mame spocitané a zname presny cas
satelitu i pfijimace. Mame tedy pseudovzdalenosti ziskané z obou signala L1 a L2:

Lf,l = Pf - Iik,l + )‘lep

Odtud snadno vyjadiime ionosférické zpozdéni:

k
il =

(Li — A2 Ni%) — (L — ANy

l—«

3.6 Shrnuti

Oproti ptredchozi kapitole jsme ukazali zptsob, jak pfesnéji méfit pseudo-
vzdalenost mezi satelitem a prijimacem. Smérodatna odchylka pseudovzdalenosti
ziskaného z C/A kédu se udava 3 m, zatimco odchylka fazového méteni pseudo-
vzdalenosti je pouze 3 mm.

Oproti pseudovzdalenostem popsanym v predchozi kapitole pfibyla nova ne-
znama, a to ambiguita N. Ambiguitou rozumime pocet celych vin pfed naméfenou
fazi na trase satelit—pfijimac.

Jak jsme popsali v ¢asti[3.3.2] tak pti dvojitych diferencich se nékteré odchylky
vyrusi, napt. odchylka satelitnich hodin i hodin pfijimace. Navic u dvoufrekven-
¢nich prijimaci jsme schopni presné urcit hodnotu ionosférického zpozdéni.

Vyse popsana vylepseni vedou k velmi malé odchylce urcené polohy, udava se
odchylka v fadu milimetra.
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4. Kalmanuv filtr a vazené
¢tverce 11

4.1 Motivace

e Md&jme soustavu Ax = b, kde A je matice typu m xn, m > n. At & je nejlep-
si aproximace TeSeni této soustavy pomoci nejmensich ¢tverct. Prijde nové
pozorovani. Toto pozorovani zméni nas dosavadni odhad &. Nové feseni je
zavislé na novém méreni, ale také na predchozich fesenich. Abychom nemu-
seli uchovavat vSechna predesla pozorovani, tak bychom chtéli nové reSeni
najit jako linedrni kombinaci starého odhadu &4 a nového pozorovani by,c:

Lnew = Lwold + Kbnew-

e M¢jme prijimac, ktery se pohybuje. Jeho nova poloha je zavisla na novych
pozorovanich, ale také na predchozich polohéch a jeho pohybu. Lze aktualni
polohu ziskat, aniz bychom museli mit vSechna pfedchozi méfeni ulozena?

Obé nastinéné situace se daji efektivné vyresit pomoci Kalmanova filtru a jeho
rekurzivniho feseni metody vazenych nejmensich ¢tverct.

4.2 Metoda vazenych nejmensich ¢tvercu 11

Metodu vazenych nejmensich ¢tverct jsme jiz castecné popsali diive. Méjme
soustavu Ax = b, kde A je typu m x n, m > n a sloupce této matice jsou linearné
nezavislé. Reseni takovéto soustavy metodou vazenych ¢tvercti znamend vytesit
soustavu

ATCAz = ATCb,
kde C = WTW, W je matice vah. Jak zvolit matici C?

V sekci jsme se zamysleli nad nejjednodussi volbou vah, a to podle
vyskového tihlu, pod kterym satelit pozorujeme.

V pripadé metody vazenych nejmensi ¢tvercli optiméalni volba vah, resp. ma-
tice C, je C' = X! kde X je (pfedem znama) kovarianéni matice vstupnich chyb
v b. Takovato volba vah dava jednoznacné feseni & s nejmensi odchylkou. Navic
kovarian¢ni matice P vystupnich chyb definovana jako

P=(ATCA)' = (ATSTA) (4.1)
ukazuje, jak spolehlivy odhad & dostaneme. Matice P nezavisi na konkrétnim b,
ale pouze na nastaveni systému maticemi A a X, tj. P nam dopredu fika, jak
dobry experiment mame.

4.3 Popis Kalmanova filtru

Kéalméanuav filtr se skladd ze dvou krokti — piedpovédi a korekce. Predpoveéd
vychazi ze stavového popisu naseho modelu, napft. jizdy autem. Pro jednoduchost
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uvazujme linearni zménu stavu a diskrétni ¢as. Potom:
Stavovd rovnice x, = Fp_1x_1 + €, (4.2)

kde F}._; je znama matice prechodu ze stavu k—1 do stavu k a €, oznacuje chybu
méreni.
Korekce bude vychazet z méteni by v Case k:
Pozorovaci rovnice b, = Az + €. (4.3)

Pravé tento systém rovnic a je zékladem Teseni Kalmanova filtru po-
moci vazenych ¢tverci. Optimalni vahy, jak jsme popsali v ¢asti[d.2] jsou inver-
zemi kovarianc¢nich matic vstupnich chyb > a X .

Jak jsme jiz naznacili, tak Kalmaniv filtr je dvoukrokovy a rekurzivni. Ze
starého odhadu &j_i,—1 stavu v case & — 1 dosp&jeme k novému odhadu &
v Case k:

Predikce ik\k—l = kalik—l\k—l

Korekce é\:k|k = Ci'k|k_1 + Kk(bk - Aka’\:k\k—l)

Pomoci stavové matice Fj,_; pfedpovime novou polohu prijimace, kterou nasledné
pomoci nového méfeni b, upravime. V piipadé statického pfijimace se stavova
matice voli jako jednotkova matice. Korekce je nutné, nebof by je nové méieni
obsahujici novou informaci.

Matice K se nazyva Kalmanova prirtistkova matice. Tato matice v sobé obsa-
huje kovarian¢ni matice pozorovani a stavové rovnice, tj. matice 2., a X 5. Tyto
kovarian¢ni matice nam fikaji, jak jsou pozorovani spolehliva, jaké jim dat vahy
a prispivaji do kovarian¢ni matice Py, chyby v &j;. Tuto kovarian¢ni matici také
nalezneme ve dvou krocich:

Odhadnutd kovariance Prjg—1 = Fk—lpk—1\k—1FkT_1 + Xk
Priristkovd matice K, = Pk|k_1AZ (AkPHk_lA% + Eeﬁ)_l
Opravend kovariance Py = (I = K Ag) Prjg—1.

Ptijde-li nové pozorovani, tak prijimac¢ vyuzije vySe popsany rekurzivni algo-
ritmus. Prvni krok tohoto algoritmu je nasledujici.

Méjme prvni méteni by = Agxg+eg a A matice typu mxn, m > n. Nalezneme
aproximaci feseni této soustavy pomoci metody vazenych nejmensich ¢tvercti, kde
vazime pomoci C' = E;(l). Tento prvni odhad tedy je:

. _ -1 _
Zojo = (A9 Sepdo)  AgZcobo
a dle rovnice (4.1)) je
Po‘o - (ATE;éA)_l.
Timto jsme plné popsali Kalmanuv filtr, ktery v GPS slouzi k pfesnéjSimu urceni
polohy prijimace. Kalmantv filtr bere pii vypoctu nové polohy pfijimace v iivahu

jeho predeslé pozice, sviyj stav (pohyb) a nové méfeni, proto zvySuje presnost
urcené polohy a vyuziva se u pohybujicich se piijimacii.
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5. Zavér

V této praci jsme popsali GPS, tj. systém, ktery pomoci satelitti urcuje polohu
prijimace. Kolem Zemé obih4 okolo triceti GPS sateliti, které jsou rozmistény do
Sesti obéznych drah tak, aby z kazdého mista na Zemi byly vidét minimalné ¢tyti.
Pro urceni polohy pfijimace je potfeba sledovat préave alespon ¢ty¥i satelity, nebot
GPS neurcuje pouze polohu pfijimace (tfi nezndmé), ale také odchylku ¢asu na
hodinéach ptijimace.

Ze signalu, ktery neustale vysila kazdy satelit, se urc¢i pseudovzdalenosti k sa-
telitim. To je hodnota, ktera v sobé obsahuje skutecnou vzdalenost k satelitu, ale
také rizna zpozdéni signalu vznikla prichodem signalu atmosférou, nepfesnosti
ve vysilanych datech apod.

Algoritmy, které jsme v této praci popsali, se lisi ve vysledné presnosti uréené
polohy. To je zptisobeno predevsim jinym zptisobem méfeni pseudovzdalenosti.
Bézné prijimace, jejichz cena se pohybuje v desitkdch americkych dolard a jsou
soucasti mobilnich telefont a béznych navigaci v auté, dokazi prijimat pouze sig-
nal na jedné frekvenci. Tyto prijimace urci pseudovzdéalenost na zakladé doby
letu signalu ze satelitu k prijimaci. Standardni pfesnost téchto pristroji je v fadu
nékolika metri. Vlivy na pfesnost polohy jsme v této praci dikladné popsali a na-
stinili, jak je odstranit. Pomoci metody vazenych nejmensich ¢tverci a systému
SBAS se rtzné odchylky minimalizuji a samostatny prijimac se tak dostane na
metrovou presnost.

V kapitole [3] jsme diikladné popsali mnohem presnéjsi, ale také slozitéjsi me-
todu jak urcit pseudovzdalenosti, a to pomoci fazovych méreni. Tak dosdhneme
centimetrové presnosti.

V pripadé, ze mame k dispozici druhy pfijimac, jehoz poloha je predem znama,
se vyuzije tzv. dvojitych diferenci. Kombinaci jednotlivych pozorovani se vyrusi
odchylky zptisobené nepiesnym c¢asem. Nejvyssi presnosti dosdhneme pii pouziti
dvojitych diferenci na dvoufrekvencnich piijimacich. Tak jsme schopni odstranit
nejvice nepresnosti, ur¢it pfesnou hodnotu ionosférického zpozdéni a dostaneme
se tak az k milimetrové presnosti.

Déle jsme nastinili, jak funguje Kalmantv filtr. Ten zvysuje pfesnost a diky
dvoukrokovému postupu pfi zjistovani nové polohy pfijimace, kde se bere v tivahu
i stav prijimace, se vyuziva u pohybujicich se prijimac.
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