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Uvod

Metody Newtonova typu jsou nastrojem pro feseni soustav nelinearnich al-
gebraickych rovnic, které prevadéji na posloupnosti linearnich algebraickych pro-
blémii generujici aproximace feSeni. Jak vysvétlujeme v této praci, takové sou-
stavy vznikaji pti feseni praktickych problému, jako napriklad pii feSeni neline-
arnich parcidlnich diferencidlnich rovnic. Hlavnim cilem tohoto textu je popsat
zékladni pojmy spojené s metodami Newtonova typu a v sekci o numerickych ex-
perimentech ilustrovat, jak se jednoduché teoretické tivahy o konvergenci téchto
metod projevuji v praxi. Klicovym pojmem jsou ,zastavovaci kritéria“, tedy pa-
rametry, podle kterych iterativni algoritmus rozhoduje, kdy dosdhl dostatecné
presného feseni.

V prvnich dvou kapitolach uvedeme piiklady parcidlnich diferencidlnich rov-
nic, konkrétné obecnou rovnici konvekce-difuze-reakce, Navierovy-Stokesovy rov-
nice popisujici proudéni vazké stlacitelné tekutiny a Richardsovu rovnici popisu-
jici proudéni tekutiny v poréznim prostiedi. Stru¢né nastinime diskretizaci téchto
rovnic Nespojitou Galerkinovou metodou, pomoci které prechazime od problému
reSeni téchto rovnic k problému feSeni soustav nelinearnich algebraickych rovnic,
k ¢emuz se vyuzivad metod Newtonova typu.
metodu nejprve ve skaldrnim pripadé a nasledné ji zobechujeme na n-rozmeérny
prostor. Dale formulujeme Picardovu metodu pro hledani pevného bodu funkce
a popisujeme jeji vztah k Newtonové metodé.

Ustiednim tématem studia iterativnich metod jsou jejich konvergenéni vlast-
nosti. Nejinak tomu je v nasi praci: popisujeme, jakymi pojmy se popisuje pies-
nost a ,efektivita® iterativnich metod, Newtonovu i Picardovu metodu modifiku-
jeme; dulezitou modifikaci je tzv. Andersonova akcelerace, ktera ma zajistit jejich
vétsi robustnost a rychlejsi konvergenci. Formulujeme zastavovaci kritéria nasich
metod. Déale formulujeme nékolik tvrzeni o jejich konvergenci a vysvétlujeme pro-
blémy, se kterymi se mizeme potkat pii aplikaci teoretické analyzy konvergence
na praktické problémy.

V sekei o numerickych experimentech potom zkoumdame, jaké vlastnosti vyka-
zuji definované metody pfi jejich pouziti na soustavy nelinearnich rovnic vzeslych
z diskretizace parcidlnich diferencidlnich rovnic. Konkrétné, sledujeme chovani
algebraické a diskretizacni chyby, potazmo dalSich vlastnosti jako délky vypoctu
v zavislosti na rozsahu a povaze fesenych problémii.



1. Priklady parcialnich
diferencialnich rovnic

V nasledujicim zformulujeme obecnou parcialni diferencidlni rovnici, popi-
sujici evolu¢ni proces s konvekci, difuzi a reakci. Dale uvedeme dva konkrétni
priklady: Navierovu-Stokesovu rovnici popisujici proudéni vazké nestlacitelné te-
kutiny a Richardsovu rovnici popisujici proudéni v poréznim prostiedi.

Rovnice, které =zde uvedeme, se Tesi v jisté vypocetni oblasti
Qr =0 x(0,T) € R xR, tj. v prostorové oblasti € a na Casovém inter-
valu (0,7): aby byly plné zadéany, je potfeba predepsat jisté okrajové a pocdatecni
podminky. Ty znac¢né zavisi na feSeném problému. Okrajové podminky popisuji
chovani funkce na hranici vypocetni oblasti; poc¢ateéni podminky popisuji stav
systému v case t = 0.

1.1 Obecna rovnice konvekce-difuze-reakce

Obecnou soustavu n rovnic konvekce-difuze-reakce mizeme formulovat na
dané vypocetni oblasti Q7 nasledujicim zptsobem (v souladu s [1]):

d d d
S () S e 0

j:1 1=

Tuto soustavu tesime pro w : @y — R”, pfiemz mame zadany funkce
£€s:R"—=R" H;; € R iy =1,...d, f = (fr,....fa), fi - R* = R",
i=1,....d, g : Qr — R". Prvni ¢len rovnice popisuje zavislost na c¢ase, druhy
¢len difuzi, tfeti ¢len konvekei, ¢tvrty ¢len reakci a prava strana zdroj sil pusobi-
cich na systém.

Riznou volbou parametr dostavame rovnice popisujici rizné fyzikalni pro-
cesy. MuZzeme popsat vazké, respektive nevazké, stlaitelné proudéni (& = id,
s =0,g =0, H =0, respektive H # 0, viz sekce [L.2)), kde vazkost odpovida
yvnitinimu tfeni“ tekutiny. Dale mtizeme modelovat proudéni tekutiny v poréz-
nim prostiedi, tj. napt. prosakovani vody do zemé (f = 0,s # 0, viz sekce .
Jako posledni pfiklad uvedeme proudéni mélké vody (§ = id,’H = 0,g = 0), které
popisuje proudéni kapalin v mistech, kde je jeji plocha vyrazné vétsi nez hloubka,
naptiklad na pobtezi more.

1.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

Formulaci Navierovych-Stokesovych rovnic prejimame z ¢lanku [2]. Popisu-
jeme jimi vazké stlacitelné proudéni tekutiny, napt. proudéni vzduchu kolem pro-
filu kiidla letadla. Systém Navierovych-Stokesovych rovnic lze psat jako

ow & ofi(w) d OR,;(w,Vw)
5 + ; 8@ n ; 8@ v QT7

)



kde w = (p,pvi,...,pvg,e)l je nezndmy stavovy vektor (p je hustota,
v = (vy,...,04) je vektor rychlosti a e je energie), f; : R — RIT2 j=1,....d
a R; : R¥ x R24+2) 5 R4 §=1,...,d reprezentuji vazké, respektive nevazké
toky.

1.3 Richardsova rovnice

Richardsova rovnice popisuje proudéni kapalin v poréznim prostiedi a jeji
formulaci pfejimame 7 ¢lanku [3]. Poznamenejme, 7e jde o specidlni piipad rovnice
konvekce-difuze-reakce. Bud tedy

06(h)

o~V Kk (W)Y (h+2)) =0, (1.2)

kde h je normovany tlak tekutiny, 8(h) = s(h)¢ obsah vody se saturaci s(h)
a porozitou materidlu ¢, K je hydraulickd vodivost (veli¢ina popisujici jak snadno
se muze tekutina pohybovat skrz péry ¢ trhliny materidlu), k.(h) je relativni
prostupnost vody vzhledem ke vzduchu, ¢ je ¢as, z je vertikalni soutadnice.



2. Diskretizace rovnice
konvekce-difuze-reakce

Cilem této kapitoly bude ilustrovat zptsob, jakym diskretizaci parcidlnich
diferencidlnich rovnic pomoci Nespojité Galerkinovy metody (Discontinuous Ga-
lerkin Method, v dal§im téz DG metoda) dochézime k nelinedrnim algebraickym
problémtm, které se fesi metodami Newtonova typu. Disledné provedeni diskre-
tizace by bylo nad ramec bakalarské prace, omezime se proto zejména na zavedeni
pojmii, které budou uziteéné v dalsich kapitolach. Vychazime zejména 7 c¢lanku
[2].

Méjme vypocetni oblast ()7, na které budeme fesit systém parcidlnich di-
ferencialnich rovnic s vhodnymi okrajovymi a poc¢ateénimi podminkami.
V nasledujicim popiseme, jak se nespojitou Galerkinovou diskretizaci dé jejich
feSeni prevést na problém teSeni soustav nelinearnich rovnic.

2.1 Diskretizace vypocetni oblasti

Uvazme déleni 0 =ty < t; < ... < t, = T intervalu (0,7), r € N. Jed-
notlivé podintervaly déleni oznaéime I, := (t;,_1, %], velikost ¢asového kroku
Tm ‘= tm —tm_1, m =1,...,r a délku nejdelsiho z nich 7 := max,,—1__, 7,n. Po-
lozme dale Z, := {I,,}" _,. Pak Z, je déleni ¢asového intervalu.

Uvazme nyni casovou hladinu ¢,,, m = 0,...,7 a na ni triangulaci Tj,, m,
tj. konecny systémem disjunktnich, uzavienych trojihelniki pokryvajici oblast
Q vYm = 1,...,r. Index h,, oznacuje diametr nejvetsiho z trojihelniké trian-
gulace piislusné dané casové hlading, tj. h,, := maxger, , diam(K). Konecné,
zavadime oznaceni pro mnozinu prostorovych déleni na vsech ¢asovych hladinach
Tn = A{Th,m e, kde h := max,,—1__, by, udéva diametr nejvétsiho trojthelniku
z triangulaci na vSech ¢asovych hladinéch.

Tedy, dvojice (T, Z.) potom tvoii ¢asoprostorové déleni vypocetni oblasti Q7.

7777

2.2 Prechod k nelinearni soustavé rovnic

Na diskretizované vypocetni oblasti budeme chtit pomoci nespojité Galerki-
novy diskretizace reprezentovat ptvodni rovnici jistou formou, kterd bude de-
finovand na (nekone¢nédimenziondlnim) Sobolevove prostoru. Zaroven budeme
chtit feSeni ptivodni rovnice aproximovat na (koneénédimenzionalnim) prostoru
funkei, jejichz restrikce na jednotlivé ¢asoprostorové elementy, tj. prvky (K,1,,),
kde K € Tpm, m € {1,...,r}, budou polynomiélni funkce daného stupné.

2.2.1 Funkéni prostory

Pro ¢asovou, resp. prostorovou aproximaci budeme obecné uvazovat rozdilné
nejvyssi stupné polynomil g, resp. p. Ozna¢me nejdiive prostor polynomialnich



funkei stupné nejvyse r € Ny na mnoziné M C R" jako

P (M) = Zaaxa]xeM, a, € R, a € Nj

o <r

Potom muzeme zavést mnozinu vektorovych funkci, jejichz ztizeni na jednotlivé
prvky déleni (75,,Z;) jsou polynomy nejvyse daného stupné:

St = {v: Qr = R 0|k, € [PP(K) x PU(L,)]"
VK € Trm¥m € {0,1,... r}}.

JelikoZz mame pro ptivodni rovnici zaddny po¢ateéni podminky, je vy-
hodné provadét nékteré ivahy na jednotlivych ¢asovych hladinach. Tomu by méla
odpovidat i volba nasich prostori. Zavedeme proto prostor funkci, jejichz ztzeni
na prvky déleni 7y, ,,, X I, na dané ¢asové hladiné ¢,, jsou polynomidlni vektorové
funkce daného stupné, tj. prom =0,1,...,r

Shd i={v:Qx I, = R v|kxp, € [PP(K)x PU(I,)]" VK € Thm} -

m,h,p *

V nasledujicim budeme pouZzivat pojem Soboleviv prostor H?(M). Jedna se
o prostor funkci, jejichz zobecnéné derivace druhého fddu nélez{ prostoru L*(M)
(podrobna definice pojmi viz napt. [4]). Poznamenejme, Ze nam tento prostoro
poskytuje i pfislusnou normu || - || g2(ar). Dale miZzeme definovat po castech So-
boleviiv prostor na dané triangulaci Ty, oblasti Q jako prostor funkei, jejichz
zizeni na jednotlivé trojihelniky triangulace je sobolevovska funkce:

H*(Thm) = {v: Q=R v |x € HY(K) VK € T} -

Dale definujeme po dédstech  Soboleviv prostor na daném  déleni
HYZ,,H*(Th.m)) pro dané déleni (7,,Z,) oblasti Q7. Nejprve definujme
nasledujici normu pro w € H*(T,,):

1 Bty | O By + 1 Bt )

kde

lully, = > e -
KeTh,m

Pak miizeme zavést kyzeny po castech Soboleviv prostor:

w € H L H (Tom)) € > || w i1 (1,527, < 0.

m=1

Presné oduvodnéni toho, 7e uvedené definice danych prostori jsou pro nés
uzitecné, by vychéazelo z teorie o DG metodach, a vzhledem k povaze prace jej
nebudeme uvadét. Pro tento text je vSak podstatné, Ze nad takovymito prostory
Ize provést diskretizaci parcidlni diferencidlni rovnice (L.1)), jak bude ukédzéno
v dal8im, a ze uzivané Sobolevovy prostory jsou nekonec¢né dimenze, coz bude
podstatné pri definovani chyby diskretizace ve tieti kapitole.



2.2.2 Diskretizace PDR

Diskretizace rovnice na m-té ¢asové hladiné, m = 1, ... ,r vede k definici
formy Ay HY(Z,,H*(Thm)) X H(Z-,H*(Thm)) — R, kterd je nelinearn{ k prvni
a linedrni k druhé proménné. Navic, tato forma je konzistentni s ptivodni rovnici,
tedy spliuje definici nize. Tyto skutecnosti, vychazejici z teorie o DG metodé,
povazujeme v tomto textu za fakta.

Definice 1. Bud'w : Qr — R" fedeni rovnice (L1). Rekneme, Ze forma A} od-
vozend Galerkinovou diskretizaci z rovnice (1.1) je s touto rovnici konzistentni,
pokud plati

ne(uah) =0 Vip € HY(Z H(Trm)), (2.1)

Tedy, konzistence formy zarucuje jisty vztah mezi odvozenou formou a feSenim
)
pﬁvodni rovnice. Mame-li k dispozici formu A}’ a prostor polynomidlnich funkei
STY miizeme definovat priblizné reseni uvodm arcialni diferencidlni rovnice.
h,p’

Definice 2. Rekneme, Ze funkce uy,, € Sy je priblizné Feseni problému (L1)),
pokud plati
Ay (un ) =0 Ve Sy m=1,...r (2.2)

Jsme-li tedy schopni vyfesit problém - dostavame pak ,,v jistém smyslu®
aproximaci feSeni plivodni rovnice, tj. plati uy, » ~ u. Jinymi slovy, formy A}’ re-
prezentuji“ rovnici (L.I) nad jistym funkénim prostorem H'(Z,,H?(T,»)) na da-
ném casoprostorovém déleni. Priblizné feSeni wy, -, které diky této formé mizeme
definovat, uvazované v jistém polynomialnim prostoru S;¢ » je vsak zatizeno dis-
kretizacni chybou. Zaroven vsak teorie o DG metodé zarucuje, Ze tato chyba bude
pro dostatecné jemné casoprostorové déleni libovolné mala.

Hledejme nyni priblizné feseni postupné na riznych ¢asovych hladinéch ¢,,.
Necht tedy uj', = wpr|7, x5, m = 1,...,r. Pak plati uj’ € S7% ~a systém
(2-2) prirozend prechazi na posloupnost systemu

he(up ™) =0 Yo" e ST om=1,...r (2.3)

Uvazujme v daném prostoru S * 'hp Ktery ma konecnou dimenzi N,,, € N, bazi

{ap7} N Je mozné odvodit, Ze pro dimenzi prostoru (a tedy pocet prvki béze)
bude platit N,,, = in(g+1)(p+1)(p+2)#Tnm. kde #Tp,, odpovidd poétu prvki
déleni T, na m-té casové hladiné (viz [2](3.4)). Pak mizeme feseni uj', € 57,
psat jako

Nm
=Y ul(@t), @ € Q,

=1

kde u]" € R jsou redlné bazové koeficienty. Pak plati

Zu v,lJm )=0, Vj=1,....Ny,,m=1,....r

Je intuitivni, Ze priblizné feSeni u;'. a tedy i forma A}’ budou zdviset na pred-
chazejici casové hladiné, konkrétné na aproximaci uZLT_l.

Definujme algebraickou reprezentaci zavedené formy A}

7



Definice 3. M¢jme & = (&,...,&n,) € R a wvaZme m-tou formu AR,
m=0,1,...,r, danou Galerkinovou diskretizaci rovnice (L.1)).

1. Pro formu A} definujeme funkei F}" : RNm — R,

N m

) = Ar. O &), j=1,....Nu, m=1,...r,
=1

2. Algebraickou reprezentact formy A}’ definujeme jako vektorovou
funkci F™ : RNm — RNm pro niZ plati
F™(§) = {F;”(S)}N’” m=1,...r.

j:lv

Tedy, nasim cilem pii hleddni pfiblizného Feseni uj’_ je najit takové & € RNm,
pro néjz bude platit

F"(&) =0, m=1,...r (2.4)

Priblizné feSeni na m-té ¢asové hladiné pak dostaneme jako w}’, = vaz”{ &,
Tim se dostavame od hledani feSeni parcidlni diferencidlni rovnice k fegeni
posloupnosti nelinearnich algebraickych rovnic . Toto teseni budeme hledat
vhodnymi numerickymi metodami. Konkrétnéji, problém budeme fesit iteracnimi
metodami, které generuji posloupnost aproximaci feSeni &, k = 0,1,..., tako-
vych, ze plati &, — &, k — oo. Pii takovém postupu je vhodné mit na paméti, ze
vektor & odpovida ,pfibliznému® feSeni w;, , rovnice (|1.1)).

2.3 Matice toku

V ¢asti o metodach Newtonova typu budeme pouzivat Jacobidn funkce F™.
Zdtvodnime v ni, Ze pro nas bude vyhodné pracovat s jistou aproximaci tohoto
Jacobidnu, kterou budeme oznacovat jako matici toku. V nasledujicim odstavci
stru¢né naznacime, jak se takova matice toku C aproximujici Jacobidn muze
zavest.

Ptipomenme nejprve definici Jacobianu.

Definice 4. Bud Dg C RY oteviend mnoZina a G : Dg — RN wvektorovd funkce.
Pak Jacobianem funkce G = (G1,...,Gy) v bodé € € D¢ definujeme jako

31 I3 oOG™ N

o~ - |-{%e)
gj i,j=1

G (6) o GE(E) |

Mé&jme formu A} (u,2) danou Galerkinovou diskretizaci rovnice (L.1I]). Pfipo-
menme, ze tato forma je nelinearni vzhledem k prvni a linedrni vzhledem k druhé
proménné. V fadé aplikaci, véetné téch zminénych v prvni kapitole, 1ze tuto formu
vhodnou DG diskretizaci vyjadrit jako

e (wd) = Cluugp) + d(ug), Vipue ST,



kde C je forma linedrni k druhé a treti proménné a d forma linedrni k druhé
proménné (konkrétni tvar viz [2] . Forma C reprezentuje linearizaci formy Aj’_;
forma d je nulova pro vétsinu bazovych funkci prostoru S7% . Pro zafixované

hodnoty @ v prvnich proménnych funkci C,d a VyJadrenlm u = Zk " ugpy
funkce u v prislusné bazi prostoru 5% np dostavame vztah

8E a 8 K Nm - ) B

6?5]- - a_u] ( wz) 8u] U, ;Ukwk ,7’02) + d(“a”#i)) —
Ny, a a

— ;{a_uj(ukC(’&ﬂblTﬂpz))} + a—u]d(ﬁ,qu) = C(1,3;,%).

Tedy, jelikoz jsme definovali F™(§) = A;L”T(Z &b, dostavame pro hle-
dany Jacobian funkce F' priblizny vztah

OF™
&

kde definovana matice C(§) := {C, (¢ )}ZJ = C(a, 97 4") je kyzend matice
toku. Poznamenejme, ze takto definovana matice C ma stejnou blokovou struk-
turu jako ptvodni Jacobiho matice {g?
prvkiim prostorové diskretizace na m-té ¢asové hladiné K € 7Ty, ,,, presnéji, ze
matice sestava z diagonalnich bloki doplnénych o mimodiagonalni bloky, odpo-
vidajici po radcich sousednosti elementii triangulace. Matice tedy bude ridka, t;j.
bude mit mnoho nulovych prvki.

(&) =~ Ci;(8),




3. Reseni soustav nelinearnich
rovinic

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim soustav nelinedrnich algebraickych
rovnic (2.4). Mé&jme nelinedrni funkei F' : R — R”, n € N a uvazme problém
hledani feseni systému

F(x)=0. (3.1)
Chtéli bychom popsat iterativni algoritmus aproximujici piesné feseni x* € R"
této soustavy - tj. takovy bod, pro ktery plati F'(x*) = 0 - na zdkladé vhodné
pocatecni aproximace feseni xy € R™. Tj. chceme, aby algoritmus generoval po-
sloupnost bod x; € R", pro které bude platit

lim x;, = ¥,
k—o00

pricemz bod x; bude dan pomoci bodu x,_;. Zakladni myslenkou konstrukce
algoritmu, ktery bude aproximovat kofen x*, je zobecnéni klasické Newtonovy
metody pro skalarni funkce, kterou uvedeme v nasledujicim.

3.1 Klasicka Newtonova metoda

3.1.1 Analytické odvozeni

Uvaz (jako napt. v [B](1.1)) funkei f : R — R, f € C*(R), a poc¢ateéni odhad
zo € R presného FeSeni x* € R, ¢ili takového ¢isla, pro které plati f(x*) = 0 (t].
uvazujeme systém (3.1) pro n = 1). Chceme najit posloupnost {3}, C R, pro
kterou bude platit

lim z, = z*.
k—o0

Ozna¢me Ax := x* — xy. Pouzitim Taylorova rozvoje dostavame
0= f(zo+ Ax) = f(x0) + f'(z0)Ax + O(] Az [*)
a zanedbanim ¢lent vyssiho nez linedrniho fadu dochazime ke vztahu
0= f(xo) + f'(x0)Ax.

Pravé strana je potom pro pevné xj linearni funkci, a proto mtizeme za predpo-
kladu f'(zx) # 0 snadno nalézt Az, pro které se rovna nule. Oznac¢me ho Az,

tedy
Az, = — f/(xo) ‘
J'(x0)
Pak muzeme definovat prvni aproximaci feseni jako x; := xo + Axz;. Obecné,
poloz
f ()
Axp = ———%,k=01,....
o f'(xr)
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Potom pokladame (k + 1). aproximaci feseni jako

 flzx)
frxy)’

¢imz dostavame ptedpis pro iterativni algoritmus, ktery bude za jistych predpo-
kladii konvergovat k hledanému kotenu z*.

Tyl = T + Al’k+1 = T = 0,1, ey (32)

3.1.2 Geometrické odvozeni

Newtonova metoda v R m4 také nazornou geometrickou interpretaci. Mame-li
danou funkci f : R — R, feSeni problému f(z) = 0 odpovida hledani priise¢iku
funkce f s z-ovou osou. Pokud existuje pocateéni odhad xy € R korenu naseho
problému, mutzeme zkusit v daném bodé zkonstruovat teé¢nu k nasi funkci a za
dalsi aproximaci feSeni zvolit prisecik této tecny s osou z. Tato metoda bude
skute¢né pro vhodné funkce a vhodny pocate¢ni odhad konvergovat k hledanému
feseni; specielné, je znamo, ze metoda bude konvergovat pro globalné konvexni ¢i
konkévni funkci f i pro Spatny pocatecni odhad.

Uvedené ilustrujeme v obrazku Méame-li zadan pocatecni odhad z( korenu
x* funkce f, miiZeme sestrojit teénu to(x) k zadané funkei v bodu [xg, f(z0)], jako
novou aproximaci feSeni z; oznacit prisecik této tecny s osou = a analogicky po-
stupovat dale. V nasem ptipadé je vidét, ze takovyto postup konverguje ke kotenu.
Poznamenejme, 7e popsana metoda ptresné odpovida vzorci .

30

20 oo

15 foooe

f(x)

Obrazek 3.1: Geometrické odvozeni Newtonovy metody.

3.1.3 Konvergence Newtonovy metody

Nejprve, pro obecnou iterativni metodu M, kterd generuje posloupnost
{zx}32, aproximujici presné feseni z*, definujeme asymptoticky rad konvergence.

11



Definice 5. Rekneme, #e asymptoticky ¥#dd konvergence metody M je
n € N, existuje-li c¢islo C € R takove, Ze
T —x*
lim —| b | =
k—oo [Tpyy — T¥["
Potom miizeme formulovat vétu o konvergenci a jejim fadu pro Newtonovu
metodu ve skalarnim pripadeé.

Véta 1 ([6], str. 123). Méjme funkci f : [a,b] C R — R, f € C*([a,b]). Bud
z* € [a,b] jeji koten, tj. f(x*) = 0, a necht f'(x*) # 0. Uvazme ddle metodu
aprozimugici presné tedeni x* posloupnosti {xy},.,. Pokud ,xq je dostatecné
blizko x**“, pak:

1. tato metoda konverguje k presnému tesent, tedy limy_ o |z — 2| = 0;
2. asymptoticky rad konvergence této metody je dva.

Poznamenejme, ze vagni formulace ,,x( je dostatecné blizko z*“ ve znéni véty
by byla opodstatnéna ditkazem - zminovanou ,,blizkost“ chapeme ve smyslu exis-
tence jistého okoli U(x*), na kterém mame diky dostateéné hladkosti funkce f

k dispozici rovnost ]%’;,(—:f:)” = C pro jistou konstantu C' € R. Nélezi-li pocateéni
aproximace tomuto okoﬁi, pak metoda konverguje.

3.2 Newtonova metoda v R"

V nésledujicim odstavci uvedeme zobecnéni metody ze sekce pro systémy
rovnic. Hlavni myslenka je prejata z knihy [5]. Mé&jme nyni F' : R” — R" a uvazme
problém hleddni presného feseni &* € R"™ soustavy F'(x) = 0. Situace je oproti
a polozme dxp := x* — x;. Podobné jako ve skalarnim piipadé pak miizeme
za predpokladu dostate¢né hladkosti pouzit na funkci F' Taylortiv rozvoj pro
funkce vice proménnych:

0 = F(my + 611) = F(xy) + F' ()0, + O(|| 61 ]|?),

kde vyraz F'(x)) odpovida Jacobianu funkce F' v bodé xj. Zanedbanim clent
vyssiho nez linedarniho fadu opét dochazime ke vztahu

0~ F(ZBk) + F’(mk)éa:k, k= 071, e

Méjme k dispozici pocatecni odhad teseni ¢y € R™. Pokud bychom chtéli no-
vou aproximaci @, urcovat pomoci predpisu analogickému skaldrnimu ptipadu
(3.2)), museli bychom vypo¢itat inverzni matici F’(x;)™!, coZ je z numerického
pohledu draha a nezadouci procedura. Proto zavadime ¢len di € R”, pro ktery
plati

F,(wk)dk = —F(mk), k= 0,1, ceey

coz predstavuje pro pevné xj soustavu linedrnich algebraickych rovnic.
Mizeme tedy definovat Newtonovu metodu v R"™.
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Definice 6. Mé&jme funkei F : R" — R", F € CY(R") a necht o € R" je dand
pocatecni aprorimace Teseni. Newtonovou metodou v R" rozumime iterationi
proces aprozimugici fesent problému F(x) = 0, ktery ziskd novou aprorimaci
T € R" ze zndmeé predchozi aprorimace xy, € R™ jako

Tyl = xp + diyq, (33)
kde clen di1 najde jako Tesent linearni soustavy rovnic
F’(wk)dkH = —F(a:k) (34)

Tim jsme presli od problému hleddni feseni nelinedrni soustavy k po-
sloupnosti linedrnich problémi (3.3), (3.4), které Fesime pro djy1: dopocitdnim
tohoto clenu ziskdvdme novou aproximaci feseni ;1. Podobné jako ve skalar-
nim ptipadu vychazime z pocatecniho odhadu xy pro ktery metoda za jistych
predpokladi bude konvergovat (viz sekce .

Zpisob feseni linedrni soustavy zélezi na povaze feseného probému. Roz-
liSujeme primé a neprimé Newtonovy metody. Zatimco pfimé metody vypocet
¢lenu dj.; uskutec¢nuji eliminaci, nepiimé zavadéji do kazdého kroku Newtonovy
metody vnitini iterac¢ni proces, ktery kyzeny c¢len aproximuje. Jak jsme vysvét-
lili v sekci 2.3] v situaci, kdy feSené rovnice ziskdvame diskretizaci parcidlnich
diferencidlnich rovnic, je vhodné pouzivat metody nepiimé.

Metod pro uskutecnéni vnitiniho itera¢niho procesu je mnoho. V nasich nu-
merickych experimentech budeme pouzivat metodu GMRES s blokvym ILU(0)
predpodminénim (minimalizace residua; podrobné odvozeni metody viz [7, Ka-
pitola 9.3.1]). Predpodminénim myslime nasledujici: Fesime-li systém Ax = b,
predpodminénou soustavou je soustava PAxr = Pb, kde P je takova matice,
pro kterou ma matice PA lepsi konvergen¢ni vlastnosti nez-li A. Linearni resic
zastavujeme, kdyz je predpodminéné residuum P(Az — b) stokrat mensi nez-li
pocatecni predpodminéné residuum.

3.2.1 Zastavovaci kritéria

Zaveérecnym krokem zavedeni zobecnéné Newtonovy metody je uréeni zastavo-
vacich kritérii. Ta se snazi vyvazit pozadavky na efektivitu a presnost vypoctu. V
literatute se casto pouziva tzv. ,residualni pristup®, zalozeny na sledovani chyby
|F(xx)]|. Pokud bude chyba dostatené mald, tedy bude platit ||F(x)|| < TOL,
kde TOL je predem urcend tolerance na algebraickou chybu, algoritmus ukoncime.

Tento piistup je problematicky. Resime-li napiiklad soustavy algebraickych
rovnic vzniklé diskretizaci parcialnich diferencialnich rovnic, snazime se primarné
aproximovat feseni danych diferencialnich rovnic. V takovém piipadé je pro nés
zbytecné ziskavat presnéjsi fesSeni algebraické soustavy, pokud ndm neptinasi pres-
néjsi feseni puvodniho problému. Proto nékteri autori definuji tzv. ,funkce od-
hadujici chyby“, jejichz cilem je v jistém smyslu ,vyvazit® chyby vzniklé ¢asovou
diskretizaci, prostorovou diskretizaci a algebraické chyby vzniklé pti aproximaci
fesSeni algebraické soustavy. Tyto funkce zavedeme v kontextu diskretizace rovnice
konvekce-difuze-reakce, kterd byla naznacena v prvnich dvou kapitolach.

Abychom mohli tyto chyby definovat, uvazme tii typy feseni:
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e u:(Qr — R" bud pFesné FeSeni ulohy (L.1)),
e uy, € Sy} bud piiblizné FeSeni dané (2.2)),

o u; € Sp7 bud spoc¢tené piiblizné Feeni problému (2.4), které (2.2)
nespliiuje presné, nebot jsme jej pocitali metodami Newtonova typu.

Dale, zavddime pro w € H (Z,,H*(Thm)) normu
| w %= w H%?(QT) + || Vu H%?(QT) + || Oru ||%2(QT) :
Pak miizeme definovat nasledujici chyby.

Definice 7. Méjme feSeni uw, wy, a wp, zavedend vyse. UvaZme prostory
HY T ,H*(Thm)) @ Sp8 a méjme formu A7’ odvozenou z rovnice (L1) pomoci
nespojité Galerkinovy metody. Pak deﬁnuyeme

1. algebraickou chybu

~ . AZ?T(ﬂ’h,Ta('vb) - Azrfr(uh,Taqvb) .
€a(Up ) == sup :
peST 0 | ¥ [l x

2. chybu diskretizace

~ . A;lrfT(ﬁh,T7¢> - AZ?T(’U,,’!#)
€s(Un,r) = sup .
GEH (T, H2(Ty, ) 00 | % ||x

Vsimnéme si, Ze pfi vypoctu mame k dispozici pouze feSeni u, . Navic, v pri-
padé chyby diskretizace ¢, uvazujeme supremum pies nekone¢ny prostor. Tedy,
tyto chyby jsou v pribéhu vypoctu nevypocitatelné. Abychom mohli spocitat ale-
spon jejich odhad, uvazme nasledujici. Pfipomenme, ze forma A,”, kterou jsme
zavedli v druhé kapitole, je konzistentni s ptivodni rovnici . (tj. plati vztah
(2.1)). Konzistence pak zaruc¢uje nasledujici vztah pro chybu diskretizace:

~ ZfT<ah,77¢)
€s(tp ) = sup hrA DT
eIV (L 2 (Th )20 || ¥ 1Ix

Tim jsme vyjadrili chybu diskretizace pomoci vyrazu, ktery mame pii vy-
poc¢tu k dispozici. Na druhou stranu, stile v ném uvazujeme supremum pres
nekone¢nédimenzionélni prostor H'(Z,,H?*(Tyn)). Pro aproximaci chyby diskre-
tizace pouzijeme supremum pies jisty, dostatecné velky ale kone¢nédimenzionalni
podprostor daného po ¢astech Sobolevova prostoru, napf. STff}

Podobné, diky definici pfiblizného feSeni wy . (tedy platnosti vztahu (2.2)))

dostavame vztah pro chybu aproximace

~ AZ?-,—(ﬁ'h,Tﬂub)
Ea(uhﬂ') = sup T T—
wesg’;,z/;;éo H "‘»b ||X

Pak miizeme zavést funkce, které budou poskytovat jejich spodni odhad.
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Definice 8. M¢jme tesent w, un, a Uy, zavedend vysSe a méjme formu
At odvozenou z rovnice (L.1) pomoci nespojité Galerkinovy metody. Pak
definujeme

1. odhad algebraicke chyby

~ AZ?f(’l‘lh,T?qu)
na<uh,7> = sup ;
PeST 9 ah£0 || "‘»[" ”X

h,p?

2. odhad chyby diskretizace

~ A’Z’;T(ah,77¢)
Ns(Wnyr) = sup — —S———.
¢€S;:Zill’¢7é0 H ’l/" ”X

Vyuzivame pritom jiz zminéného faktu, ze nami definované polynomialni pro-
story S;7% jsou konecné dimenze. Uvedenych suprem se tedy nabyva, definice déva
dobry smysl a hlavné uvedené odhady lze v prubéhu vypoctu dopocitat. Navic si
mizeme vSimnout, ze plati e = 1.

Nyni mtuzeme zastavaci kritéria formulovat néasledovné: vypocet Newtonovy
metody ukonc¢ime, pokud funkce odhadujici algebraickou chybu poklesne dosta-
te¢né ve vztahu k funkci odhadujici chybu diskretizace, tedy pokud bude platit
Na < Cns, kde C' € (0,1] je uzivatelem piedepsand konstanta. Tim ziskdvame
zastavovaci kritéria pro metodu Newtonova typu, které maji vztah k ptivodné
reSenému problému.

3.2.2 Modifikace Newtonovy metody v R”

Vyse jsme odvodili zobecnénou Newtonovu metodu ve tvaru (3.3),(3.4). V né-
sledujici sekci se blize zamyslime nad jeji implementaci.

Matice toku Pfi pohledu na vzorec si mizeme povsSimnout toho, ze v ka-
zdém kroku nagi iterativni metody musime pocitat Jacobidn F’(x;). To vSak ne-
musi byt z nékolika divodl vyhodné. Predné, numericky vypocet Jacobidnu bude
drahy a mtize byt problém ho numericky spocitat efektivné a presné. Déle, z geo-
metrické interpretace Newtonovy metody (ilustrovana v sekci M) je vidét, ze
Jacobidn nam udava ,smér” v prostoru R”, ve kterém hledame dalsi iteraci apro-
ximace feseni: ve skalarnim pripadé prechazi Jacobidn v derivaci skalarni funkce,
tedy urcuje sklon jeji tecény; ve vice dimenzich Jacobidn urcuje sklony tec¢nych
nadrovin k funkci. MizZeme se ptat, jak moc se sklon této te¢né nadroviny méni
pri pfechodu mezi jednotlivymi kroky aproximace, a zdali je potieba tento sklon
aktualizovat v kazdém kroku vypoctu. Mensi presnost sklonu by pak mohla byt
v procesu vyvazena tim, ze si uSetfime drahy vypocet Jacobianu.

Tyto tvahy nés vedou k definici tzv. matice toku C € R™ ", kterd bude
,vhodnou aproximaci“ Jacobianu, tj. bude platit C(x;) ~ F'(x}), a zdroven bude
jeji vypocet co nejlevnéjsi. Jak jsme ilustrovali v sekci (2.3), Fesime-li nelinearni
systémy vzniklé diskretizaci parcidlnich diferencidlnich rovnic pomoci nespojité
Galerkinovy metody, takova matice se da v ramci diskretizace skutecné zavést.
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Tlumici koeficient Dalsim problémem Newtonovy metody je nutnost mit
pocatecni aproximaci xy dostatecné blizko feseni x*. Pokud takovou aproximaci
k dispozici nemame, mtizeme definovat

Xpt1 = X + Apdpy,

kde X\ € (0,1] je tlumici koeficient (,,damping coefficient“), ktery umoziuje kon-
vergenci algoritmu i pro Spatny pocatecni odhad xy. Zmensenim parametru A
docilime toho, Zze budeme pocitat dalsi krok algoritmu v bodu X1, ktery bude
o néco blize bodu z predchazejici iterace. Vzhledem k tomu, Ze pracujeme misto
s Jacobidnem funkce F’(x},) s jeji aproximaci C(x;), kterou navic neaktualizujeme
v kazdém kroku vypoctu, je z geometrického nahledu prirozené predpokladat, ze
pokud nas aktualni volba x;, neposouva k vysledku, mohla by ,tlumena® volba
vykazovat lepsi vlastnosti.

Tedy, odvodili jsme metodu Newtonova typu, kterou budeme oznacovat jako
modifikovanou Newtonovu metodu. Odvozené shrneme v nasledujici definici.

Definice 9. Méjme danou funkci F : R" — R"™ a pocdtecni odhad xy € R”
presného teseni * € R™, pro které plati F(x*) = 0. Modifikovanou New-
tonovou metodou rozumime iterationi algoritmus, ktery generuje posloupnost
bodii ), € R"™ aprozimugici presné teseni ndsledujicim zpisobem: je-li C(xy) ma-
tice aprozimugici Jacobidn F'(xy), A\, € (0,1] tumici koeficient a dyy € R™, pak
novolu aproximact Ty ziskame z predchozi jako

Tpy1 = T + Npdpgq, (3.5)
kde di 1 najdeme jako resSeni soustavy rovnic
C(xy)dpy1 = —F(zy). (3.6)
Zrekapitulujme na zavér pribéh vypoctu modifikované Newtonovy metody:

e feSime soustavu C(xg)drr1 = —F(x;) metodou GMRES s blokovym
ILU(0) predpodminénim. Jako pocéateéni podminka pro ni slouzi bud pocé-
tec¢ni odhad xg, nebo teseni z predchoziho kroku Newtonovy iterace xy.

e Zavadime monitorovaci funkci 0y := W, kterd udava, zdali nas nova

aproximace priblizuje k feSeni problému. Inicializujeme A\, = 1. Z rovnosti
Tri1 = T+ \pdj1 dopocitdme novou aproximaci feseni @y . Je-li 6 < 1,
pokracujeme k dalsi Newtonoveé iteraci. V opacném pripadé nastavime \j, :=
’\7’“ a vracime se k predchozimu kroku.

e Dosdhne-li damping parametr A\; minimdalni pfedpsané hodnoty, aktualizu-
jeme matici toku C(axy). Tedy, obecné neaktulizujeme tuto matici v kazdém
kroku algoritmu - ukazuje se, Ze je vyhodnéjsi provést vice Newtonovych
aproximaci na jedné c¢asové hladiné nez v kazdém kroku provadét vypocet
matice toku.

e Vypocet ukoncujeme vhodnymi zastavovacimi kritérii, které zavisi na kon-
textu feSeného problému, viz sekce [3.2.1
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3.2.3 Konvergence zobecnéné Newtonovy metody

V literatuie existuji rtizna tvrzeni popisujici vlastnosti konvergence modifi-
kované Newtonovy metody. Pro ilustraci jednu z téchto vét zformulujeme. Po-
vSimnéme si, ze ve vété budeme predpokladdat znalost hornich odhadd na jisté
veli¢iny - tyto horni odhady jsou ve vypocetni praxi obtizné ziskatelné, nebot je-
jich vypocet zpravidla byva drahy (viz [5], str. 11). I proto je propojeni teoretické
analyzy a praktického ovéreni konvergence metod Newtonova typu problematické.

Véta 2 ([B], str. 56). Bud F : D — R", F € C'(D) hladkd funkce, kde D C R" je
otevrend, konverni mnozZina. Méyme k dispozici pocdtecni odhad xy € D, C apro-
xzimaci Jacobidnu funkce F, tj. necht plati C =~ F’, a konstantly «, wq, dg, 61,02 > 0
takove, Ze Vx,y € D plati nasledujici podminky:

1. || Cao) " F (o) [|< o

2. || Clawo) " (F'(y) — F'(@)) [Swo |y — ||;

3. || Clao) ™ (F'(w) — C()) |< 0o+ 01 | @ — o ||;
4 || Clawo) ~H(C(x) — C(0)) < 02 || @ — 0 |,

kde 6o < 1, 0 := max(wy,01 + d3),h := 20“’) < 1. Necht konecné

S(xo,p) C D, kde p := /(1+V1—=h).

1—(50

Pak posloupnost {xx}72 generovand modifikovanou Newtonovou metodou @D je
dobfe definovand, zistavd v S(xo,p) a konverguje k presnému reseni x*, pro néjz
F(x*) = 0. Polozime-li

1$\/1—

_ Wo
h:=—h =

je presné veseni x* € S(xg,p_) urceno jednoznacne v S(xg,p) U (D N S(xo,p.)).

3.3 Metody pevného bodu a Andersonova akce-
lerace

Vratme se k odvozeni Newtonovy metody ve skalarnim ptipadé (viz (3.1])).
Mizeme si vSimnout, ze problém

Tpy1 i = T — ff/izl;)), :O,l,...,

feSeny se znalosti pocatecniho odhadu xg € R, lze preformulovat na metodu
hledani pevného bodu funkce g : R — R dané jako

f(x)
fi(@)’
Tpy1 = g(xy), k=01,....

g(x) =2 —
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Tim ziskdvame moznost Tesit nas problém dvémi rozdilnymi metodami, které
mohou mit pro riizné typy problému rizné numerické vlastnosti, a tedy jejich
aplikace miize byt rtizné vyhodna. Podobné miizeme uvazovat metodu hledani
pevného bodu pro nelinedrni systémy vzeslé z diskretizace parcidlnich diferenci-
alnich rovnic, jak si naznacime v nasledujicim (pro ilustraci vice k prechodu od
napt. Richardsovy rovnice - popisujici proudéni v poréznim prostiedi - k pro-
blémim hledani pevného bodu napt. v ¢lanku [3]).

3.3.1 Picardova metoda

V nésledujici sekci se kratce zastavime u jiného zpiisobu reSeni systémi neli-
nearnich rovnic. Méjme funkci G : R" — R™ a uvazme problém pevného bodu

xr = G(x). (3.7)

Mame-li k dispozici pocatecni odhad @y € R”, miizeme definovat iterativni
schéma pro feseni tohoto problému jako

Lt+1 ‘= G(wk), k= 0,1, e (38)

Schéma tohoto typu oznacujeme jako Picardovo.
Banachova véta o pevném bodu nam ¥ikd, ze pokud je funkce G kontrakce,
schéma bude konvergovat k presnému reseni. Nejprve definujme pojem kontrakce.

Definice 10. Rekneme, Ze funkce G : M C R™ — R" je kontrakce, pokud
0<L<lVeyeM:|Gx)—-Gy)||<L|z—y| .

Potom miizeme formulovat Banachovu vétu o pevném bodu v R".

Véta 3 ([0], str. 139). Bud G : M C R" — R" kontrakce. Potom md tato funkce
prave jeden pevny bod x*, tedy

dle* e M : G(z*) =z

Navic, Picardova metoda (3.8) k tomuto pevnému bodu konverguge, tj. pro ji
generovanou posloupnost xy, plati

lim || & — 2" ||= 0.
k—o00
V praktickych problémech, jako naptiklad v téch vzniklych diskretizaci par-

cidlnich diferencidlnich rovnic, ovsem funkce G kontrakci obecné neni. Podobné
jako v pripadé Newtonovy metody je teoretickd analyza konvergence Picardovy
metody slozita a jeji aplikace v praxi je problematicka. Jak uvadi napf¥. [3], nu-
merické experimenty ukazuji, Ze hlavnimi tskalimi Picardovy metody jsou v po-
rovnani s metodami Newtonova typu mensi robustnost a pomalejsi konvergence.
Existuji ovsem postupy, kterymi lze tyto nedostatky redukovat. Jednim z nich je
Andersonova akcelerace.
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3.3.2 Andersonova akcelerace

V nésledujici sekci Cerpame z ¢Elanku [8]. Definujme dale residuum
gr = x, — G(xy). Cilem Picardovy metody je docilit toho, aby norma || g ||
byla ,dostatecné mald“. Muzeme si vSimnout, ze k definici nové aproximace
feSeni se pouziva pouze aproximace z predchazejici iterace. Myslenkou Ander-
sonovy akcelerace je definovat novou iteraci x; jako nejmensi afinni kombinaci

my, predchazejicich aproximaci ©_1,..., Ty—m,—1. Tedy, k-tou Picardovu iteraci
(3.8) nahradime problémem najit o = (v, ..., o, ) tak, ze
my
min || > aigr-i e, (3.9)
a, Yy Ho=1 i—0

tedy problémem nejmensich ¢tvercii. Pro R? odpovida minimalizace residua pies
afinni kombinace hledani takového bodu v my-tihelniku, jehoz vrcholy jsou pied-
chazejici aproximace feseni, pro ktery bude residuum nejmensi. Novou aproximaci
1 pak definujeme jako

Lt+1 ‘= Z alG(in_l) (310)
=0

Polozime-li vy, ... ,vm, takova, Ze plati vztahy

ag=1—m

a1 =71 — V2

Omy, = Vmy»

pak plati také

my
Z aigr-1= (1 =7)gk + (11 = 72) k-1 + - - + Vi G-y, =
i=0

=g+ 71(9k—1 — k) + V2(gr—2 — Gr—1) + - - - + Vi (Gr—imp — Ghmmp+1) = (3.11)

mg

=9k t+ Z Vi(Gr—i = Gr—i+1)-
i=1

Tedy, je mozné misto minimalizace vyrazu (3.9) Tesit tentyz problém pro vyraz

(3.11)), pticemz budeme pokladat

w1 = G(ok) + Z%’(G@%ﬂ') — G(uk—it1))

V naSem piipadé tfeSeni algebraickych soustav rovnic vzniklych diskretizaci
rovnice konvekce-difuze-reakce muzeme pak uvedené aplikovat néasledujicim zpi-
sobem. Newtonova metoda fesi problém (3.6). Ekvivalentné mazeme Fesit pro-
blém pevného bodu pro novou funkci G : R* — R"
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G(Clik) = —F(a:k)(C_l(:ck) + X = Tpy. (3.12)

Tedy, na feSeni nového problému pouzivame Picardovu metodu, na kterou
nasledné muzeme aplikovat Andersonovu akceleraci: spoc¢itame vhodnou vahu «
predchazejicich aproximaci a novou aproximaci feSeni polozime jako (3.10)).

Problémem je, jak vy¢islit funkci G - vSimnéme si, ze v jejim predpisu se
vyskytuje inverz matice toku. Ten vSak v praxi pocitat nechceme. Proto polozime

G(xy) ==z 0)™",

kde xp2y*" je (k + 1). aproximace ziskdna modifikovanou Newtonovou metodou

Timto ziskavame dalsi modifikaci Newtonovy metody.

Definice 11. Mejme danou funkci F @ R™ — R™ a pocatecni odhad xy € R™
presného teseni x* € R", pro které plati F(x*) = 0. Bud C(xy) matice apro-
zimugict Jacobidn F' (), Ay € (0,1] tlumici koeficient a diy € R™. Oznacme
{aewtony > | posloupnost bodi generovanou modifikovanou Newtonovou metodou
©). Polozme G(xx) = xpey™". Koneéné, bud o = (o, ... ,Qm, ), mp < k. Pak
modifikovanou Newtonovou metodou s Andersonovou akceleract ro-
zumime metodu generujict novou aproximaci xp presncho Teseni x* predpisem
, kde vahu o nalezneme minimalizaci residua gy = x, — G(xy), tj. vyrese-
nim problému (3.9)).
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4. Numerické experimenty

V numerickych experimentech fesime nésledujici problém: je ddna rovnice
kterou fesime softwarem Adgfem v prostoru na jednotkovém ctverci, tj.
Q = (0,1) x (0,1), a do ¢asu T' = 0.5, tj. vypoletni oblasti Qr = 2 x (0,0.5).
Metodami popsanymi v prvnich dvou kapitoldch budeme tuto rovnici na dané
casové hladiné diskretizovat, ¢imz dojdeme k systému nelinearnich algebraickych
rovnic, které budeme fesit metodami Newtonova typu. Vypocet Newtonovy me-
tody tidime monitorovaci funkei 6y, podle které rozhodujeme, jestli ptfijimame
novou aproximaci feseni systému x 1 - tu ziskavame metodou GMRES. Ukon¢u-
jeme ho, plati-li mezi algebraickou chybou 7, a chybou diskretizace 7, vztah
N, < 0.0017,, popiipadé dosahne-li metoda 30 iteraci. Nasledné se posouvame
k diskretizaci rovnice na dalsi ¢asové hladiné a postup se opakuje; celkem vy-
pocet provedeme pro pét c¢asovych kroki.

V naSich experimentech nastavujeme nékolik parametri. Pfedné, mame moz-
nost spustit modifikovanou Newtonovu metodu @, nebo modifikovanou New-
tonovu metodu s Andersonovou akceleraci . Déle mame tfi parametry ovli-
vihujici velikost feseného problému: nastavujeme stupen polynomialni aproximace
v ¢ase (¢ = 0,1,2), prostoru (p = 0,1,2,3) a triangulaci, kterou pokryvame oblast
Q2 (volime mezi triangulaci obsahujici 250 a 1000 prvki, oznac¢ujeme ,grid 250,
respektive ,grid 1000¢). Poslednim nastavovanym parametrem je délka ¢asového
kroku 7 - déleni ¢asového intervalu bude v nasem pripadé rovnomérné. Pro prilis
velky ¢asovy krok budeme ztracet presnost feseni, pro prilis maly casovy krok zase
efektivitu vypoctu. Konkrétné budeme uvazovat kroky 7 € {0.1,0.02,0.001}.

4.1 Pozorovani 1 - Zavislost na zvolené metodé

Nejprve porovnejme efektivitu vypoctu v zavislosti na tom, jestli pouzijeme
modifikovanou Newtonovu metodu nebo modifikovanou Newtonovu metodu s An-

7 Grid Metoda 01 11 21 03 12 22 1,3 2.3

0.1 250 Newton  4.87 485 7.50 17.14 204 3493 30.96 41.77
Anderson 3.96 6.77 10.14 4536 2259 33.14 69.77 99.41

1000 Newton  71.4 50.6 61.57 168.22 117.32 556.94 261.93 310.36
Anderson 55.92 71.65 67.96 182.26 199.06 694.85 268.83 416.61

0.02 250 Newton 444 3.8 5.59 11.67  6.19 15.6 25.33  36.41
Anderson 3.84 4.88 7.35 18.6 8.48 15.49 19.24  46.52

1000  Newton 25.34 26.05 65.84 86.77 184.04 764.56 116.5 348.62
Anderson 23.48 34.13 42.21 130.42 10291 482.3 182.38 334.29

0.005 250 Newton 210 3.21 448  9.20 813 2294 18.04 2231
Anderson 2.75 441 564 1264 9.34 15,30 19.01  26.82

1000  Newton 15.56 20.94 63.0 69.33 79.56 137.32 205.5 232.73
Anderson 19.56 27.90 55.64 99.72 77.04 81.22 160.10 235.84

Tabulka 4.1: Doba vypoctu [s] v zavislosti na velikosti ¢asového kroku 7, siti,
metodé a stupni polynomi ¢,p po fade v Case, prostoru.
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dersonovou akceleraci. Ukazuje se, Ze efektivita toho kterého algoritmu zavisi
zejména na velikosti feSeného problému a volbé velikosti casového kroku 7.

Délky vypocti v zavislosti na velikosti problému a zvolené metodé jsou uve-
deny tabulce Velikosti matic a poc¢ty nenulovych prvki v nich jsou k nahléd-
nuti{ v tabulce L2

7 dat vidime, ze diskretiza¢ni chyby se po péti krocich pro obé metody srovna-
vaji. LiSit se vS§ak mize vyvoj chyb v pfedchézejicich krocich. Jak ilustruje obrazek
4.1a) problém metody s Andersonovou akceleraci je nékolikrate Spatna konver-
gence v prvnim kroku vypoctu - miizeme se domnivat, zZe pro Spatny pocatecni
odhad zanasime akceleraci do vypoctu informaci z nékolika nepfesnych reseni,
a tim zpomalujeme konvergenci. Mtzeme si také vS§immnout, ze vypocetni c¢asy
s nejdelsim ¢asovym krokem 7 = 0.1 jsou lepsi u Newtonovy metody bez akcele-
race. Tomu odpovida vyvoj zavedenych chyb, viz obrazek [f.1b] V situaci ¢ = 0,
p =1, 7 = 0.02 na gridu 1000 pozorujeme o néco pomalejsi konvergenci neak-
celerované metody, viz - to se odrazi i v porovnani piislusnych vypocetnich
¢ast, kdy je neakcelerovana metoda o néco pomalejsi. Na nejvétsim uvazovaném
problému s nejjemnéjsi siti, tedy pii ¢ = 2, p = 3, 7 = 0.005 na gridu 1000 po-
zorujeme (viz obrazek , ze neakcelerovand metoda nezkonverguje ve tietim
kroku, zatimco akcelerovana v kroku prvnim. Vysledné ¢asy vypoctu se takika
nelisi. Konec¢né, na hrubsim prostorovém déleni o 250 prvcich si mzeme vSim-
nout podobnych dob vypoctu, s vyjimkou situace, kdy aplikujeme akcelerovanou
metodu s krokem 7 = 0.1, nizkym stupném polynomi v ¢ase a vysokym v pro-
storu, tj. ¢ € {0,1}, p = 3. Obecné se zda byt rychlejsi pii problémech s delsim
casovym krokem vyuzit neakcelerované metody.

4.2 Pozorovani 2 - Zavislost na velikosti reSe-
nych matic

Zasadni vliv na rychlost konvergence a velikost odvozenych chyb ma velikost
feSenych matic. Je rozumné ocekavat, ze ¢im veétsi problém TesSime, tim delsi
bude vypocetni doba a tim lepsi aproximaci Feseni dostaneme, jak ilustrujeme
v obrazku [4.2a] 4.2b] 4.2¢| (po fade problémy s poc¢tem nenulovych prvka 9936,
162432,4 060 800). V ¢asti jsme uvedli vzorec pro rad feSenych matic v zavis-
losti na ¢, p a zvolené triangulaci. Nas feSici software ndm poskytuje idaj o tom,
kolik nenulovych prvki fesené matice maji. Zavislost poctu nenulovych prvki a
velikosti matice v zavislosti na stupni aproximace a triangulaci uvadime v tabulce
4.2

Ptesto nastavaji situace, kdy vétsi systém zkonverguje rychleji nez systém me-
nsi. Jako priklad uvedeme situaci, kdy fesime problém metodou s Andersonovou
akceleraci na triangulaci o 1000 prvcich s ¢asovym krokem 7 = 0.005. Polozime-
i p =1, ¢ = 2, dostavame systém o 649 728 nenulovych prvcich. Pro ¢ = 0,
p = 3 dostavame systém o 451 200 nenulovych prvcich. Presto, vypocetni ¢as v
prvnim piipadé je 77.04s a v druhém 99.72s. V grafu vidime vyvoj chyb
pii daném nastaveni. Nabizi se myslenka, ze je vyhodnéjsi volit podobné stupné
polynomialni aproximace v prostoru a case.
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Obrézek 4.1: Porovnani algebraické, diskretizac¢ni chyby.

q p grid # nenulovych prvka # vSech prvka
0 1 250 9936 2250000
0 3 250 110400 25000000
1 1 250 39744 9000000
1 2 250 158967 36000000
1 3 250 441 600 100000 000
2 1 250 9936 20250000
2 2 250 357696 81 000000
2 3 250 993 600 225000 000
0 1 1000 40608 36000000
0 3 1000 451 200 400000 000
1 1 1000 162432 144000 000
1 2 1000 649728 576 000 000
1 3 1000 1804 800 1600 000 000
2 1 1000 365472 324000 000
2 2 1000 1461 888 1296 000 000
2 3 1000 4060 800 3600000000

Tabulka 4.2: Pocet nenulovych prvk matic v zavislosti na triangulaci, stupni

polynomii
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Obrézek 4.2: Porovnani algebraické a diskretizac¢ni chyby pro metodu s Anderso-

novou akceleraci, 7 = 0.005, rozdilnou triangulaci a rozdilnym stupném polyno-
mialni aproximace g v ¢ase a p v prostoru.
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Obrazek 4.3: Porovnani algebraické, diskretiza¢ni chyby pro Andersonovou me-
todu s p =2, ¢ = 3, grid 250, 7 rizna.

4.3 Pozorovani 3 - Zavislost na délce ¢asového
kroku 7

Neuvazejeme-li pripady, kdy stupen polynomidlni aproximace v prostoru je
vyrazné jiny nez v ¢ase, muzeme si vSimnout, Ze presnost aproximace i ¢as vy-
poc¢tu klesaji s kratsim casovym krokem 7. To se zda byt logické - pro kratsi
casovy krok dostdvame z Galerkinovy diskretizace presnéjsi formu Aj' procez
odvozeny algebraicky problém konverguje rychleji a navic dostavame nizsi diskre-
tiza¢ni chybu. Pro metodu s Andersonovou akceleraci toto chovani ilustrujeme
na obrazku .3l

4.4 Pozorovani 4 - Vhodnost zvolenych zastavo-
vacich ktitérii

Cilem naseho vypoctu je primarné spocitat co nejpresnéjsi aproximaci reseni
ptvodni rovnice (1.1) v co nejkratsim ¢ase. K vyvazeni téchto dvou pozadavki
jsme zavedli zastavovaci kritérium jako podminku na pomér diskretizacni a alge-
braické chyby. Nasim cilem je, aby se diskretizacni chyba ve vSech krocich vypoctu
ustalila, pficemz bychom chtéli, aby byl vypocet co nejdiive po ustaleni ukoncen.
Z uvedenych grafit mizeme odecist, Zze naSe podminka n, < 0.001n, funguje
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dobfe - paklize v nékterém z krokti Newtonovy metody je diskretizac¢ni chyba usta-
lena v mnoha krocich (viz napft. t¥eti krok Newtonovy metody v [4.1d]), mohlo by

oslabeni pozadavku v nékterém z dalsich kroku (viz paty krok tamtéz) zap¥icinit
to, ze by se chyba ustalit nestihla.
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7, aveér

Tato prace prezentuje v teoretické casti zakladni myslenky volby zastavova-
cich kritérii pro metody Newtonova typu aplikované na nelinearni algebraické
problémy vzeslé z diskretizace parcidlnich diferencialnich rovnic konvekce-difuze-
reakce. Predné, odvodili jsme zobecnénou Newtonovu metodu @ a jeji v praxi
uzivané modifikace, jmenovité zavedeni tlumiciho koeficientu, matice toku a An-
dersonovy akcelerace. Zavedli jsme pojmy diskretizacni a algebraickd chyba a na-
stinili zdtvodnéni jejich definic. Opodstatnili jsme zavedeni zastavovacich kritérii,
ktera by se méla snazit vyvazit chybu vzniklou diskretizaci parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic a algebraickou chybu vzniklou fesenim nelinearnich algebraickych
soustav iterativni zobecnénou Newtonovou metodou.

Numerickymi experimenty jsme pak zkoumali chovani odvozenych zobecné-
nych Newtonovych metod pro rizné nelinearni algebraické problémy. V prvni
radé jsme ovérili, Ze naSe volba zastavovacich kritérii coby tisicinasobného po-
klesu algebraické oproti diskretiza¢ni chybé se jevi jako vhodna. Déale jsme sledo-
vali a ilustrovali zakladni charakteristiky vypocti Newtonovy metody, tedy délku
vypoctu a dosazenou chybu diskretizace, v zdvislosti na parametrech diskretizace
ptvodni parcialni diferencialni rovnice.
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