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Úvod

Metody Newtonova typu jsou nástrojem pro øe¹ení soustav nelineárních al-
gebraických rovnic, které pøevádìjí na posloupnosti lineárních algebraických pro-
blémù generující aproximace øe¹ení. Jak vysvìtlujeme v této práci, takové sou-
stavy vznikají pøi øe¹ení praktických problémù, jako napøíklad pøi øe¹ení neline-
árních parciálních diferenciálních rovnic. Hlavním cílem tohoto textu je popsat
základní pojmy spojené s metodami Newtonova typu a v sekci o numerických ex-
perimentech ilustrovat, jak se jednoduché teoretické úvahy o konvergenci tìchto
metod projevují v praxi. Klíèovým pojmem jsou þzastavovací kritériaÿ, tedy pa-
rametry, podle kterých iterativní algoritmus rozhoduje, kdy dosáhl dostateènì
pøesného øe¹ení.

V prvních dvou kapitolách uvedeme pøíklady parciálních diferenciálních rov-
nic, konkrétnì obecnou rovnici konvekce-difuze-reakce, Navierovy-Stokesovy rov-
nice popisující proudìní vazké stlaèitelné tekutiny a Richardsovu rovnici popisu-
jící proudìní tekutiny v porézním prostøedí. Struènì nastíníme diskretizaci tìchto
rovnic Nespojitou Galerkinovou metodou, pomocí které pøecházíme od problému
øe¹ení tìchto rovnic k problému øe¹ení soustav nelineárních algebraických rovnic,
k èemu¾ se vyu¾ívá metod Newtonova typu.

Tì¾i¹tìm práce je potom èást o Newtonovì metodì: odvozujeme Newtonovu
metodu nejprve ve skalárním pøípadì a následnì ji zobecòujeme na n-rozmìrný
prostor. Dále formulujeme Picardovu metodu pro hledání pevného bodu funkce
a popisujeme její vztah k Newtonovì metodì.

Ústøedním tématem studia iterativních metod jsou jejich konvergenèní vlast-
nosti. Nejinak tomu je v na¹í práci: popisujeme, jakými pojmy se popisuje pøes-
nost a þefektivitaÿ iterativních metod, Newtonovu i Picardovu metodu modi�ku-
jeme; dùle¾itou modi�kací je tzv. Andersonova akcelerace, která má zajistit jejich
vìt¹í robustnost a rychlej¹í konvergenci. Formulujeme zastavovací kritéria na¹ich
metod. Dále formulujeme nìkolik tvrzení o jejich konvergenci a vysvìtlujeme pro-
blémy, se kterými se mù¾eme potkat pøi aplikaci teoretické analýzy konvergence
na praktické problémy.

V sekci o numerických experimentech potom zkoumáme, jaké vlastnosti vyka-
zují de�nované metody pøi jejich pou¾ití na soustavy nelineárních rovnic vze¹lých
z diskretizace parciálních diferenciálních rovnic. Konkrétnì, sledujeme chování
algebraické a diskretizaèní chyby, pota¾mo dal¹ích vlastností jako délky výpoètu
v závislosti na rozsahu a povaze øe¹ených problémù.
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1. Pøíklady parciálních
diferenciálních rovnic

V následujícím zformulujeme obecnou parciální diferenciální rovnici, popi-
sující evoluèní proces s konvekcí, difuzí a reakcí. Dále uvedeme dva konkrétní
pøíklady: Navierovu-Stokesovu rovnici popisující proudìní vazké nestlaèitelné te-
kutiny a Richardsovu rovnici popisující proudìní v porézním prostøedí.

Rovnice, které zde uvedeme, se øe¹í v jisté výpoèetní oblasti
QT = Ω× (0,T ) ∈ Rd × R, tj. v prostorové oblasti Ω a na èasovém inter-
valu (0,T ): aby byly plnì zadány, je potøeba pøedepsat jisté okrajové a poèáteèní
podmínky. Ty znaènì závisí na øe¹eném problému. Okrajové podmínky popisují
chování funkce na hranici výpoèetní oblasti; poèáteèní podmínky popisují stav
systému v èase t = 0.

1.1 Obecná rovnice konvekce-difuze-reakce

Obecnou soustavu n rovnic konvekce-difuze-reakce mù¾eme formulovat na
dané výpoèetní oblasti QT následujícím zpùsobem (v souladu s [1]):

∂ξ(u)

∂t
−

d∑
i=1

∂

∂xi

(
d∑
j=1

Hij(u)
∂u

∂xj

)
+

d∑
i=1

∂fi(u)

∂xi
+ s(u) = g. (1.1)

Tuto soustavu øe¹íme pro u : QT → Rn, pøièem¾ máme zadány funkce
ξ,s : Rn → Rn, Hij ∈ Rn×n, i,j = 1, . . . ,d, f = (f1, . . . ,fd), fi : Rn → Rn,
i = 1, . . . ,d, g : QT → Rn. První èlen rovnice popisuje závislost na èase, druhý
èlen difuzi, tøetí èlen konvekci, ètvrtý èlen reakci a pravá strana zdroj sil pùsobí-
cích na systém.

Rùznou volbou parametrù dostáváme rovnice popisující rùzné fyzikální pro-
cesy. Mù¾eme popsat vazké, respektive nevazké, stlaèitelné proudìní (ξ = id,
s = 0, g = 0, H ≡ 0, respektive H 6= 0, viz sekce 1.2), kde vazkost odpovídá
þvnitønímu tøeníÿ tekutiny. Dále mù¾eme modelovat proudìní tekutiny v poréz-
ním prostøedí, tj. napø. prosakování vody do zemì (f = 0,s 6= 0, viz sekce 1.3).
Jako poslední pøíklad uvedeme proudìní mìlké vody (ξ = id,H = 0, g = 0), které
popisuje proudìní kapalin v místech, kde je její plocha výraznì vìt¹í ne¾ hloubka,
napøíklad na pobøe¾í moøe.

1.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

Formulaci Navierových-Stokesových rovnic pøejímame z èlánku [2]. Popisu-
jeme jimi vazké stlaèitelné proudìní tekutiny, napø. proudìní vzduchu kolem pro-
�lu køídla letadla. Systém Navierových-Stokesových rovnic lze psát jako

∂w

∂t
+

d∑
i=1

∂fi(w)

∂xi
=

d∑
i=1

∂Ri(w,∇w)

∂xi
v QT ,
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kde w = (ρ,ρv1, . . . , ρvd, e)
T je neznámý stavový vektor (ρ je hustota,

v = (v1, . . . ,vd) je vektor rychlosti a e je energie), fi : Rd+2 → Rd+2, i = 1, . . . ,d
a Ri : R2d × R2(d+2) → R4, i = 1, . . . ,d reprezentují vazké, respektive nevazké
toky.

1.3 Richardsova rovnice

Richardsova rovnice popisuje proudìní kapalin v porézním prostøedí a její
formulaci pøejímáme z èlánku [3]. Poznamenejme, ¾e jde o speciální pøípad rovnice
konvekce-difuze-reakce. Buï tedy

∂θ(h)

∂t
−∇ · (Kkr(h)∇(h+ z)) = 0, (1.2)

kde h je normovaný tlak tekutiny, θ(h) = s(h)φ obsah vody se saturací s(h)
a porozitou materiálu φ, K je hydraulická vodivost (velièina popisující jak snadno
se mù¾e tekutina pohybovat skrz póry èi trhliny materiálu), kr(h) je relativní
prostupnost vody vzhledem ke vzduchu, t je èas, z je vertikální souøadnice.
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2. Diskretizace rovnice
konvekce-difuze-reakce

Cílem této kapitoly bude ilustrovat zpùsob, jakým diskretizací parciálních
diferenciálních rovnic pomocí Nespojité Galerkinovy metody (Discontinuous Ga-
lerkin Method, v dal¹ím té¾ DG metoda) docházíme k nelineárním algebraickým
problémùm, které se øe¹í metodami Newtonova typu. Dùsledné provedení diskre-
tizace by bylo nad rámec bakaláøské práce, omezíme se proto zejména na zavedení
pojmù, které budou u¾iteèné v dal¹ích kapitolách. Vycházíme zejména z èlánku
[2].

Mìjme výpoèetní oblast QT , na které budeme øe¹it systém parciálních di-
ferenciálních rovnic (1.1) s vhodnými okrajovými a poèáteèními podmínkami.
V následujícím popí¹eme, jak se nespojitou Galerkinovou diskretizací dá jejich
øe¹ení pøevést na problém øe¹ení soustav nelineárních rovnic.

2.1 Diskretizace výpoèetní oblasti

Uva¾me dìlení 0 = t0 < t1 < . . . < tr = T intervalu (0,T ), r ∈ N. Jed-
notlivé podintervaly dìlení oznaèíme Im := (tm−1, tm], velikost èasového kroku
τm := tm − tm−1, m = 1, . . . ,r a délku nejdel¹ího z nich τ := maxm=1,...,r τm. Po-
lo¾me dále Iτ := {Im}rm=1. Pak Iτ je dìlení èasového intervalu.

Uva¾me nyní èasovou hladinu tm, m = 0, . . . , r a na ní triangulaci Thm,m,
tj. koneèný systémem disjunktních, uzavøených trojúhelníkù pokrývající oblast
Ω̄ ∀m = 1, . . . ,r. Index hm oznaèuje diametr nejvet¹ího z trojúhelníkù trian-
gulace pøíslu¹né dané èasové hladinì, tj. hm := maxK∈Thm,m diam(K). Koneènì,
zavádíme oznaèení pro mno¾inu prostorových dìlení na v¹ech èasových hladinách
Th := {Thm,m}rm=1, kde h := maxm=1,...,r hm udává diametr nejvìt¹ího trojúhelníku
z triangulací na v¹ech èasových hladinách.

Tedy, dvojice (Th, Iτ ) potom tvoøí èasoprostorové dìlení výpoèetní oblasti QT .

2.2 Pøechod k nelineární soustavì rovnic

Na diskretizované výpoèetní oblasti budeme chtít pomocí nespojité Galerki-
novy diskretizace reprezentovat pùvodní rovnici jistou formou, která bude de-
�novaná na (nekoneènìdimenzionálním) Sobolevovì prostoru. Zároveò budeme
chtít øe¹ení pùvodní rovnice aproximovat na (koneènìdimenzionálním) prostoru
funkcí, jejich¾ restrikce na jednotlivé èasoprostorové elementy, tj. prvky (K,Im),
kde K ∈ Th,m, m ∈ {1, . . . ,r}, budou polynomiální funkce daného stupnì.

2.2.1 Funkèní prostory

Pro èasovou, resp. prostorovou aproximaci budeme obecnì uva¾ovat rozdílné
nejvy¹¹í stupnì polynomù q, resp. p. Oznaème nejdøíve prostor polynomiálních
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funkcí stupnì nejvý¹e r ∈ N0 na mno¾inì M ⊂ Rn jako

P r(M) :=

∑
|α|≤r

aαx
α | x ∈M, aα ∈ R, α ∈ Nn

0

 .

Potom mù¾eme zavést mno¾inu vektorových funkcí, jejich¾ zú¾ení na jednotlivé
prvky dìlení (Th,Iτ ) jsou polynomy nejvý¹e daného stupnì:

Sτ,qh,p := {v : QT → Rn;v|K×Im ∈ [P p(K)× P q(Im)]n

∀K ∈ Th,m∀m ∈ {0,1, . . . ,r}}.

Jeliko¾ máme pro pùvodní rovnici (1.1) zadány poèáteèní podmínky, je vý-
hodné provádìt nìkteré úvahy na jednotlivých èasových hladinách. Tomu by mìla
odpovídat i volba na¹ich prostorù. Zavedeme proto prostor funkcí, jejich¾ zú¾ení
na prvky dìlení Th,m× Im na dané èasové hladinì tm jsou polynomiální vektorové
funkce daného stupnì, tj. pro m = 0,1, . . . ,r

Sτ,qm,h,p := {v : Ω× Im → Rn;v|K×Im ∈ [P p(K)× P q(Im)]n ∀K ∈ Th,m} .

V následujícím budeme pou¾ívat pojem Sobolevùv prostor H2(M). Jedná se
o prostor funkcí, jejich¾ zobecnìné derivace druhého øádu nále¾í prostoru L2(M)
(podrobná de�nice pojmù viz napø. [4]). Poznamenejme, ¾e nám tento prostoro
poskytuje i pøíslu¹nou normu ‖ · ‖H2(M). Dále mù¾eme de�novat po èástech So-
bolevùv prostor na dané triangulaci Th,m oblasti Ω jako prostor funkcí, jejich¾
zú¾ení na jednotlivé trojúhelníky triangulace je sobolevovská funkce:

H2(Th,m) =
{
v : Ω→ Rn;v |K ∈ H2(K) ∀K ∈ Th,m

}
.

Dále de�nujeme po èástech Sobolevùv prostor na daném dìlení
H1(Iτ ,H2(Th,m)) pro dané dìlení (Th,Iτ ) oblasti QT . Nejprve de�nujme
následující normu pro u ∈ H2(Th,m):

‖ u ‖2H1(Im,H2(Th,m))=

∫
Im

(‖ u ‖2H2(Th,m) + ‖ ∂tu ‖2H2(Th,m)),

kde
‖ u ‖2Th,m=

∑
K∈Th,m

‖ u ‖2H2(K) .

Pak mù¾eme zavést ký¾ený po èástech Sobolevùv prostor:

u ∈ H1(Iτ ,H2(Th,m))⇔
r∑

m=1

‖ u ‖H1(Im,H2(Th,m))<∞.

Pøesné odùvodnìní toho, ¾e uvedené de�nice daných prostorù jsou pro nás
u¾iteèné, by vycházelo z teorie o DG metodách, a vzhledem k povaze práce jej
nebudeme uvádìt. Pro tento text je v¹ak podstatné, ¾e nad takovýmito prostory
lze provést diskretizaci parciální diferenciální rovnice (1.1), jak bude ukázáno
v dal¹ím, a ¾e u¾ívané Sobolevovy prostory jsou nekoneèné dimenze, co¾ bude
podstatné pøi de�nování chyby diskretizace ve tøetí kapitole.
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2.2.2 Diskretizace PDR

Diskretizace rovnice (1.1) na m-té èasové hladinì, m = 1, . . . ,r vede k de�nici
formy Amh,τ : H1(Iτ ,H2(Th,m))×H1(Iτ ,H2(Th,m))→ R, která je nelineární k první
a lineární k druhé promìnné. Navíc, tato forma je konzistentní s pùvodní rovnicí,
tedy splòuje de�nici ní¾e. Tyto skuteènosti, vycházející z teorie o DG metodì,
pova¾ujeme v tomto textu za fakta.

De�nice 1. Buï u : QT → Rn øe¹ení rovnice (1.1). Øekneme, ¾e forma Amh,τ od-
vozená Galerkinovou diskretizací z rovnice (1.1) je s touto rovnicí konzistentní,
pokud platí

Amh,τ (u,ψ) = 0 ∀ψ ∈ H1(Iτ ,H2(Th,m)), (2.1)

Tedy, konzistence formy zaruèuje jistý vztah mezi odvozenou formou a øe¹ením
pùvodní rovnice. Máme-li k dispozici formu Amh,τ a prostor polynomiálních funkcí
Sτ,qh,p, mù¾eme de�novat pøibli¾né øe¹ení pùvodní parciální diferenciální rovnice.

De�nice 2. Øekneme, ¾e funkce uh,τ ∈ Sτ,qh,p je pøibli¾né øe¹ení problému (1.1),
pokud platí

Amh,τ (uh,τ ,ψ) = 0 ∀ψ ∈ Sτ,qh,p, m = 1, . . . ,r. (2.2)

Jsme-li tedy schopni vyøe¹it problém (2.2), dostáváme pak þv jistém smysluÿ
aproximaci øe¹ení pùvodní rovnice, tj. platí uh,τ ≈ u. Jinými slovy, formyAmh,τ þre-
prezentujíÿ rovnici (1.1) nad jistým funkèním prostorem H1(Iτ ,H2(Th,m)) na da-
ném èasoprostorovém dìlení. Pøibli¾né øe¹ení uh,τ , které díky této formì mù¾eme
de�novat, uva¾ované v jistém polynomiálním prostoru Sτ,qh,p, je v¹ak zatí¾eno dis-
kretizaèní chybou. Zároveò v¹ak teorie o DG metodì zaruèuje, ¾e tato chyba bude
pro dostateènì jemné èasoprostorové dìlení libovolnì malá.

Hledejme nyní pøibli¾né øe¹ení postupnì na rùzných èasových hladinách tm.
Nech» tedy umh,τ := uh,τ |Th,m×Im , m = 1, . . . ,r. Pak platí umh,τ ∈ S

τ,q
m,h,p a systém

(2.2) pøirozenì pøechází na posloupnost systémù

Amh,τ (u
m
h,τ ,ψ

m) = 0 ∀ψm ∈ Sτ,qm,h,p, m = 1, . . . ,r. (2.3)

Uva¾ujme v daném prostoru Sτ,qm,h,p, který má koneènou dimenzi Nm ∈ N, bázi
{ψm

i }Nmi=1. Je mo¾né odvodit, ¾e pro dimenzi prostoru (a tedy poèet prvkù báze)
bude platit Nm = 1

2
n(q+1)(p+1)(p+2)#Th,m, kde #Th,m odpovídá poètu prvkù

dìlení Th,m na m-té èasové hladinì (viz [2](3.4)). Pak mù¾eme øe¹ení umh,τ ∈ S
τ,q
m,h,p

psát jako

umh,τ (x,t) =
Nm∑
i=1

umi ψ
m
i (x,t), x ∈ Ω,

kde umi ∈ R jsou reálné bázové koe�cienty. Pak platí

Amh,τ (
Nm∑
i=1

umi ψ
m
i ,ψ

m
j ) = 0, ∀j = 1, . . . ,Nm, m = 1, . . . ,r.

Je intuitivní, ¾e pøibli¾né øe¹ení umh,τ a tedy i forma Amh,τ budou záviset na pøed-
cházející èasové hladinì, konkrétnì na aproximaci um−1h,τ .

De�nujme algebraickou reprezentaci zavedené formy Amh,τ :
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De�nice 3. Mìjme ξ = (ξ1, . . . , ξNm) ∈ RNm a uva¾me m-tou formu Amh,τ ,
m = 0,1, . . . ,r, danou Galerkinovou diskretizací rovnice (1.1).

1. Pro formu Amh,τ de�nujeme funkci Fm
j : RNm → R,

Fm
j (ξ) := Amh,τ (

Nm∑
i=1

ξiψ
m
i ,ψ

m
j ), j = 1, . . . ,Nm, m = 1, . . . ,r,

2. Algebraickou reprezentaci formy Amh,τ de�nujeme jako vektorovou
funkci Fm : RNm → RNm, pro ní¾ platí

Fm(ξ) := {Fm
j (ξ)}Nmj=1, m = 1, . . . ,r.

Tedy, na¹ím cílem pøi hledání pøibli¾ného øe¹ení umh,τ je najít takové ξ ∈ RNm ,
pro nìj¾ bude platit

Fm(ξ) = 0, m = 1, . . . ,r. (2.4)

Pøibli¾né øe¹ení na m-té èasové hladinì pak dostaneme jako umh,τ =
∑Nm

i=1 ξiψ
m
i .

Tím se dostáváme od hledání øe¹ení parciální diferenciální rovnice (1.1) k øe¹ení
posloupnosti nelineárních algebraických rovnic (2.4). Toto øe¹ení budeme hledat
vhodnými numerickými metodami. Konkrétnìji, problém budeme øe¹it iteraèními
metodami, které generují posloupnost aproximací øe¹ení ξk, k = 0,1, . . ., tako-
vých, ¾e platí ξk → ξ, k →∞. Pøi takovém postupu je vhodné mít na pamìti, ¾e
vektor ξ odpovídá þpøibli¾némuÿ øe¹ení uh,τ rovnice (1.1).

2.3 Matice toku

V èásti o metodách Newtonova typu budeme pou¾ívat Jacobián funkce Fm.
Zdùvodníme v ní, ¾e pro nás bude výhodné pracovat s jistou aproximací tohoto
Jacobiánu, kterou budeme oznaèovat jako matici toku. V následujícím odstavci
struènì naznaèíme, jak se taková matice toku C aproximující Jacobián mù¾e
zavést.

Pøipomeòme nejprve de�nici Jacobiánu.

De�nice 4. Buï DG ⊂ RN otevøená mno¾ina a G : DG → RN vektorová funkce.
Pak Jacobiánem funkce G = (G1, . . . ,GN) v bodì ξ ∈ DG de�nujeme jako

G′(ξ) :=


∂G1

∂ξ1
(ξ) · · · ∂G1

∂ξN
(ξ)

...
. . .

...
∂GN
∂ξ1

(ξ) · · · ∂GN
∂ξN

(ξ)

 =

{
∂Gm

i

∂ξj
(ξ)

}N
i,j=1

.

Mìjme formu Amh,τ (u,ψ) danou Galerkinovou diskretizací rovnice (1.1). Pøipo-
meòme, ¾e tato forma je nelineární vzhledem k první a lineární vzhledem k druhé
promìnné. V øadì aplikací, vèetnì tìch zmínìných v první kapitole, lze tuto formu
vhodnou DG diskretizací vyjádøit jako

Amh,τ (u,ψ) = C(u,u,ψ) + d(u,ψ), ∀ψ,u ∈ Sτ,qm,h,p,
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kde C je forma lineární k druhé a tøetí promìnné a d forma lineární k druhé
promìnné (konkrétní tvar viz [2] . Forma C reprezentuje linearizaci formy Amh,τ ;
forma d je nulová pro vìt¹inu bázových funkcí prostoru Sτ,qm,h,p. Pro za�xované

hodnoty û v prvních promìnných funkcí C,d a vyjádøením u =
∑Nm

k=1 ukψ
m
k

funkce u v pøíslu¹né bázi prostoru Sτ,qm,h,p dostáváme vztah

∂Fi
∂ξj

=
∂

∂uj
Amh,τ (u,ψi) ≈

∂

∂uj
(C(û,

Nm∑
k=1

ukψ
m
k ,ψi) + d(û,ψi)) =

=
Nm∑
k=1

{ ∂

∂uj
(ukC(û,ψm

k ,ψi))}+
∂

∂uj
d(û,ψi) = C(û,ψj,ψi).

Tedy, jeliko¾ jsme de�novali Fm
i (ξ) = Amh,τ (

∑Nm
k=1 ξkψ

m
k ,ψ

m
i ), dostáváme pro hle-

daný Jacobián funkce Fm pøibli¾ný vztah

∂Fm
i

∂ξj
(ξ) ≈ Ci,j(ξ),

kde de�novaná matice C(ξ) := {Ci,j(ξ)}Nmi,j=1 := C(û,ψm
j ,ψ

m
i ) je ký¾ená matice

toku. Poznamenejme, ¾e takto de�novaná matice C má stejnou blokovou struk-
turu jako pùvodní Jacobiho matice {∂Fi

∂ξj
}, ve které jednotlivé bloky odpovídají

prvkùm prostorové diskretizace na m-té èasové hladinì K ∈ Thm,m, pøesnìji, ¾e
matice sestává z diagonálních blokù doplnìných o mimodiagonální bloky, odpo-
vídající po øádcích sousednosti elementù triangulace. Matice tedy bude øídká, tj.
bude mít mnoho nulových prvkù.
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3. Øe¹ení soustav nelineárních
rovnic

V této kapitole se budeme zabývat øe¹ením soustav nelineárních algebraických
rovnic (2.4). Mìjme nelineární funkci F : Rn → Rn, n ∈ N a uva¾me problém
hledání øe¹ení systému

F (x) = 0. (3.1)

Chtìli bychom popsat iterativní algoritmus aproximující pøesné øe¹ení x∗ ∈ Rn

této soustavy - tj. takový bod, pro který platí F (x∗) = 0 - na základì vhodné
poèáteèní aproximace øe¹ení x0 ∈ Rn. Tj. chceme, aby algoritmus generoval po-
sloupnost bodù xk ∈ Rn, pro které bude platit

lim
k→∞

xk = x∗,

pøièem¾ bod xk bude dán pomocí bodu xk−1. Základní my¹lenkou konstrukce
algoritmu, který bude aproximovat koøen x∗, je zobecnìní klasické Newtonovy
metody pro skalární funkce, kterou uvedeme v následujícím.

3.1 Klasická Newtonova metoda

3.1.1 Analytické odvození

Uva¾ (jako napø. v [5](1.1)) funkci f : R→ R, f ∈ C2(R), a poèáteèní odhad
x0 ∈ R pøesného øe¹ení x∗ ∈ R, èili takového èísla, pro které platí f(x∗) = 0 (tj.
uva¾ujeme systém (3.1) pro n = 1). Chceme najít posloupnost {xk}∞k=1 ⊂ R, pro
kterou bude platit

lim
k→∞

xk = x∗.

Oznaème ∆x := x∗ − x0. Pou¾itím Taylorova rozvoje dostáváme

0 = f(x0 + ∆x) = f(x0) + f ′(x0)∆x+O(| ∆x |2)

a zanedbáním èlenù vy¹¹ího ne¾ lineárního øádu docházíme ke vztahu

0 ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x.

Pravá strana je potom pro pevné xk lineární funkcí, a proto mù¾eme za pøedpo-
kladu f ′(xk) 6= 0 snadno nalézt ∆x, pro které se rovná nule. Oznaème ho ∆x1,
tedy

∆x1 := − f(x0)

f ′(x0)
.

Pak mù¾eme de�novat první aproximaci øe¹ení jako x1 := x0 + ∆x1. Obecnì,
polo¾

∆xk+1 := − f(xk)

f ′(xk)
, k = 0,1, . . . .
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Potom pokládáme (k + 1). aproximaci øe¹ení jako

xk+1 := xk + ∆xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0,1, . . . , (3.2)

èím¾ dostáváme pøedpis pro iterativní algoritmus, který bude za jistých pøedpo-
kladù konvergovat k hledanému koøenu x∗.

3.1.2 Geometrické odvození

Newtonova metoda v R má také názornou geometrickou interpretaci. Máme-li
danou funkci f : R → R, øe¹ení problému f(x) = 0 odpovídá hledání prùseèíku
funkce f s x-ovou osou. Pokud existuje poèáteèní odhad x0 ∈ R koøenu na¹eho
problému, mù¾eme zkusit v daném bodì zkonstruovat teènu k na¹í funkci a za
dal¹í aproximaci øe¹ení zvolit prùseèík této teèny s osou x. Tato metoda bude
skuteènì pro vhodné funkce a vhodný poèáteèní odhad konvergovat k hledanému
øe¹ení; specielnì, je známo, ¾e metoda bude konvergovat pro globálnì konvexní èi
konkávní funkci f i pro ¹patný poèáteèní odhad.

Uvedené ilustrujeme v obrázku 3.1. Máme-li zadán poèáteèní odhad x0 koøenu
x∗ funkce f , mù¾eme sestrojit teènu t0(x) k zadané funkci v bodu [x0,f(x0)], jako
novou aproximaci øe¹ení x1 oznaèit prùseèík této teèny s osou x a analogicky po-
stupovat dále. V na¹em pøípadì je vidìt, ¾e takovýto postup konverguje ke koøenu.
Poznamenejme, ¾e popsaná metoda pøesnì odpovídá vzorci (3.2).
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f(
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t0(x)
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Obrázek 3.1: Geometrické odvození Newtonovy metody.

3.1.3 Konvergence Newtonovy metody

Nejprve, pro obecnou iterativní metodu M, která generuje posloupnost
{xk}∞k=1 aproximující pøesné øe¹ení x

∗, de�nujeme asymptotický øád konvergence.
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De�nice 5. Øekneme, ¾e asymptotický øád konvergence metody M je

n ∈ N, existuje-li èíslo C ∈ R takové, ¾e

lim
k→∞

|xk − x∗|
|xk+1 − x∗|n

= C

Potom mù¾eme formulovat vìtu o konvergenci a jejím øádu pro Newtonovu
metodu ve skalárním pøípadì.

Vìta 1 ([6], str. 123). Mìjme funkci f : [a,b] ⊂ R → R, f ∈ C2([a,b]). Buï
x∗ ∈ [a,b] její koøen, tj. f(x∗) = 0, a nech» f ′(x∗) 6= 0. Uva¾me dále metodu
(3.2) aproximující pøesné øe¹ení x∗ posloupností {xk}∞k=1. Pokud þx0 je dostateènì
blízko x∗ÿ, pak:

1. tato metoda konverguje k pøesnému øe¹ení, tedy limk→∞ |xk − x∗| = 0;

2. asymptotický øád konvergence této metody je dva.

Poznamenejme, ¾e vágní formulace þx0 je dostateènì blízko x∗ÿ ve znìní vìty
by byla opodstatnìna dùkazem - zmiòovanou þblízkostÿ chápeme ve smyslu exis-
tence jistého okolí U(x∗), na kterém máme díky dostateèné hladkosti funkce f
k dispozici rovnost |1

2
f ′′(ξk)
f ′(xk)

| = C pro jistou konstantu C ∈ R. Nále¾í-li poèáteèní
aproximace tomuto okolí, pak metoda konverguje.

3.2 Newtonova metoda v Rn

V následujícím odstavci uvedeme zobecnìní metody ze sekce (3.1) pro systémy
rovnic. Hlavní my¹lenka je pøejata z knihy [5]. Mìjme nyní F : Rn → Rn a uva¾me
problém hledání pøesného øe¹ení x∗ ∈ Rn soustavy F (x) = 0. Situace je oproti
skalárnímu pøípadu slo¾itìj¹í. Uva¾me opìt k-tou aproximaci øe¹ení xk ∈ Rn

a polo¾me δxk := x∗ − xk. Podobnì jako ve skalárním pøípadì pak mù¾eme
za pøedpokladu dostateèné hladkosti pou¾ít na funkci F Taylorùv rozvoj pro
funkce více promìnných:

0 = F (xk + δxk) = F (xk) + F ′(xk)δxk +O(‖δxk‖2),

kde výraz F ′(xk) odpovídá Jacobiánu funkce F v bodì xk. Zanedbáním èlenù
vy¹¹ího ne¾ lineárního øádu opìt docházíme ke vztahu

0 ≈ F (xk) + F ′(xk)δxk, k = 0,1, . . . .

Mìjme k dispozici poèáteèní odhad øe¹ení x0 ∈ Rn. Pokud bychom chtìli no-
vou aproximaci xk+1 urèovat pomocí pøedpisu analogickému skalárnímu pøípadu
(3.2), museli bychom vypoèítat inverzní matici F ′(xk)−1, co¾ je z numerického
pohledu drahá a ne¾ádoucí procedura. Proto zavádíme èlen dk ∈ Rn, pro který
platí

F ′(xk)dk = −F (xk), k = 0,1, . . . ,

co¾ pøedstavuje pro pevné xk soustavu lineárních algebraických rovnic.
Mù¾eme tedy de�novat Newtonovu metodu v Rn.
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De�nice 6. Mìjme funkci F : Rn → Rn, F ∈ C1(Rn) a nech» x0 ∈ Rn je daná
poèáteèní aproximace øe¹ení. Newtonovou metodou v Rn rozumíme iterativní
proces aproximující øe¹ení problému F (x) = 0, který získá novou aproximaci
xk+1 ∈ Rn ze známé pøedchozí aproximace xk ∈ Rn jako

xk+1 := xk + dk+1, (3.3)

kde èlen dk+1 najde jako øe¹ení lineární soustavy rovnic

F ′(xk)dk+1 = −F (xk). (3.4)

Tím jsme pøe¹li od problému hledání øe¹ení nelineární soustavy (3.1) k po-
sloupnosti lineárních problémù (3.3), (3.4), které øe¹íme pro dk+1: dopoèítáním
tohoto èlenu získáváme novou aproximaci øe¹ení xk+1. Podobnì jako ve skalár-
ním pøípadu vycházíme z poèáteèního odhadu x0 pro který metoda za jistých
pøedpokladù bude konvergovat (viz sekce 3.2.3).

Zpùsob øe¹ení lineární soustavy (3.4) zále¾í na povaze øe¹eného probému. Roz-
li¹ujeme pøímé a nepøímé Newtonovy metody. Zatímco pøímé metody výpoèet
èlenu dk+1 uskuteèòují eliminací, nepøímé zavádìjí do ka¾dého kroku Newtonovy
metody vnitøní iteraèní proces, který ký¾ený èlen aproximuje. Jak jsme vysvìt-
lili v sekci 2.3, v situaci, kdy øe¹ené rovnice získáváme diskretizací parciálních
diferenciálních rovnic, je vhodné pou¾ívat metody nepøímé.

Metod pro uskuteènìní vnitøního iteraèního procesu je mnoho. V na¹ich nu-
merických experimentech budeme pou¾ívat metodu GMRES s blokvým ILU(0)
pøedpodmínìním (minimalizace residua; podrobné odvození metody viz [7, Ka-
pitola 9.3.1]). Pøedpodmínìním myslíme následující: øe¹íme-li systém Ax = b,
pøedpodmínìnou soustavou je soustava PAx = Pb, kde P je taková matice,
pro kterou má matice PA lep¹í konvergenèní vlastnosti ne¾-li A. Lineární øe¹iè
zastavujeme, kdy¾ je pøedpodmínìné residuum P (Ax − b) stokrát men¹í ne¾-li
poèáteèní pøedpodmínìné residuum.

3.2.1 Zastavovací kritéria

Závìreèným krokem zavedení zobecnìné Newtonovy metody je urèení zastavo-
vacích kritérií. Ta se sna¾í vyvá¾it po¾adavky na efektivitu a pøesnost výpoètu. V
literatuøe se èasto pou¾ívá tzv. þresiduální pøístupÿ, zalo¾ený na sledování chyby
‖F(xk)‖. Pokud bude chyba dostateènì malá, tedy bude platit ‖F(xk)‖ ≤ TOL,
kde TOL je pøedem urèená tolerance na algebraickou chybu, algoritmus ukonèíme.

Tento pøístup je problematický. Øe¹íme-li napøíklad soustavy algebraických
rovnic vzniklé diskretizací parciálních diferenciálních rovnic, sna¾íme se primárnì
aproximovat øe¹ení daných diferenciálních rovnic. V takovém pøípadì je pro nás
zbyteèné získávat pøesnìj¹í øe¹ení algebraické soustavy, pokud nám nepøiná¹í pøes-
nìj¹í øe¹ení pùvodního problému. Proto nìkteøí autoøi de�nují tzv. þfunkce od-
hadující chybyÿ, jejich¾ cílem je v jistém smyslu þvyvá¾itÿ chyby vzniklé èasovou
diskretizací, prostorovou diskretizací a algebraické chyby vzniklé pøi aproximaci
øe¹ení algebraické soustavy. Tyto funkce zavedeme v kontextu diskretizace rovnice
konvekce-difuze-reakce, která byla naznaèena v prvních dvou kapitolách.

Abychom mohli tyto chyby de�novat, uva¾me tøi typy øe¹ení:

13



• u : QT → Rn buï pøesné øe¹ení úlohy (1.1),

• uh ∈ Sτ,qh,p buï pøibli¾né øe¹ení dané (2.2),

• ũh ∈ Sτ,qh,p buï spoètené pøibli¾né øe¹ení problému (2.4), které (2.2)
nesplòuje pøesnì, nebo» jsme jej poèítali metodami Newtonova typu.

Dále, zavádíme pro u ∈ H1(Iτ ,H2(Th,m)) normu

‖ u ‖2X=‖ u ‖2L2(QT )
+ ‖ ∇u ‖2L2(QT )

+ ‖ ∂tu ‖2L2(QT )
.

Pak mù¾eme de�novat následující chyby.

De�nice 7. Mìjme øe¹ení u, uh,τ a ũh,τ zavedená vý¹e. Uva¾me prostory
H1(Iτ ,H2(Th,m)) a Sτ,qh,p a mìjme formu Amh,τ odvozenou z rovnice (1.1) pomocí
nespojité Galerkinovy metody. Pak de�nujeme

1. algebraickou chybu

εa(ũh,τ ) := sup
ψ∈Sτ,qh,p,ψ 6=0

Amh,τ (ũh,τ ,ψ)− Amh,τ (uh,τ ,ψ)

‖ ψ ‖X
;

2. chybu diskretizace

εs(ũh,τ ) := sup
ψ∈H1(Iτ ,H2(Th,m)),ψ 6=0

Amh,τ (ũh,τ ,ψ)− Amh,τ (u,ψ)

‖ ψ ‖X
.

V¹imnìme si, ¾e pøi výpoètu máme k dispozici pouze øe¹ení ũh,τ . Navíc, v pøí-
padì chyby diskretizace εs uva¾ujeme supremum pøes nekoneèný prostor. Tedy,
tyto chyby jsou v prùbìhu výpoètu nevypoèitatelné. Abychom mohli spoèítat ale-
spoò jejich odhad, uva¾me následující. Pøipomeòme, ¾e forma Amh,τ , kterou jsme
zavedli v druhé kapitole, je konzistentní s pùvodní rovnicí (1.1) (tj. platí vztah
(2.1)). Konzistence pak zaruèuje následující vztah pro chybu diskretizace:

εs(ũh,τ ) = sup
ψ∈H1(Iτ ,H2(Th,m)),ψ 6=0

Amh,τ (ũh,τ ,ψ)

‖ ψ ‖X
.

Tím jsme vyjádøili chybu diskretizace pomocí výrazu, který máme pøi vý-
poètu k dispozici. Na druhou stranu, stále v nìm uva¾ujeme supremum pøes
nekoneènìdimenzionální prostor H1(Iτ ,H2(Th,m)). Pro aproximaci chyby diskre-
tizace pou¾ijeme supremum pøes jistý, dostateènì velký ale koneènìdimenzionální
podprostor daného po èástech Sobolevova prostoru, napø. Sτ,q+1

h,p+1.
Podobnì, díky de�nici pøibli¾ného øe¹ení uh,τ (tedy platnosti vztahu (2.2))

dostáváme vztah pro chybu aproximace

εa(ũh,τ ) = sup
ψ∈Sτ,qh,p,ψ 6=0

Amh,τ (ũh,τ ,ψ)

‖ ψ ‖X
.

Pak mù¾eme zavést funkce, které budou poskytovat jejich spodní odhad.
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De�nice 8. Mìjme øe¹ení u, uh,τ a ũh,τ zavedená vý¹e a mìjme formu
Amh,τ odvozenou z rovnice (1.1) pomocí nespojité Galerkinovy metody. Pak
de�nujeme

1. odhad algebraické chyby

ηa(ũh,τ ) := sup
ψ∈Sτ,qh,p,ψ 6=0

Amh,τ (ũh,τ ,ψ)

‖ ψ ‖X
;

2. odhad chyby diskretizace

ηs(ũh,τ ) := sup
ψ∈Sτ,q+1

h,p+1,ψ 6=0

Amh,τ (ũh,τ ,ψ)

‖ ψ ‖X
.

Vyu¾íváme pøitom ji¾ zmínìného faktu, ¾e námi de�nované polynomiální pro-
story Sτ,qh,p jsou koneèné dimenze. Uvedených suprem se tedy nabýva, de�nice dává
dobrý smysl a hlavnì uvedené odhady lze v prùbìhu výpoètu dopoèítat. Navíc si
mù¾eme v¹imnout, ¾e platí εd = ηd.

Nyní mù¾eme zastavací kritéria formulovat následovnì: výpoèet Newtonovy
metody ukonèíme, pokud funkce odhadující algebraickou chybu poklesne dosta-
teènì ve vztahu k funkci odhadující chybu diskretizace, tedy pokud bude platit
ηa < Cηs, kde C ∈ (0,1] je u¾ivatelem pøedepsaná konstanta. Tím získáváme
zastavovací kritéria pro metodu Newtonova typu, které mají vztah k pùvodnì
øe¹enému problému.

3.2.2 Modi�kace Newtonovy metody v Rn

Vý¹e jsme odvodili zobecnìnou Newtonovu metodu ve tvaru (3.3),(3.4). V ná-
sledující sekci se blí¾e zamyslíme nad její implementací.

Matice toku Pøi pohledu na vzorec (3.4) si mù¾eme pov¹imnout toho, ¾e v ka-
¾dém kroku na¹í iterativní metody musíme poèítat Jacobián F′(xk). To v¹ak ne-
musí být z nìkolika dùvodù výhodné. Pøednì, numerický výpoèet Jacobiánu bude
drahý a mù¾e být problém ho numericky spoèítat efektivnì a pøesnì. Dále, z geo-
metrické interpretace Newtonovy metody (ilustrovaná v sekci 3.1.2.) je vidìt, ¾e
Jacobián nám udává þsmìrÿ v prostoru Rn, ve kterém hledáme dal¹í iteraci apro-
ximace øe¹ení: ve skalárním pøípadì pøechází Jacobián v derivaci skalární funkce,
tedy urèuje sklon její teèny; ve více dimenzích Jacobián urèuje sklony teèných
nadrovin k funkci. Mù¾eme se ptát, jak moc se sklon této teèné nadroviny mìní
pøi pøechodu mezi jednotlivými kroky aproximace, a zdali je potøeba tento sklon
aktualizovat v ka¾dém kroku výpoètu. Men¹í pøesnost sklonu by pak mohla být
v procesu vyvá¾ena tím, ¾e si u¹etøíme drahý výpoèet Jacobiánu.

Tyto úvahy nás vedou k de�nici tzv. matice toku C ∈ Rn×n, která bude
þvhodnou aproximacíÿ Jacobiánu, tj. bude platit C(xk) ≈ F′(xk), a zároveò bude
její výpoèet co nejlevnìj¹í. Jak jsme ilustrovali v sekci (2.3), øe¹íme-li nelineární
systémy vzniklé diskretizací parciálních diferenciálních rovnic pomocí nespojité
Galerkinovy metody, taková matice se dá v rámci diskretizace skuteènì zavést.
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Tlumicí koe�cient Dal¹ím problémem Newtonovy metody je nutnost mít
poèáteèní aproximaci x0 dostateènì blízko øe¹ení x∗. Pokud takovou aproximaci
k dispozici nemáme, mù¾eme de�novat

xk+1 := xk + λkdk+1,

kde λk ∈ (0,1] je tlumicí koe�cient (þdamping coe�cientÿ), který umo¾òuje kon-
vergenci algoritmu i pro ¹patný poèáteèní odhad x0. Zmen¹ením parametru λk
docílíme toho, ¾e budeme poèítat dal¹í krok algoritmu v bodu xk+1, který bude
o nìco blí¾e bodu z pøedcházející iterace. Vzhledem k tomu, ¾e pracujeme místo
s Jacobiánem funkce F′(xk) s její aproximací C(xk), kterou navíc neaktualizujeme
v ka¾dém kroku výpoètu, je z geometrického náhledu pøirozené pøedpokládat, ¾e
pokud nás aktuální volba xk neposouvá k výsledku, mohla by þtlumenáÿ volba
vykazovat lep¹í vlastnosti.

Tedy, odvodili jsme metodu Newtonova typu, kterou budeme oznaèovat jako
modi�kovanou Newtonovu metodu. Odvozené shrneme v následující de�nici.

De�nice 9. Mìjme danou funkci F : Rn → Rn a poèáteèní odhad x0 ∈ Rn

pøesného øe¹ení x∗ ∈ Rn, pro které platí F (x∗) = 0. Modi�kovanou New-

tonovou metodou rozumíme iterativní algoritmus, který generuje posloupnost
bodù xk ∈ Rn aproximující pøesné øe¹ení následujícím zpùsobem: je-li C(xk) ma-
tice aproximující Jacobián F

′
(xk), λk ∈ (0,1] tlumicí koe�cient a dk+1 ∈ Rn, pak

novou aproximaci xk+1 získáme z pøedchozí jako

xk+1 := xk + λkdk+1, (3.5)

kde dk+1 najdeme jako øe¹ení soustavy rovnic

C(xk)dk+1 = −F(xk). (3.6)

Zrekapitulujme na závìr prùbìh výpoètu modi�kované Newtonovy metody:

• øe¹íme soustavu C(xk)dk+1 = −F (xk) metodou GMRES s blokovým
ILU(0) pøedpodmínìním. Jako poèáteèní podmínka pro ni slou¾í buï poèá-
teèní odhad x0, nebo øe¹ení z pøedchozího kroku Newtonovy iterace xk.

• Zavádíme monitorovací funkci θk := ‖F(xk+1)‖
‖F(xk)‖

, která udává, zdali nás nová
aproximace pøibli¾uje k øe¹ení problému. Inicializujeme λk = 1. Z rovnosti
xk+1 = xk+λkdk+1 dopoèítáme novou aproximaci øe¹ení xk+1. Je-li θk < 1,
pokraèujeme k dal¹í Newtonovì iteraci. V opaèném pøípadì nastavíme λk :=
λk
2
a vracíme se k pøedchozímu kroku.

• Dosáhne-li damping parametr λk minimální pøedpsané hodnoty, aktualizu-
jeme matici toku C(xk). Tedy, obecnì neaktulizujeme tuto matici v ka¾dém
kroku algoritmu - ukazuje se, ¾e je výhodnìj¹í provést více Newtonových
aproximací na jedné èasové hladinì ne¾ v ka¾dém kroku provádìt výpoèet
matice toku.

• Výpoèet ukonèujeme vhodnými zastavovacími kritérii, které závisí na kon-
textu øe¹eného problému, viz sekce 3.2.1.
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3.2.3 Konvergence zobecnìné Newtonovy metody

V literatuøe existují rùzná tvrzení popisující vlastnosti konvergence modi�-
kované Newtonovy metody. Pro ilustraci jednu z tìchto vìt zformulujeme. Po-
v¹imnìme si, ¾e ve vìtì budeme pøedpokládat znalost horních odhadù na jisté
velièiny - tyto horní odhady jsou ve výpoèetní praxi obtí¾nì získatelné, nebo» je-
jich výpoèet zpravidla bývá drahý (viz [5], str. 11). I proto je propojení teoretické
analýzy a praktického ovìøení konvergence metod Newtonova typu problematické.

Vìta 2 ([5], str. 56). Buï F : D → Rn, F ∈ C1(D) hladká funkce, kde D ⊂ Rn je
otevøená, konvexní mno¾ina. Mìjme k dispozici poèáteèní odhad x0 ∈ D, C apro-
ximaci Jacobiánu funkce F , tj. nech» platí C ≈ F ′, a konstanty α, ω0, δ0, δ1, δ2 ≥ 0
takové, ¾e ∀x,y ∈ D platí následující podmínky:

1. ‖ C(x0)
−1F (x0) ‖≤ α;

2. ‖ C(x0)
−1(F ′(y)− F ′(x)) ‖≤ ω0 ‖ y − x ‖;

3. ‖ C(x0)
−1(F ′(x)− C(x)) ‖≤ δ0 + δ1 ‖ x− x0 ‖;

4. ‖ C(x0)
−1(C(x)− C(x0)) ‖≤ δ2 ‖ x− x0 ‖,

kde δ0 < 1, σ := max(ω0,δ1 + δ2),h := 2ασ
(1−δ0)2 ≤ 1. Nech» koneènì

S̄(x0,ρ) ⊂ D, kde ρ :=
2α

1− δ0
/(1 +

√
1− h).

Pak posloupnost {xk}∞k=1 generovaná modi�kovanou Newtonovou metodou (9) je
dobøe de�novaná, zùstává v S̄(x0,ρ) a konverguje k pøesnému øe¹ení x∗, pro nìj¾
F (x∗) = 0. Polo¾íme-li

h̄ :=
ω0

σ
h, ρ± :=

2α

1− δ0
/(1∓

√
1− h̄),

je pøesné øe¹ení x∗ ∈ S̄(x0,ρ−) urèeno jednoznaènì v S̄(x0,ρ) ∪ (D ∩ S(x0,ρ+)).

3.3 Metody pevného bodu a Andersonova akce-
lerace

Vra»me se k odvození Newtonovy metody ve skalárním pøípadì (viz (3.1)).
Mù¾eme si v¹imnout, ¾e problém

xk+1 := xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0,1, . . . ,

øe¹ený se znalostí poèáteèního odhadu x0 ∈ R, lze pøeformulovat na metodu
hledání pevného bodu funkce g : R→ R dané jako

g(x) := x− f(x)

f ′(x)
,

xk+1 := g(xk), k = 0,1, . . . .
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Tím získáváme mo¾nost øe¹it ná¹ problém dvìmi rozdílnými metodami, které
mohou mít pro rùzné typy problémù rùzné numerické vlastnosti, a tedy jejich
aplikace mù¾e být rùznì výhodná. Podobnì mù¾eme uva¾ovat metodu hledání
pevného bodu pro nelineární systémy vze¹lé z diskretizace parciálních diferenci-
álních rovnic, jak si naznaèíme v následujícím (pro ilustraci více k pøechodu od
napø. Richardsovy rovnice - popisující proudìní v porézním prostøedí - k pro-
blémùm hledání pevného bodu napø. v èlánku [3]).

3.3.1 Picardova metoda

V následující sekci se krátce zastavíme u jiného zpùsobu øe¹ení systémù neli-
neárních rovnic. Mìjme funkci G : Rn → Rn a uva¾me problém pevného bodu

x = G(x). (3.7)

Máme-li k dispozici poèáteèní odhad x0 ∈ Rn, mù¾eme de�novat iterativní
schéma pro øe¹ení tohoto problému jako

xk+1 := G(xk), k = 0,1, . . . . (3.8)

Schéma tohoto typu oznaèujeme jako Picardovo.
Banachova vìta o pevném bodu nám øíká, ¾e pokud je funkce G kontrakce,

schéma bude konvergovat k pøesnému øe¹ení. Nejprve de�nujme pojem kontrakce.

De�nice 10. Øekneme, ¾e funkce G : M ⊂ Rn → Rn je kontrakce, pokud

∃ 0 < L < 1 ∀x,y ∈M : ‖ G(x)−G(y) ‖< L ‖ x− y ‖ .

Potom mù¾eme formulovat Banachovu vìtu o pevném bodu v Rn.

Vìta 3 ([6], str. 139). Buï G : M ⊂ Rn → Rn kontrakce. Potom má tato funkce
právì jeden pevný bod x∗, tedy

∃!x∗ ∈M : G(x∗) = x∗.

Navíc, Picardova metoda (3.8) k tomuto pevnému bodu konverguje, tj. pro jí
generovanou posloupnost xk platí

lim
k→∞

‖ xk − x∗ ‖= 0.

V praktických problémech, jako napøíklad v tìch vzniklých diskretizací par-
ciálních diferenciálních rovnic, ov¹em funkce G kontrakcí obecnì není. Podobnì
jako v pøípadì Newtonovy metody je teoretická analýza konvergence Picardovy
metody slo¾itá a její aplikace v praxi je problematická. Jak uvádí napø. [3], nu-
merické experimenty ukazují, ¾e hlavními úskalími Picardovy metody jsou v po-
rovnání s metodami Newtonova typu men¹í robustnost a pomalej¹í konvergence.
Existují ov¹em postupy, kterými lze tyto nedostatky redukovat. Jedním z nich je
Andersonova akcelerace.
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3.3.2 Andersonova akcelerace

V následující sekci èerpáme z èlánku [8]. De�nujme dále residuum
gk := xk −G(xk). Cílem Picardovy metody je docílit toho, aby norma ‖ gk ‖
byla þdostateènì maláÿ. Mù¾eme si v¹imnout, ¾e k de�nici nové aproximace
øe¹ení se pou¾ívá pouze aproximace z pøedcházející iterace. My¹lenkou Ander-
sonovy akcelerace je de�novat novou iteraci xk jako nejmen¹í a�nní kombinaci
mk pøedcházejících aproximací xk−1, . . . ,xk−mk−1. Tedy, k-tou Picardovu iteraci
(3.8) nahradíme problémem najít α = (α0, . . . , αmk) tak, ¾e

min
α,

∑mk
i=0 αi=1

‖
mk∑
i=0

αigk−i ‖`2 , (3.9)

tedy problémem nejmen¹ích ètvercù. Pro R2 odpovídá minimalizace residua pøes
a�nní kombinace hledání takového bodu v mk-úhelníku, jeho¾ vrcholy jsou pøed-
cházející aproximace øe¹ení, pro který bude residuum nejmen¹í. Novou aproximaci
xk+1 pak de�nujeme jako

xk+1 :=

mk∑
i=0

αiG(xk−i). (3.10)

Polo¾íme-li γ1, . . . ,γmk taková, ¾e platí vztahy

α0 =1− γ1
α1 =γ1 − γ2

...

αmk =γmk ,

pak platí také

mk∑
i=0

αigk−1 = (1− γ1)gk + (γ1 − γ2)gk−1 + . . .+ γmkgk−mk =

= gk + γ1(gk−1 − gk) + γ2(gk−2 − gk−1) + . . .+ γmk(gk−mk − gk−mk+1) =

= gk +

mk∑
i=1

γi(gk−i − gk−i+1).

(3.11)

Tedy, je mo¾né místo minimalizace výrazu (3.9) øe¹it tentý¾ problém pro výraz
(3.11), pøièem¾ budeme pokládat

xk+1 = G(xk) +

mk∑
i=1

γi(G(uk−i)−G(uk−i+1)).

V na¹em pøípadì øe¹ení algebraických soustav rovnic vzniklých diskretizací
rovnice konvekce-difuze-reakce mù¾eme pak uvedené aplikovat následujícím zpù-
sobem. Newtonova metoda øe¹í problém (3.6). Ekvivalentnì mù¾eme øe¹it pro-
blém pevného bodu pro novou funkci G : Rn → Rn
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G(xk) := −F (xk)C−1(xk) + xk = xk+1. (3.12)

Tedy, na øe¹ení nového problému pou¾íváme Picardovu metodu, na kterou
následnì mù¾eme aplikovat Andersonovu akceleraci: spoèítáme vhodnou váhu α
pøedcházejících aproximací (3.9) a novou aproximaci øe¹ení polo¾íme jako (3.10).

Problémem je, jak vyèíslit funkci G - v¹imnìme si, ¾e v jejím pøedpisu se
vyskytuje inverz matice toku. Ten v¹ak v praxi poèítat nechceme. Proto polo¾íme

G(xk) := xNewtonk+1 ,

kde xNewtonk+1 je (k + 1). aproximace získána modi�kovanou Newtonovou metodou
(9).

Tímto získáváme dal¹í modi�kaci Newtonovy metody.

De�nice 11. Mìjme danou funkci F : Rn → Rn a poèáteèní odhad x0 ∈ Rn

pøesného øe¹ení x∗ ∈ Rn, pro které platí F (x∗) = 0. Buï C(xk) matice apro-
ximující Jacobián F

′
(xk), λk ∈ (0,1] tlumicí koe�cient a dk+1 ∈ Rn. Oznaème

{xNewtonk }∞k=1 posloupnost bodù generovanou modi�kovanou Newtonovou metodou
(9). Polo¾me G(xk) := xNewtonk+1 . Koneènì, buï α = (α0, . . . ,αmk), mk < k. Pak
modi�kovanou Newtonovou metodou s Andersonovou akcelerací ro-
zumíme metodu generující novou aproximaci xk pøesného øe¹ení x∗ pøedpisem
(3.10), kde váhu α nalezneme minimalizací residua gk := xk −G(xk), tj. vyøe¹e-
ním problému (3.9).
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4. Numerické experimenty

V numerických experimentech øe¹íme následující problém: je dána rovnice
(1.2) kterou øe¹íme softwarem Adgfem v prostoru na jednotkovém ètverci, tj.
Ω = (0,1) × (0,1), a do èasu T = 0.5, tj. výpoèetní oblasti QT = Ω × (0, 0.5).
Metodami popsanými v prvních dvou kapitolách budeme tuto rovnici na dané
èasové hladinì diskretizovat, èím¾ dojdeme k systému nelineárních algebraických
rovnic, které budeme øe¹it metodami Newtonova typu. Výpoèet Newtonovy me-
tody øídíme monitorovací funkcí θk, podle které rozhodujeme, jestli pøijimáme
novou aproximaci øe¹ení systému xk+1 - tu získáváme metodou GMRES. Ukonèu-
jeme ho, platí-li mezi algebraickou chybou ηa a chybou diskretizace ηs vztah
ηa < 0.001 ηs, popøípadì dosáhne-li metoda 30 iterací. Následnì se posouváme
k diskretizaci rovnice na dal¹í èasové hladinì a postup se opakuje; celkem vý-
poèet provedeme pro pìt èasových krokù.

V na¹ich experimentech nastavujeme nìkolik parametrù. Pøednì, máme mo¾-
nost spustit modi�kovanou Newtonovu metodu (9), nebo modi�kovanou New-
tonovu metodu s Andersonovou akcelerací (11). Dále máme tøi parametry ovli-
vòující velikost øe¹eného problému: nastavujeme stupeò polynomiální aproximace
v èase (q = 0,1,2), prostoru (p = 0,1,2,3) a triangulaci, kterou pokrýváme oblast
Ω (volíme mezi triangulací obsahující 250 a 1000 prvkù, oznaèujeme þgrid 250ÿ,
respektive þgrid 1000ÿ). Posledním nastavovaným parametrem je délka èasového
kroku τ - dìlení èasového intervalu bude v na¹em pøípadì rovnomìrné. Pro pøíli¹
velký èasový krok budeme ztrácet pøesnost øe¹ení, pro pøíli¹ malý èasový krok zase
efektivitu výpoètu. Konkrétnì budeme uva¾ovat kroky τ ∈ {0.1, 0.02, 0.001}.

4.1 Pozorování 1 - Závislost na zvolené metodì

Nejprve porovnejme efektivitu výpoètu v závislosti na tom, jestli pou¾ijeme
modi�kovanou Newtonovu metodu nebo modi�kovanou Newtonovu metodu s An-

τ Grid Metoda 0,1 1,1 2,1 0,3 1,2 2,2 1,3 2,3

0.1 250 Newton 4.87 4.85 7.50 17.14 20.4 34.93 30.96 41.77
Anderson 3.96 6.77 10.14 45.36 22.59 33.14 69.77 99.41

1000 Newton 71.4 50.6 61.57 168.22 117.32 556.94 261.93 310.36
Anderson 55.92 71.65 67.96 182.26 199.06 694.85 268.83 416.61

0.02 250 Newton 4.44 3.86 5.59 11.67 6.19 15.6 25.33 36.41
Anderson 3.84 4.88 7.35 18.6 8.48 15.49 19.24 46.52

1000 Newton 25.34 26.05 65.84 86.77 184.04 764.56 116.5 348.62
Anderson 23.48 34.13 42.21 130.42 102.91 482.3 182.38 334.29

0.005 250 Newton 2.10 3.21 4.48 9.20 8.13 22.94 18.04 22.31
Anderson 2.75 4.41 5.64 12.64 9.34 15.30 19.01 26.82

1000 Newton 15.56 20.94 63.0 69.33 79.56 137.32 205.5 232.73
Anderson 19.56 27.90 55.64 99.72 77.04 81.22 160.10 235.84

Tabulka 4.1: Doba výpoètu [s] v závislosti na velikosti èasového kroku τ , síti,
metodì a stupni polynomù q,p po øade v èase, prostoru.
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dersonovou akcelerací. Ukazuje se, ¾e efektivita toho kterého algoritmu závisí
zejména na velikosti øe¹eného problému a volbì velikosti èasového kroku τ .

Délky výpoètù v závislosti na velikosti problému a zvolené metodì jsou uve-
deny tabulce 4.1. Velikosti matic a poèty nenulových prvkù v nich jsou k nahléd-
nutí v tabulce 4.2.

Z dat vidíme, ¾e diskretizaèní chyby se po pìti krocích pro obì metody srovná-
vají. Li¹it se v¹ak mù¾e vývoj chyb v pøedcházejících krocích. Jak ilustruje obrázek
4.1a, problém metody s Andersonovou akcelerací je nìkolikráte ¹patná konver-
gence v prvním kroku výpoètu - mù¾eme se domnívat, ¾e pro ¹patný poèáteèní
odhad zaná¹íme akcelerací do výpoètu informaci z nìkolika nepøesných øe¹ení,
a tím zpomalujeme konvergenci. Mù¾eme si také v¹imnout, ¾e výpoèetní èasy
s nejdel¹ím èasovým krokem τ = 0.1 jsou lep¹í u Newtonovy metody bez akcele-
race. Tomu odpovídá vývoj zavedených chyb, viz obrázek 4.1b. V situaci q = 0,
p = 1, τ = 0.02 na gridu 1000 pozorujeme o nìco pomalej¹í konvergenci neak-
celerované metody, viz 4.1c - to se odrá¾í i v porovnání pøíslu¹ných výpoèetních
èasù, kdy je neakcelerovaná metoda o nìco pomalej¹í. Na nejvìt¹ím uva¾ovaném
problému s nejjemnìj¹í sítí, tedy pøi q = 2, p = 3, τ = 0.005 na gridu 1000 po-
zorujeme (viz obrázek 4.1d), ¾e neakcelerovaná metoda nezkonverguje ve tøetím
kroku, zatímco akcelerovaná v kroku prvním. Výsledné èasy výpoètu se takøka
neli¹í. Koneènì, na hrub¹ím prostorovém dìlení o 250 prvcích si mù¾eme v¹im-
nout podobných dob výpoètu, s vyjímkou situace, kdy aplikujeme akcelerovanou
metodu s krokem τ = 0.1, nízkým stupnìm polynomù v èase a vysokým v pro-
storu, tj. q ∈ {0,1}, p = 3. Obecnì se zdá být rychlej¹í pøi problémech s del¹ím
èasovým krokem vyu¾ít neakcelerované metody.

4.2 Pozorování 2 - Závislost na velikosti øe¹e-
ných matic

Zásadní vliv na rychlost konvergence a velikost odvozených chyb má velikost
øe¹ených matic. Je rozumné oèekávat, ¾e èím vìt¹í problém øe¹íme, tím del¹í
bude výpoèetní doba a tím lep¹í aproximaci øe¹ení dostaneme, jak ilustrujeme
v obrázku 4.2a, 4.2b, 4.2c (po øade problémy s poètem nenulových prvkù 9 936,
162 432,4 060 800). V èásti 2.2.2 jsme uvedli vzorec pro øád øe¹ených matic v závis-
losti na q, p a zvolené triangulaci. Ná¹ øe¹icí software nám poskytuje údaj o tom,
kolik nenulových prvkù øe¹ené matice mají. Závislost poètu nenulových prvkù a
velikosti matice v závislosti na stupni aproximace a triangulaci uvádíme v tabulce
4.2.

Pøesto nastávají situace, kdy vìt¹í systém zkonverguje rychleji ne¾ systém me-
n¹í. Jako pøíklad uvedeme situaci, kdy øe¹íme problém metodou s Andersonovou
akcelerací na triangulaci o 1000 prvcích s èasovým krokem τ = 0.005. Polo¾íme-
li p = 1, q = 2, dostáváme systém o 649 728 nenulových prvcích. Pro q = 0,
p = 3 dostáváme systém o 451 200 nenulových prvcích. Pøesto, výpoèetní èas v
prvním pøípadì je 77.04s a v druhém 99.72s. V grafu 4.2d vidíme vývoj chyb
pøi daném nastavení. Nabízí se my¹lenka, ¾e je výhodnìj¹í volit podobné stupnì
polynomiální aproximace v prostoru a èase.
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Obrázek 4.1: Porovnání algebraické, diskretizaèní chyby.

q p grid # nenulových prvkù # v¹ech prvkù
0 1 250 9 936 2 250 000
0 3 250 110 400 25 000 000
1 1 250 39 744 9 000 000
1 2 250 158 967 36 000 000

1 3 250 441 600 100 000 000
2 1 250 9 936 20 250 000
2 2 250 357 696 81 000 000
2 3 250 993 600 225 000 000

0 1 1000 40 608 36 000 000
0 3 1000 451 200 400 000 000
1 1 1000 162 432 144 000 000
1 2 1000 649 728 576 000 000

1 3 1000 1 804 800 1 600 000 000
2 1 1000 365 472 324 000 000
2 2 1000 1 461 888 1 296 000 000
2 3 1000 4 060 800 3 600 000 000

Tabulka 4.2: Poèet nenulových prvkù matic v závislosti na triangulaci, stupni
polynomù
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(d) q ∈ {0,1}, p ∈ {2,3}, grid 1000

Obrázek 4.2: Porovnání algebraické a diskretizaèní chyby pro metodu s Anderso-
novou akcelerací, τ = 0.005, rozdílnou triangulací a rozdílným stupnìm polyno-
miální aproximace q v èase a p v prostoru.
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Obrázek 4.3: Porovnání algebraické, diskretizaèní chyby pro Andersonovou me-
todu s p = 2, q = 3, grid 250, τ rùzná.

4.3 Pozorování 3 - Závislost na délce èasového
kroku τ

Neuva¾ejeme-li pøípady, kdy stupeò polynomiální aproximace v prostoru je
výraznì jiný ne¾ v èase, mù¾eme si v¹imnout, ¾e pøesnost aproximace i èas vý-
poètu klesají s krat¹ím èasovým krokem τ . To se zdá být logické - pro krat¹í
èasový krok dostáváme z Galerkinovy diskretizace pøesnìj¹í formu Amh,τ proèe¾
odvozený algebraický problém konverguje rychleji a navíc dostáváme ni¾¹í diskre-
tizaèní chybu. Pro metodu s Andersonovou akcelerací toto chování ilustrujeme
na obrázku 4.3.

4.4 Pozorování 4 - Vhodnost zvolených zastavo-
vacích ktitérií

Cílem na¹eho výpoètu je primárnì spoèítat co nejpøesnìj¹í aproximaci øe¹ení
pùvodní rovnice (1.1) v co nejkrat¹ím èase. K vyvá¾ení tìchto dvou po¾adavkù
jsme zavedli zastavovací kritérium jako podmínku na pomìr diskretizaèní a alge-
braické chyby. Na¹ím cílem je, aby se diskretizaèní chyba ve v¹ech krocích výpoètu
ustálila, pøièem¾ bychom chtìli, aby byl výpoèet co nejdøíve po ustálení ukonèen.

Z uvedených grafù mù¾eme odeèíst, ¾e na¹e podmínka ηa < 0.001ηs funguje
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dobøe - pakli¾e v nìkterém z krokù Newtonovy metody je diskretizaèní chyba ustá-
lena v mnoha krocích (viz napø. tøetí krok Newtonovy metody v 4.1d), mohlo by
oslabení po¾adavku v nìkterém z dal¹ích kroku (viz pátý krok tamté¾) zapøíèinit
to, ¾e by se chyba ustálit nestihla.
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Závìr

Tato práce prezentuje v teoretické èásti základní my¹lenky volby zastavova-
cích kritérií pro metody Newtonova typu aplikované na nelineární algebraické
problémy vze¹lé z diskretizace parciálních diferenciálních rovnic konvekce-difuze-
reakce. Pøednì, odvodili jsme zobecnìnou Newtonovu metodu (9) a její v praxi
u¾ívané modi�kace, jmenovitì zavedení tlumicího koe�cientu, matice toku a An-
dersonovy akcelerace. Zavedli jsme pojmy diskretizaèní a algebraická chyba a na-
stínili zdùvodnìní jejich de�nic. Opodstatnili jsme zavedení zastavovacích kritérií,
která by se mìla sna¾it vyvá¾it chybu vzniklou diskretizací parciálních diferen-
ciálních rovnic a algebraickou chybu vzniklou øe¹ením nelineárních algebraických
soustav iterativní zobecnìnou Newtonovou metodou.

Numerickými experimenty jsme pak zkoumali chování odvozených zobecnì-
ných Newtonových metod pro rùzné nelineární algebraické problémy. V první
øadì jsme ovìøili, ¾e na¹e volba zastavovacích kritérií coby tisícinásobného po-
klesu algebraické oproti diskretizaèní chybì se jeví jako vhodná. Dále jsme sledo-
vali a ilustrovali základní charakteristiky výpoètù Newtonovy metody, tedy délku
výpoètu a dosa¾enou chybu diskretizace, v závislosti na parametrech diskretizace
pùvodní parciální diferenciální rovnice.
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