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Úvod
Optimalizace se obecně zabývá volbou „nejlepšího“ rozhodnutí. Počátky op-

timalizace jako takové sahají do období druhé světové války. Zprvu se zabývá
deterministickými optimalizačními úlohami, avšak v reálném životě je ve vět-
šině problémů přítomná určitá nejistota a vstupy takových úloh jsou náhodné.
V takové situaci hovoříme o optimalizaci stochastické. Stochastická optimalizace
je rozsáhlé odvětví optimalizace, které se začínalo rozvíjet v padesátých letech
20. století. Můžeme ji rozdělit na další dva směry, kde jedním směrem je proble-
matika dvoustupňových a vícestupňových úloh a druhým směrem je pravděpo-
dobnostní programování. Další velmi silnou oblastí matematiky je teorie grafů.
Mnohé rozhodovací a konfliktní situace z praxe lze popsat právě pomocí grafů a
posléze je řešit. Sítě, které spadají do teorie grafů, popisují rozličné systémy, se
kterými lidé pracují. Jedná se například o sítě dopravní, telekomunikační, datové
a mnohé další. I v této oblasti můžeme pracovat s deterministickými a náhodnými
sítěmi, přičemž náhoda je opět takřka všudypřítomná. V okamžiku, kdy dojde k
propojení těchto dvou praktických a zajímavých témat, jako je stochastická opti-
malizace a náhodné sítě, dostaneme velice užitečný nástroj, který nám umožňuje
řešit mnohé komplikované situace.

Tématem této práce je tedy problematika modelování na náhodných sítích.
V první a druhé kapitole pojednáme o dvoustupňové a vícestupňové stochastické
optimalizaci, způsobu řešení úloh z tohoto odvětví a uvedeme jejich možné apli-
kace na náhodných sítích. Třetí kapitola se věnuje úlohám s pravděpodobnostními
omezeními a formulaci úlohy z reálného prostředí, která je interpretovaná pomocí
náhodné sítě. V poslední čtvrté kapitole je předvedena aplikace stochastické op-
timalizace na úloze, která je inspirovaná reálnými daty. K výpočtu jsou použity
systémy GAMS, Mathematica a Excel.
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1. Dvoustupňová stochastická
optimalizace

Optimalizační úlohy obvykle dělíme na dva hlavní směry: deterministické a
stochastické problémy. Co se týče deterministických optimalizačních úloh, zde
jsou všechny koeficienty a parametry úlohy předem známé. Na základě zadaného
problému a podmínek pak hledáme ideální řešení, které podmínky splňuje. V pří-
padě, že nám jednotlivé parametry nejsou předem známé, se jedná o problém sto-
chastické optimalizace. My se v první části této kapitoly budeme věnovat právě
stochastické optimalizaci. Vzápětí budeme rozebírat dvoustupňovou stochastic-
kou optimalizaci, její řešení a aplikaci.

1.1 Stochastická optimalizace
Jak již bylo řečeno výše, s problematikou stochastické optimalizace se denně

setkáváme v běžném životě. Dobrým příkladem problému stochastické optimali-
zace je následující úloha prodavače novin, kterou přebíráme z publikace [4]. Pro-
davač novin si může za nákupní cenu objednat každý den pevný počet výtisků
novin. Prodejní cena jednoho výtisku novin je vyšší než cena nákupní. Jestliže
prodavač všechny výtisky během dne neprodá, neprodané výtisky již nemůže vrá-
tit. Prodavač však poptávku po novinách pro daný den při objednávání výtisků
předem nezná. Cílem prodavače je maximalizovat svůj zisk a ideálně nakoupit to-
lik novin, kolik jich bude poptávaných. V okamžiku, kdy prodavači nějaké výtisky
zbudou, nebo naopak bude poptávka vyšší než množství nakoupených výtisků,
dojde k určité ztrátě, která sníží prodavačův zisk. Množství objednaných výtisků
se pak volí na základě metod stochastické optimalizace.

1.1.1 Obecná formulace úlohy stochastické optimalizace
Než přistoupíme k formulaci obecné úlohy stochastické optimalizace, nejdříve

vyslovíme obecnou deterministickou formulaci problému matematického progra-
mování, kterou přebíráme z publikace [11]:

min g0(x) (1.1)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,
x ∈ X ⊂ Rn,

kde x je rozhodovací vektor, X je množina přípustných řešení, g0 : Rn → R je
účelová funkce a gi : Rn → R, i = 1, . . . ,m jsou funkce rozhodovacího vektoru
x určující podmínky dané úlohy.

Nyní zadefinujeme dva následující pojmy.

Definice 1. (Konvexní množina). [7] Množina X ⊂ Rn se nazývá konvexní,
jestliže s každými dvěma body obsahuje také všechny jejich konvexní lineární kom-
binace, tj. pro každé x,y ∈ X a λ ∈ (0,1) je λx+ (1 − λ)y ∈ X.
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Definice 2. (Konvexní polyedrická množina). [7] Konvexní polyedrická množina
je množina, která je průnikem konečně mnoha uzavřených poloprostorů.

Na základě funkcí gi a množiny X můžeme rozlišovat úlohu (1.1) na

a) lineární, jestliže je množina X polyedrická a konvexní a funkce gi, i = 0, . . . ,m
jsou lineární;

b) nelineární, jestliže je alespoň jedna funkce gi, i = 0, . . . ,m nelineární a X není
konvexní polyedrická množina; nelineární úlohy dělíme na

b1) konvexní, jestliže X ∪ {x|gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} je konvexní množina
a g0 je konvexní funkce;

b2) nekonvexní, jestliže X ∪ {x|gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} není konvexní
množina nebo účelová funkce g0 není konvexní funkce.

Další speciální třídou problémů jsou celočíselné problémy, pro které platí, že ve-
ličiny xj, j = 1, . . . , n z množiny X jsou celočíselné. Poslední speciální třídou
problémů, kterou si uvedeme, jsou smíšené celočíselné problémy, kde jsou alespoň
některé z proměnných xj, j = 1, . . . , n celočíselné.

V problému (1.1) mnohdy není rozumné uvažovat deterministicky pevně dané
funkce gi ani pevně danou množinu X. Například v případě modelování vodních
elektráren lze přítok do rezervoárů vhodně modelovat pomocí nejistého parame-
tru, který je v nejlepším případě charakterizován pravděpodobnostním rozděle-
ním. V závislosti na situaci, kterou chceme řešit, nemusí být formulace (1.1) pro
popis problému vhodná.

Nyní přistoupíme ke stochastické formulaci problému. Jedná se o obdobný
problém jako (1.1), avšak s náhodnými parametry. Obecnou formulaci úlohy sto-
chastické optimalizace přebíráme také z publikace [11]

min g0(x, ξ̃) (1.2)

s.t. gi(x, ξ̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,
x ∈ X ⊂ Rn,

kde ξ̃ je náhodný vektor z množiny Ξ ⊂ Rk. Předpokládáme, že je dána rodina
událostí F taková, že F ⊂ Ξ. Dále předpokládáme, že je dáno i pravděpodob-
nostní rozdělení P . Proto pro každou podmnožinu A ⊂ Ξ, t.j. A ∈ F , je pravdě-
podobnost P (A) známá. Funkce gi(x, ·) : Ξ → R ∀x, i jsou náhodné veličiny a
pravděpodobnostní rozdělení P je nezávislé na x.

U problému (1.2) chceme učinit rozhodnutí x aniž bychom znali realizaci ξ̃,
čili člen „min“ ani podmínky úlohy nejsou plně smysluplné. Proto je nutné proces
modelování přepracovat, což vede na deterministickou podobu úlohy (1.1).

Po uvedení základní formulace stochastického problému nyní postupně pře-
jdeme ke konkrétnější úloze stochastického programování.

Na základě publikace [1] tedy můžeme shrnout, že úlohy s nejistotou jsou
takové úlohy, ve kterých se může v datech vyskytovat nějaká nejistota. Za rekur-
zivní programy považujeme takové úlohy, ve kterých mohou být rozhodnutí nebo
rekurzivní procesy přijaty až po popsání nejistoty. Přítomnost nejistoty v da-
tech znamená, že některá data v problémech mohou být reprezentována pomocí

4



náhodných veličin. Předpokládá se, že známe přesný pravděpodobnostní popis
náhodných veličin ve formě pravděpodobnostních rozdělení, hustot nebo obecněji
pravděpodobnostních měr. Konkrétní hodnoty náhodných veličin budou známé
až po realizaci náhodného experimentu, t.j. vektor ξ = ξ(ω), symbolizující ná-
hodu v datech, je znám až po uskutečnění experimentu ω. Množina rozhodnutí
je pak rozdělena do dvou skupin:

• jednostupňová rozhodnutí, kde musí být rozhodnutí přijata před provedením
experimentu. Období, ve kterém je rozhodnutí učiněno, se nazývá první
stupeň;

• dvoustupňová rozhodnutí, kde mohou být rozhodnutí přijata po provedení
experimentu. Období, ve kterém je rozhodnutí učiněno, se nazývá druhý
stupeň.

Jednostupňová rozhodnutí jsou reprezentována vektorem x, zatímco dvoustup-
ňová rozhodnutí jsou reprezentována vektorem y(ω, x). Posloupnost událostí a
rozhodnutí je následující

x → ξ(ω) → y(ω, x).

1.2 Dvoustupňová stochastická optimalizace
Na konci předchozí sekce jsme uvedli dělení množiny rozhodnutí do dvou sku-

pin na jednostupňová a dvoustupňová rozhodnutí. Nyní pokračujeme z publi-
kace [1] a uvedeme příklad cestovní prodavačky, na kterém si objasníme princip
dvoustupňového programování.

Cestovní prodavačka každý den obdrží jednu položku, přičemž následně na-
vštěvuje klienty a snaží se jim tuto položku prodat. Vrací se domů v okamžiku,
kdy buď nalezla kupce pro danou položku, nebo pokud už navštívila všechny
klienty. Klienti se o koupi rozhodují zcela náhodně a jejich rozhodnutí není ovliv-
něné rozhodnutími z předchozích dní. Cílem prodavačky je určit pořadí, ve kterém
klienty navštíví tak, aby dorazila domů co nejdříve. Strávený čas v procesu zahr-
nuje čas strávený cestováním a dobou strávenou u každého navštíveného klienta.
Pro zjednodušení uvažujme, že posloupnost klientů, které je potřeba navštívit,
je pevně daná. První stupeň tkví v zafixování posloupnosti a cestě k prvnímu
klientovi. Druhý stupeň je variabilní v závislosti na délce trvání obsluhy po sobě
jdoucích klientů, kteří si buď zboží koupí, či nikoliv. Uvažujme následující kon-
krétní příklad cestovní prodavačky. Mějme dva klienty, kde první klient nakoupí
zboží s pravděpodobností 0, 3 a druhý klient nakoupí s pravděpodobností 0, 8.
Čas strávený cestováním (obsahuje i obsluhu) je ilustrován na obrázku (1.1).
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Klient1 Klient2

Domov0

4 hod

1,5 hod

3 hod

Obrázek 1.1: Příklad cestovní prodavačky.

Předpokládejme, že den začíná v 8.00. Jestliže uvažujeme posloupnost puto-
vání (Klient1, Klient2), pak mohou nastat dvě varianty.

• První variantu sledujeme na následujícím diagramu, kde prodavačka ob-
slouží klienta č. 1 v 9.30. Klient zboží koupí a prodavačka se může vrátit
domů a cestu ukončí v 11.00.

8.00 9.30 11.00
1,5 hod 1,5 hod

• Druhá varianta je taková, že klient č. 1 zboží nekoupí, a tudíž prodavačka
pokračuje ke klientovi č. 2. Klienta č. 2 obslouží ve 12.30. Ať už klient č. 2
zboží koupí, či nikoliv, prodavačka končí doma v čase 16.00.

8.00 9.30 12.30 16.30
1,5 hod 3 hod 4 hod

První stupeň u těchto dvou variant trvá vždy od 8.00 do 9.30 a druhý stupeň pak
začíná v 9.30 a končí buď v 11.00, jestliže klient č. 1 nakoupí, nebo v 16.00, jinak.

Jestliže uvažujeme posloupnost (Klient2, Klient1), pak mohou nastat také
dvě varianty trvání prodeje.

• První variantu sledujeme v následujícím diagramu. Zde dojde ke koupi u kli-
enta č. 2 a prodavačka v tomto případě ukončí cestu v 16.00 návratem domů.

8.00 12.00 16.004 hod 4 hod

• Druhá varianta je taková, že klient č. 2 zboží nekoupí a prodavačka pokra-
čuje ke klientovi č. 1. Tato varianta končí v čase 16.30.

8.00 12.00 15.00 16.304 hod 3 hod 1,5 hod
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První stupeň u těchto dvou variant trvá od 8.00 do 12.00 a druhý stupeň pak
začíná ve 12.00 a končí buď v 16.00, jestliže klient č. 2 nakoupí, nebo v 16.30,
jinak.

Vidíme tedy, že první stupeň varianty (Klient2, Klient1) může někdy skončit
později, nežli druhý stupeň varianty prodeje (Klient1, Klient2).

1.3 Formulace úlohy lineární dvoustupňové sto-
chastické optimalizace

V této sekci se budeme zabývat formulací dvoustupňového problému stochas-
tické lineární optimalizace a budeme čerpat z publikací [1], [10] a [17].

Dvoustupňový stochastický lineární program může mít více podob v závislosti
na tom, které komponenty problému jsou náhodné a které jsou deterministické.
My zde uvedeme obecnější formulaci, kterou lze následně modifikovat. Dvoustup-
ňová stochastická lineární úloha má následující tvar:

min cTx+ E ξ[min q(ω)Ty(ω)] (1.3)

s.t. Ax = b,

T (ω)x+W (ω)y(ω) = h(ω),
0 ≤ x, 0 ≤ y(ω).

Zde E ξ[ ] značí operátor střední hodnoty. V prvním stupni reprezentuje veli-
čina x o velikosti n1 ×1 rozhodovací vektor programu. Mezi další vektory prvního
stupně, které souvisejí s rozhodovacím vektorem x, patří vektor c o velikosti n1×1,
vektor b o velikosti m1 ×1 a matice A o rozměru m1 ×n1. Tyto veličiny jsou deter-
ministické, čili předem známé. Mezi vektory druhého stupně úlohy patří vektor
q(ω) velikosti n2 × 1, h(ω) velikosti m2 × 1, matice T (ω) o rozměru m2 × n2 a
matice W (ω) o rozměru m2 ×n2. Matici T (ω) nazýváme matice technologií a ma-
tici W (ω) nazýváme rekurzivní matice. V případě těchto veličin druhého stupně
se jedná o stochastické komponenty problému (1.3). Data q(ω), h(ω), T (ω),W (ω)
budou známá až po realizaci náhodných událostí ω ∈ Ω. Rozhodovacím vektorem
druhého stupně úlohy je vektor y(ω) o velikosti n2 × 1. V případě, že uvažujeme
matici W pevně danou, pak program (1.3) nazýváme dvoustupňový stochastický
lineární program s pevnou rekurzí. Na základě publikace [5] uvedeme další dělení
stochastického lineárního programu podle rekurzivní matice W (ω). Dále rozli-
šujeme stochastický lineární program s úplně pevnou rekurzí, kde W = W (ω) a
pro libovolnou pravou stranu z má soustava Wy = z nezáporné řešení. Dalším
typem úloh jsou stochastické lineární programy s jednoduchou rekurzí, které jsou
speciálními případy problémů s úplnou pevnou rekurzí. Zde se pak v řádcích sys-
tému W (ω)y + T (ω)x = h(ω) vyskytují pouze dva typy nesrovnalostí y+

i a y−
i ,

které jsou rozlišeny a penalizovány. Proto je odpovídající rekurzivní matice ve
formě W = (I, − I), kde I je jednotková matice odpovídající dimenze. Nakonec
v případě, že je problém druhého stupně přípustný pro libovolné x ∈ X a ω ∈ Ω,
program nazýváme stochastický lineární program s relativně úplnou rekurzí.

Poskládáním všech komponent z druhého stupně dohromady dostaneme vek-
tor ξ(ω) velikosti k ve tvaru ξ(ω) = (q(ω), h(ω), T (ω),W (ω)). Všechny prvky
vektoru jsou náhodné.
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Nechť je Ξ ⊂ Rk nejmenší uzavřená podmnožina Rk taková, že P (Ξ) = 1,
jedná se o nosič ξ. V prvním stupni tedy činíme rozhodnutí x, pak následuje
realizace náhodné události ω, čímž poznáme data druhého stupně, která závi-
sela na ω. Nakonec následuje rozhodnutí ve druhém stupni y(ω). Schéma této
posloupnosti vypadá následujícím způsobem

x → ξ(ω) → y(ω).

Závislost y na ω je zcela odlišné povahy než závislost q, h, T,W na ω. Nejedná se
o funkci ω, ale znamená to, že po realizaci x nejsou rozhodnutí y obvykle stejná.
Rozhodnutí y se volí tak, aby náhodná omezení z úlohy (1.3) platila skoro jistě.
Účelová funkce programu (1.3) je tvořena deterministickým členem cTx a střední
hodnotou účelové funkce druhého stupně q(ω)Ty(ω) přes všechny realizace ná-
hodné události ω. Člen odpovídající druhému stupni je komplikovanější, jelikož
je hodnota y(ω) pro každé ω řešením lineárního programu.

K problému (1.3) formulujeme deterministickou podobu, kterou lze vyřešit
a je následujícího tvaru

min cTx+ Q(x) (1.4)
s.t. Ax = b, 0 ≤ x,

kde
Q(x) = E ξ Q(x,ξ(ω))

a
Q(x,ξ(ω)) = min

y
{q(ω)Ty|Wy = h(ω) − T (ω)x, 0 ≤ y(ω)}.

1.4 Způsoby řešení lineární dvoustupňové úlohy
s pevnou rekurzí

Obecný dvoustupňový model řeší výběr počátečního rozhodnutí, které mini-
malizuje náklady plus střední hodnotu budoucích rekurzivních akcí. Samozřejmě
se nemusí jednat pouze o minimalizaci nákladů, záleží na tom, co je cílem dané
optimalizační úlohy. S konečným počtem realizací druhého stupně a se všemi
lineárními funkcemi vždy můžeme zformulovat deterministickou podobu lineár-
ního programu, nebo rozšířenou formu úlohy. S narůstajícím počtem realizací
jsou však takové formy příliš rozsáhlé. Nejčastěji používaná metoda k řešení li-
neární dvoustupňové úlohy s pevnou rekurzí je založená na budování vnější li-
nearizace rekurzivní funkce nákladů a následném řešení prvního stupně plus této
linearizace. Tato technika sečných nadrovin se ve stochastickém programování
nazývá L-shaped metoda. Existuje však řada dalších dekompozičních metod a
procedur řešících dvoustupňové úlohy. Mezi ně patří například vnitřní lineari-
zace, Dantzingův-Wolfeův přístup, který řeší duál problému L-shaped metody a
další.

V předchozí sekci jsme uvedli obecnou úlohu dvoustupňové stochastické op-
timalizace (1.3), kde byly prvky q(ω), h(ω), T (ω),W (ω) náhodné. V této části
budeme uvažovat rekurzivní matici W nenáhodnou, a tudíž zde budeme rozebí-
rat způsob řešení dvoustupňového stochastického lineárního programu s pevnou
rekurzí.
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1.4.1 L-Shaped metoda
Jak bylo řečeno výše, L-shaped metoda je technika sečných nadrovin, která

řeší dvoustupňové úlohy stochastického programování. Princip této metody před-
vedeme na základě publikace [1].

Uvažujme úlohu (1.4). Základní myšlenkou L-shaped metody je aproximace
nelineárního členu v účelové funkci. Základní princip tohoto přístupu je násle-
dující. Nelineární člen v účelové funkci (rekurzivní funkce) v sobě zahrnuje ře-
šení všech rekurzivních lineárních programů druhého stupně a cílem této metody
je zabránit četnému vyhodnocování funkce. Proto využíváme tento nelineární
člen pouze k vytvoření hlavního programu pro x, ale rekurzivní funkci spočítáme
přímo jako podproblém. K tomu aby bylo možné tento přístup uskutečnit, před-
pokládejme, že náhodný vektor ξ má konečný nosič. Buďte k = 1, . . . , K indexy
možných realizací a buďte pk pravděpodobnosti těchto realizací. Na základě na-
šeho předpokladu můžeme zapsat deterministickou podobu programu v rozšířené
formě. Tato forma je zkonstruovaná na základě spojení jedné množiny rozhodnutí
druhého stupně, řekněme yk, ke každé realizaci ξ, t.j. ke každé realizaci qk, hk a
Tk. Jedná se o rozsáhlý lineární problém, který můžeme definovat následujícím
způsobem

min cTx+
K∑

k=1
pkq

T
k yk (1.5)

s.t. Ax = b,

Tkx+Wyk = hk, k = 1, . . . , K
0 ≤ x, 0 ≤ yk, k = 1, . . . , K.

Na obrázku (1.2) je vyobrazena bloková struktura rozšířené formy (1.5), odkud
je také patrné odvození názvu metody L-shaped.

Obrázek 1.2: Bloková struktura dvoustupňové rozšířené formy problému převzatá
z publikace [1].

Nyní přistoupíme k algoritmu L-shaped metody.
KROK 0 Polož r = s = v = 0 (inicializace na 0).
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KROK 1 Polož v = v + 1 (v je index iterace). Vyřeš následující lineární program

min z = cTx+ θ

s.t. Ax = b,

Dlx ≥ dl, l = 1, . . . , r (1.6)

Elx+ θ ≥ el, l = 1, . . . , s (1.7)
0 ≤ x, θ ∈ R.

Buď (xv, θv) optimální řešení. Jestliže není přítomna podmínka (1.7), pak θv po-
lož rovno −∞ a neber jej v úvahu při výpočtu xv.
KROK 2 Pro k = 1, . . . , K řeš následující lineární program (fáze I simplexu)

minw′ = eTv+ + eTv−

s.t. Wy + Iv+ − Iv− = hk − Tkx
v,

0 ≤ y, 0 ≤ v+, 0 ≤ v−,

kde eT = (1, . . . ,1) dokud pro nějaké k není optimální hodnota w′ > 0. V takovém
případě buďte σv odpovídající multiplikátory simplexu a definuj

Dr+1 = (σv)TTk,

dr+1 = (σv)Thk,

které slouží ke generování řezů přípustnosti, tedy podmínky typu (1.6).
Nastav r = r+ 1, přidej podmínku do množiny podmínek (1.6) a vrať se zpět ke
KROKU 1. Jestliže je pro všechna k w′ = 0, jdi na KROK 3.
KROK 3 Pro = 1, . . . , K vyřeš lineární program

min z = qT
k y (1.8)

s.t. Wyk = hk − Tkx
v,

0 ≤ y.

Buďte πv
k multiplikátory simplexu odpovídající optimálnímu řešení problému k

typu (1.8). Definuj

Es+1 =
K∑

k=1
pk(πv

k)TTk,

es+1 =
K∑

k=1
pk(πv

k)Thk.

Buď wv = es+1 − Es+1x
v. Jestliže θv ≥ wv, KONEC, xv je optimální řešení.

Jinak, nastav s = s+ 1, přidej řez optimality do množiny omezení (1.7) a vrať se
na KROK 1.
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1.5 Model stochastického programování pro vy-
užití síťových zdrojů za přítomnosti nejis-
toty poptávky

V této části uvedeme příklad dvoustupňové stochastické optimalizace na síti,
který přebíráme z publikace [8]. Uvedeme zde několik aplikací, ve kterých jsou
výnosy, které jsou distribuovány přes síť, generovány pomocí rekurze.

V úvodu nejprve zmíníme varianty interpretace modelovaných situací pomocí
sítě. V některých případech se jedná o sítě prostorové, v jiných případech o sítě
časové. Vrcholy v prostorové síti odpovídají umístěním na síti a hrany odpovídají
schopnosti transportovat zboží nebo poskytovat služby (jako například u letec-
kého transportu a telekomunikačního průmyslu). Na druhé straně časové sítě jsou
formovány diskretizací času a častěji se užívají pro modely řízení výnosu napří-
klad pro půjčovny aut, hotely atd. V těchto modelech jsou uzly často spojené
s body v čase a hrany korespondují s rezervacemi v čase. V obou případech je dů-
ležité uznat, že poptávka je často dána pomocí zdrojů spojených s vícenásobnými
hranami sítě. Zákazníci aerolinek mohou využít vícenásobné hrany k dokončení
jejich cestovních tras, hovory mohou být směrovány přes vícenásobné linky teleko-
munikačních sítí a pronájem automobilů a hoteloví zákazníci si mohou ponechat
zařízení, respektive hotelový pokoj po několik dní. Mimoto tyto sítě slouží více
třídám zákazníků, z nichž některé platí vyšší ceny než ostatní. Například po-
kud někdo potřebuje bezprostředně provést videokonferenci, může být ochoten
zaplatit více, než například univerzity, které mají po stejné síti předem zaplacené
vysílání přednášek. Obdobně jsou do tříd řazeni i zákazníci leteckých společností
dle cen jízdného, stejně jako hoteloví zákazníci nebo zákazníci půjčoven aut. V li-
bovolné z těchto aplikací závisí zisky plynoucí ze sítě na řídící politice, která je
pro management sítě užívána. Intuitivně za dobrou kontrolní politiku považujeme
takovou politiku, která vede k systému, který při zachování vysoké úrovně využití
zdrojů obslouží co nejvíce vysoce platících zákazníků.

V nadcházející části uvedeme modely, které umožňují efektivní správu zdrojů
umístěných na síti. Poptávka proudí po dvojicích Počátek-Cíl, které budeme zna-
čit P -C dvojice (v publikaci [8] autoři značí tuto dvojici O-D vzhledem k anglic-
kému origin-destination).

1.5.1 Související modely pro využití síťových prostředků
V této části předvedeme formulace modelů, které se používají k zachycení

dopadu příjmů z několika P -C dvojic. Dochází k rozhodnutí, zda na základě
marginální hodnoty spojené se zdroji má být zákazník přijat, či nikoliv. Tato po-
litika se v literatuře managementu výnosů označuje jako kontrolní politika cenové
nabídky, kde marginální hodnoty odpovídají cenovým nabídkám. Navzdory širo-
kému uplatnění třídy modelů se jedná o letecký průmysl, který učinil hlavní vývoj
a nasazování těchto modelů. Proto převezmeme některé termíny právě z termi-
nologie leteckých společností. Budeme používat termíny itinerář a leg. Itinerář
z pohledu leteckých společností symbolizuje cestovní deník, popis cesty, trati s
jejími zvláštnostmi. V našem případě itineráře symbolizují na síti cesty a kom-
binace tříd zákazníků. Leg, další pojem vypůjčený z letectví, značí v leteckých
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společnostech samostatný nepřerušený let, čili jeden leg začíná v okamžiku, kdy
se letadlo odlepí od země a končí v okamžiku, kdy přistává. Cesta je tvořená
posloupností legů, kde každý z nich má určenou kapacitu, která se rozdělí mezi
různé třídy zákazníků. V našem případě tedy budou legy symbolizovat jednot-
livé hrany, které tvoří cestu na síti. Na následujícím obrázku (1.3) je ilustrována
symbolika itineráře a legů v síti.

Obrázek 1.3: Symbolika itineráře a legů v síti.

Potřebné pojmy z teorie grafů

Dříve než se vydáme formulovat modely pro využití síťových prostředků, za-
definujeme některé pojmy z teorie grafů, které čerpáme z práce [18]. Tato práce
se z části zabývala teorií grafů na základě publikací [2, 13, 15].

Definice 3. (Graf). Graf G je uspořádaná dvojice (V,E), kde V je nějaká ne-
prázdná množina a E je množina dvoubodových podmnožin množiny V . Prvky
množiny V se jmenují vrcholy grafu G a prvky množiny E hrany grafu.

Definice popisuje obyčejný neorientovaný graf.

Definice 4. (Orientovaný graf). Orientovaný graf G je trojice (V,E, ϵ), která je
tvořená neprázdnou konečnou množinou V , jejíž prvky nazýváme vrcholy, a ko-
nečnou množinou E, jejíž prvky nazýváme orientovanými hranami, a zobrazení
ϵ : E → V 2, které nazýváme vztahem incidence. Zobrazení ϵ přiřazuje každé hraně
e ∈ E uspořádanou dvojici vrcholů (x, y), kde první z nich x nazýváme počáteč-
ním vrcholem hrany a značíme jej PV (e) a druhý vrchol y nazýváme koncovým
vrcholem hrany a značíme jej KV (e).

Hrana e vede z vrcholu x do vrcholu y. O vrcholech x, y říkáme, že jsou
incidentní s hranou e nebo také, že hrana e je incidentní s vrcholy x, y. Jestliže
PV (e) = KV (e), pak se hrana e nazývá orientovanou smyčkou.

Definice 5. (Ohodnocený graf). Graf G = (V,E) je grafem s ohodnocenými hra-
nami, jestliže pro každou hranu e ∈ E je dáno číslo w(e), které nazýváme váha
(ohodnocení) hrany e.

Definice 6. (Síť). Libovolný orientovaný graf G = (V,E, ϵ) spolu s ohodnocením
w, kde w : E −→ R+, se nazývá síť.

Ohodnocení hran v grafech a sítích reprezentují např. doby trvání nebo ná-
klady činností, propustnost potrubí, pravděpodobnosti událostí apod.

Definice 7. (Orientovaný sled). Posloupnost vrcholů a hran v0, e1, v1,..., ek, vk

nazýváme orientovaným sledem, jestliže pro každou hranu ei z této posloupnosti
platí PV (ei) = vi−1 a KV (ei) = vi
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Vrchol v0 nazýváme počátečním vrcholem a vrchol vk koncovým vrcholem
sledu. Sled tedy vede z vrcholu v0 do vrcholu vk. V orientovaném sledu požadu-
jeme, aby byly všechny hrany orientovány „vpřed ve směru sledu“. V obecných
sledech se mohou vrcholy i hrany opakovat a každý sled je jednoznačně určen
posloupností svých hran.

Definice 8. (Orientovaná cesta). Orientovaný sled, ve kterém se neopakuje žádný
vrchol, nazýváme orientovanou cestou.

Definice 9. (Uzavřený sled). Orientovaný sled, který má alespoň jednu hranu
a jehož počáteční a koncový vrchol splývají, nazýváme uzavřeným sledem.

Definice 10. (Uzavřená cesta). Uzavřená cesta je uzavřený sled, ve kterém se
neopakují vrcholy a navíc se neopakují ani hrany.

Neorientovaná uzavřená cesta se nazývá kružnice a orientovaná uzavřená cesta
se nazývá cyklus.

Definice 11. (Dostupnost). Vrchol y je orientovaně dostupný z vrcholu x, jestliže
existuje orientovaný sled, který vede z vrcholu x do vrcholu y.

Definice 12. (Matice incidence). Nechť je G = (V,E, ϵ) orientovaný graf bez
smyček s n vrcholy. Označme vrcholy v1, ..., vn (v libovolném, ale pevném pořadí)
a zvolme také pořadí hran e1, ..., em. Matice incidence grafu G je matice BG =
(bij)m,n

i,j=1 definovaná předpisem

bij =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, jestliže je vi počátečním vrcholem hrany ej,

−1, jestliže je vi koncovým vrcholem hrany ej,
0, jinak.

Tímto jsme uvedli důležité pojmy z teorie grafů, které jsou potřebné k for-
mulaci modelů pro využití síťových prostředků. V následující sekci nejprve uve-
deme deterministickou formulaci úlohy a posléze formulaci pozměníme pro pří-
tomnost náhodné veličiny. Bude se jednat o formulaci úlohy jednoduché rekurze,
po které uvedeme vylepšený model stochastického programování. Nakonec před-
vedeme rozšíření modelu stochastického programování, který povede ke značnému
zjednodušení úlohy.

Formulace deterministické úlohy lineárního programování

Zde začneme formulací deterministické úlohy a posléze formulaci pozměníme
pro přítomnost náhodné veličiny.

Předpokládáme, že poptávka pro každou trasu je známá, tedy v úloze se
nevykytuje náhoda.
i index itineráře;
xi množství zdrojů přidělených k itineráři i;
Ai vektor incidence, který specifikuje cestu související s itinerářem

i; je tvořen tolika prvky, kolik je v síti legů;

al,i =
{

1, pokud leg l patří do cesty s itinerářem i,
0, jinak;

vi jednotky výnosů spojené s itinerářem i;
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C vektor dostupných kapacit legů s elementy cl;
d̄i poptávka pro itinerář i;

max
∑

i

vixi (1.9)

s.t.
∑

i

Aixi ≤ C,

0 ≤ xi ≤ d̄i, ∀i.

Maximalizujeme výnosy ze zdrojů přes všechny itineráře za podmínky, že množ-
ství zdrojů nepřevyšuje poptávku a za podmínky, že součet legů v jednotlivých
itinerářích pro zdroje nepřevyšuje dostupné kapacity legů.

d̃i náhodná poptávka pro itinerář i.

Poptávka d̄i použitá v modelu (1.9) je obvykle střední hodnota náhodné ve-
ličiny d̃i. V případě, že je poptávka náhodná veličina, můžeme uvažovat model
pravděpodobnostního nelineárního programu, který vypadá následujícím způso-
bem

max
∑

i

vi E [min{xi, d̃i}] (1.10)

s.t.
∑

i

Aixi ≤ C,

0 ≤ xi, ∀i.

Jestliže pro všechny trasy i platí d̃i = d̄i, pak řešení (1.9) řeší také úlohu (1.10).
Jestliže jsou poptávky náhodné, čili obecně d̃i ̸= d̄i, pak nejistotu tento model
nedokáže vyřešit. To znamená následující: jestliže nastane d̃i < xi, pak model
nezachycuje možnost přerozdělit nevyužitou kapacitu na jiné itineráře. V takovém
případě není model (1.10) pro modelování příjmů příliš vhodný.

Formulace stochastické úlohy jednoduché rekurze

Pro zlepšení nedokonalosti modelu (1.10) přejdeme k obecnější třídě stochas-
tických formulací. Přepíšeme (1.10) na jednoduchý rekurzivní problém následují-
cím způsobem

max
∑

i

{vixi − E [hi(xi, d̃i)]} (1.11)

s.t.
∑

i

Aixi ≤ C,

0 ≤ xi, ∀i,

kde
hi(xi, d̃i) = min viz

−
i (1.12)

s.t. z+
i − z−

i = di − xi

0 ≤ z+
i , z

−
i .
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V podproblému (1.12) se vyskytuje kladná a záporná část veličiny z+
i , z

−
i . V opti-

malizaci při rozdělení veličiny na kladnou a zápornou část vždy dostaneme jednu
z hodnot nulovou. Čili v případě omezení z+

i − z−
i = di − xi bude rozdíl buď

záporný −z−
i nebo kladný +z+

i . V účelové funkci podproblému (1.12) minimali-
zujeme viz

−
i . Výnos je nezáporný a snažíme se tedy minimalizovat z−

i . Chceme,
aby byl rozdíl di − xi buď kladný, což nastane v případě, že z−

i = 0, nebo pokud
má být rozdíl di − xi záporný, pak chceme, aby byl co nejblíže k 0. To znamená,
že požadujeme, aby pro omezení di −xi, které symbolizuje poptávka mínus množ-
ství zdrojů, splňovalo buď, že je poptávka větší než množství zdrojů, nebo aby
množství zdrojů příliš nepřevyšovalo poptávku.

Poznamenejme, že model (1.11) je ekvivalentní s modelem (1.10), což plyne
z následujících rovností

hi(xi, di) = vi max(0, xi − di)

a
vixi − E [hi(xi, di)] = vixi + vi E [min(0, d̃i − xi)] = vi E [min(xi, d̃i)].

Funkce lineárního programu ve formě „min“ je konvexní, a tedy i model (1.11)/
(1.10) je konvexní dvoustupňový program s oddělitelnými podproblémy. Jestliže
platí di − xi < 0, pak není přebytečná kapacita odpovídajícím způsobem převe-
dena na jiné trasy.

Model stochastického programování

Nyní uvedeme model stochastického programování, který překonává některé
nedostatky předchozích přístupů (1.9) a (1.10). Model poskytuje lepší reprezen-
taci přidělení nevyužité kapacity. Jedná se o dvoustupňový model, kde první stu-
peň přiděluje kapacitu různým třídám zákazníků a druhá etapa poskytuje způsob,
jak modelovat využití kapacit. Účelová funkce prvního stupně reprezentuje oče-
kávané příjmy a podmínky spojené s prvním stupněm reprezentují kapacity legů
sítě. Lagrangeovy multiplikátory spojené s těmito podmínkami pro první stupeň
reprezentují marginální hodnoty spojené s každým legem a jsou použity jakožto
ceny nabídky. Model druhého stupně schopnosti využití kapacit je lineární pro-
gram, který má velmi mnoho společného s modelem (1.9).

Začněme uvedením následujících proměnných
L množina legů;
cl kapacita odpovídající legu l ∀l ∈ L ;
S množina tříd zákazníků;
ys,l kapacita legu l odpovídající třídě s ∀(s,l) ∈ SxL;
y vektor přidělení zdrojů;
d̃i náhodná poptávka zákazníka pro itinerář i;

reprezentuje celkový počet požadavků na kapacitu;
d̃ vektor náhodných poptávek;
h(y, d) příjmy generované počátečním rozhodnutím y pro poptávku d.
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V provedení vlastního řízení nebudou hrát prvotní rozhodovací proměnné
y roli, nicméně omezení pro tyto proměnné nám pomohou vyhodnotit marginální
hodnoty kapacity, což lze posléze použít pro regulaci ceny nabídky.

max E [h(y, d̃)] (1.13)

s.t.
∑

s

ys,l ≤ cl, ∀l ∈ L,

0 ≤ y.

Jestliže jsme schopni dobře aproximovat h(y, d), pak mohou být Lagrangeovy
multiplikátory spojené s podmínkou kapacit použity k poskytnutí ceny nabídky.
Funkce h může být modelována použitím druhého lineárního programu, ve kte-
rém jsou příjmy maximalizovány za podmínek předběžného přidělení zdrojů y a
poptávky d. Nechť

• fi ≡ počet zákazníků obsloužených na itineráři i;

Parametry použité v modelu jsou následující

• I ≡ množina všech itinerářů;

• L ≡ množina všech legů v síti;

• Il ≡ množina itinerářů užívajících leg l ∈ L;

• s(i) ≡ třída odpovídající itineráři i;

• vi ≡ příjem generovaný zákazníkem obslouženým na itineráři i.

Pak je model maximalizace příjmů lineárního programování následující

h(y, d) = max
∑
i∈I

vifi (1.14)

s.t.
∑

{i∈Il|s(i)=s}
fi ≤ ys,l ∀s ∈ S, l ∈ L,

0 ≤ fi ≤ di ∀i ∈ I.

Rozdíly mezi formulací stochastické úlohy lineárního programování (SLP)
(1.13) a deterministické úlohy lineárního programování (DLP) (1.9) jsou násle-
dující. Za prvé, model přidělení prostředků (DLP) (1.9) je založený na trasách
(kombinacích tříd tras), zatímco (SLP) (1.13) modely přiřazení zdrojů jsou za-
ložené na kombinacích tříd legů. To do určité míry umožňuje přerozdělit volnou
kapacitu, pokud je kapacita k dispozici. To znamená, že přidělená kapacita legu
je k dispozici všem trasám využívajícím tento leg. Nicméně toto přerozdělení zů-
stává omezené podle tříd zákazníků, takže nevyužitá kapacita, která je přidělena
jedné třídě zákazníků, pak není k dispozici jiným třídám zákazníků. Druhým roz-
dílem je skutečnost, že každý leg má v problému (DLP) (1.9) jedno kapacitní
omezení, kdežto v podproblému (SLP) (1.14) má každý leg samostatné omezení
pro každou třídu.
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Rozšíření modelu stochastického programování

Ačkoliv stochastický lineární model (1.13) přináší výhody z pohledu výnosů
častěji než model deterministického lineárního programování (1.9), zdá se, že
zavedení dodatečných tříd cen letenek může tyto výhody omezit. Existují dva zá-
kladní rozdíly, které je potřeba vyšetřit: vnoření a načasování. Vnoření odkazuje
na schopnost prodat kapacitu, která byla přidělena určité třídě zákazníků, zákaz-
níkům, kteří jsou ochotni zaplatit vyšší cenu. Načasování odkazuje na skutečnost,
že příjem poptávky se může významně lišit v závislosti na třídě; zákazníci z nižší
třídy jízdného budou mít tendenci k dřívějšímu návratu než zákazníci z vyšší
třídy jízdného. Model stochastického programování (1.13) některé z těchto pod-
mínek nebere v úvahu a je možné, že model, který bude zahrnovat tyto provozní
podmínky, bude generovat ceny přinášející vyšší výnosy. Abychom přibližně za-
znamenali dopad vnoření, musíme modelovat schopnost zákazníků ze skupiny
s vyšším jízdným získat přístup ke kapacitě, která byla přidělena skupině s niž-
ším jízdným. Podmínka ∑

{i∈Il|s(i)=s} fi ≤ ys,l ∀s ∈ S, l ∈ L omezuje prodeje
podle třídy zákazníků. Za předpokladu, že jsou třídy zákazníků uspořádané tak,
že vs ≤ vs′ kdykoliv s′ ≤ s, můžeme tuto podmínku nahradit následující podmín-
kou ∑

i∈Il|s(i)≥s

fi ≤
∑
s′≥s

ys′,l ∀s ∈ S, l ∈ L.

Při řešení výsledného stochastického programu dojde díky této modifikaci ke znač-
nému zjednoduší prvního stupně modelu. Veškerá kapacita bude přidělena třídě
zákazníků s nejvyšším indexem. Prostřednictvím řešení podproblému může být
kapacita kompletně přesměrovaná pro každý scénář poptávky.
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2. Vícestupňová stochastická
optimalizace

Většina praktických rozhodovacích problémů obsahuje posloupnost rozhod-
nutí, která reagují na výstupy vyvíjející se v čase. V první kapitole jsme se zabý-
vali dvoustupňovou stochastickou optimalizací a v případě vícestupňové optimali-
zace uvažujeme horizont rozhodování větší než dva stupně. Ukázkovým příkladem
vícestupňové stochastické optimalizace je například problém prodavačky květin,
kterou přebíráme z publikace [6]. Problém prodavačky květin spočívá v tom, že
květinářka nakupuje růže za nákupní cenu a prodává je za cenu prodejní. Prodejní
cena květin je vyšší než cena nákupní a květiny, které v daný nákupní den kvě-
tinářka neprodá, mohou být uloženy a prodány následující den, kdy prodavačka
začne s prodejem právě těchto odložených květin. Květiny se nesmí přenášet o více
než jeden den. V takovém případě jsou vyhozeny. Poptávka po květinách je pro
každý den náhodná. Cílem květinářky je samozřejmě maximalizovat očekávaný
zisk. Horizont prodeje květin souvisí s počtem dní, během kterých prodavačka
prodává květiny bez jakéhokoliv přerušení.

Princip vícestupňové stochastické optimalizace přebíráme z publikací [1] a [5].
Při formulaci vícestupňových stochastických úloh je běžné nejdříve zafixovat ho-
rizont a posloupnost časů, ve kterých budou rozhodnutí učiněna. V obecném sto-
chastickém programuN -tého stupně uvažujeme náhodná data ω = (ω1, . . . , ωN−1)
a rozhodnutí procesu x = (x1, . . . , xN). Rozhodnutí x2, . . . , xN a vektor ω jsou
náhodné veličiny, zatímco rozhodnutí x1 je nenáhodné. Požadujeme, aby roz-
hodnutí učiněná v jakékoliv fázi rozhodovacího procesu byla neanticipativní, což
znamená, že rozhodnutí učiněná v libovolném stupni procesu nezávisí ani na
budoucí realizaci náhodných dat, ani na budoucích rozhodnutích, zatímco je vyu-
žíváno informací z minulosti, stejně jako znalostí pravděpodobnostního rozdělení
dat. Rozhodnutí prvního stupně je tvořeno všemi rozhodnutími, která musí být
vybrána dříve, než budou odhaleny další informace, zatímco rozhodnutí druhého
stupně se mohou těmto informacím přizpůsobit. Takto se postupuje i v dalších
stupních úlohy. Schéma posloupnosti rozhodnutí a realizace náhody je

x1 → ω1 → x2 → ω2 → . . . → xN−1 → ωN−1 → xN .

Stupně nemusí nutně odkazovat na časové období, nýbrž odpovídají jednotlivým
krokům v rozhodovacím procesu.

2.1 Formulace úlohy lineární vícestupňové sto-
chastické optimalizace

Nyní přistoupíme k matematické formulaci lineární vícestupňové stochastické
úlohy z publikace [1]. Konkrétně se jedná o vícestupňovou úlohu stochastické
optimalizace s pevnou rekurzí a vypadá následujícím způsobem:
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min c1x1 + E ξ2 [min c2(ω)x2(ω2) + . . .+ E ξN [min cN(ω)xN(ωN)] . . .] (2.1)

s.t. W 1x1 = h1,

T 1(ω)x1 +W 2x2(ω2) = h2(ω),
...

TN−1(ω)xN−1(ωN−1) +WNxN(ωN) = hN(ω),
0 ≤ x1, 0 ≤ xt(ωt), t = 2, . . . , N,

kde c1 je známý vektor z Rn1 , h1 je známý vektor z Rm1 , každá matice W t

velikosti mt × nt je známá. Rozhodnutí x závisí na historii do času t, kterou
značíme ωt. ξt(ω) = (ct(ω), ht(ω), T t−1(ω)) je náhodný vektor, který obsahuje
všechny náhodné složky. Dále předpokládáme, že Ξt je nosič ξt.

Vícestupňové problémy stochastické optimalizace jsou přímočarým zobecně-
ním dvoustupňového rekurzivního problému, přičemž zde lze činit rozhodnutí
v různých časech 1, 2, . . . , N .

Nyní k tomuto problému (2.1) formulujeme deterministickou podobu úlohy.
Pro poslední stav (stupeň) máme

QN(xN−1, ξN(ω)) = min cN(ω)xN(ω) (2.2)

s.t. WNxN(ω) = hN(ω) − TN−1(ω)xN−1,

xN(ω) ≥ 0.
Rekurzi pro t = 2, . . . , N − 1 získáme tím, že pro všechna t položíme

Qt+1(xt) = E ξt+1 [Qt+1(xt, ξt+1(ω))],

kde
Qt(xt−1, ξt(ω)) = min ct(ω)xt(ω) + Qt+1(xt) (2.3)

s.t. W txt(ω) = ht(ω) − T t−1(ω)xt−1,

xt(ω) ≥ 0,
kde používáme xt jako indikátor stavu systému. Další informace o stavu z hlediska
realizace náhodných parametrů až do času t by měly být zahrnuty ve formulaci,
jestliže rozdělení ξt nezávisí na minulých výstupech. Hodnota, kterou hledáme je

min z = c1x1 + Q(x1) (2.4)
s.t. W 1x1 = h1,

x1 ≥ 0.
Tato úloha je stejného formátu jako dvoustupňová deterministická úloha z první
kapitoly.
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2.1.1 Scénáře
Pro práci s vícestupňovými úlohami stochastického programování je potřeba

uvažovat scénáře. Informace k tomuto tématu přebíráme taktéž z publikace [1].
Jedná se o množinu možných budoucích posloupností výstupů. Princip scénářů si
vysvětlíme pomocí stromu, který je vytvořený na základě publikace [1] a je ilu-
strovaný na obrázku (2.1). Při pohledu na poslední stupeň (N = 4) registrujeme
sedm scénářů. V předchozích stupních (t < 4) máme omezený počet možných
realizací, které nazýváme scénáře stupně t. Každý z těchto scénářů stupně t má
jediného předchůdce, což je předcházející scénář ve stupni (t− 1) a možná několik
následovníků, což jsou scénáře ve stupni (t+ 1). Poznamenejme, že různé scénáře
ve stupni t mohou odpovídat stejným realizacím ξt a jsou rozlišeny pouze rozdíly
v jejich předchůdcích.

Obrázek 2.1: Strom o sedmi scénářích přes čtyři stupně.

2.2 Způsoby řešení úloh vícestupňové stochas-
tické optimalizace

Při řešení vícestupňových úloh dochází ke zobecňování metod řešení úloh
dvoustupňových. Mezi nejslibnější metody řešení patří opět metody založené na
dekompozici, jako je například vnořená L-shaped metoda nebo Benderův rozklad.
Základní myšlenkou těchto dvou metod je umístění řezů do Qt+1(xt) v (2.3) a
přidání dalších řezů k tomu, aby se získalo xt, které je přípustné pro všechny scé-
náře. Řezy představují postupné lineární aproximace Qt+1. Tento proces vzhle-
dem k polyedrické struktuře Qt+1 konverguje k optimálnímu řešení při konečném
počtu kroků. My se v této práci zaměříme na vnořenou L-shaped metodu.
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2.2.1 Vnořená L-shaped metoda
Vnořená L-shaped metoda je rozšířením klasické L-shaped metody, které jsme

se věnovali v první kapitole v podkapitole 1.4.1. Princip metody a její algoritmus
přebíráme z článku [3] a knihy [1].

Nejprve uvedeme některé veličiny, se kterými budeme v algoritmu pracovat.
ξt

i realizace náhodných parametrů stupně t;
(ξ2

i2 , . . . , ξt
it) scénář stupně t;

ξt,k realizace náhodných parametrů scénáře k ve stupni t;
pt,k pravděpodobnost scénáře k ve stupni t;
a(k) předchůdce scénáře k ve stupni t;
D(k) množina následovníků scénáře k ve stupni t;

Vícestupňovou úlohu stochastické optimalizace (2.1) pro účely vnořené L-
shaped metody přeformulujeme pomocí scénářů. Předpokládejme, že náhodné ele-
menty jsou definovány na diskrétním pravděpodobnostním prostoru (Ξ, σ(Ξ), P ),
kde Ξ = Ξ2 ⊗ . . .⊗ ΞN je nosič náhodných veličin pro stupně od 2 do N a kde

Ξt = {ξt
i = (ht(ξt

i), ct(ξt
i), T t−1

·,1 (ξt
i), . . . , T t−1

·,n (ξt
i))}.

Uzly stupně t jsou ve stromě scénářů definovány realizacemi ξt
i náhodných pa-

rametrů ve stupni t a historií realizací (ξ2
i2 , . . . , ξ

t−1
it−1) náhodných parametrů do

stupně t− 1. Formulace vícestupňové stochastické úlohy lineárního programování
pomocí scénářů je následující:

min z = c1x1 + Q2(x1) (2.5)

s.t. W 1x1 = h1,

x1 ≥ 0,
kde pro libovolné rozhodnutí scénáře xt−1,k ve stupni t − 1 je střední hodnota
rekurzivní funkce Qt(xt−1,k) ve stupni t je dána výrazem

Qt(xt−1,k) =
∑

m∈D(k)

pt,m

pt−1,k
Qt(xt−1,k, ξt,m).

Nechť h značí scénář stupně t v D(k). Pak rekurzivní náklady stupně t, získané
z rozhodnutí xt−1,k stupně t − 1 a z realizace ξt,h ∈ Ξt, zapíšeme jako další
optimalizační problém

Qt(xt−1,k, ξt,h) = min ct(ξt,h)xt,h + Qt+1(xt,h) (2.6)

s.t. W txt,h = ht(ξt,h) − T t−1(ξt,h)xt−1,k,

xt,h ≥ 0.
Ve stupni N se předpokládá, že QN+1(xN) = 0 pro všechny hodnoty xN .

S pomocí této formulace úlohy nyní přistoupíme ke způsobu řešení úlohy více-
stupňové stochastické optimalizace pomocí algoritmu vnořené L-shaped metody.
Stejně jako v L-shaped algoritmu, tak i zde algoritmus vnořené L-shaped metody
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nahrazuje v každém podproblému stupeň t+1 střední hodnotou rekurzivní funkce
s proměnnou θt,k a následně omezuje θt,k po sobě jdoucími lineárními aproxima-
cemi Qt+1(xk,t). Lineární aproximace, nebo řezy optimality, dávají dolní hranice
středních hodnot rekurzivních funkcí pro všechna přípustná řešení podproblému
stupně t.
V uzlu k stupně t je vyřešen následující program

Qt(xt−1,a(k), ξt,k) = min ct(ξt,k)xt,k + θt,k (2.7)

s.t. W txt,k = ht(ξt,k) − T t−1(ξt,k)xt−1,a(k), (2.8)

Dt,k
i xt,k ≥ dt,k

i , i = 1, . . . , rt,k, (2.9)

Et,k
i xt,k + θt,k ≥ et,k

i , i = 1, . . . , st,k, (2.10)
xt,k ≥ 0,

kde je θt,k neomezené.
Omezení (2.9) jsou řezy přípustnosti a omezení (2.10) jsou řezy optimality.

Oba dva typy řezů jsou generovány postupně během algoritmu. Algoritmus začíná
bez jakýchkoliv řezů přípustnosti a optimality v podproblémech a pro všechny
hodnoty k a t je θt,k nastaveno na nulu. Nejprve dojde k vyřešení podproblému
prvního stupně. Každý z podproblémů druhého stupně je pak uvažován s použitím
aktuálního řešení prvního stupně pro nastavené pravé strany. Celý algoritmus pak
tímto způsobem pokračuje přes celý strom scénářů.

Jestliže je podproblém Qt(x̂t−1,a(k), ξt,k) stupně t nepřípustný pro konkrétní
řešení x̂t−1,a(k) scénáře ze stupně t − 1, pak je přidáno do podproblému stupně
t−1 další omezení, které odstraní x̂t−1,a(k) z množiny přípustných řešení. Z duality
nepřípustnostQt(x̂t−1,a(k), ξt,k) implikuje existenci směru π̂t,k, při kterém se duální
problém stává neomezeným, a který splňuje následující nerovnost

π̂t,k(ht(ξt,k) − T t−1(ξt,k)x̂t−1,a(k)) > 0.

Čili u úlohy Qt−1(•, ξt−1,a(k)) je odebráno x̂t−1,a(k) z množiny přípustných řešení
stupně t− 1 přidáním omezení

D
t−1,a(k)
rt−1+1 x

t−1,a(k) ≥ d
t−1,a(k)
rt−1+1 ,

kde Dt−1,a(k)
rt−1+1 = π̂t,kT t−1(ξt,k), a d

t−1,a(k)
rt−1+1 = π̂t,kht(ξt,k) a rt−1 je aktuální počet

řezů přípustnosti v podproblému stupně t− 1.
Jestliže je podproblém prvního stupně nepřípustný, pak je celý problém ne-

přípustný a algoritmus končí.
Typicky proces tvorby řezů optimality začíná v okamžiku, kdy jsou vyřešeny

všechny podproblémy pro celý strom scénářů. Algoritmus začíná ve stupni N − 1
zpětným procházením stromu scénářů. V podproblému k ve stupni t je zřízená
dolní mez stupně t+ 1 střední hodnoty rekurzivní funkce Qt+1(xt,k) odpovídající
aktuálnímu uzlu. Toto omezení je ve formě lineární funkce xt,k a váženého součtu
optimálních duálních multiplikátorů z každého následovného uzlu stupně t + 1.
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Duální multiplikátory značíme (πt+1,m, δt+1,m, σt+1,m). Předpokládejme, že aktu-
ální řešení v tomto uzlu je x̃t,k a aproximace střední hodnoty rekurzivní funkce
je θ̃t,k. Dolní mez je pro xt,k = x̃t,k tvořena následujícím způsobem

θt,k ≥
∑

m∈D(k)

pt+1,m

pt,k
(πt+1,m(ht+1(ξt+1,m) − T t(ξt+1,m)xt,k)

+δt+1,mdt+1,m + σt+1,met+1,m) = θ̄t,k.
Omezení ve tvaru (2.10) je pak získáno položením

Et,k
i =

∑
m∈D(k)

pt+1,m

pt,k
πt+1,mT t(ξt+1,m)

a
et

i =
∑

m∈D(k)

pt+1,m

pt,k
(πt+1,mht+1(ξt+1,m) + δt+1,mdt+1,m + σt+1,met+1,m)

pro i = st,k +1. Jestliže už aktuální aproximace střední hodnoty rekurzivní funkce
není platná (t.j. θ̃t,k < θ̄t,k), pak je toto lineární omezení pro řez optimality při-
dáno do podproblému tohoto uzlu. Proces pokračuje dokud není přidán do pod-
problému prvního stupně řez optimality odpovídající prvnímu stupni. V tomto
okamžiku je problém vyřešen.

Každý řez může být jednoznačně přidělen do optimální báze podproblému,
který má konečný počet bází, čili tento algoritmus končí v konečném čase. Navíc
algoritmus končí s optimálním řešením (pokud existuje).

2.3 Odhalování pašeráků nukleárního materiálu
na náhodné síti

Nyní uvedeme příklad vícestupňové stochastické optimalizace na síti na zá-
kladě článku [14]. Tento příklad je motivovaný zdokumentovanými incidenty ne-
zákonného obchodování s nukleárním materiálem a opakovanými pokusy teroris-
tických skupin o získání nukleárních zbraní. Jedná se o problematiku pašování
nukleárního materiálu přes hranice, kdy je cílem nainstalovat radiační detektory
na transportní síť tak, aby se minimalizovala pravděpodobnost úniků pašeráků
za podmínky, že je rozpočet na instalaci detektorů omezen. Budeme zde předpo-
kládat, že v čase, kdy je potřeba určit prioritní místa pro instalaci detektorů, je
rozpočet nejistý. Dále předpokládejme, že pašerák může narazit na nejvýše jeden
detektor při jeho cestě z počátečního místa do cílové stanice (takovou cestu bu-
deme označovat krátce p-c cesta). Jelikož všechny počáteční, nebo všechny cílové
stanice leží v jedné zemi a detektory lze tedy instalovat na kontrolní body hranic
této země, jedná se v tomto případě o model jedné země. Kontrolní body hranice
budeme dále nazývat checkpointy.

V následujícím textu budeme často uvažovat pojem pašerák, který představuje
osobu, která se snaží vyhnout odhalení na hranicích. Proti němu stojí interdiktor
neboli ochránce, který chce pašeráka na hranici detekovat. Na základě nejistoty
rozpočtu interdiktor stanoví množinu scénářů rozpočtu s odpovídající pravdě-
podobnostní funkcí. Optimální hodnotou modelu upřednostnění míst k instalaci
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detektorů je seznam pořadí umístění detektorů. Jakmile je rozpočet odhalen, de-
tektory jsou nainstalovány na základě priorit od nejvyšší k nejnižší prioritě, do-
kud nedojde k vyčerpání rozpočtu. V okamžiku, kdy je známý přírůstek rozpočtu,
nelze přemístit detektory, které již byly nainstalovány.

2.3.1 Odhalování pašeráků nukleárního materiálu na bi-
partitní náhodné síti

Cílem modelu pro odhalování pašeráků nukleárního materiálu na bipartitní
náhodné síti je minimalizovat pravděpodobnost, že se pašerák nukleárního mate-
riálu vyhne detekci na bipartitní síti. Proč se v tomto případě jedná o bipartitní
síť vysvětlíme níže. Nejprve však zadefinujeme pojem bipartitní graf.

Definice 13. (Bipartitiní graf). [13] Graf G(V,E) se nazývá bipartitní, pokud
množinu V můžeme rozdělit na dvě disjunktní podmnožiny V1 a V2 takové, že
každá hrana z množiny E spojuje vrchol z V1 s vrcholem V2.

Předpoklady modelu

Předpokládejme, že scénáře ohrožení pašeráky, kterým budeme čelit, nejsou
předem známé, ale jsou řízeny známou pravděpodobnostní funkcí. Úniky paše-
ráků na každé hraně jsou vzájemně nezávislé a předpokládáme, že rozpočet pro
odhalení pašeráků je náhodná veličina nezávislá na identitě pašeráka. Pro paše-
ráka ω je pravděpodobnost úniku přes checkpoint k rovna qω

k v případě, že je na
checkpointu nainstalován detektor a pω

k v případě, že detektor nainstalován není,
přičemž pω

k ≥ qω
k .

Předpokládáme, že interdiktor a pašerák mají totožné vnímání, to znamená,
že se shodnou na všech původních možnostech úniku přes hranice, stejně tak se
shodnou na možnosti úniku v každém kontrolním bodě, a to v obojím případě,
jak s nainstalovaným detektorem tak i bez něho. V modelu interdiktu jedné země
uvažujeme, že každý pašerák se může setkat s nejvýše jedním detektorem na cestě
p-c. V důsledku toho může být transportní síť transformovaná na síť s bipartitní
strukturou, kde se jedna množina uzlů skládá z dvojic p-c, které přiřazujeme pa-
šerákům, a druhá množina uzlů se skládá z hraničních checkpointů, přes které
mohou pašeráci cestovat. Hrana spojuje uzel p-c s uzlem checkpointu. Předpoklá-
dáme, že každý pašerák vybírá takovou cestu, aby maximalizoval pravděpodob-
nost skutečnosti, že se vyhne detekci při jeho cestě ze startovní do cílové stanice,
přičemž zná podmnožinu checkpointů, které jsou opatřeny detektory. Předpo-
kládá se, že známá pravděpodobnostní funkce řídí scénáře ohrožení.

Formulace modelu

Načasování rozhodnutí a pozorování stochastických parametrů v modelu tvoří
třístupňový proces. První stupeň je upřednostňování checkpointů ze strany inter-
diktora. Ještě dříve, než dojde k realizaci rozpočtu interdiktora, dochází k přiřa-
zení checkpointů k množině předem stanovených úrovní dle priorit. Druhý stu-
peň začíná v okamžiku odhalení rozpočtu a spočívá instalaci detektorů na místa
ohodnocená od nejvyšší k nejnižší prioritě, dokud není rozpočet vyčerpaný. Třetí
stupeň modelu nastává po odhalení scénáře ohrožení pašeráka. V tento okamžik
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jsou známé všechny akce interdiktora a pašerák cestuje ze své počáteční stanice
pω přes checkpoint k do jeho cílové stanice cω. Pašerák vybírá tuto cestu tak, aby
maximalizoval pravděpodobnost svého úniku. Nejdříve můžeme spočítat cestu pro
každou dvojici p-c přes každý checkpoint, tím by se snížil výběr cesty pašeráka
na k cest.

Tato úloha je modelována jako úloha smíšeného programování a její formulace
je následující.
ω ∈ Ω výběrový prostor scénářů ohrožení z pohledu pašeráka;
k ∈ K kandidáti na instalaci detektorů (checkpointy);
Kω ⊆ K podmnožina checkpointů, které si může pašerák vybrat k překročení;
β ∈ B výběrový prostor scénářů rozpočtu;
l ∈ L úrovně priorit;
pω

k pravděpodobnost úniku pašeráka ω na checkpointu k ∈ K
bez nainstalovaného senzoru;

qω
k pravděpodobnost úniku pašeráka ω na checkpointu k ∈ K

s nainstalovaným senzorem; qω
k ≤ pω

k ;
(pω, cω) pašerákova dvojice počátek-cíl;
γω

k produkt pravděpodobnosti úniku ω z pω do k a z k do cω, k ∈ K;
nl počet checkpointů přiřazených úrovni priority l (přírůstek rozpočtu);

Iβ
l =

{
1, jestliže scénář rozpočtu β financuje prioritní úroveň l,
0, jinak;

φω pravděpodobnostní funkce na Ω;
ψβ pravděpodobnostní funkce na B;

xkl =
{

1, jestliže je checkpoint k ∈ K přidělen prioritní úrovni l,
0, jinak.

Pro scénář rozpočtu β je rozhodovací problém pro pašeráka ω dán následujícím
způsobem

h(x, (pω, cω), Iβ) = max
k∈Kω

{γω
k p

ω
k (1 − xβ

k), γω
k q

ω
k x

β
k}, (2.11)

kde
xβ

k =
∑
l∈L

Iβ
l xkl, x = (xkl)k∈K,l∈L ∈ X

a

X = {x :
∑
k∈K

xkl = nl,
∑
l∈L

xkl ≤ 1, xkl ∈ {0,1}, k ∈ K, l ∈ L}.

První omezení v množině X říká, že ke každé prioritě l je přiřazeno právě nl

checkpointů. Druhé omezení v této množině říká, že libovolný chcekpoint může
být přiřazen nejvýše jedné úrovni l a třetí omezení znamená, že výběry interdik-
tora jsou modelované jako binární rozhodovací proměnné.

Linearizací funkce h z předpisu (2.11) formulujeme model odhalování pašeráků
nukleárního materiálu na náhodné síti jako následující stochastický program smí-
šené lineární optimalizace

z∗ = min
x,θ

∑
ω∈Ω

∑
β∈B

φωψωθωβ, (2.12)
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s.t.
∑
k∈K

xkl = nl, l ∈ L, (2.3a)
∑
l∈L

xkl ≤ l, k ∈ K, (2.3b)

xβ
k =

∑
l∈L

Iβ
l xkl, k ∈ K, β ∈ B, (2.3c)

θωβ ≥ γω
k p

ω
k (1 − xβ

k), k ∈ Kω, β ∈ B,ω ∈ Ω, (2.3d)
θωβ ≥ γω

k q
ω
k x

β
k , k ∈ Kω, β ∈ B,ω ∈ Ω, (2.3e)
xkl ∈ {0,1}, k ∈ K, l ∈ L. (2.3f)

Účelová funkce (2.12) je pravděpodobnost úniku tvořená pomocí váženého součtu
pravděpodobností úniku za podmínky ω a β. Omezení (2.3a), (2.3b) a (2.3f) zo-
hledňují požadavky na platný seznam priorit. Omezení (2.3c) definuje xkl, který
nabývá hodnoty 1 v případě, že za scénáře rozpočtu β je na checkpoint k na-
instalovaný detektor a jinak nabývá hodnoty 0. Omezení (2.3d) a (2.3e) spo-
lečně s minimalizací v účelové funkci (2.12) linearizují „max“ z rovnice (2.11) pro
θωβ = h(x, (pω, cω), Iβ).

Tento model lze dále zjednodušit. Jelikož qω
k ≤ pω

k a xβ
k je binární, pak

pravá strana podmínky (2.3.e) může být nahrazena výrazem γω
k q

ω
k , kde platí,

že θωβ ≥ γω
k q

ω
k , k ∈ Kω, β ∈ B,ω ∈ Ω. Nyní položme q̂ω = maxk∈Kω γω

k q
ω
k , ω ∈ Ω

a poznamenejme, že q̂ω značí maximální pravděpodobnost úniku pro ω, jestliže
každé umístění k ∈ Kω přijímá detektor, t.j.

θωβ ≥ qω, ω ∈ Ω, β ∈ B

může nahradit podmínku (2.3e). Model (2.12) lze transformovat na následující
stochastickou úlohu smíšeného programování, jestliže položíme rω

k = (γω
k p

ω
k −

q̂ω)+ ≡ max{γω
k p

ω
k − q̂ω, 0} a θ̂ωβ = θωβ − q̂ω, kde θ̂ωβ je zdola omezená nulou

ẑ∗ = min
x,θ

∑
ω∈Ω

∑
β∈B

φωψωθ̂ωβ, (2.13)

s.t.
∑
k∈K

xkl = nl, l ∈ L, (2.4a)
∑
l∈L

xkl ≤ l, k ∈ K, (2.4b)

xβ
k =

∑
l∈L

Iβ
l xkl, k ∈ K, β ∈ B, (2.4c)

θ̂ωβ ≥ rω
k (1 − xβ

k), k ∈ Kω, β ∈ B,ω ∈ Ω, (2.4d)
xkl ∈ {0,1}, k ∈ K, l ∈ L. (2.4f)

Autoři ve zdrojovém textu [14] tento problém smíšeného celočíselného programo-
vání řeší pro různá území pomocí CPLEXu verze 10.1 a uvádějí zde i heuristický
přístup k hledání řešení. Pro bližší informace odkazujeme na článek [14].
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3. Úlohy s pravděpodobnostními
omezeními

Stochastickou optimalizaci můžeme rozdělit na dva směry, kde jedním směrem
je problematika dvoustupňových a vícestupňových úloh, kterým jsme se věnovali
v prvních dvou kapitolách. Dalším směrem, kterým se stochastická optimalizace
ubírá, je pravděpodobnostní programování. Pravděpodobnostnímu programování
odpovídají dva silně propojené modely, kde prvním modelem je maximalizace
(nebo minimalizace) pravděpodobnosti za určitých podmínek a druhým modelem
je optimalizace s pravděpodobnostními omezeními. Čili rozlišujeme situace, kdy
je pravděpodobnost v účelové funkci, anebo v omezeních. My se v této kapitole
zaměříme na úlohy s pravděpodobnostními omezeními.

3.1 Formulace úlohy s pravděpodobnostním ome-
zením

V této části budeme diskutovat stochastické optimalizační problémy s prav-
děpodobnostními omezeními, které dále dělíme na úlohy se sdruženým pravděpo-
dobnostním omezením a úlohy s individuálními pravděpodobnostními omezeními
a teorii přebíráme z publikací [17] a [9].

3.1.1 Úloha se sdruženým pravděpodobnostním omeze-
ním

Nejprve představíme úlohu se sdruženým pravděpodobnostním omezením.
Buď p ∈ [0,1] předepsaná pravděpodobnost. Pak je formulace úlohy se sdruženým
pravděpodobnostním omezením následující

min c(x) (3.1)

s.t. PF {g(x, ξ) ≤ 0} ≥ p,

x ∈ X1,

přičemž uvažujeme pravděpodobnostní prostor (Ω,A, P ) s prvky ω a veličina
ξ : (Ω,A, P ) → (Rk,Bk) je k-dimenzionální náhodný vektor. Označme ξ(ω) =
[ξ1(ω), . . . , ξk(ω)]. Dále je F (z), z = (z1, . . . , zk) ∈ Rk sdružená distribuční funkce
vektoru ξ a PF (·) je odpovídající pravděpodobnostní míra. Nosičem pravděpodob-
nostní míry je Ξ ∈ Rk. Dále buď c : Rn → R reálná (měřitelná) účelová funkce
a X1 ⊂ Rn je množina nezávislá na náhodném parametru ξ. Tento model vyža-
duje, aby byly omezující podmínky splněny s předem danou pravděpodobnostní
p. Buď g(x, ξ) = (g1(x, ξ), . . . , gs(x, ξ)). Mezi jednotlivými nerovnostmi je pak
v modelu přítomná statistická závislost, což vede k netriviálním optimalizačním
problémům.
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3.1.2 Úloha s individuálními pravděpodobnostními ome-
zeními

Nyní uvedeme model s individuálními pravděpodobnostními omezeními, jehož
formulace je následující

min c(x) (3.2)
s.t. PFi

{gj(x, ξ) ≤ 0} ≥ pj, j = 1, . . . , s,
x ∈ X1,

kde navíc pro j = 1, . . . , s jsou gj : Rn×Rk → R reálné měřitelné funkce, pj ∈ [0,1]
jsou předepsané pravděpodobnosti, Fi(zi), zi ∈ R je distribuční funkce veličin ξi

a PFi
(·) jsou odpovídající pravděpodobnostní míry s nosičem Ξi ⊂ R. U úlohy

s individuálními pravděpodobnostními omezeními stačí splnění každé nerovnosti
gj(x, ξ) ≤ 0 zvlášť s odpovídajícími pravděpodobnostmi pj. Jestliže známe pro
každé x ∈ X1 rozdělení funkcí gj(x, ξ(ω)), pak lze nalézt explicitní řešení úlohy.

V případě, že se náhoda vyskytuje pouze na pravé straně omezujících podmí-
nek, pak lze použít kvantily příslušných marginálních distribucí. Pro zjednodušení
uvažujme k = s a máme tedy úlohu

min c(x) (3.3)

s.t. PFi
{fi(x) ≤ ξi} ≥ pi, i = 1, . . . , k,

x ∈ X1,

kde fi : Rn → R, i = 1, . . . , k. Pak přepis pomocí kvantilů F−1
i vypadá násle-

dovně
min c(x) (3.4)

s.t. fi(x) ≤ F−1
i (pi) i = 1, . . . , k,

x ∈ X1,

kde je p-kvantil distribuční funkce F definován předpisem

F−1(p) := sup{z : F (z) ≤ p}.

Účelová funkce může být reprezentována pomocí střední hodnoty, nebo míry
rizika, tedy c(x) = E [f(x, ξ)], nebo c(x) = ρ(f(x, ξ)). Jestliže je funkce f(·, ξ)
spojitá v x0 a existuje integrační náhodná veličina ξ̂ taková, že |f(x, ξ(ω))| ≤ ξ̂(ω)
pro P -skoro všechna ω ∈ Ω a pro všechna x v okolí x0, pak pro všechna x v okolí x0
je střední hodnota funkce c(x) dobře definovaná a je spojitá v x0. Navíc konvexita
f(·, ξ) implikuje konvexitu střední hodnoty funkce c(x). Proto můžeme provést
analýzu problémů s pravděpodobnostními omezeními tak, že použijeme obecnou
účelovou funkci c(x) s tím, že v některých případech může být definovaná jako
střední hodnota.
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3.2 Problém směrování vozidel
I v této kapitole věnované úlohám s pravděpodobnostními omezeními předve-

deme příklad na náhodné síti, který přebíráme z publikace [17]. Jedná se o známý
problém směrování vozidel, ve kterém je cílem uspokojit dopravní poptávku. Uva-
žujme síť s m hranami, na kterých vzniká náhodná dopravní poptávka. Dále
mějme množinu n tras na síti, které jsou popsány pomocí matice incidence T
dimenze m× n takové, že

tij =
{

1, jestliže trasa j obsahuje hranu i,
0, jinak.

Trasám musíme přidělit vozidla tak, abychom uspokojili poptávku. Obrázek (3.1)
zobrazuje malou síť směrování vozidel a na obrázku (3.2) sledujeme matici in-
cidence 19 tras na síti z obrázku (3.1). Například trasa 5 je tvořená hranami
AB,BC a CA.

Obrázek 3.1: Síť směrování vozidel převzatá z publikace [17].
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Obrázek 3.2: Matice incidence směrování vozidel převzatá z publikace [17].

Naším cílem je uspokojit poptávku s vysokou předepsanou pravděpodobností
p ∈ (0,1). Buď xj počet vozidel přiřazených trase j, j = 1, . . . , n. Poptávka na
cestování po každé hraně je dána náhodnými veličinami Zi, i = 1, . . . ,m. Položme
Z = (Z1, . . . , Zm)T . Náklady odpovídající provozu vozidla na trase j jsou dány
veličinou cj a položme c = (c1, . . . , cn)T . Pak model problému směrování vozidel
vypadá následujícím způsobem

min cTx (3.5)

s.t. P{Tx ≥ Z} ≥ p,

x ∈ Zn
+.

V praktických aplikacích lze uvažovat heterogenní flotilu vozidel s různými
kapacitami. Lze také požadovat určitá omezení na čas přepravy atd.
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4. Vybraný příklad a jeho řešení
V poslední kapitole zformulujeme a vyřešíme úlohu problematiky stochastické

optimalizace na náhodných sítích, která je inspirovaná reálnými daty. Úloha se
týká mobilní sítě, na které zkoumáme kapacitní vytížení buněk pokrytých vysílači.

4.1 Popis mobilní sítě
Dříve než začneme formulovat úlohu, stručně zde popíšeme prostředí mobil-

ních sítí, se kterými budeme pracovat.
Mobilní síť je tvořena buňkami, které představují geografickou oblast, která je

pokryta příslušným vysílačem na definované frekvenci. Buňkový princip spočívá
v rozdělení geografického území pomocí buněk tak, aby při použití konkrétní
frekvence v jedné buňce, žádná z bezprostředně sousedních buněk tuto frekvenci
nepoužívala. Tímto se vzájemně sousední buňky neovlivňují. Síť takových buněk
se nejčastěji zobrazuje pomocí šestiúhelníků, kde každý šestiúhelník představuje
jednu buňku. Na obrázku (4.1) je ilustrována síť buněk, kde různé barvy buněk
představují různé frekvence. Obrázek sítě buněk jsme obstarali z knihy [16].

Obrázek 4.1: Síť buněk.

4.2 Zadání
Mějme dánu určitou geografickou oblast na území České republiky. Oblast je

pokrytá společností T-Mobile Czech Republic a.s. vysílači a tvoří tak LTE síť bu-
něk. Naším úkolem je minimalizovat náklady na výstavbu nových potenciálních
buněk, které je nutné vystavět v případě, že kapacity stávajících buněk nebudou
dostatečné. Na obrázku (4.2) je zobrazena mapa území buněk, která je ekviva-
lentní k výše zmiňovaným šestiúhelníkům v síti. Vějířky zobrazují směry antén a
barvy zobrazují jednotlivé buňky LTE sítě.
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Obrázek 4.2: Mapa geografické oblasti.

Vzhledem k tomu, že poskytnutá síť je rozsáhlá, pro tento ilustrativní pří-
klad užijeme náhradní síť výběru několika buněk. Tento výběr sledujeme na ob-
rázku (4.3).

Obrázek 4.3: Mapa výběru několika buněk.

4.3 Popis a zpracování dat
Od společnosti T-Mobile Czech Republic a.s. jsme získali k jednotlivým buň-

kám data týkající se sledování vytížení buněk. Jedná se o měsíční data ode dne
1.8.2014 do 1.5.2017. Konkrétně se jedná o agregovaná data z hlavní provozní ho-
diny za příslušných 30 dní zpětně s informací o alokaci zdrojů buňky ve směru od
uživatelů k vysílači. Údaje jsou v procentech. V případě, že by nějaká buňka do-
sáhla 100 %, znamenalo by to, že by byla permanentně přetížená ve sledovaných
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hlavních provozních hodinách, respektive její zdroje by byly 100% využity.

Obrázek 4.4: Tabulka hodnot.

Nyní tedy máme k dispozici 11 buněk, které sledujeme na obrázku (4.4), kde
pro každou buňku máme celkem 34 pozorování. Buňky jsme přejmenovali pomocí
písmen A, B, C, D, E, F , G, H, I, J , K a nyní převedeme mapu do grafu.
Graf vytvoříme tak, že za uzly považujeme jednotlivé buňky a hrany mezi uzly
odpovídají možným přechodům z jedné buňky do druhé. Vzniklou síť označme
G(V,E) s množinou uzlů V a množinou hran E, kde |V | = m = 11, |E| = n = 19.
Vrcholy označme v1, v2, . . . , vm a hrany označme e1, e2, . . . , en. Model náhradní
sítě sledujeme na obrázku (4.5). Tuto síť považujeme za náhodnou, jelikož se zde
vyskytuje náhoda v podobě kapacitního vytížení jednotlivých uzlů.
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Obrázek 4.5: Náhradní síť buněk.

Cílem úlohy je tedy minimalizace nákladů na výstavbu nových buněk, které
je nutné vystavět v případě, že kapacita aktuálních buněk bude nedostatečná. Od
společnosti T-Mobile Czech Republic a.s. jsme dále obdrželi hodnotu základního
prahu, který udává omezení, při jehož překročení dochází k přetížení buněk. Tento
práh budeme označovat proměnnou a a jeho hodnota je 60 %.

4.4 Formulace úlohy
V tento okamžik tedy známe množinu uzlů

V = {A,B,C,D,E, F,G,H, I, J,K},

množinu hran
E = {e1, e2, . . . , en}

a prahovou hodnotu
a = 60.

Pro formulaci úlohy a k jejímu následnému řešení dále určíme množinu potenciál-
ních buněk k výstavbě. Jedná se o buňky, kterým určíme přesnou polohu v rámci
stávající sítě. V případě, že některé z aktuálních buněk nebudou uspokojovat po-
ptávku zákazníků, dojde k výstavbě nové buňky v bezprostředním okolí těchto
neuspokojivých buněk. Množinu nových potenciálních buněk označme

V ′ = {L,M,N,O, P,Q,R, S, T}
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a jejich rozložení sledujeme na obrázku (4.6). S novými buňkami přibudou i nové
potenciální hrany

E ′ = {en+1, en+2, . . . , en+k},

které i zde znamenají bezprostřední přechod mezi jednotlivými buňkami. Dále
nechť je vektor

c = (cL, cM , cN , cO, cP , cQ, cR, cS, cT )
vektor nákladů na výstavbu nových buněk a množina

ξ = {ξA, ξB, ξC , ξD, ξE, ξF , ξG, ξH , ξI , ξJ , ξK}

obsahuje náhodné veličiny poptávky ve stávajících buňkách. Nakonec buď

x = (xL, xM , xN , xO, xP , xQ, xR, xS, xT )

vektor 0 -1, který dává xi = 1, jestliže je potřeba vystavět i-tou potenciální buňku
a xi = 0 jinak, pro i = L,M, . . . , T .

Obrázek 4.6: Náhradní síť buněk s potenciálními novými buňkami a hranami.

Nyní přistoupíme k samotné formulaci úlohy. Vzhledem k přítomnosti náhod-
ných veličin tuto úlohu nazveme úlohou s nejistotou.
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min cTx, (4.1)

s.t. (1 − 1
4xM − 1

3xL)ξA ≤ a, (A)

(1 − 1
3xL)ξB ≤ a, (B)

(1 − 1
4xM − 1

3xP − 1
3xO − 1

3xN)ξC ≤ a, (C)

(1 − 1
4xM − 1

3xP − 1
3xQ)ξD ≤ a, (D)

(1 − 1
3xL − 1

4xM − 1
3xQ − 1

4xS)ξE ≤ a, (E)

(1 − 1
3xN − 1

3xR)ξF ≤ a, (F )

(1 − 1
3xQ − 1

3xP − 1
3xO − 1

4xS)ξG ≤ a, (G)

(1 − 1
3xR − 1

3xN − 1
3xO − 1

4xS − 1
3xT )ξH ≤ a, (H)

(1 − 1
4xS − 1

3xT )ξI ≤ a, (I)

(1 − 1
3xR)ξJ ≤ a, (J)

(1 − 1
3xT )ξK ≤ a, (K)

1
3xLξA + 1

3xLξB + 1
3xLξE ≤ a, (L)

1
4xMξA + 1

4xMξC + 1
4xMξD + 1

4xMξE ≤ a, (M)
1
3xNξC + 1

3xNξF + 1
3xNξH ≤ a, (N)

1
3xOξC + 1

3xOξG + 1
3xOξH ≤ a, (O)

1
3xP ξC + 1

3xP ξD + 1
3xP ξG ≤ a, (P )

1
3xQξD + 1

3xQξE + 1
3xQξG ≤ a, (Q)

1
3xRξF + 1

3xRξJ + 1
3xRξH ≤ a, (R)

1
4xSξE + 1

4xSξG + 1
4xSξH + 1

4xSξI ≤ a, (S)
1
3xT ξH + 1

3xT ξI + 1
3xT ξK ≤ a, (T )

xL, xM , xN , xO, xP , xQ, xR, xS, xT ∈ {0, 1}.

Nyní podrobněji vysvětlíme význam těchto omezení. Vzhledem k tomu, že
nové potenciální buňky umisťujeme na plochu již pokrytou stávajícími buňkami,
pak po vytvoření nové buňky tato nová buňka převezme určitou část poptávky

36



okolních buněk. My jsme pro jednoduchost zvolili takové rozložení nových buněk,
že každá nová buňka přebírá rovnoměrně poptávku buněk sousedních. Například
omezení (1 − 1

3xL)ξB ≤ a znamená, že jestliže je xL = 1, pak 2
3ξB ≤ a a jestliže

xL = 0, pak ξB ≤ a. Čili jestliže je vystavěna buňka L do stávající sítě, pak
převezme jednu třetinu náhodné poptávky buňce B. Tímto způsobem vzniklo
prvních 11 omezení. Zbylá omezení se týkají nových potenciálních buněk a vy-
světlíme si je na omezení (1

3xLξA + 1
3xLξB + 1

3xLξE) ≤ a. Toto omezení nám říká,
že náhodná poptávka nové potenciální buňky L, vzniklá součtem jedné třetiny
náhodné poptávky buňky A, jedné třetiny náhodné poptávky buňky B a jedné
třetiny náhodné poptávky buňky E, je menší než práh a, za předpokladu, že
xL = 1.

Jak již bylo řečeno výše, jedná se o úlohu s nejistotou, přičemž se zde vy-
skytují celočíselné proměnné. Tuto úlohu převedeme na úlohu s individuálními
pravděpodobnostními omezeními. Zvolili jsme variantu s individuálními prav-
děpodobnostními omezeními, jelikož vede ke zjednodušení problému, ve kterém
budeme pracovat s jednorozměrnými kvantily. Pokud bychom uvažovali formulaci
se sdruženým omezením, úloha by byla daleko složitější a museli bychom se potý-
kat s kvantily mnohorozměrnými. V úloze s individuálními pravděpodobnostními
omezeními požadujeme, aby přípustná rozhodnutí x = (xL, . . . , xT ) splňovala
každé omezení alespoň s předem danou pravděpodobností menší než 1. V tomto
případě označme hladinu pravděpodobnosti α = 0,95. Teorii k této problematice
jsme rozebírali podkapitole 3.1.2.

min cTx, (4.2)

s.t. P{(1 − 1
4xM − 1

3xL)ξA ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xL)ξB ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
4xM − 1

3xP − 1
3xO − 1

3xN)ξC ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
4xM − 1

3xP − 1
3xQ)ξD ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xL − 1

4xM − 1
3xQ − 1

4xS)ξE ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xN − 1

3xR)ξF ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xQ − 1

3xP − 1
3xO − 1

4xS)ξG ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xR − 1

3xN − 1
3xO − 1

4xS − 1
3xT )ξH ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
4xS − 1

3xT )ξI ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xR)ξJ ≤ a} ≥ α,

P{(1 − 1
3xT )ξK ≤ a} ≥ α,
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P{1
3xLξA + 1

3xLξB + 1
3xLξE ≤ a} ≥ α,

P{1
4xMξA + 1

4xMξC + 1
4xMξD + 1

4xMξE ≤ a} ≥ α,

P{1
3xNξC + 1

3xNξF + 1
3xNξH ≤ a} ≥ α,

P{1
3xOξC + 1

3xOξG + 1
3xOξH ≤ a} ≥ α,

P{1
3xP ξC + 1

3xP ξD + 1
3xP ξG ≤ a} ≥ α,

P{1
3xQξD + 1

3xQξE + 1
3xQξG ≤ a} ≥ α,

P{1
3xRξF + 1

3xRξJ + 1
3xRξH ≤ a} ≥ α,

P{1
4xSξE + 1

4xSξG + 1
4xSξH + 1

4xSξI ≤ a} ≥ α,

P{1
3xT ξH + 1

3xT ξI + 1
3xT ξK ≤ a} ≥ α,

xL, xM , xN , xO, xP , xQ, xR, xS, xT ∈ {0,1}.

4.5 Řešení úlohy
V úloze stochastické optimalizace předpokládáme, že umíme úlohu vyřešit,

jestliže známe rozdělení náhodných veličin. Pro vyslovenou úlohu s individu-
álními pravděpodobnostními omezeními z praktických důvodů předpokládáme
normalitu všech náhodných veličin. Díky normálnímu rozdělení lze posléze pou-
žít kvantily normálního rozdělení a úlohu tak převést na deterministickou. Naším
předpokladem je tedy normalita náhodných veličin, avšak neznáme jejich střední
hodnoty ani rozptyly. Proto použijeme parametrické odhady ve formě výběrových
průměrů, výběrových rozptylů a výběrových směrodatných odchylek, které jsme
pro poskytnutá data vypočetli pomocí programu Excel (verze 2013). Hodnoty
sledujeme na obrázku (4.7).

Převod z pravděpodobnostního omezení na deterministické omezení předve-
deme v následujícím úseku pro omezení týkající náhodné poptávky na buňce A
a následně pro náhodnou poptávku potenciální buňky L.
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Obrázek 4.7: Tabulka s výběrovými průměry, výběrovými rozptyly a výběrovými
směrodatnými odchylkami pro poskytnutá data.

Buď Φ(x) distribuční funkce normálního rozdělení a Φ−1(α) = uα buď α-
kvantil normovaného normálního rozdělení. Předpokládejme, že ξA ∼ N(µA, σ

2
A).

Platí, že 1 − 1
4xM − 1

3xL ̸= 0. Ve výpočtu budeme místo střední hodnoty a smě-
rodatné odchylky používat výběrový průměr a výběrovou směrodatnou odchylku
z obrázku (4.7). Pak je úprava omezení pro náhodnou poptávku buňky A násle-
dující:

P{(1 − 1
4xM − 1

3xL)ξA ≤ a} ≥ α,

P{ξA ≤ a

(1 − 1
4xM − 1

3xL)} ≥ α,

P{ξA − µA

σA

≤
a

(1− 1
4 xM − 1

3 xL) − µA

σA

} ≥ α,

Φ(
a

(1− 1
4 xM − 1

3 xL) − µA

σA

) ≥ α,

a
(1− 1

4 xM − 1
3 xL) − µA

σA

≥ Φ−1(α),
a

(1− 1
4 xM − 1

3 xL) − µA

σA

≥ uα,

a

(1 − 1
4xM − 1

3xL) ≥ uασA + µA,

a ≥ (uασA + µA)(1 − 1
4xM − 1

3xL),

a− (uασA + µA) + (uασA + µA)1
4xM + (uασA + µA)1

3xL ≥ 0.

Po dosazení a = 60, u0,95 = 1,645, µA = 37,48, σA = 19,06 získáváme omezení

60 − 68,83 + 1
468,83xM + 1

368,83xL ≥ 0,

tedy
60 − 68,83 + 17,21xM + 22,94xL ≥ 0.
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U omezení týkajícího se nové potenciální buňky L předpokládejme navíc, že ná-
hodné veličiny ξA ∼ N(µA, σ

2
A), ξB ∼ N(µB, σ

2
B) a ξE ∼ N(µE, σ

2
E) jsou nezá-

vislé. Tento předpoklad požadujeme kvůli konvoluci, a při tomto předpokladu
platí ξA + ξB + ξE ∼ N(µA + µB + µE, σ

2
A + σ2

B + σ2
E). Pro úpravy při převodu

omezení požadujeme, aby xL ̸= 0. Pokud je však xL = 0, pak P{0 ≤ a} = 1 a
omezení je splněno triviálně. Úprava omezení buňky L je následující:

P{1
3xLξA + 1

3xLξB + 1
3xLξE ≤ a} ≥ α,

P{1
3xL(ξA + ξB + ξE) ≤ a} ≥ α,

P{(ξA + ξB + ξE) ≤ a
1
3xL

} ≥ α,

P{(ξA + ξB + ξE) − (µA + µB + µE)√
σ2

A + σ2
B + σ2

E

≤
a

1
3 xL

− (µA + µB + µE)√
σ2

A + σ2
B + σ2

E

} ≥ α,

Φ(
a

1
3 xL

− (µA + µB + µE)√
σ2

A + σ2
B + σ2

E

) ≥ α,

a
1
3 xL

− (µA + µB + µE)√
σ2

A + σ2
B + σ2

E

≥ Φ−1(α),

a
1
3 xL

− (µA + µB + µE)√
σ2

A + σ2
B + σ2

E

≥ uα,

a
1
3xL

≥ uα

√
σ2

A + σ2
B + σ2

E + (µA + µB + µE),

a− [uα

√
σ2

A + σ2
B + σ2

E + (µA + µB + µE)]13xL ≥ 0.

Po dosazení a = 60, u0,95 = 1,645, µA = 37,48, µB = 38,15, µE = 22,44, σ2
A =

363,14, σ2
B = 385,40, σ2

E = 266,68 získáváme omezení

60 − 1
3150,48xL ≥ 0,

tedy
60 − 50,16xL ≥ 0.

Těmito dvěma postupy upravíme všechna ostatní omezení úlohy (4.2). Předpo-
kládáme normalitu a vzájemnou nezávislost všech náhodných poptávek. Nutno
podotknout, že nezávislost náhodných veličin je druhým zjednodušujícím před-
pokladem, který nám umožňuje využít konvoluci normálního rozdělení a snadno
tak převést úlohu na deterministickou. Po úpravách získáme následující determi-
nistickou úlohu, kterou budeme řešit pomocí programu GAMS
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min cTx, (4.3)

s.t. 60 − 68,83 + 22,94xL + 17,21xM ≥ 0,
60 − 70,45 + 23,48xL ≥ 0,

60 − 49,55 + 12,39xM + 16,52xN + 16,52xO + 16,52xP ≥ 0,
60 − 33,96 + 8,49xM + 11,32xP + 11,32xQ ≥ 0,

60 − 49,3 + 16,43xL + 12,32xM + 16,43xQ + 12,32xS ≥ 0,
60 − 48,47 + 16,16xN + 16,16xR ≥ 0,

60 − 32,97 + 10,99xO + 10,99xP + 10,99xQ + 8,24xS ≥ 0,
60 − 57,67 + 19,22xN + 19,22xO + 19,22xR + 14,42xS + 19,22xT ≥ 0,

60 − 58,75 + 14,69xS + 19,58xT ≥ 0,
60 − 43.07 + 14,36xR ≥ 0,
60 − 23,63 + 7,88xT ≥ 0,

60 − 50,16xL ≥ 0,
60 − 38,26xM ≥ 0,
60 − 41,04xN ≥ 0,
60 − 36,77xO ≥ 0,
60 − 30,54xP ≥ 0,
60 − 30,25xQ ≥ 0,
60 − 39,26xR ≥ 0,
60 − 37,33xS ≥ 0,
60 − 38,47xT ≥ 0,

xL, xM , xN , xO, xP , xQ, xR, xS, xT ∈ {0,1}.

Jelikož jsme neobdrželi informace o možných reálných nákladech, vektor ná-
kladů na výstavbu nových potenciálních buněk jsme zvolili ad hoc

c = (2400, 3295, 6200, 960, 3200, 1460, 1170, 300, 1000).

4.6 Výsledek úlohy
Úlohu jsme vyřešili pomocí solveru CPLEX v programu GAMS a na ob-

rázku (4.8) sledujeme výstup úlohy. Řešením této úlohy je tedy volba vektoru
x = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) a hodnota účelové funkce je 2400. Čili závěrem je roz-
hodnutí o výstavbě nové buňky L. Pro zajímavost jsme změnili hodnotu prahu
na 55 %, tedy a = 55. Řešení úlohy pak sledujeme na obrázku (4.9). Zde vy-
šel rozhodovací vektor x = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) a hodnota účelové funkce 2700.
Pro nižší prahovou hodnotu činíme rozhodnutí o výstavbě dvou nových buněk,
kterými jsou buňky L a S s náklady ve výši 2700.
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Obrázek 4.8: Výstup GAMS pro práh a = 60.

Obrázek 4.9: Výstup GAMS pro práh a = 55.

Vyřešili jsme tedy úlohu stochastické optimalizace na náhodné síti. Nakonec
však zkontrolujeme, zda náhodné veličiny splňují normalitu, či nikoliv. K testo-
vání normality jsme použili Shapirův-Wilkův test, který je založený na nulové hy-
potéze, že náhodný výběr pochází z rozdělení N(µ, σ2) oproti alternativě, která
praví, že náhodný výběr pochází z jiného rozdělení. Tento test jsme zvolili na
základě publikace [12] a normalitu jsme testovali pomocí komerčního software
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Wolfram Mathematica (verze 10.0). Tabulku vypočtených hodnot sledujeme na
obrázku (4.10). Nulovou hypotézu jsme testovali na hladině spolehlivosti 5 %.
Normalitu jsme nezamítli u 9 buněk a zamítáme ji u buněk E a G. Pro výpočet
našeho ilustrativního příkladu jsme však tuto skutečnost pro jednoduchost zane-
dbali. Práci by šlo v tomto směru rozšířit a pracovat bez striktního předpokladu
normality.

Obrázek 4.10: Tabulka s p-hodnotami.

Na telekomunikačních sítích lze řešit mnohé problémy. V naší úloze jsme řešili
kapacitní omezení na uzlech, avšak nabízí se zde mnoho dalších problémů, při
jejichž optimalizaci lze pracovat například i s kapacitami hran. Ilustrativní úlohu
stochastické optimalizace jsme na základě diplomové práce pojali jakožto problém
s individuálními pravděpodobnostními omezeními, na kterém jsme předvedli zá-
kladní kroky pro jeho vyřešení. Jak bylo řečeno výše, jedná se pouze o ilustrativní
příklad inspirovaný reálnou skutečností, který nabízí další možnosti rozšíření.

4.7 Programový kód
Následující program je napsán pro optimalizační systém GAMS. Řeší výše

uvedenou optimalizační úlohu celočíselného programování.

Variable
z;
*proměnná, kterou budeme minimalizovat

Binary Variables
x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9;
*binární proměnné, které určují v rozhodnutí o vystavění nové
buňky, či nikoliv

Scalars a prah /60/;
*omezení, při jehož překročení dochází k přetížení buněk

Equations
UcelovaFunkce,om1,om2,om3,om4,om5,om6,om7,om8,om9,om10,om11,om12,
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om13,om14,om15,om16,om17,om18,om19,om20;
*účelová funkce a omezující podmínky
UcelovaFunkce..z=e=x1*2400+x2*3295+x3*6200+x4*960+x5*3200+x6*1460+

x7*1170+x8*300+x9*1000;
om1..a-68.82768932+22.94256311*x1+17.20692233*x2 =g= 0;
om2..a-70.44565841+23.48188614*x1 =g= 0;
om3..a-49.55265756+12.38816439*x2+16.51755252*x3+

16.51755252*x4+16.51755252*x5 =g= 0;
om4..a-33.95984863+8.489962157*x2+11.31994954*x5+11.31994954*x6

=g= 0;
om5..a-49.29938561+16.43312854*x1+12.3248464*x2+16.43312854*x6+

12.3248464*x8 =g= 0;
om6..a-48.46998684+16.15666228*x3+16.15666228*x7 =g= 0;
om7..a-32.97088046+10.99029349*x4+10.99029349*x5+10.99029349*x6+

8.242720116*x8 =g= 0;
om8..a-57.66587225+19.22195742*x3+19.22195742*x4+19.22195742*x7+

14.41646806*x8+19.22195742*x9 =g=0;
om9..a-58.74507432+14.68626858*x8+19.58169144*x9 =g= 0;
om10..a-43.07315101+14.357717*x7 =g= 0;
om11..a-23.63445036+7.87815012*x9 =g= 0;
om12..a-50.16057825*x1 =g= 0;
om13..a-38.2628416*x2 =g= 0;
om14..a-41.0366853*x3 =g= 0;
om15..a-36.77387468*x4 =g= 0;
om16..a-30.54451153*x5 =g= 0;
om17..a-30.24961442*x6 =g= 0;
om18..a-39.25758197*x7 =g= 0;
om19..a-37.32528657*x8 =g= 0;
om20..a-38.47092176*x9 =g= 0;
*zápis jednotlivých omezení

Model Naklady /all/;
*definujeme model

Solve Naklady using MIP minimizing z;
*model řešíme pomocí MIP (mixed integer programing), čili smíšené
celočíselné programování
*MIP se užívá k řešení čistě celočíselných úloh nebo smíšených
celočíselných úloh

Display x1.l,x2.l,x3.l,x4.l,x5.l,x6.l,x7.l,x8.l,x9.l,z.l;
*požadované hodnoty necháme vypsat
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Závěr
V této práci jsme se věnovali třem přístupům stochastické optimalizace, které

jsme aplikovali při práci s náhodnými sítěmi. V prvních třech kapitolách jsme
se věnovali teorii stochastické optimalizace, kdy jsme postupně formulovali úlohy
dvoustupňové a vícestupňové stochastické optimalizace a úlohu s pravděpodob-
nostními omezeními, zvlášť pro individuální pravděpodobnostní omezení a sdru-
žené pravděpodobnostní omezení. Pro dvoustupňové a vícestupňové úlohy jsme
uvedli algoritmus pro řešení takových úloh, založený na budování vnější linea-
rizace. Na konci každé z těchto tří kapitol jsme vyslovili příklad na náhodných
sítích, který se zabýval danou problematikou konkrétních kapitol. Nejprve jsme
řešili model stochastického programování pro využití síťových zdrojů za přítom-
nosti nejistoty poptávky, kde jsme maximalizovali výnosy ze zdrojů. Zde se apli-
kovala dvoustupňová optimalizace. Druhý příklad se týkal problematiky pašování
nukleárního materiálu přes hranice, ve kterém bylo cílem minimalizovat pravdě-
podobnost úniku pašeráků při přecházení hranic. V tomto případě byla úloha
formulovaná jako třístupňová úloha stochastické optimalizace. Ve třetí kapitole
jsme se zabývali problémem směrování vozidel, při kterém jsme minimalizovali ná-
klady s cílem uspokojit poptávku s předem danou vysokou pravděpodobností, čili
jednalo se o problém s pravděpodobnostními omezeními. V poslední kapitole jsme
se pak věnovali vybranému ilustrativnímu příkladu na náhodné telekomunikační
síti, který jsme vyslovili ve formě úlohy s individuálním pravděpodobnostním
omezením a který jsme následně vyřešili.

Interpretace reálných situací a procesů pomocí deterministických sítí nám
umožňuje řešit řadu rozhodovacích procesů z běžného života. Častěji se však
v reálném životě střetáváme se situacemi, ve kterých se dějí určité skutečnosti ná-
hodně. Proto je k modelování obecně, ne pouze na náhodných sítích, stochastická
optimalizace velmi užitečným nástrojem. Práci by bylo možné rozšířit prohloube-
ním teoretických informací problematiky stochastické optimalizace a přidat další
praktické příklady ze světa náhodných sítí.
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