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Anotace

Cilem této prace je seznamit ¢tenéfe s nejvyznamnéjsimi body v trojihelniku. Préce
se zabyva nejen bézné znamymi body ze zakladni a stfedni skoly jako jsou stied strany,
nymi body, kterymi jsou Lemointiv bod, Longchamptiv bod, Fermattiv bod, Gergonntv
bod, Nageliuv bod, stfed Feuerbachovy kruznice a Svrekiv bod. Prvnf kapitola prace
obsahuje zakladni pojmy. Dalsi kapitoly jsou vénovany vzdy jednomu vyznamnému
bodu v trojuhelniku. V kazdé kapitole jsou nejprve zadefinovany pojmy potiebné k ur-
¢eni vyznamného bodu, pak je popsana jeho konstrukce, pfipadné je dokézana jeho
existence. Zbyvajici ¢ast kapitoly popisuje vlastnosti vyznamnych bodi a jejich vyuziti

v geometrii trojihelniku.

Yvoev



Annotation

The aim of this thesis is to make the reader familiar with the most important points
in a triangle. The work focuses not only on the well-known ones from primary and
secondary schools such as the center of a side in a triangle, the center of gravity,
the orthocenter or the circumcenter, the incenter and the excenter, but also on other
significant points such as the Lemoine point, the de Longchamps point, the Fermat
point, the Gergonne point, the Nagel point, the nine-point center and the Svreek
point. The first chapter contains basic terms and definitions. Each of the following
chapters is dedicated to one important point in a triangle. At first, the necessary
terms to introduce the significant point are defined, then its construction is described
or its existence is proven. The rest of the chapter deals with the properties of significant

points and their use in the geometry of a triangle.
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Uvod

YV

vsichni zname jiz ze zakladni skoly, existuje v trojihelniku mnoho vyznamnych bodi,
které vzniknou jako priseciky vyznac¢nych piimek. Tyto body maji spoustu zajimavych

vlastnosti, které jsou mimo jiné ovlivnény rtiznosti trojihelnikt a jejich vnitinich uhli.

Préace je urcena pro kazdého, kdo se zajimé o geometrii trojuhelniku. Neni vSak konci-
povana jako ucebnice matematiky, ale zabyva se jenom nékterymi skutecnostmi v troj-
thelniku a to jeho vyznamnymi body. Chceme ¢tenari poskytnout uceleny text o nej-
znadméjsich vyznamnych bodech v trojuhelniku, jejich vlastnostech a vzajemnych vzta-

zich.

Cela bakalarska prace ma 14 kapitol. Prvni kapitola obsahuje obecné poznatky o troj-
tthelnicich, jejich rozdéleni a rizné vlastnosti, déale zékladni informace o kruznicich,
nebot mnoho vyznamnych bodu v trojihelniku jsou pravé stiedy kruznic. Dalsi kapi-
toly se uz tykaji jednotlivych vyznamnych bodt. Je v nich popséan jejich vznik a poloha
z hlediska rtiznosti trojihelniku. Dale kapitoly obsahuji nami vybrané vlastnosti vyu-

zivajici znalosti téchto bodi.

Nage prace ma pro lepsi pochopeni jednotlivych dikazi a pojmi mnoho obrazki, které

vytvofila sama autorka v programu GeoGebra.



Kapitola 1

Obecné informace

Drive nez se zacneme zabyvat jednotlivymi body v trojihelniku, uvedeme nékolik

obecnych informaci, které budeme v dalsim textu pouzivat.

Definice 1. ,Jsou dany tii nekolinearni body A, B,C. Trojuhelnik ABC' je prunik
polorovin ABC', BCA, ACB.¢

Vrcholy trojihelniku znac¢ime velkymi tiskacimi pismeny A,B,C. Strany trojihel-
niku, coz jsou usecky AB, BC' a AC, zna¢ime malymi pismeny ¢, a,b v tomto poradi.
Vnitini thly v trojihelniku znac¢ime pismeny tecké abecedy, tedy «, 3, .

Ke kazdému vnitfnimu thlu existuje thel vedlejsi, znac¢ime o/, 3', 7' tak, ze

a+a =180° 6+ ' = 180°, v+« = 180°.

Obrézek 1.1: Obecny trojuhelnik

Podle velikosti stran délime trojihelniky na

IKURINA, Frantisek. Deset pohledii na geometrii. Praha: Matematicky tstav AV CR, 1996. ISBN
80-85823-21-7, s. 71.



- rovnostranné a = b = ¢,
- rovnoramenné a =bAc#a/c#Db,

- ruznostranné a # b # c.

Podle velikosti vnitinich ihla délime trojihelniky na
- ostrouhlé o, B,y < 90°,
- pravouhlé (jeden thel je roven 90°),

- tupouhlé (jeden thel je vétsi nez 90°).

Véta 1. Soucet dvou libovolnijch délek stran trojihelniku je vétsi nez délka strany

zbyvagict.

Diikaz. Vyuzijeme znalosti konstrukce trojihelniku pri zadani délek vSech tii stran.
Trojthelnik sestrojime tak, Ze narysujeme stranu délky ¢ = AB a kruZnice k(A,b) a
K'(B,a). Vrchol C je pruse¢ik kruznic k a k'.

Pokud bude soucet délek dvou stran mensi nez délka strany tfeti, kruznice k

a k' budou mit prazdny prunik, takZe trojuhelnik nevznikne. Zbyvé uz jen moznost, Ze
soucet délek dvou stran bude roven délce t¥eti strany. Vrchol C' sice vznikne, ale bude
lezet na tusecce AB, takze body A, B,C urcuji pfimku, nikoliv trojtuhelnik. Jedinou

moznosti je, aby soucet délek tvou stran byl vétsi nez délka strany tieti. O]

Tvrzeni 1. Proti delsi strané v trojihelniku leZi vétsi ihel.

Obrézek 1.2: Tlustrace k diikazu tvrzeni[1]

Diikaz. Méjme trojihelnik ABC' s piislusnymi vnitfnimi thly o a 5. Predpokladejme,

ze a > b. Chceme ukazat, ze z toho vyplyva a > (.
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Postupujeme podle obrazku [I.2] Sestrojime rovnoramenny trojihelnik AXC' tak, aby
|AC| = | XC| a X € BC. Ozna¢me ¢ thly pii zékladné, tedy ¢ = |ZXAC| = |LAX .
Protoze trojuhelnik AXC' lezi uvnitf trojuhelntku ABC, plati pro thly prislusné

k vrcholu A nerovnost o > e.

Nyni sestrojime rovnobézku se stranou AB prochéazejici bodem X.Prusecik strany
AC' s touto rovnobézkou oznac¢ime Y. S vyuziti znalosti souhlasnych tuhla plati, ze
|ZY XC| = . Trojuhelnik Y XC' lezi uvnit trojuhelniku AXC a tedy pro thly pii-
slusné k vrcholu X nastava nerovnost € > (3. Pfi spojeni obou dokézanych vlastnosti
ziskavame

a>e>fF = a>p.

Tvrzeni 2. Soucet vnitinich whli v trojuhelniku je roven 180°.

Diikaz. Lze vyuzit znalosti stiidavych thla podle obrazku .

Sestrojime primku p rovnobéznou se stranou AB prochéazejici bodem C a na ni body
D,END # E # C tak, ze polopiimky CD a CE jsou opacéné (viz obrazek [L.3).
Pak usecky AC a BC jsou pricky dvou rovnobéznych piimek p,<> AB. 7 definice
stiidavych thla plati, ze |£ZBAC| = |ZACD| = a a |[LZABC| = |ZBCE| = ( a tedy

soucet o + 8+ v je roven piimému tuhlu, ktery ma velikost 180°. O]

A B

Obrazek 1.3: Tlustrace k ditkazu tvrzeni 2

Tvrzeni 3. Soucet dvou vnitrnich whli v trojihelniku je roven vnéjsimu ihlu u zbjva-

jictho vrcholu.

11



Dikaz. 7 predchoziho tvrzeni vime, ze o + 3 + v = 180° a pokud vedlejsi thel k thlu
~ ozna¢ime v/, pak plati v + " = 180°. SloZenim téchto dvou rovnosti dostavame

dokazovany vztah a4+ 3 = /. O

V diikkazech mnohych vét budeme potifebovat znat vlastnosti pravothlého trojihel-

niku, a proto si uvedeme Eukleidovy véty.
Véta 2. V kazdém pravoiuhlém trojiuhelniku ABC' s pravim thlem pii vrcholu C plati

v.2 = ¢q - ¢ (Euklidova véta o vijsce),

a’>=c-c,, b*=c-c, (Euklidovy véty o odvésndch).

Diikaz. Provedeme diikkaz Euklidovy véty o vySce pomoci podobnosti trojihelniki

ACCy, CBCj podle véty (uu) (viz obrazek [L.4).

ANACCy ~ ACBC

Ve — Ca
cp Ve

V2 = Cq -+ Cp.

K ditikazu Euklidovych vét o odvésnach a? = ¢ -c,, b? = c- ¢, vyuZijeme po radé

podobnosti trojihelniki AABC, ACBCy a AABC, AACC,. n

14' Ch 'C() Ca B
Obrazek 1.4: Tlustrace k dikazu Euklidovych vét

O vztahu mezi stranami v pravoihlém trojuhelniku hovotri Pythagorova véta.

Véta 3. V kazdém pravouhlém trojuhelniku ABC' s pravym whlem pti vrcholu C plati

a? + b? = 2.

12



Diikaz. Vyuzijeme Euklidovy véty o odvésnach.
a2+ =c-cotc-p=clcg+c)=c-c=c
O

Poméry mezi stranami v trojihelniku a prislusnymi vnitinimi thly se zabyvaji

sinové a kosinova véta.

Véta 4. V kazdém trojihelniku ABC' plati

a b c

sina ~ sinf = siny’

Diikaz. Ozna¢me Cy patu vysky vedenou z bodu C' na pfimku AB. Pak v pravothlych
trojuhelnicich ACCy, BC'Cy plati

sina = 7,

Qe o

sin f =
Po vyjadreni vysky v obou vztazich ziskdme rovnost

b-sina = a-sinf,

a tedy
a _ b
sina ~ sinf°
Analogicky dokdzeme zbyvajici rovnosti. ]

N

A T Cy Y B

Obrazek 1.5: Ilustrace k dikazu sinové a kosinové véty
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Véta 5. V kazdém trojihelniku ABC' plati

c? = a® + b* — 2abcos 7,
b? = a® + ¢ — 2accos 3,

a®? = b% + ¢ — 2bccos a.

Diikaz. Oznacme x = |ACy| a y = |CyB| ¢asti strany ¢, takze plati ¢ = x + y (viz
obrazek . Z pravoihlého trojihelniku BCCy vyjadiime thel

Y = cos 3, a tedy y* = a® - cos® 3 .
Z Pythagorovy véty pro trojihelnik BC'Cy vyjadiime vzorec pro vysku

a® = v? + 12,
W2 = a2 — g2,

v? =a® —a® - cos? B.
Pro dikaz kosinové véty potiebuje jesté urcit velikost druhé mocniny délky x. Vyuzi-
jeme vztahu ¢ = x 4y, tedy

r=c—y=c—a-cosf

2% = c® — 2accos 3 + a? - cos? 3.
Z Pythagorovy véty pro trojihelnik ACCy a diive dokdzanych vztahi plati
b? =02 + 22 =a% —a® - cos? B+ ¢ — 2accos B+ a® - cos? f = a® + c? — 2accos 3.

Analogicky dokazeme pravdivost zbyvajicich rovnosti kosinové véty. O]

Nyni uvedeme vzorec pro vypocet obsahu S trojuhelniku ABC.

1

5C " Ve

S:%mva:%b-vb:

kde vg, vp, v. jsou vysky v trojuhelniku ABC. (viz kapitola ortocentrum). Vzorec lze
odvodit ze vzorce pro obsah rovnobézniku.

Déale budeme v nékterych diikazech vét vyuzivat vlastnosti jednoznac¢né existence bodu,
ktery je prusec¢ikem danych pfimek. O takovém bodé informuje Cévova véta, proto si

ji nyni uvedeme.

14



Véta 6. ,V rovin€ je dan trojuhelnik ABC. Na primkdch AB, BC, AC lezi po Tadé
body K, L, M, které jsou rizné od vrcholi trojuhelniku. Pak primky KC, LA, M B pro-
chadzi jednim bodem nebo jsou rovnobézné prave tehdy, kdyz

1. prdavé jeden z bodi K, L, M je bodem trojiuhelniku ABC' nebo kaZdy z nich je bodem
trojuhelniku ABC

5. AKI IBLI [CM| _q «
' |BK| |CL| |AM| ’

Diikaz. Véta je ve tvaru ekvivalence, takze provedeme ditkaz dvou implikaci.
Nejprve predpokladejme, ze piimky AL, BM,CK jsou rovnobézné (viz obrazek .
Pak préavé jeden bod z trojice bodu K, L, M je bodem trojihelniku ABC. Zvolme

Obrazek 1.6: Ilustace k dukazu véty [f]

tedy bod M. Ve stejnolehlosti se stfedem ve vrcholu A se trojihelnik AM B zobrazi
na trojuhelnik AKC'. Pro poméry stran téchto trojihelniku plati

|AC| |AK|

|MC| |BK|*
Analogicky ve stejnolehlosti se stfedem ve vrcholu C se trojuhelnik C'M B zobrazi

na trojuhelnik C'LA a pro poméry stran plati

|BL| _ |MA]
|CL| |[CA|
To dosadime do levé strany rovnosti
[AK| |BL| |CM| _ . |AK] |BL| |CM| _ |AC| | |[MA| |CM| _
BK| ' |CL| [AM| — 1, kde plati |BK| ' |CL| [AM]| — |MC|  [CA] " [AM| — L.

2BOCVJEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., roz8. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,
Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 53.
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A K B
Obrazek 1.7: Tlustace k dukazu véty [f]
Nyni predpokladejme, Ze primky AL, BM,CK se protnou v bodé X (viz obréazek .
Vyjadrime si obsahy vhodnych trojuhelniki
SAKX = %’AK| U a SBKX = %‘BK| 0
SAKC = %|AK| W a SBKC = %lBK| s w,
kde v, w jsou po radé vzdalenosti bodu X, C' od primky AB. Za pomoci téchto vztahu

si vyjadfime pomér obsahti Syx¢ : Spxc takto

Saxc _ Saxkc—Saxx _ 3| AK|w—5|AK|-v _ |AK]
Spxc Sprc—SBK X 1|BK|-w—%|BK|-v |BK|"
A l : k . /d\// ~ |BL| ‘CM' t/ . Z b/ . b z *
NalogICKy Vvyjadrime pomery _|CL‘ s _|AM| a pote Je vynasoblme mezl sebou navzajem
|BL| _ Saxsn
|CL| Saxc
|ICM| _ Spxc

[AM| =™ Saxs"
|AK| |BL|  |CM| _ Saxc . Saxs . Sxc _ 1

|BK| " |CL| ~ [AM| — Spxc Saxc Saxs

Tim jsme dokézali platnost implikace zleva doprava.

Druhou implikaci dokdzeme nasledovné. Predpokladejme, 7ze piimky BM, AL se pro-
tnou v bodé X. Chceme dokazat, ze bodem X prochézi i pfimka C' K. Dikaz provedeme
sporem. Necht existuje bod K’ # K, ktery je prusecikem piimek C' X, AB. Podle ob-
racené implikace Cévovy véty plati

|AK'| |BL| |CM|

=1 1.1
|BK'| |CL| |AM| (1.1)
Z predpokladu dokazované véty plati
AK| |BL M

|BK| |CL| |AM|

16



Ze vztaht [I.1 a [1.2] ziskdvame rovnost

|AK'| |BL| |CM| __ |AK| |BL| |CM]

|BK'| |CL| |AM| — |BK| |CL| |AM]|

|AK'| |AK|

= |BK| — 1BR|"

Podle polohy boda L, M lze jasné odvodit, zda bod K bude lezet uvnitt trojihelniku
ABC nebo vné. Proto z rovnosti poméru vyplyva, ze K' = K, coZ je spor s predpo-
kladem, 7e K' # K.

Pokud predpokladéame, ze primky AL, BM jsou rovnobézné, tak chceme dokazat, Ze
AL || KC. Dikaz provedeme sporem podobné jako dikaz neexistence bodu K’ # K
pro prusec¢ik X ptimek AL, MB,CK. O]

Definice 2. | Je ddn bod S a kladné ¢islo r. Kruznice je mnozina vSech bodt roviny,

které maji od bodu S vzdalenost . []

Bod S nazyvame stied kruznice a r polomér kruznice.
Body A, B rozdéli kruznici na dva tzv. kruznicové oblouky, které se rovnaji, pokud

usecka AB prochazi stfedem kruznice. Pak tyto oblouky nazyvame pulkruZnice.

Definice 3. ,Uhel, jehoZ vrcholem je stied kruznice k a ramena prochazeji krajnimi
body oblouku A, B kruznice k, se nazyva stFfedovy thel pfislusny k tomu oblouku

AB, ktery v tomto thlu lezi.“ [f]

Pokud je tthel ASB, kde S je stied kruznice k, mensi nez 180°, nazyvame stiedovy

tthel konvexni. Pokud je tento vétsi nez 180°, nazyvame ho nekonvexni stfedovy thel.

Definice 4. ,Kazdy thel AV B, jehoz vrchol V je bodem kruznice k£ a ramena pro-
chazeji krajnimi body oblouku AB kruznice k (V # A,V # B), se nazyva obvodovy
tihel pifsluiny k tomu oblouku AB, ktery v tomto thlu lezi.” ]

Véta 7. , Velikost stredového tihlu je rovna dvojndsobku velikosti obvodového ihlu

prislusnému k témuz oblouku. “[f]

SPOMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: planimetrie.4. upr. vydani. Praha: Prometheus,
2000. Ucebnice pro stiedni skoly. ISBN 80-7196-174-4, s. 52.

4Tamtéz, s. 59.

5Tamtéz, s. 60.

6Tamtéz, s. 61.
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Obrazek 1.8: Stredovy a obvodovy thel

Diikaz. Oznat¢me ASB stfedovy thel piislusny oblouku AB a ACB obvodovy thel
prislusny stejnému oblouku. Dikaz rozdélime na ¢tyfi ¢asti podle umisténi bodu C'

na kruznici, kterd obsahuje oblouk AB.

e Trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu B (viz prvni piipad
na obrazku .

Bod S je stied prepony AC. Trojihelnik BC'S je rovnoramenny, tedy
|£SBC| = |£BCS)|. Podle tvrzeni [3] plati

|L/ASB| = |£SBC| + |£BCS| = 2|£BCS).

e Trojuhelnik ABC je ostrothly (viz druhy pfipad na obrazku .
Oznatme |LACS| =« , |[£BCS| =  a X prusecik strany AB s piimkou CS.

Chceme dokazat, ze
|/ASB| = |£/BSX| + |LZASX| = 2a + 28.

Trojthelnik BC'S je rovnoramenny, takze |ZCBS| = « a podle tvrzeni |3| je
|/BSX| = 2a. Analogicky dokazeme, 7e |[ZASX| = 20.

e Trojuhelnik ABC je tupouhly, stiedovy tthel ASB je konvexni (viz tfeti piipad

na obrazku .

Sestrojime pifimku <> C'S a jeji prusecik s kruznici oznac¢ime X.

Pak |ZACB| = |£/BCX| — |£ZACX|. Z rovnoramenného trojihelniku ABS

18



a tvrzeni 3] plati, ze |ZASX| = 2|ZACX]|. Analogicky z rovnoramenného troj-
thelniku BC'S plati |[£BSX| = 2|ZBCX|. Pro velikost stfedového thlu ASB

plati
|ZASB| = |4/BSX| — |£LASX|=2|4BCX| - 2|LACX].

e Trojuhelnik ABC' je tupotuhly, stfedovy thel ASB je nekonvexni (viz étvrty
pripad na obrazku .

Podle stejnych tvah jako v predchozich ¢astech dikazu ukazeme, Ze
|LASX| =2|LACS| a |£BSX|=2|£BCS]|,

kde X je prusecik piimky C'S s kruznici.

AABC je tupoihly AABC je tupoihly
|£ASB| < 180° |£ASB| > 180°

NABC je pravoihly AABC je ostrothly
C

Obréazek 1.9: Vzajemné velikost obvodového a stfedového thlu

19



Kapitola 2

Stied strany

V prvni kapitole se budeme zabyvat stfedy stran trojihelniku a spojnicemi téchto
stfedi, které nazyvame stfedni pricky trojihelniku. Déle vysvétlime pojem prickovy

trojihelnik.
Definice 5. Stied strany AB je bod X € AB, pro ktery plati |AX| = |BX]|.

V celé praci budeme pro stied strany AB = ¢ pouzivat oznaceni T.. Analogicky

vznikne oznaceni T, a Ty.

Definice 6. ,Stredni pficka trojuhelniku je spojnice stfedii dvou stran.* E]

Obrazek 2.1: Stfedni pricky trojihelniku

IKURINA, Frantiek. Deset pohledii na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN
80-85823-21-7, s. 72.
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Stfedni pricka je vzdy rovnobézna s odpovidajici stranou trojuhelniku a jeji velikost

je rovna poloviné velikosti strany, s niz je rovnobézna (viz obrazek [2.1)). Vyplyva to

1

ze stejnolehlosti s koeficientem x = 3

H(A, L) : AABC — AAT,T,

kde se tisecka BC' zobrazi na tsecku 7.7}, takze jsou tyto tsecky rovnobézné a plati

|T.T,| = 5 |AB.

1
2
Véta 8. ,Stredni pricky trojuhelniku deéli trojuhelnik na ctyri shodné trojihelniky. “E|

Diikaz. 7 obrazku [2.1]je z¥ejmé, Ze vSechny trojuhelniky jsou shodné podle véty (sss).
[

Trojuhelnik, ktery vznikne v trojihelniku sestrojenim vsech tii jeho stfednich pii-
¢ek, se nazyva prickovy trojihelnik a znacime ho AT,T,T.. Jeho obsah je roven
}l obsahu ptvodniho trojuhelniku.
Z podobnosti trojuhelnika ABC, T,T,T. podle véty (sss) vyplyva, Ze pokud je trojihel-
nik ABC ostrotuhly (popf. pravouhly, popt. tupotihly), je také jeho prickovy trojuhelnik
T, T, T, ostrothly (popt. pravothly, popf. tupothly).

2KURINA, Frantisek. Deset pohledi na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN
80-85823-21-7, s. 63.

21



Kapitola 3
Téziste

V této kapitole si zavedeme pojem téznice, kterd vyuziva znalosti stfedu strany z pred-
chozi kapitoly. Dale uvedeme vypocet velikosti téznic pomoci stran trojihelniku, dikaz
existence tézisté v kazdém trojihelniku a nékolik vlastnosti odvozenych od téznic a

Vv

Yvoev

Definice 7. ,Kazda tsecka, jejiz krajni body jsou vrchol trojihelniku a stred jeho

protilehlé strany, se nazyva téznice trojihelniku.* E]

Dale budeme pouzivat oznaceni t, pro téznici spojujici stied tsecky BC' a bod A.
Analogicky budeme znacit ¢, a t..

V kazdém trojuhelniku lze sestrojit tii téznice.

Véta 9. , Téznice v trojihelniku prochdzeji tymz bodem. “ ]

Diikaz. Méjme libovolny trojuhelnik ABC' se stiedy jednotlivy stran T,, T, a T,.. Potom
ozna¢me T prusecik téznic AT, a BT,. Chceme ukazat, ze téznice C'T, také prochéazi
bodem 7'

Z obrazku [3.1] vidime, Ze trojahelniky ABC a T,T,C jsou stejnolehlé se stfedem stejno-

lehlosti v bodé C'. Z toho vyplyva, ze stied tsecky 1,7, ozna¢me ho Z, lezi na p¥imce

I'KURINA, Frantisek. Deset pohledii na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN

80-85823-21-7, s. T2.
2SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 23.
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T 1,
T
A ‘T« B
Obréazek 3.1: Tézisté trojihelniku

C'T,. Déle jsou stejnolehlé i trojuhelniky ABT a T,T,T se stfedem stejnolehlosti
v bodé T'. Tim zjistime, ze body T', Z a T lezi na jedné pifimce. Protoze v jedné piimce

lezi také body C, Z a T, téznice C'T, prochézi bodem T E| O

Y v e

Véta 10. |, Teziste trojuhelniku déli kaZdou z téZnic v poméru 2:1, pricemz delsi usek
lezi blize prislusnému vrcholu trojihelnika. “E|
Diikaz. Vyuzije obrazek [3.1] Protoze trojuhelniky ABC a T,T,C' jsou stejnolehlé
se stfedem stejnolehlosti v bodé C' a Z je stred usecky 1,7y, plati, ze |CZ| = |ZT.|.
Podle druhé stejnolehlosti (se stifedem v bodé T') je |[TT.| = 2|TZ|. To znamen4,
7 6|TZ| =|T.C| a4|TZ| = |TC|. Takze z rovnosti
IT.C| = |T.T| +|TC| = 2|TZ| + 4|TZ|
vyplyvé, ze |T.T|: |[TC| =2:4=1:2.[]

Dikaz provedeme analogicky pro zbyvajici dvé téznice. O]

Z predchozi véty lze urcit nasledujici vztahy

|AT| - % |ta| ) |BT‘ = % |tb| ) |OT| - % |tC|

3SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchace peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 24.
4Tamtéz.
>Tamtéz.
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Nyni si ukdzeme, jak vypocitat velikost téznice v trojihelniku pouze za ptredpo-
kladu, ze zndme velikosti jednotlivych stran trojuhelniku.
K vypoctu vyuzijeme kosinovou vétu pro trojuhelnik ABT, (viz obrazek . Plati
tedy

ty2 =2+ (%)2 — chcos a.
Z kosinové véty pro trojuhelnik ABC' plati
a? = b* + % — 2bccos a.

7 této rovnosti si vyjadiime bc cos «, dosadime do prvni rovnosti, upravime a dostavame

vztah
t? =+ (%)2 — 3 (0 +*—d?)
ty? = %02 — }LbQ + ;aQ
62 = 1(2¢% + 2a* — b?)

ty = 3v/2a% +2¢2 — b2
Analogicky vypocitame velikost ostatnich téznic v trojuhelniku, tedy
te = 1V20% +2¢2 — a2,
te=1v2a? + 202 — 2.

g
T, ¢
b
(8]
A c B

Obrazek 3.2: Vypocet velikosti téznice
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Tvrzeni 4. TézZnice trojuhelniku rozdeli trojihelnik ABC' na Sest casti stejného ob-

sahulf]

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze obsah trojuhelniku ABT, tedy Sagr, je roven Sgor

i Sacr. (viz obrazek
Vyuzijeme podobnost trojihelnika T.X7T a T.Y C podle véty (uu). Plati tedy s vyuzi-

tim pfedchozi véty, ze

CY|: |TX| =|CT, : |TT,| =3 : 1.

Toto zjisténi si prepiseme do tvaru [T X| = % |C'Y|, ktery pouZijeme v dalsim dokazo-
vani.
Pro obsah trojiuhelniku ABT plati

Sapr = 5 |AB||XT| = 3|AB| 3 |CY| = |AB||CY| = 3Sasc-

Analogicky dokazeme, Zze plati
Sper = 3Sapc a Sacr = 3Sasc-

Z toho je ocividné, ze Sapr = Spor = Sacr.
Ted uz zbyva jenom dokézat, ze Sarr = Spr.r, tedy 3 |AT.||TX| = 1 |BT.||TX]|.
A to plati, protoZe T, je st¥ed usecky AB a tim |AT,| = |BT.|. Analogicky dokaZzeme,

ze Spr,r = Scr,r a San,r = Scr,T- [

N
e
< g
=
sy

Obrazek 3.3: Tlustrace k ditkazu tvrzeni (]

SBOCEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., roz8. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,
Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 57.
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vV

YV

zobrazi na trojihelnik T,7,T..

Lze zapsat formélné:
H(T,—0,5): AABC — AT, T,T..

Diikaz. 7 obrazku [3.4] vidime, 7e véta je splnéna, pokud body K, L, M jsou stiedy
stran trojuhelniku 7T,T,T.. Ve stejnolehlosti se stfedem v bodé A se trojuhelnik ABC
zobrazi na trojuhelnik AT,.T,. Tedy i stfed tsecky BC' = T, se zobrazi na stied tsecky
T.T, = K. Analogicky dukaz provedeme i pro body L a M. O]

K

Obrazek 3.4: Splynuti tézisté prickového a obecného trojuhelnika

7§VRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 25.
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Kapitola 4

Ortocentrum

Tato kapitola, a¢ to mozna podle nazvu neni patrné, se bude zabyvat vyskami v troj-
thelniku. Jsou to kolmice z vrcholi trojuhelniku na protéjsi strany. Jejich prusecik
se nazyva ortocentrum a na rozdil od tézisté miize lezet i mimo dany trojuhelnik. Dale
ukidzeme vzajemnou polohu vysky a téznice ve specialnich typech trojahelnik.
Pomoci vyjadreni velikosti vysek pres strany trojihelniku lze spocitat obsah trojuhel-
niku a uréit vzajemny pomér mezi stranami a vyskami v trojihelniku.

Zactneme od zékladniho pojmu této kapitoly tedy definici vysky trojuhelniku.

Definice 8. , Kazda tsecka, ktera prochézi vrcholem trojuhelniku a je kolmé k piimce

obsahujici k nému protilehlou stranu, se nazyva vygka trojuhelniku.“ []

MV

B

Obréazek 4.1: Vysky v trojuhelniku

'KURINA, Frantisek. Deset pohledii na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN
80-85823-21-7, s. 72.
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Vysku na stranu a budeme oznacovat v, a patu této vysky Ay. Analogicky budeme
znacit i ostatni vysky v trojihelniku a jejich paty.
Trojtahelnik AyByCy se nazyva orticky trojihelnik. V pravothlém trojihelniku tento
trojuhelnik nelze sestrojit, nebot paty dvou ruznych vysek splynou v jeden bod.

K vypoctu velikosti jednotlivych vysek v ostrotihlém trojihelniku vyuzijeme defi-

nici sinu v pravouhlém trojthelniku (viz obréazek [4.1)).

sina = % = v, = bsin a.
Stejnym zpusobem urcéime i velikost ostatnich vysek.

v, = csin f,

Up = csin .

Nyni si odvodime vzorec pro vypocet velikosti vysek v trojihelniku pfi znalosti
pouze velikosti jeho jednotlivych stran.

Jiz vime, ze plati
|ACy| = bcos a.

S vyuzitim Pythagorovy véty pro trojuhelnik AC,C a predchoziho vztahu ziskdvame
v.? = b” (1 — cos’a) . (4.1)

Abychom z naSeho vztahu odstranili cos «, vyjadiime si ho pomoci kosinové véty

pro trojihelnik ABC', tedy

b24c2—a?

cos v = =

dosadime ho do vztahu (4.1)) a upravime

2 2
212 (1 b2 +c?—a? — 2 4p? 27(b2+c27a2) _ (a+c—b)(a+c+b)(b+c—a)(a+b—c)
Ue™ = B 2bc o 4b2c? o 4c? :

Dale pouzijeme prepis a + b+ ¢ = 25 a dostaneme

2 2(s—b)2s2(s—a)2(s—c)
Ve~ = 4c2 )

ve=2y/s(s—a)(s—b)(s—c).
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Protoze pro obsah trojihelnika plati S = /s (s —a) (s — b) (s — ¢) (Heroniiv vzorec),

muzeme psat

Ve = %S.

Analogicky vypocitame i velikost zbyvajicich vysek

Vo =2\/s(s—a)(s—b)(s—c)=25
vp=2y/s(s—a)(s—b)(s—c)=25.

Z téchto informaci lze odvodit pomér mezi vyskami a stranami trojihelniku

S:2S: %:%,

Vg D Up @ Ve =

ISEIN]
[SHIN]
oo

S=1.

ale i vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku pii znalosti strany trojihelniku a vysky
na tuto stranu. Pouzijeme vztah v, = %S , ktery jsme odvodili uz drive, a pouhym

vyjadienim obsahu S ziskame dany vzorec

S:%wva.

Pro vypocet obsahu lze pouzit libovolnou stranu trojuhelniku a pfislusnou vysku, tedy

1 1 1
S=5a-v,=5b-v=75cC .

Tvrzeni 5. V ostrouhlém trojihelniku ABC' s vijskami AAgy, BBy, CCy plati rovnost

|AC| - |BC| = |ByC| - |AC| }

Diikaz. Vyuzijeme Euklidovu vétu o odvésné nejprve pro trojiuhelnik AC,C', kde
vt = |ByC| - |AC|, poté pro trojuhelnik BCyC, kde v.2 = |AoC| - | BC|. Porovnanim

obou rovnosti ziskdme nami dokazovanou rovnost. O]

Véta 12. |, Vysky v trojuhelniku prochdzeji tymz bodem. “E|

2KURINA, Frantisek. Deset pohledi na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN

80-85823-21-7, s. 88.
3SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchace peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 26.
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vy

na bod B, tedy osa tsecky AC, ktera je kolmé na tuto stranu, se zobrazi na tsecku
kolmou na stranu AC' prochazejici bodem B, coZ je vyska vy, (viz obrazek [1.2). Stejnym
zpusobem se zobrazi i ostatni osy tsecek. Nebot osy stran prochézi jednim bodem

(viz kapitola St¥ed kruznice opsané), tak se tento bod zobrazi na prisecik vysek. Vysky

v trojihelniku proto prochazeji jednim bodem. 1 ]

Obrazek 4.2: Ortocentrum

Tento bod se nazyva prisecik vysek nebo-li ortocentrum a znac¢ime ho O.
V ostroihlém trojuhelniku lezi ortocentrum uvniti tohoto trojuhelniku, v tupothlém

lezi mimo trojihelnik a v pravouhlém je shodné s vrcholem, u néhoz je pravy thel.

Obréazek 4.3: Vysky v riznych trojuhelnicich

4KURINA, Frantisek. Deset pohledii na geometrii. Praha: Matematicky tstav AV CR, 1996. ISBN
80-85823-21-7, s. T7-78.
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Nyni se budeme zabyvat vzajemnou polohou vysky a téznice ve specialnich typech
trojihelniku.

V rovnostranném trojihelniku vysky a piislusné téznice splynou, coz znamena, ze sply-

vy

vV

k zakladné.

Pro pravouhly trojuhelnik plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6. Jestlize v daném trojuhelniku téZnice a viska k téZe strané deli ihel,

2z nehoZ obé usecky vychdzi, na tri shodné cdsti, je tento uhel v trojihelniku pravy.

Toto tvrzeni vSak neplati obecné pro vSechny typy pravouhlych trojihelniki, ale

pouze pro ty, kde zbyvajici thly jsou 60° a 30°, jak bude vidét v dikazu.

Obrézek 4.4: Tlustrace k dikazu tvrzeni [6]

Diikaz. Oznacme ABC' trojuhelnik spliujici pro vysku a téznici predpoklady dokazo-
vaného tvrzeni, tedy Ze rozdéli thel v na tfetiny, kde libovolny z nich oznac¢ime ~'.
Déle oznac¢ime Cy patu vysky v. a T, stied strany AB, takze téznice t. = T,.C.
Trojuhelnik AT.C' je rovnoramenny, protoze AAC,C' ~ AT.CoC podle véty (usu).
Tedy |AC| = |T.C| a |[ACy| = |T.Cy|. Protoze je T. stfed tsecky AB, plati

|BT.| = 2|T.Cy|. Z pravouhlého trojihelniku BCCy ziskdvame vztah

29+ B = 90°,
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pokud vyuzijeme znaceni z obrazku [4.4]

Nyni sestrojime pomocny bod K, ktery je patou vysky vedené ze stfedu 7T, na stranu
BC'. Vznikly trojihelnik T.CK je shodny s trojuhelnikem 7T.C'Cy podle véty (usu),
takze |T.K| = |T.Cy|. V pravouhlém trojuhelniku T.BK plati

sin § =

|TcK]| |TeCol 1
|T.B| |T.B| 27

= 30°.

=

Z pravotuhlého trojuhelniku BCyC vyplyva, ze 2+ 4+ f = 90°, takze v = 30°, a tedy
v =3y =3-30°=90°.

]

Tvrzeni 7. Uhly ortického trojuhelniku k danému trojuhelniku jsou pileny vyskami

tohoto trojuhelniku.

Obrazek 4.5: Tlustrace k ditkazu trvzeni A

Dikaz. Ozna¢me AyByCy orticky trojuhelnik trojiuhelniku ABC a O ortocentrum troj-
thelniku ABC' (viz obrézek. Sestrojime Thaletovy kruznice 740 a 7go. Podle véty

o obvodovém thlu plati, ze

LBy AO| = | £ ByCy0) (4.2)
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Trojuhelniky AO By, BO Ay jsou podobné, protoze se shoduji dvojice thli ZAByO, ZBAyO
a LAOBy, ZBOAy. Z toho vyplyva, ze

|LOBAy| = |/OAB,|.

Z této rovnosti a rovnosti[.2) a[d.3| plati | ZOCyBy| = |£0Cy Ag|. Takze vyska déli thel
ByCy Ay na poloviny, a je tedy jeho osou thlu. m
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Kapitola 5

Stied kruznice opsané

Jak uz nazev napovida, v této kapitole se budeme zabyvat osami stran, jejichz pru-
seCikem je stfed kruznice opsané. Kruznici opsanou lze sestrojit k libovolnému troj-
uhelniku. Jeji polomér lze vyjadrit pomoci strany trojihelniku a protilehlého thlu.
Specialnim pfipadem kruznice opsané je Thaletova kruznice, ktera je opsana pravo-
thlému trojuhelniku.

Takeé si ukdzeme dikaz Nagelovy véty a v jakych soumérnostech se ortocentrum zobrazi

na kruznici opsanou.

Definice 9. ,,Osa tsecky AB je mnozina vSech bodu, které maji od danych bodu A, B

stejnou vzdalenost.“ []
Definici lze zapsat symbolicky
o={X €p:|XAl=|XB|}.
Osu tsecky AB = c¢ v trojihelniku ABC' budeme znacit o.. Analogicky oznac¢ime
1 ostatni osy stran.

Tvrzeni 8. Osa usecky je vZdy kolmd na tuto isecku.

Diikaz. Ozna¢me X libovolny bod na ose tsecky AB mimo stied této tsecky 7. Trojui-
helnik AX B je rovnoramenny se zakladnou AB. TéZnice na tuto zédkladnu T..X splyva

s jeji vyskou, tudiz je pfimka T.X kolmé na stranu AB. [

'POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: planimetrie.4. upr. vydani. Praha: Prometheus,
2000. Ucebnice pro stfedni skoly. ISBN 80-7196-174-4, s. 90.
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Obrazek 5.1: Osy stran

Véta 13. ,Osy stran libovolného trojihelniku ABC prochdzeji jednim bodem. “[]

Tento bod budeme oznacovat S a nazyvame ho stfed kruznice opsané troju-

helniku.

Diikaz. Osy o, a oy se protinaji v bodé S (viz obrazek . Pro tento bod z predchozi
definice plati |SA| = |SB| = |SC|. Protoze mé bod S stejnou vzdélenost od bodu A
a B, lezi také na ose o.. Takze bod S je priisec¢ik vSech os v trojuhelniku ABC. O

|
A s RS B
|
|
Obrazek 5.2: Stfed kruznice opsané

V ostrotihlém trojuhelniku lezi stfed kruznice opsané uvnitt trojihelniku, v pra-
votihlém splyva se stfedem prepony a v tupothlém lezi mimo trojihelnik. V rovno-

Vv

kruznice opsané na vysce kolmé k zakladneé.

2KURINA, Frantiek. Deset pohledi na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN
80-85823-21-7, s. 75.
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Obrézek 5.3: Osy stran v rtznych trojihelnicich

Podle ptfedchozi véty lze sestrojit kruznici se stfedem v bodé S a polomérem
|SA| = r, kterd bude prochézet vSemi vrcholy trojihelniku ABC'. Tato kruznice se na-

zyva kruznice opsanda trojihelniku.

Obrazek 5.4: Kruznice trojuhelniku opsana

Nyni si odvodime vzorec pro vypocet poloméru kruznice opsané. Podle véty o ob-
vodovém a stfedovém thlu plati [ZASB| = 2|£ZACB| (viz obrazek [5.5)). Trojahelnik
ABS je rovnoramenny, takze |ZT.SB| = |£ZACB|. Z trojuhelnika T.BS, ktery je pra-
vouhly, lze vyjadrit

S =

siny = 3 -

Jednoduchou tpravou dostavame vzorec pro vypocet poloméru

c
2sinvy”

r =

Pro vypocet 1ze pouzit i ostatni thly v trojihelniku a plati

r = a _ b _ c
T 2sina ~ 2sinf ~ 2siny”
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Obrazek 5.5: Vypocet poloméru kruznice opsané

V pravotuhlém trojihelniku je polomér kruznice opsané roven

protoze stied kruznice opsané lezi ve stfedu strany AB. Tato kruZznice se nazyva Tha-

letova kruZnice.

Definice 10. , Thaletova kruznice je mnozina vSech bodi, z nichz vidime danou tsecku

AB pod pravym thlem.“ E|
Tuto definici lze zapsat symbolicky

Tap ={X € p: |[LZAXB| =90°}.

Obrazek 5.6: Thaletova kruznice

SPOMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: planimetrie.4. upr. vydani. Praha: Prometheus,
2000. Ucebnice pro stiedni skoly. ISBN 80-7196-174-4, s. 94.
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Véta 14. ,Bud S stred kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Potom piimky SA, SB, SC
jsou kolmé postupné k primkdm ByCy, CoAg, AgBy prochdzejicim stranami ortického

trogihelndku. “ [
Tato véta byva casto oznacovana jako Nagelova véta.

Diikaz. Chceme dokazat, ze piimka AgBy je kolméa k piimce CS. Prusecik téchto
primek si oznacime X, uhel ZX ByC oznac¢ime « a thel ZC'AS ozna¢ime [. Body
By, Ao, C, O lezi na Thaletové kruznici s pramérem |CO|. Podle definice obvodového
thlu s tétivou OAg je v Thaletové kruznici |ZOByAg| = |£LOCAy| = . Protoze
ZOByC je pravy, je thel f§ = 90° — a. V pravoihlém trojihelniku BC'Cy je thel
pri vrcholu C roven 3, a tedy thel pfi vrcholu B roven «, proto s vyuzitim vztahu mezi
obvodovym a stfedovym thlem v kruznici opsané trojihelniku ABC' je |ZASC| = 2a.
A protoze body A, C lezi na kruznici opsané, lezi stfed S na ose usecky AC. Vime,
ze |AS| = |SC| = r, a proto je trojuhelnik ASC rovnoramenny a plati |[ZACS| = 5.
Ze znalosti velikosti souc¢tu vnitfnich thla v trojuhelniku a informace, ze o+ g = 90°,
vyplyva, ze ZByXC je pravy (viz obrazek [5.7).

Analogicky dokazeme, ze i ptimky CyBy, AS a AyCy, BS jsou na sebe kolmé. O

Obrazek 5.7: Nagelova véta

4SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchace peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 35.
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Tvrzeni 9. , Bud ABC' libovolny trojihelnik a budte A’, B',C' postupné symetrické
obrazy ortocentra O v osovijch soumérnostech s osami BC,CA, AB. Body A', B',C’

lezi na kruznici trojihelniku ABC' opsané. “E|

Diikaz. Prusecik kruznice opsané trojuhelniku a piimky C'Cy oznacime C” a chceme
dokézat, Ze tento bod splyne s bodem C’. Podle definice obvodového thlu nad tétivou
C'B je |LC'"AB| = |£C'CB| a tento thel oznatime « (viz Obréazek [5.8).

Trojuhelniky C BCy a AB Ay jsou podobné (podle véty uu — shoduji se v pravém thlu a
thlu pii vrcholu B), takze |£ZCyCB| = |£BAAy| = a. Z toho vyplyvéa, Ze trojuhelniky
AC"Cy a AOC) jsou shodné podle véty (usu) a |OCy| = |CoC”|. Bod C” je osové
soumérny s ortocentrem podle osy ACy, tudiz C” = C’. Analogicky dokaZeme i rovnosti

A" = A" a B"= B[ O

Cv/ _ Cy//

Obrazek 5.8: Tlustrace k ditkazu tvrzeni [0

Tvrzeni 10. ,Je ddn trojuhelnik ABC'. Pak vzddlenost stiedu S kruznice trojuhelniku

opsané od strany AB je polovicni nezZ vzddlenost ortocentra od vrcholu C'. “[Z|

Diikaz. Ozna¢me |ST.| = x. Chceme dokazat, ze |OC| = 2x. Ve stejnolehlosti se stie-
dem v tézisti T trojuhelniku ABC' a koeficientem x = —2 se bod S zobrazi na bod O

5SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 34.
6Tamtéz, s. 34-35.
"BOCEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., rozs. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,

Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 57.
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(body S, T, O lezi na Eulerové piimce) a bod T, se zobrazi na vrchol C (usecka T.C' je
téZnice trojuhelniku ABC'). Z definice stejnolehlost plati

ICO| = |k|-|ST,| = |CO|=|-2| z=2a.

AT

Obrazek 5.9: Tlustrace k dikazu tvrzeni [1Q

Véta 15. ,,Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC, kterému je opsdana kruznice k. Pak
pro libovolny bod X € k plati, Ze nejvetsi ze vzddlenosti bodu X od vrcholi trojihelniku

ABC' je rovna souctu vzddlenosti od zbjvagicich vrcholi. “E|

Obrézek 5.10: [lustrace k dikazu vety

8BOCEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., 10zs. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,
Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 72.
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Diikaz. Pro specialni piipad, Zze bod X splyva s libovolnym vrcholem, véta plati, pro-
toze dvé vzdalenosti jsou si rovny a zbyvajici je nulova. Zvolme tedy bod X rizny

od vrcholt trojuhelntku ABC na oblouku BC'. Pak chceme dokéazat, ze plati
|AX| = |BX|+ |CX].

Sestrojime rovnostranny trojihelnik XY C tak, aby bod Y lezel uvniti kruznice k.

Z véty o obvodovém tuhlu plati

|/CAX|=|4CBX|=«aa|/BCX|=|/BAX|=p.
Pak o + = 60°. Z toho vyplyva, ze [£LYCB| = a a |LZACY| = B. Trojuhelniky
ACY, BCX jsou shodné podle véty (sus), kde |[AC| = |BC| a |CY]| = |CX]|. Bod Y
JAYC| =180° — a — B = 120° a | ZCY X| = 60°.
Ze shodnosti trojuhelnika ACY, BC'X dostavame rovnost

lezi na primce AX, nebot

|AX| = |AY| + |Y X| = |XB| + |XC|.
0

Tvrzeni 11. Ortocentrum se ve stredové soumérnosti podle stredi stran trojuhelniku

zobrazi na kruznici opsanou tomuto trojuhelniku.

Obrazek 5.11: Tlustrace k diikazu tvrzeni [14]

Drikaz. Ve stfedové soumérnosti se stiedem v bodé T}, se bod By zobrazi na bod By’
a usecka OBy na tsecku X By'. Trojuhelniky 17,0 By, T,X By’ jsou tedy shodné podle
véty (usu) viz obrazek [5.11] Zbyva uz jen dokazat, Ze bod X lezi na kruznici trojthel-

niku ABC' opsané. Protoze se vrchol C' ve stfedové soumérnosti zobrazi na vrchol A,
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je primka C'Cy vzorem k piimce AX a thel BAX je pravy. Analogicky, protoze vrchol

A se zobrazi na vrchol C, se piimka AA, zobrazi na pfimku XC a thel BC'X je také

pravy.

Ve ¢tyfahelniku ABC X, kde souc¢et vnitinich dhli je vzdy roven 360°, a kde
|/BAX|=|4£BCX| = 90°,

musi pro thly ABC, AXC platit, 7ze |[ZABC| + |£ZAXC| = 180°, takze ¢tyiihelnik
ABCX je tétivovy, lze mu tedy opsat kruznici, a proto bod X lezi na kruznici opsané

trojuhelniku ABC. O
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Kapitola 6

Stied Feuerbachovy kruznice

V této kapitole zadefinujeme Feuerbachovu kruznici, na které lezi stfedy stran, paty
vysek a body Ay, B, C1, coz jsou stredy tusecek AO, BO,CO, kde O je ortocentrum.
Ukézeme polohu jednotlivych bodt na Feuerbachové kruznici v riznych typech troj-
thelniki. Zavedeme si pojem Eulerova piimka a ukazeme poméry mezi vyznamnymi
body na této primce. V podkapitole se budeme vénovat Simsonové piimce a vlast-

nostmi, které plati pro body na kruznici opsané trojihelniku.

Véta 16. ,, Bud ABC libovolny trojuhelnik. Potom stiedy jeho stran, paty jeho viyjsek
a stredy Ay, By, Cy usecek AO, BO,CQO, kde O je ortocentrum, leZi na kruznici. “E]

Obrazek 6.1: Feuerbachova kruznice

Jedné se o kruznici opsanou trojihelniku stfednich pricek trojihelniku ABC. Tuto

1SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 36.
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kruznici nazyvame Feuerbachova kruZnice nebo téz kruznice deviti bodi. Jeji stied

budeme znacit F'.

Yvoev

ABC' zobrazi na prickovy trojuhelnik T,7T,T., a tedy kruznice opsana trojihelniku
ABC se zobrazi na kruznici, kterou oznac¢ime k a ktera prochézi body T,, Ty, T.. Nyni
ukdzeme, ze na kruznici k lezi i paty vySek a body Ai, By,C;. Postupujme podle

obrazku [6.2] Trojuhelnik BC' By je pravotuhly, proto body B, C a By lezi na Thaletové

A Co T. B

Obrézek 6.2: Ilustrace k dikazu véty

kruznici se stfedem v bodé T, a polomérem |7, B|, tedy plati |T,B| = |T,C| = |1, By
Proto je trojuhelnik ByBT, rovnoramenny a plati |ByT,| = |T,B| = 3|BC| = |T.T,|,
za pomoci vlastnosti prickového trojuhelniku. Zjistujeme tedy, ze lichobéznik T, T, ByT,
je rovnoramenny. Pro néj plati, Ze jeho ramena i dhlopticky se rovnaji, tudiz pro
velikosti uhla plati |ZT.T,T,| = |£T.ByT,|. A z vlastnosti, ze viechny body, z nichz je
dana tisecka vidét pod stejnym tihlem, lezi na ¢asti kruznice, lezi i bod By na kruznici k.
Analogicky dokdzeme, ze i body Ay, Cy lezi na kruznici k.

Podle obrazku [6.3| ukdzeme, Ze na kruznici k lezi i body A, By, C}. V trojuhelniku
ABO je tusecka T, By stiedni pticka odpovidajici strané AO a je tedy kolma ke strané
BC a zaroven k jeji stfedni pricce T,1,., a proto plati, ze ZB,T.T, je pravy. Proto body
By, T,, T, lezi na Thaletové kruznici k& s pramérem |7, B;|. Av8ak trojtuhelnik T, B; By
je také pravouhly, takze i bod By lezi na kruznici k. Analogicky dokazeme, ze body Ag

a Oy lezi na kruznici k. [ O

2SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
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Obrazek 6.3: Tlustrace k ditkazu véty

Z dikazu vyplyva, ze stied Feuerbachovy kruznice F' je sttedem tsecky AT, (popf.
BT, nebo C1T,) a polomér kruznice je roven poloviné poloméru kruznice opsané troj-
thelniku ABC ze stejnolehlosti se stfedem v tézisti 7T'.

Feuerbachova kruznice se dotyka kruznice vepsané (vnitini dotyk) a kruznic pfipsa-
nych trojuhelniku (vnéjsi dotyk), coz jako prvni dokézal némecky matematik K. W.
Feuerbach. [

V rtiznych typech trojihelnikt dochazi ke splynuti nékterych bodu na Feuerbachové

kruznici. Také stfed F' méni svou pozici.

e Rovnostranny trojihelnik

vvorv

Zde splyvaji stfedy stran a paty prislusnych vysek, takze ortocentrum, tézisté
i stfed Feuerbachovy kruznice splyvaji. Feuerbachova kruznice splyva s kruznici

trojihelniku vepsanou.

Al
A T, = C'l) B

Obrézek 6.4: Feuerbachova kruznice v rovnostranném trojuhelniku

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 36-38.
3 COXETER, Harold Scott MacDonald a Samuel L. GREITZER. Geometry revisited. Washington:

Mathematical Association of America, ¢1967. New mathematical library, 19. ISBN 0-88385-619-0,
s. 22.
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e Riznostranny pravouhly trojihelnik

Zde splynou stiedy odvésen T,, T, po fadé s body Bi, A1 a vrchol C' s ortocent-

rem a body C4, Ay, By. Stfed kruznice F' lezi na na téznici prochézejici stfedem

prepony.

C=0=C=4A=Dh

Obrazek 6.5: Feuerbachova kruznice v riznostranném pravoithlém trojihelniku

e Rovnoramenny pravouhly trojihelnik

vy

vésen splynou s body Ay, C a ortocentrum je ve vrcholu trojihelniku stejné jako

bOdy Bl, Ao, Co. C

B=0=DB =4 =0

Obrazek 6.6: Feuerbachova kruznice v rovnoramenném pravotuhlém trojihelniku

e Rovnoramenny nepravotuhly trojihelnik

V tomto piipadé splynou pouze stifed zaklady s patou vysky vedenou na za-

kladnu. Stied F' lezi na vysce v..

Obrazek 6.7: Feuerbachova kruznice v rovnoramenném nepravothlém trojuhelniku
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Ve vsech pripadech lezi stfed Feuerbachovy kruznice F' na tsecce OT, tedy mezi té-

zistém a ortocentrem, pokud s nimi nesplyva. Body F, O, T tedy lezi na pfimce.

Véta 17. , Neni-li trojiuhelnik ABC rovnostranny, potom stied kruznice jemu opsané
S, teziste T, ortocentrum O a stred F Feuerbachovy kruznice jsou ctyri rizné body

lezici na téze primce v poradi O, F,T, S tak, Ze plati

TS| = %083, |FT| = iyOTVﬁ

Tato pfimka se nazyva Eulerova primka a budeme ji znacit e.

Obrézek 6.8: Eulerova primka

Diikaz. Body S, T, O lezi na jedné primce, nebot bod S se zobrazi ve stejnolehlosti
se stfedem T a koeficientem x = —2 na bod O. Nyni uz zbyva jenom dokézat, ze
na této piimce lezi i bod F. Podle dikazu pfedchozi véty vznikne i Feuerbachova
k = —0, 5, potom tedy stfed F' Feuerbachovy kruznice vznikne stejnolehlosti bodu S.
Tedy body F, T, S lezi na jedné piimce a je zachovano i jejich poradi (viz obrazek .

Z predchozich tvah vyplyvaji i délkové vztahy mezi jednotlivymi body. Ze stejno-

lehlosti je patrné, ze plati

TS| = LTO| a |TF| = 1|TS|.

4SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 38.

47



Prvni rovnost Ize pfeformulovat do podoby
TS| = 30|

coZ je ndmi uvedeny vztah v dokazované vété.

Druhy vztah uvedeny v nasi vété ziskime spojenim téchto informaci, tedy

ITF| = 4|TS| =% 3ITO| = {|TO|. ]|

22

Obrézek 6.9: Tlustrace k dikazu véty [I7]

V rovnostranném trojihelniku Eulerova piimka nevznikne, nebot vSechny ¢tyti
body splyvaji. V rovnoramenném trojuhelniku je Eulerova piimka kolmé z zékladné
a v trojuhelniku pravouhlém je jeji soucasti téznice k zakladné.

Vzdélenosti mezi jednotlivymi body na Eulerové primce lze vyjadrit i jako pomér. Plati

tedy

|OF|: |FT|:|TS|=3:1:2.

00

F T

0{0

Obrézek 6.10: Body Eulerovy piimky

5SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 38.
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6.1 Simsonova primka

Véta 18. Je-li P libovolny bod kruznice opsané trojiuhelniku ABC', lezi paty kolmic
sestrojengjch z bodu P na primky AB, AC, BC v pﬁmceﬁ

Obrézek 6.11: Diukaz Simsonovy primky

Dikaz. Oznac¢me paty kolmic sestrojenych z bodu P na ptimky AB, BC, AC' po tadé
K, L, M (viz obrazek6.11]). Sestrojime Thaletovu kruznici nad useckou AP, ktera pro-
chazi body K a M. Podle véty o obvodovém thlu plati |[ZAPM| = |[ZAKM| = «.

Analogicky sestrojime Thaletovu kruznici nad tseckou BP a ziskame vztah
|/LPB|=|ZLKB| = p.

Ozna¢me v = |LACB| a 6 = |£ZM PB]|. Protoze bod P lezi na kruznici opsané troj-
thelniku ABC, tedy ¢tyiuhelnik APBC je tétivovy, plati pro dvojice protéjsich thla
vztah 0 +a = 180° —~. Nyni si ZAPB a /M PL vyjadiime pomoci thlu v prislusnych
trojuhelnicich a pomoci thlu ~

|ZAPB| = a+ 6 = 180° — v,

|/ZMPL| =+ 6 =180° — ~,

SCOXETER, Harold Scott MacDonald a Samuel L. GREITZER. Geometry revisited. Washington:
Mathematical Association of America, c1967. New mathematical library, 19. ISBN 0-88385-619-0,
s. 41.
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protoze ve ¢tyfuhelniku M PLC plati |[ZPMC| = |ZPLC| = 90°. Z rovnosti téchto
vztahu vyplyva, ze a = 3. Tedy ZAKM a /LK B jsou vrcholové thly prfimek AK B
a MKL, takze body K, L, M lezi v jedné pfl’mce.m

O

Pokud bodem na kruznici opsané zvolime libovolny vrchol trojihelniku ABC, dvé
ze t1i pat kolmic na jednotlivé strany trojihelniku splynou se zvolenym vrcholem.
V tomto pripadé splyne Simsonova primka s vyskou vedenou z nami zvoleného vrcholu.

Véta [18) plati i obracené, coZ si nyni ukaZzeme.

Véta 19. Jsou-li paty kolmic vedené z jednoho bodu na primky prochdzejici stranami

trojuhelniku kolinedrn, leZi tento bod na kruznici trojuhelniku opsané.

Diikaz. Predpokladédme, ze body K, L, M jsou ruzné a lezi podle predpokladu v jedné
primce a bod P je umistén jako na obrézku [6.11} Postup dikazu je analogicky jako
dukaz predchozi véty, ale postupujeme obracené. Tedy o = [ZAKM| = |ZLKB|=p
a z Thaletovy kruznice opsané nad tseckou AP plati |[ZAPM| = |ZAKM]|. Ve ¢tyi-
thelniku PLCM, kde |[ZPLC| = |£ZPMC| = 90° plati

v+0+ 8 =180°
a=p = ~v+06+a=180°%

coz je soucet dvou protilehlych dhlu ¢tyitihelniku APBC, kterému lze tedy opsat

kruznici. Bod P lezi na kruznici trojuhelniku ABC' opsané. O

Véta 20. ,,Bud ABC trojuhelnik a bud P bod na kruznici trojihelniku ABC' opsané
takovy, Ze P # A. Potom primka prochdzejici vrcholem A a rovnobéznd se Simsonovou
primkou prislusnou bodu P protind kolmici vedenou bodem P k primce BC v bodé H,

ktery lezi na kruznici trojuhelniku ABC opsané.“[|

Diikaz. Ozna¢me H' # P prusecik piimky PL, kde L je pata kolmice vedena z bodu
P na primku BC, s kruznici opsanou trojiuhelniku ABC'. Chceme dokazat, ze H' = H.

7SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 43.
8Tamtéz, s. 44-45.
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Bod H' lezi na kruznici opsané. Podle véty o obvodovém thlu plati
|/AH'P| =|£ACP| = |/PCM]|, (6.1)

kde M je prusecik primky AC' se Simsonovou piimkou. étyfﬁhelniku LCPM, ve kte-
rém |ZCLM| = |ZLMP| = 90°, lze opsat kruZnici a tedy podle véty o obvodovém
uhlu plati

|/PCM| = |/PLM)|. (6.2)

Z rovnosti (6.1) a (6.2]) vyplyva, ze |ZPLM| = |£ZPH'A|. Jedna se o souhlasné thly,
takze primky AH’, LM jsou rovnobé&zné. Nami zvoleny bod H' = H. [ O

Tvrzeni 12. Necht P je libovolnij bod na kruznici opsané trojihelniku ABC'. Pak stied

usecky PO, kde O je ortocentrum trojiuhelniku ABC, leZi na Simsonové primce. H

Takto sestrojeny bod navic lezi na Feuerbachoveé kruinici.ﬂ

Diikaz. Budeme postupovat podle obrazku [6.12, kde ozna¢ime O’ bod, ktery je sou-
mérny s ortocentrem O podle primky AB, ozna¢ime K patu kolmice vedené z bodu
P na primku AB a H # P ozna¢ime pruse¢ik pfimky PK s kruznici opsanou. Bod
O’ lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC' (plati podle tvrzeni @ Dale sestrojime
bod @ jako prusecik pfimek AB, PO’ a bod R, ktery je prusec¢ikem piimek PK, OQ.
Z konstrukce O" a Q vyplyva, Ze trojihelnik OO’Q je rovnoramenny.

Protoze primky OO’, PK jsou rovnobézné, jsou trojihelniky OO'QQ a RP( stejno-
lehlé se stfedem stejnolehlosti v bodé (). Tedy jsou oba rovnoramenné. S vyuzitim

obvodovych uhla bude pro riznou polohu bodu P platit bud

|ZHPO'| = |£ZHCO'|, nebo
|LHPO'| + |£LHCO'| = 180°.

9SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy]. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 45.
0Tamtéz, s. 46.
"Wikipedia: The Free Encyclopedia: Simson line [online|. 2017 [citovano 16. 06. 2017]. Dostupny

z: https://en.wikipedia.org/wiki/Simson _line.
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R
N
Obréazek 6.12: Aplikace Simsonovy pfimky

Podle téchto rovnosti plati, ze piimky C'H a OR jsou rovnobézné. Z véty [20] jsou tyto
piimky rovnobézné se Simsonovou piimkou.
Protoze bod K je stfed tsecky PR, je tiseCka K S stredni pricka trojuhelniku ORP
a bod S je tedy stied tsecky OP.[?]

O

Pokud z véty [I§ odstranime podminku, Ze bod P musi lezet na kruznici trojihel-
niku opsané, paty kolmic sestrojenych z bodu P na piimky prochéazejicimi stranami
trojihelniku nejsou kolinearni, ale vytvori trojuhelnik, ktery nazyvame apatnicovy

trojihelnik.

Pokud bod P splyva se stfedem kruznice opsané trojihelniku ABC| je upatnicovy
trojuihelnik roven prickovému trojihelniku trojihelniku ABC', nebot kolmice z bodu

P jsou osami jednotlivych stran trojihelniku ABC.

12SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 45.
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Pokud bod P splyva s ortocentrem trojihelniku ABC, je upatnicovy trojihelnik ro-
ven ortickému trojihelniku trojuhelniku ABC, nebot kolmice z bodu P jsou vyskami

trojuhelniku ABC. [

L

SM "B
P

Obrazek 6.13: Upatnicovy trojihelnik

- 4

13SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchace peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 46.
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Kapitola 7

Stied kruznice vepsané

V této kapitole vysvétlime pojem osa thlu a pro nase potieby rozlisime pojmy vnitini
a vnéjsi osa thlu. Dokazeme, Ze vnitini osy thlu prochazeji jednim bodem, ktery se na-
zyva stfed kruznice vepsané, dale dokdzeme nékolik dalsich tvrzeni, ktera se vztahuji
k osdm uhli. Odvodime vzorec pro vypocet poloméru kruznice vepsané a porovname
ho s polomérem kruznice opsané. Oba tyto poloméry vyuzijeme k dukazu Eulerovy
véty.

Nejdiive zadefinujeme pojem osa thlu. Planimetricky 1ze chapat osu thlu jako polo-
primku s krajnim bodem ve vrcholu thlu, kterd rozdéluje thel na dva shodné thly
nebo jako mnozinu vSech stfedi kruznic, které se dotykaji obou ramen tohoto thlu,
spole¢né s vrcholem thlu.

My si nyni ale uvedeme jiné dvé definice. Nejprve pro dany thel, poté pro danou dvojici

ruznobézek.

Definice 11. ,Mnozina vSech bodu daného konvexniho thlu ZAV B, které maji stej-

nou vzdalenost od ptimek, v nichz lezi jeho ramena, je osa tohoto hlu.“ E]
Definici lze zapsat systematicky

(X € ZAVB:|X & VA| = |X < VB|}.

'POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: planimetrie.4. upr. vydani. Praha: Prometheus,
2000. Ucebnice pro stiedni skoly. ISBN 80-7196-174-4, s. 93.
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Definice 12. Mnozina vSech bodi, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych

riznobézek a, b, jsou osy thla sevienych riznobézkami a, b.“ E|

Obrazek 7.1: Osa thlu

Véta 21. Osy uhli dvou riznobéZek jsou navzdjem kolmé.

Diikaz. 7 obrazku vidime, Ze 2+ 28 = 180°. Uhel, ktery sviraji osy thlu je a+ 3,

coZ je rovno 90°. [

Obrazek 7.2: Kolmost os thlu

Osu thlu, které protina libovolnou stranu trojuhelniku, nazyvame vnitini osa thlu.
V opacném piipadé ji nazyvame vnéjsi osa tthlu. Pro osy vnitinich thli daného troja-
helniku budeme pouzivat oznaceni o,, 03, 0, podle vnitiniho dhlu trojuhelniku, ktery

tyto osy rozdéluji.

2POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: planimetrie.4. upr. vydani. Praha: Prometheus,
2000. Ucebnice pro stfedni skoly. ISBN 80-7196-174-4, s. 94.
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Tvrzeni 13. Osa libovolného vnitiniho ihlu trojuhelniku deli protejsi stranu trojihel-

niku v poméru stran ptilehlych. E|

Obrazek 7.3: Ilustrace k ditkazu tvrzenf 13

Diikaz. Pro obecny trojuhelnik ABC' chceme dokazat, ze plati a : b = ¢; : o, kde
¢1 a ¢y jsou Casti strany ¢ oddélené osou ahlu v (viz obrazek . Prisecik osy thlu

se stranou c¢ oznac¢me D.

K dtkazu vyuzijeme sinovou vétu pro trojihelnik ADC| kde plati Siffa = 525, a vztah
2
4 = _“_ pro trojihelnik BDC, kde d = |DC)|. Jejich spojenim vznikne vztah

sin 8 sin 7
casina=c¢sinff = sina:sinf =c¢;:co.
Ze sinové véty pro trojihelnik ABC vyjadiime pomér sin « : sin § = a : b. Nahrazenim

sin « @ sin 8 v predchozi rovnosti ziskdme nami dokazovanou rovnost a : b = ¢y : co.

]

Veéta 22. |, Osy vnitinich uhli libovolného trojihelnika ABC' prochdzeji jednim bo-
dem. “[]

Tento bod se nazyva stired kruznice vepsané a budeme ho znacit V.

Diikaz. 7 definice osy thlu vime, Ze kazdy bod osy ithlu CAB o, ma stejnou vzdélenost
od primek AC, AB a také kazdy bod osy og ma stejnou vzdélenost od piimek AB, BC.

Tedy prisecik téchto os, ozna¢ime ho V', ma stejnou vzdalenost od vSech tii stran

SEUKLEIDES. Eukleidovy zdklady: (elementa). Praha: Jednota eskych mathematiki, 1907. s. 85.
4KURINA, Frantisck. Deset pohledii na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN

80-85823-21-7, s. 76.
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Obrazek 7.4: Stired kruznice vepsané

trojihelniku ABC, tu oznacime p. Z toho vyplyva, Ze i o, musi prochazet bodem V/,

protoze kazdy bod o, ma stejnou vzdalenost od piimek AC, BC. O

7, predchoziho dikazu vyplyva, Ze libovolnému trojihelniku lze vepsat kruznici,
jejimz stfedem je bod V. Polomér kruznice vepsané je roven p. KruZnice vepsana
se dotyka vsech stran trojuhelniku ABC'. Pro tyto body zavedeme znaceni G,, Gy, G.
podle toho, na které strané trojihelniku lezi.

Je ziejmé, Ze stfed kruznice vepsané lezi vzdy uvnitt trojihelniku.

Obrazek 7.5: Kruznice trojihelniku vepsana

Nyni si odvodime vzorec pro vypocet poloméru kruznice vepsané.
Z obrazku[7.5] vidime, Ze obsah trojthelniku ABC' je roven sou¢tu obsaht trojthelniki
CAV, ABV, BC'V. Pro jejich obsahy plati nasledujici vztahy

Sapv = 3¢p,  Spov = 3ap,  Scav = 3bp.
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Z toho vyplyva, ze

SABC: %p(a+b+c),
p=548¢ kde s = L(a+b+c).

Véta 23. ,Necht k(S,r) a l(V,p) jsou po Tadé kruinice opsand a vepsand danému

trojuhelniku. Pro vzddlenost d stredi obou kruznic plati

d=|SV|=/r(r=2p).“[]

Tato véta byva oznacovana jako Eulerova véta.

L
Obrazek 7.6: Vzdalenost stredd opsané a vepsané kruznice

Diikaz. Vezméme libovolny trojuhelnik ABC', kterému opiSeme kruznici k& a vepiSeme
kruznici | (viz obrazek [7.6). Osa thlu ACB prochézi bodem L na kruznici k a bod M
sestrojime jako prusecik kruznice k s pfimkou LS (L # M). Z véty o obvodovém tuhlu
plati rovnosti |[ZLAB| = |[ZLCB| = a a |[LACL| = |ZAML| = «.

Oznacme 3 thel BAV. V trojihelniku ALC' plati pro thel ALC rovnost

|ZALC| = 180° — 2a — 28,

5SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 41.
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proto v trojthelniku AV L plati pro velikost tthlu AV L vztah |ZAV L| = a + 3. Uhly
LAV L a ZV AL jsou tedy shodné a proto je trojihelnik AV L rovnoramenny a plati
|[VL| = |LA].

Oznacme G, bod dotyku kruznice [ se stranou BC'. Pak jsou trojuhelniky CVG,, M LA
podobné podle véty (uu), protoZze z Thaletovy kruZnice nad priumérem LM je
|/MAL| =90° . Z obou trojuhelniki si vyjadiime thel « jako

sinq = GVl — 1AL
[CV] |LM]"

7 mocnosti bodu V' ke kruznici k plati
VX|- \VZ=(r—d)-(r+d) =r*-d*>=|VC|-|VL|.

Zaroven z predeslych rovnosti plati

VC|- VL] = |VC|- ALl = [VO| - 1] - |AL| - 3 =

= |G,V (sina)™' - |[LM|-sina = |G,V| - |[LM| = p- 2r.
Proto
r? —d* =2rp, a tedy d®> =12 — 2rp =r(r — 2p).
O

Za pomoci vztahu pro vzdalenost mezi stfedem kruznice opsané a vepsané lze

dokazat Eulerovu nerovnost, kteréd porovnava poloméry obou kruznic.

Véta 24. Je dan trojuhelnik ABC, kterému je opsdna kruinice k(S,r) a vepsina
kruznice 1(V, p). Pak platir > 2p. [

Rovnost nastane, pokud je trojihelnik rovnostranny.
Diikaz. 7 véty 23| plati vztah d? = r(r — 2p). Plati tedy
d>0Ar>0 = (r=2p)>0 = r>2p

[
6Wikipedia: The Free Encyclopedia: Euler’s theorem in geometry [online|. [citovano 16. 06. 2017].

Dostupny z: https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s  theorem in  geometry.
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Véta 25. ,Ortocentrum ostroihlého trojihelniku je stredem kruznice vepsané jeho

ortickému trojuhelniku. Ddle plati
|lBvoco| :7T—2CK, ‘ACOB()A()’ :W—Qﬁ, ’41400080‘ :7T—2’}/.‘{m

Diikaz. Body A, By, V, Cy lezi na Thaletové kruznici s pramérem |AV|. S vyuzitim véty

o obvodovém tuhlu plati
|LAGAC| = |[£LByCoV| = § — 7,

kde v oznacime tthel AqC'A. Stejné body VCyB Ay lezi na Thaletové kruznici 75y a pro
obvodové thly plati

Tim jsme dokazali, ze |£ByCoV| = |£A¢CoV |, takze vyska C'Cy je osou thlu riznobé-
zek Boco, A()OO a pro thel B()C()AO plati

|£BoCoAg| = 2[LAgCoV| =2(5 —7) =T — 2.

Analogicky dokazeme, ze zbyvajici vysky jsou osami piislusnych thli i vztahy pro uhly
O

v ortickém trojuhelniku.

TBY
Ay

TAV,

A : Co 73

Obrézek 7.7: Tlustrace k dikazu véty

Tvrzeni 14. Necht ABC' je trojuhelnik s vnitinimi dhly o, 5,y a V' je stied kruznice
vepsané. Potom pro velikost ihlu AV B plati

7SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 32.
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|ZAVB| =90° + 3.
Diikaz. Podle obrazku [7.8| a vlastnosti, Ze soucet ahli v trojihelniku je 180° plati

|ZAVB| =180° — § — £ = 180° — ¢2 = 180° — 1507 —

2 2

°_1 o__ 1 o__
_ 360°-180°—y __ 8027:900_’_%/.

2

Obzek 7.8: Tlustrace k dikazu tvrzeniB4]

Tvrzeni 15. Necht'V je stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC, M N je jeho pricka
MN| = |MB|+|NC|. ]|

rovnobéznd se stranou BC' prochdzejici bodem V. Potom plati

Obrazek 7.9: Tlustrace k dikazu tvrzeni [19]

SKURINA, Frantisek. Deset pohledi na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN

80-85823-21-7, s. 77.
9Tamtéz, s. 88.
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Diikaz. Postupujeme podle obrazku Podle véty (usu) se shoduji dvojice trojihel-
niki AMBP,, AVMG. a ANCP,, AV NG,. Z prvni shodnosti ziskavime rovnost
|MB| = |VM]| a z druhé shodnosti rovnost |[NC| = |V N|. Sou¢tem téchto rovnosti

ziskavame platnost dokazovaného tvrzeni, tedy

|IMB|+ |[NC| = |VM|+|VN|=|MN]|.
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Kapitola 8

Gergonniv bod

V predchozi kapitole jsme se zminili o bodech dotyku kruznice vepsané se stranami
trojuhelniku a zavedli jsme si pro né oznaceni G, Gy, G.. Nyni si ukdzeme, jak pomoci

téchto bodu sestrojime Gergonniiv bod.

Véta 26. Spojnice bodi dotyku kruznice vepsané s protéjsimi vrcholy trojihelniku ABC

se protinaji v jednom bodé.

Tento bod se nazyva Gergonniv bod a ozna¢ime ho G. Lezi vzdy uvnitf troja-

helniku.

Obrazek 8.1: Gergonniv bod

Dikaz. Pouzijeme Cévovu vétu. Body G, Gy a G, lezi na stranéich trojahelniku ABC
a jsou ruzné od jeho vrcholu. Pfimky AGy, AG. jsou tecny ke kruZnici vepsané troju-
helniku ABC' z bodu A, proto se délky tsecek AG), a AG. rovnaji (viz obrazek .
Obdobné se rovnaji i délky |BG.| = |BG,| a |CG,| = |CGy|, proto plati
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[AGe| | |BGal | |CGy _ q
|BG.| ' |CGa| ~ |AGy) :

Podle Cévovy véty pak piimky AG,, BGy, CG, prochazeji jednim bodem. [

Nyni si ukdzeme, jak spocitat za pomoci délek stran trojihelniku ABC' vzdalenost
bodu G, Gy, G. od vrcholu trojuhelniku.
Vyuzijeme vztahu s = (a + b+ ¢) tj. 2s = (a+b+c).
Pro vyjadieni |BG,| dosadime za a = |BG,| + |G,C|, za ¢ = |AG.| + |G.B| a za
b = |AGy| + |GyC|. Z dikazu ptedchozi véty vime, ze |G, B| = |G.B|, |AG.| = |AG|
a |CG,| = |CGy|. Spojenim téchto poznatki dostavame vztah

2s = |BG,| + |GoC| + b+ |AG.| + |G:B| = |BG4| + |GoC| + b+ |AGy| + |BG,| =
= 2|BG,| + 2b, tedy plati |BG,| = s —b.

Analogicky ziskavame
|ICGy| = s — ¢, |AG,| = s — a,
coz lze prepsat
G.Cl=a+b-s, |GyA| =b+c—s, |G.B|=c+a—s.[]

Tvrzeni 16. Je ddn trojuhelnik ABC, kterému je vepsana kruznice. Pak body dotyku

kruznice vepsané se stranami trojuhelniku jsou vrcholy ostrouhlého trojihelniku.

Diikaz. Postupujeme podle obrazku 8.2 kde G,, Gy, G, jsou po fadé body dotyku
kruznice vepsané se stranami BC, AC, AB. Trojuhelniky G.BV,G,BV jsou shodné

podle véty (Ssu) a usecka G.G, je kolma na osu o,. Plati

|ZVBG,|=% = |ZBVG,|=90r~-5 = |ZVG.G,| =2

2

kde g = [£ZABC.

Analogicky ziskame zbyvajici thly trojuhelniku G,G,G., takze
1£G.GGy| =2 +1

|£G.GyGe| = $ + 2
1£G,G.Gy| = ¢ + 5.

1SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 31.
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Pro soucet thla v trojuhelniku ABC' plati

a+p+~y=180° :2
« B _ o
S+5+3=90°

Soucet libovolné dvojice polovi¢nich thli musi byt mensi nez 90°, a proto jsou vSechny

thly v trojahelniku G,G,G,. ostré. O

Obrazek 8.2: Tlustrace k dikazu tvrzeni [16]
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Kapitola 9
Svrektiv bod

Pro dokazani existence tohoto bodu na kruznici opsané vyuzijeme znalosti osy thlu
a osy stran z predchozich kapitol. Ukazeme, Ze osa thlu ACB déli oblouk kruznice
opsané AB v trojthelniku ABC na poloviny, a ze vzdélenost Svrékova bodu od kraj-
nich boda oblouku A, B je stejna jako jeho vzdélenost od stfedu kruZnice vepsané
trojihelniku ABC.

Nejprve si dokdzeme pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 17. Necht k je kruznice opsand trojihelniku ABC a vnitini osa ihlu BAC
protind kruznici opsanou v bodé R # A. Pak plati |RC| = |RB|.

% 2

Obrazek 9.1: Tustrace k dikazu tvrzeni [17]

Diikaz. Podle véty o obvodovém thlu plati v kruznici k nasledujici vztahy

o =|/BAR| = |/BCR]
a =|/RAC| = |ZRBC)|.

Z toho vyplyva, Ze trojahelnik BC'R je rovnoramenny, a tedy |RC| = |RB|. O
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Véta 27. ,Bud ABC' trojihelnik takovy, Ze |CA| # |AB|. Potom osa thlu BAC

protind osu strany BC v bodé, ktery lezi na kruznici trojihelniku ABC' opsané. “E|

Tento bod se nazyva Svrékav bod a budeme ho znacit R

Obrazek 9.2: Svrékav bod

Diikaz. Podle tvrzeni[I7]je trojuhelnik BC' R rovnoramenny, a proto vyska na zakladnu
BC' prochazi stfedem této tusecky a je tedy rovna ose strany BC. Bodem R tedy
prochézi i osa strany BC' (viz obréazek E| O

Analogicky 1ze zadefinovat Svrektv bod i pro zbyvajici vnitini osy thlu v trojihel-
niku ABC.
Nyni si ukdzeme, ze na kruznici se stfedem v bodé R a polomérem |RB| lezi stied

kruznice vepsané.

Véta 28. ,Bud R Suvrckiv bod prislusny ose uhlu L BAC v trojuhelniku ABC, kde
|CA| # |AB| a bud'V stied kruznice vepsané trojihelniku ABC. Pak plati

RB| = |RV|.“[]

1SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchace peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 38.
2KUCHARTK, Jan. Neékteré netradiéni vhledy do geometrie. Jihlava, 2011/2012. SOC z mate-

matiky. Gymnazium Jihlava, s. 45. Dostupné z: http://forum.matematika.cz/ﬁles/prace/SOé7 Nek-

tere_ mnetradicni_ vhledy do_ geometrie.pdf.
3SKURINA, Frantiek. Deset pohledi na geometrii. Praha: Matematicky astav AV CR, 1996. ISBN

80-85823-21-7, s. 15.
4SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 38.
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/54'\
Obrézek 9.3: Ilustrace k dikazu véty

Diikaz. Ozna¢me uhly v trojuhelniku standardné |Z/BAC| = «, |ZABC| = 3,

|ACB| = 7. Aby platila rovnost |RB| = |RV/|, musime ukéazat, ze body B,C a V
lezi na spolec¢né kruznici se stfedem v bodé R (viz obrazek . Uvazujme kruznici
opsanou trojuhelniku ABC', body B a C' rozdéluji kruznici na dva kruznicové oblouky,
na jednom oblouku je obvodovy thel |ZBAC| = «, proto na druhém oblouku je

obvodovy thel |ZBRC| = m — . Z toho vyplyva pro nekonvexni tthel u bodu R vztah
|/BRC| =21 — (m —a) =7+ a.
Ze souctu vnitinich thla v trojihelniku BC'V plati

|4BVCO|=m—5% -1 =200 = mte = L1 /BRC),

coz znamena, ze ihel BV C je obvodovy thel ke stfedovému thlu BRC, tedy body
B, C,V lezi na kruznici se stfedem v bodé R, a plati tedy |RB| = |RV| = |RC|. O
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Kapitola 10

Lemoinuv bod

Dalsim vyznamnym bodem, ktery souvisi s téZnicemi a osami vnitinich thla v troj-
thelniku je Lemointuv bod. K jeho konstrukci budeme potfebovat zadefinovat pojem

symediana.

Definice 13. ,Bud ABC libovolny trojuhelnik. Symedianou z vrcholu A trojuhelniku
ABC nazveme pirimku soumérné sdruzenou podle osy thlu ZBAC' s téznici z tohoto

vrcholu.“ [1]

V celé praci budeme symedianu k téznici ¢, oznacovat s, a prusecik symediany
se stranou a trojuhelniku ABC' L,. Analogické oznaceni zavedeme pro ostatni syme-

diadny i jejich priseciky se stranami trojihelniku.

A B

Obréazek 10.1: Konstrukce symediany

1SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchace peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 49.
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V kazdém trojuhelniku lze sestrojit tii symediany, ke kazdé téznici jednu. Symedi-
any se protinaji v jednom bodé. Pro dikaz jednoznacné existence prisec¢iku symedian

potfebujeme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 18. Bud L, prisecik symedidny s, se stranou BC' trojuhelniku ABC'. Oznacme
L., L, paty kolmic sestrojenyjch z bodu L, po Fadé na piimky AB, AC. Potom plati

|LoLo'| _ |AB|

|LoLo"| — |AC]®

a Zb/ B

Obrazek 10.2: Tlustrace k dikazu tvrzeni [18

Diikaz. Oznacme T,’,T,” paty kolmic sestrojenych z bodu T, po fadé na piimky
AB, AC (viz obrazek [10.2).

Trojthelniky ABT,, ACT, maji stejny obsah, protoze |BT,| = |CT,| a protoze vysky
vedené z vrcholu A na protéjsi stranu jsou v obou trojihelnicich stejné dlouhé (body

B, T,,C jsou kolinearni). Tyto obsahy si vyjadiime

SABTa - SACTa
%‘AB‘ ’ ’TaTa,‘ = %‘AC‘ : ’TaTa”

T.T.| _ |AB|

TaTa"] — JAC]"

Nyn{ sestrojime Thaletovu kruznici T4z, , na které lezi body T,', T,”. Podle véty o ob-

vodovém thlu plati

LT T,"T,| = | LT, AT,).

2SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojuhelnika: [ucebni text pro posluchace peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy]. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 49.

70



Analogicky sestrojime Thaletovu kruznici 741, , na které lezi body L', L,”. Pro tuhly

plati
|£LoLd"Ly'| = |£Ls" ALy
7 definice symediany s, je ziejmé, Ze
|£T,AT,| = |£L,"AL,|.

To znamena, 7e uhly £T,’AT,, /T,'T,"T,, /L,L,"L,, ZL," AL, jsou shodné. Stejnym
postupem ukaZeme, ze thly T,7,'T,”, LoL,"L, jsou také shodné. Tedy trojuhelniky
T.7.,'T, , L,L,” L, jsou podobné, a proto lze pomér stran vyjadrit jako

|LoLa'| _ |TuTat| _ |AB| B
|LoLa"| — |TuTd| — |AC|'
Véta 29. ,Symedidny trojihelniku prochdzeji tymz bodem. “E|

Tento bod nazyvame Lemointiv bod a znac¢ime jej L. Lemoinuv bod lezi vzdy

uvnitt trojuhelniku ABC.

Obrézek 10.3: Lemointiv bod

3SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojuhelnika: [ucebni text pro posluchace peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy]. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 50.
4Tamtéz, s. 50.
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Diikaz. Pouzijeme Cévovu vétu tak, ze pokud plati predpoklad

AL | |BLa| | ICLy| _ 4
[BLo| " [CLal " AL ~ &

potom piimky L,A, LB, L.C prochézi jednim bodem.
Podle obrazku sestrojime paty kolmic L,’, L,” vedenych z bodu L, postupné
na ptimky AB, AC. Z pravothlého trojihelniku BL,L," plati

sin B = 'fgf,;[', kde f3 je thel p¥i vrcholu B v trojthelniku ABC.
Analogicky z pravothlého trojthelniku C'L,L,"” plati
. e . |LaLa”|
sin(m — ) =siny = O

Pomeér velikosti usecek BL,,CL, je z téchto vztahi roven

|BLo| _ |LaLs"|siny
[CLa| = |LaLq'|sing”

coZ 1ze podle tvrzeni [I§| piepsat ve tvaru

|[LoLy"|siny  |AB|siny
|LoLo'|sinB — JAC|sinf*

Analogicky vyjadiime i poméry velikosti tsecek AL., BL. a C'Ly, AL, a dosadime do

Cévovy véty

|ALc|  |BLa|  |CLp| _ |AC|sin |BC|sina |AB[siny __ 1p
|[BL:| |CL4| |ALy| = |BC|sina |AB|siny |AC|sin8 ~—

5éVRéEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy]. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 50-51.
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Kapitola 11
Stired kruznice pripsané

V kapitole stied kruznice vepsané jsme zadefinovali pojem vné&jsi osa thlu, nynfi si za-
vedeme jeho znaceni. Dale si ukadzeme, jak sestrojit kruznice danému trojihelniku
pripsané, vzajemny vztah jejich poloméra s polomérem kruznice vepsané a specialni
pripad, kdy ortocentrum trojihelniku splyne se stfedem kruznice pfipsané prislusného
ortického trojuhelniku.

Vnéjsi osu thlu, ktera prochazi bodem A a je kolméa na vnitin{ osu dhlu o, oznac¢ime
o,,- Analogicky oznacime i ostatni vnéjsf osy thlu jako o a of.

Ke kazdému trojuhelniku existuji t¥i vnéjsi osy thlu.

Véta 30. ,Osy vnéjsich uhli pri dvou vrcholech trojihelniku a osa vnitiniho whlu pr
tretim vrcholu prochdzeji tymz bodem. Vzddlenosti kaZdého takového bodu od vsech tri

primek BC,C A, AB jsou stejné.“[]

Tento bod nazyvame stied kruZnice trojahelniku pripsané a znac¢ime ho S,,

pokud vnitini osa tthlu protina stranu a trojihelnitku ABC'. Lezi vzdy vné trojihelniku

ABC.

Diikaz. Piedpokladame, ze o,/ Moy = S,, a chceme dokazat, ze S, € o,.
Kazdy bod vnéjsi osy uhlu o.” méa podle definice stejnou vzdalenost od piimek AC, BC'
a kazdy bod vné&jsi osy thlu oy’ ma stejnou vzdalenost od primek AB, BC. Z toho

ISVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy]. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 30.
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Obréazek 11.1: Stiedy kruznic trojihelniku pfipsanych

vyplyva, ze bod S, ma stejnou vzdélenost od primek AB, AC, které spliuji definici
vnitini osy thlu o,. Bod S € o,. E| O

Kazdému trojuhelniku lze pripsat t¥i kruznice, které maji stfedy v bodech S,, Sy, S.
a polomeéry oznac¢me p,, pp, pe- Lyto kruznice se dotykaji vzdy jedné strany trojihelniku

a zbyvajicich dvou stran se dotykaji na primkéch, které je obsahuji.

Obrazek 11.2: Kruznice trojuhelniku pripsané

2SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojihelnika: [ucebni text pro posluchade peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 32-33.
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Pro vypocet poloméru kruznice pipsané k,(Sq, p,) vyuZijeme obsah trojtihelniku ABC

a obsahy trojuhelnika ABS,, AC'S,, BS,C,
Sapc = Saps, + Sacs, — Ss.c = 5¢Pa + 50pa — 5apa = 3pa(c +b—a) = pa(s — a),
kde s = 3(a + b+ ¢). Analogicky lze vyjadiit i ostatni poloméry kruznic pFipsanych

Po =

vl
o e
(=l

Pe = 5=¢-

o

Nyni si ukdzeme vztah mezi polomérem kruznice vepsané a poloméry kruznic pfipsa-

nych.

Tvrzeni 19. V kazdém trojuhelniku plati p% - p—lb + ,Tlc = %.

Diikaz. Vyuzijeme vztahi pro vypocet obsahu trojihelniku pomoci poloméri kruznic

pripsanych a poloméru kruznice vepsané.

1 1 1 _s—a y s=b 4 s—c _ = 5 —
p_a+ﬁ+z_s+s+s_ S S - s T 5

(s—a+s—b+s—c) _ 3s—(a+b+c) _ 3s—2s s

1
o

Véta 31. Trojihelnik ABC' je ortickym trojihelnikem trojiuhelniku S,S,S..

Diikaz. Musime dokazat, ze S, A, Sy B, S.C' jsou vysky v trojuhelniku S,S,S.. To vy-

plyva z kolmosti os vnitfnich a vnéjsich thli z daného vrcholu trojuhelniku ABC' (viz

obrazek [11.1)). O

Véta 32. ,Bud ABC' tupoihly trojuhelnik s tupym wuhlem pri vrcholu A. Potom orto-
centrum tohoto trojihelniku je stiedem kruznice pripsané jeho ortickému trojuhelniku

AgBoCy proti vrcholu Aqy. Ddle plati

’40014080‘ =20 — 1800, |4A08000’ = 2ﬁ, ‘AB()C()A(]’ = 2’}/ “H

3SVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojuhelnika: [ucebni text pro posluchace peda-
gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 33.
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Obrazek 11.3: Iustrace k dikazu vty

Diikaz. Budeme postupovat podle obrazku [I1.3, Chceme ukazat, ze vysky trojuhel-
niku ABC' jsou zaroven osami thla v trojuhelniku Ay ByCy.

Uhly AByB, AAyB jsou pravé, lze tedy sestrojit Thaletovu kruznici 745. Z véty o obvo-
dovém tuhlu plati § = |ZABAy| = AByAg. Analogicky sestrojime Thaletovu kruznici
Ta0, odkud pro velikosti uhli plati |ZCyOA| = [£CyByAl.

Z podobnosti trojihelniki AOCy, ABAy podle véty (uu) plati, ze

Primka C By je vnitini osou tthlu CyBy Ay, a protoze C' By L By B, je ptimka BB vnéjsi
osou thlu CyByAy. Analogicky ur¢ime, ze piimka C'Cy je vnéjsi osou thlu AyCyBy
a piimka AAj je vnitini osou thlu CyAyBy. Ortocentrum je tedy stifedem kruznice
pripsané trojuhelniku AyByCy.

Nyni zbyva dokazat druhou ¢ést véty o velikostech thla v trojahelniku Ay ByCy. Z pied-
chozich tvah uz vime, ze | /CyByAg| = 2 a analogicky dokaZeme, Ze | £ ByCyAg| = 27.
Oznacme 6 = |LAAyBy| = |LABBy|. Z trojihelniku AB By plati, ze

0=90°-w a wH+a=180° = §=90°—(180°—a)=a —90°,
20 = 2o — 180°.
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Kapitola 12

Nageltiv bod

K definovani existence Nagelova bodu vyuZzijeme znalosti kruznic trojihelniku piipsa-
nych (viz kapitola St¥ed kruznice pfipsané). Dale si ukdzeme odvozeni vypoctu délek
tsecek z bodi dotyku kruznic pripsanych k vrcholtim trojihelniku pouze pomoci délek
stran trojuhelniku.

Nejprve zavedeme oznaceni N, pro bod dotyku kruznice pfipsané k,(Sq, p,) strané
a trojuhelniku ABC'. Analogicky oznac¢ime i zbyvajici body dotyku jako Ny, N.. Tyto
body existuji v trojihelniku vzdy a jsou dény jednoznacné.
Déle ozna¢ime body dotyku kruznice pfipsané s piimkami prochézejicimi zbyvajicimi
stranami trojthelniku tak, ze A, je bod dotyku kruznice ky(Sy, pp) s pfimkou pro-
chézejici stranou a trojuhelniku ABC'. Analogicky oznac¢ime i zbyvajicich pét bodu
Cy, Be, A, C,, B, (viz obrazek .
Nyni si odvodime vzorce pro vypocet délek tsecek s jednim krajnim bodem ve vr-
cholu trojihelntku ABC' a druhym krajnim bodem v bodech dotyku N,, Ny, N.. Kon-
krétné si ukdzeme odvozeni vzorce pro |AN,|, ostatni vzorce se odvodi uplné analogicky.
Piimky AN., AB. jsou tecny ke kruznici pfipsané k.(S., p.) z vrcholu A, proto se délky
usecek AN., AB. rovnaji. Ze stejného divodu se rovnaji i usecky CB.,C'A. a tsecky

BN., BA..

2|CB.| = |CB,| + |CA.| = |CA| + |AB,| + |CB| + |BA;| = b+ |AN.| + a+ |BN,| =
=a+b+c=2s

Proto |CB,| = s. Pro délku usecky AN, plati
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|AN,| = |AB,| = |CB,| — |AC| = s — b.

Tim ziskavame vyjadieni délky tsecky AN, pouze pomoci stran trojihelniku ABC.

Na konec uvedeme délky i pro ostatni tsecky

|AN.| = s — b= |CN,],
IBN,| = s —c=|AN,|,
|ICNy| = s —a=|BN,|[]

Primym dusledkem téchto vztaht je nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 20. KaZdd z primek ANy, BNy, CN, déli trojihelnik ABC na dvé cdsti stej-

ného obvodu.

Diikaz. Piimka AN, rozdéli trojihelnik ABC na lomenou ¢aru ACN, a ABN,. Pro

velikosti téchto lomenych car plati
[ACN,| = |ANy| + [NyC| + [CN,| = |BN,| + |BNc| + |AN,| = |N,BA].
Pro obvod trojihelniku ABC' za pomoci bodu dotyku pfipsanych kruznic plati
0 = [ANy| + [NyC| 4 |ONa| + [N B| 4 |BNc| + [NA| = 2(|[ANy| + [N, C'| + |CNa]),

tedy obvod je roven dvojnasobku obvodu obou lomenych ¢ar AC'N,, ABN,.
O

Véta 33. V kazdém trojihelniku ABC' se primky AN,, BNy, C N, protinaji v jednom
bodéP]

Tento bod se nazyva Nageltiv bod a znac¢ime ho N. Lezi vzdy uvniti trojihelniku

ABC.

1ISVRCEK, Jaroslav. Vybrané kapitoly z geometrie trojuhelnika: [ucebni text pro posluchace peda-

gogické fakulty Univerzity Karlovy/. 1.vydani. Praha: Karolinum, 1998. ISBN 80-7184-584-1, s. 31-32.
QBOCEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., roz8. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,

Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 78.
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Obrazek 12.1: Nageluv bod

Dikaz. Dukaz, ze primky AN,, BN,, CN, prochézeji jednim bodem, provedeme po-
moci Cévovy véty. Vime, Ze vSechny tii dotykové body N,, N, a N, lezi na stranach
trojuhelniku ABC' a jsou rizné od vrcholu trojihelniku.

Vyuzijeme vzorce pro délky tsecek odvozené v této kapitole a vynasobime je mezi
sebou

|[ANC| . | BNa| . |C' Ny | _ s=b  s—c  s—a _ 1
|[BNe|  |CNa|  |ANg| s—a :

Ziskavame platnost predpokladu Cévovy véty a proto plati, ze ptimky AN,, BN,, CN,

prochézeji jednim bodem.
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Kapitola 13

Longchampiiv bod

K definici Longchampova bodu vyuzijeme ortocentrum a stfed kruznice opsané, kte-
rymi jsme se zabyvali v predchozich kapitolach. Déle ukazeme, Ze Longchamptiv bod

lezi na Eulerové piimce.

Definice 14. ,Longchampiv bod trojuhelniku ABC' je bod, ktery je stfedové sou-

mérny s ortocentrem podle stiedu kruznice trojthelniku opsané.“ [[]

Tento bod si oznac¢ime H.

Obrazek 13.1: Longchamptv bod

7 definice stfedové soumérnosti vyplyva, ze body S, O a H lezi na jedné piimce a to

na Eulerové primce, nebot body S a O na této primce lezi. Plati tedy

|HS|: |[HO|=1":2.

IBOCEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., roz8. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,
Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 58.
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Dalsi poméry Longchampova bodu s body na Eulerové primce 1ze vy¢ist z nasledujictho

obréazku.

Obrazek 13.2: Vztahy mezi body na Eulerové pfimce

Tvrzeni 21. ,Longchampiv bod je ortocentrem trojihelniku A'B'C’, jehoZ prickovy
trojuhelnik je ANABC. “E|

| i /
B N c Ay

zobraz{ na trojuhelntk A'B'C’ (viz véta [11]). Tedy tusetka BB, se zobrazi na tsecku
B'By. Zobrazeni tsecek A’Ay a C'Cy’ ziskdme analogicky. Kvilli zachovani rovno-
béZnosti v libovolné stejnolehlosti, jsou tsecky A’Ay’,B'By’ a C'Cy’ vyskami trojthel-
niku A’B'C’, takZe i ortocentrum O se zobrazi na ortocentrum trojuhelniku A’B'C’,
oznaCme ho H. Zbyva uz jen dokazat, ze H je Longchamptv bod.

7 vlastnosti stejnolehlosti vime, zZe body O, T a H lezi na jedné piimce, kterou je Eu-

lerova primka. Na nf lez{ i stfed kruznice opsané. Chceme dokazat, ze |SO| = |SH].

2BOCEK, Leo a Jaroslav ZHOUF. Planimetrie. 2., rozs. vyd. Praha: Univerzita Karlova v Praze,
Pedagogicka fakulta, 2012. ISBN 978-80-7290-594-2, s. 58.
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Podle stejnolehlosti a vztahii pro vyznamné body na Eulerové piimce (viz véta [17))

plati nasledujici rovnosti

2/T0| = |TH|,
2(S0| - |ST|) = |ST| + |SH],
2|S0| — 2|ST| = |ST| + |SH|,
2|S0| — 3|ST| = |SH],
2[SO[ - [SO| = |SH]|,
1S0| = |SH]|.

]

Dalsi zajimavou vlastnosti Longchampova bodu je jeho kolinearnost s Gergonno-

vym bodem a stfedem kruznice vepsané piislusného tl"Ojfthlnfku.H

3Wikipedia: The Free Encyclopedia: de Longchamps point [online].[citovano 16. 06. 2017]. Do-
stupny z: https://en.wikipedia.org/wiki/De  Longchamps  point.
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Kapitola 14

Fermatuv bod

V této kapitole se seznamime s Fermatovym bodem, coz je bod uvnitt ostroihlého
trojihelniku, z néhoz jsou vSechny strany daného trojihelniku vidét pod thlem 120°.

Tento bod nam dale poslouzi k dikazu véty o tzv. Napoleonovu trojuhelniku.

Véta 34. , Uvnitr ostrotuhlého trojihelniku ABC' existuje prdvé jeding bod X takovy,
Ze |AX|+ |BX| + |CX]| je minimdini. “[]

Tento bod X se nazyva Fermativ bod. V literatufe mizeme najit i oznaceni

Torricelliho bod.

Diikaz. Uvazujme bod X, pro ktery plati, Ze soucet jeho vzdalenosti od vrcholi troj-
thelniku ABC je minimalni. Ozna¢me |AX| = y,|BX| = z,|CX| = = (viz obrazek
[14.1)). Rotaci trojahelniku ABX kolem bodu B o +60° vznikne trojihelnik A’'BX’.
Trojuhelnik BX X' je rovnostranny, protoze |BX| = |BX'| a |[ZXBX'| = 60°, z ¢ehoz
vyplyva, ze | X' X| = z a |A’X’| = z. Aby byl soucet

|AX| +|BX|+ |CX| = |CX|+ | XX'| + |A'X'|

minimalni, musi bod X leZet na pifimce C' A’. Analogicky musi bod X leZet na piimce
BC', kde C" vznikne rotaci trojuhelniku AXC kolem bodu A o tuhel +60°. Bod X

je tedy jejich prisecik. O]

!Wikipedia: The Free Encyclopedia: Fermat point [online].[citovano 16. 06. 2017]|. Dostupny z:
https:// en.wikipedia.org/wiki/Fermat  point.
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A/ — B//

Obrazek 14.1: Fermatuv bod
Véta 35. Pro Fermativ bod v ostrouhlém trojihelniku ABC' plati
|/AXB| =|£AXC| = |£/BXC| = 120°.

Diikaz. VyuZijeme znalosti z ditkazu véty [34] a oznaceni z obrazku [14.1] Trojuhelnik
XBX' je rovnostranny a |[ZBXX'| = 60°. Rotaci trojuhelniku ABX kolem bodu
A o thel —60° vznikne trojuhelnik AA’X”. Pak trojihelnik AX”X je rovnostranny,
a proto |ZAXX"| = 60°. Velikost thlu AXB je tedy 120°. Analogicky dokazeme
i velikosti uhlu AXC, BXC. O]

Obréazek 14.2: Sestrojeni Fermatova bodu
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Vsimnéme si, ze trojuhelnik ABA’ vyuzivany v dikazech predchozich dvou vét je
rovnostranny. Fermattuv bod lze tedy zkonstruovat jako prusecik piimek CD, BF, AE,
kde body D, E, F jsou vrcholy rovnostrannych trojuhelnikii sestrojenych po radé nad
tseckami AB, AC, BC' (viz obrazek [14.2)). Toto souvisi s takzvanym Napoleonovym

trojihelnikem, ktery zavedeme v nasledujici véte.

Véta 36. Meéjme trojiuhelnik ABC'. Nad stranami AB, BC, AC' uvazujme rovnostranné
trojuhelniky vné trojuhelniku ABC a to trojihelniky ABD, BCE,CAF. Potom stiedy
kruznic opsanych témto rovnostrannym trojuhelnikim (nebo—li tézZisté téchto trojuhel-

niki) tvoii rovnostranny trojuhelnik. ﬂ

Obréazek 14.3: Napoleonuv trojihelnik

Diikaz. Ozna¢me K, L, M po radé stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ABD, BC'E
a CAF (viz obréazek [14.3). KruZnice opsana trojihelntku ABD mé4 stred v bodé K
a prochazi Fermatovym bodem X, protoze ¢tyithelnik ABDX je tétivovy

(|[ZADB| + |[£AXB| = 60° + 120° = 180°). Pro vzdalenosti od stfedu K kruznice
opsané plati |[KA| = |[KX| = |KB|. Analogicky z trojihelniku AC'F' se stfedem kruz-
nice opsané M ziskdavame rovnosti |[MA| = |[MX| = |MC| a z trojthelniku BCFE
rovnosti |LB| = |LX| = |LC|. Cty¥ahelnik AKX M je deltoid, protoze ma dvé a dve

2Wikipedia: The Free Encyclopedia: Napolein points [online|.|citovano 16. 06. 2017|. Dostupny z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Napoleon  points.
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sousedni strany stejné dlouhé. Deltoid je vzdy osové soumérny podle jedné ze svych
thlopficek, proto plati |[ZXKM| = |[ZAKM|. Analogicky dostaneme rovnost uhla
|/XKL| = |/BKL| z deltoidu BKXL.
Z véty o obvodovém a stfedovém thlu je |ZAKB| = 120°. Tento uhel lze vyjadfit
pomoci souc¢tu thli

120° = |[LAKB| = 2|[ZMKX| + 2| /XKL| :2

60° = [ZMKX|+|/XKL| = |/MKL|
Obdobné dokazeme, ze |LZKLM| = |ZLMK| = 60° a tedy trojuhelnik K'LM je rov-

nostranny. O
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Seznam zkratek

A B,C
a,b,c
AB]

a, B,
T, Ty, Te
Oa; Ob, Oc

taatbatc

Sas Sby Se

Laa Lb7 Lc

Vay Up, Ve

A07 B07 CO

Oa, 08, O~

/ / /
Oy 035 O,

vrcholy trojihelniku

délky stran v trojihelniku
vzdéalenost bodu A, B

velikosti vnitinich Ghla trojuhelniku
stfedy stran

osy stran

téZnice

symediany

pruseciky symedian se stranami trojihelnika
Lemoinav bod

vysky v trojihelniku

paty vysek

ortocentrum

stfed kruznice opsané trojuhelniku
polomér kruznice opsané

stfed Feuerbachovy kruznice
Eulerova ptimka

stfed kruznice vepsané

polomér kruznice vepsané

osy vnitinich thla trojihelniku

osy vnéjsich thla v trojuhelniku
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H Longchamptv bod

Sy, Sp, S stfedy kruznic pripsanych trojihelniku

Pas Py Pe poloméry kruznic pfipsanych

TAB Thaletova kruznice nad prumérem d = |AB|

X Fermattiv bod

Go, Gy, G, body dotyku kruznice vepsané se stranami trojihelniku
G Gergonntv bod

Ny, Ny, N, body dotyku kruznic pfipsanych se stranami trojuhelniku
N Nageluv bod

R Svrékiv bod
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Zaver

Cela prace se zabyva vyznamnymi body v trojuhelniku o to nejenom témi, které jsou
vyucovany na zékladni a stfedni skole, ale i témi, které jsou soucésti spise rozsirujictho
uciva ¢i matematickych olympiad. Snazili jsme se vysvétlit vznik téchto bodi, pripadné
jejich konstrukci. Vybrali jsme nékteré zajimavé vlastnosti spojené s témito body,
u nichz jsme vzdy dokazali jejich pravdivost. Cilem prace je podat uceleny text o ¢asti

geometrie trojuhelniku, kterou jsou jeji vyznamné body.

Vyznamnych bodi v trojuhelniku je celé fada a nase prace by tak mohla byt obohacena
o dalsi body a jejich vlastnosti. Napiiklad stfed Taylorovy kruznice, prvni a druhé
Lemoinova kruznice, Gaussova primka. Déle by se nase praci mohla rozsitit o piiklady
vyuzivajici vlastnosti vyznamnych bodi v trojuhelniku a o konstrukéni tlohy s témito

body.
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