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Uvod

Rozptylova délka aq je klicovy parametr pii popisu srazek castic pfi velmi
nizkych teplotach. V ptipadé nizkoenergetickych dvoucasticovych srazek lze po-
moci ni vyjadfit celkovy G¢inny priifez 0 = 4ma? a mnoho vlastnosti Boseho-
Einsteinova kondenzatu je popsano pouze rozptylovou délkou. Napriklad che-
micky potencidl Boseho-Einsteinova plynu je pfimo tmeérny rozptylové délce
WBose = 4Tag -, kde n je hustota castic a m je atomova hmotnost.

7 experimentil na ultra chladnych atomech lze zkonstruovat spolehlivé em-
pirické molekularni potenciadly. Rovnice pro tyto potencidly nemaji obecné ana-
lytickd TeSeni, a tak je nutné najit robustni, rychlou a vysoce pfesnou metodu
vypoctu rozptylové délky tak, abychom byli nasledné schopni naptiklad ziskat
derivace rozptylové délky vzhledem k parametrim potencialu.

Existuje mnoho moznych cest k sestaveni robustni metody, a to od ptimé
integrace Schrodingerovy rovnice pro nulovou energii az po extrapolativni metody.
V této praci se zamérime na nékteré jiz zavedené metody a na testovacim a
empirickém potencidlu zjistime, jak jsou piesné.

V celé préci pouzivame pro piehlednost atomové jednotky (a.u.).



1. Teorie

1.1 Rozptyl na sféricky symetrickém potencialu
a fazové posunuti

P1i rozptylu na sférickém potencidlu hleddme teseni jednocasticové Schrédin-
gerovy rovnice

1
- ﬂﬁw +V(r)y = Ey (1.1)
s okrajovou podminkou
o) 25 (4 ). 12)

kde f(k) je amplituda rozptylu a N je normaliza¢ni konstanta. Jelikoz FeSeni
jednocasticové Schrédingerovy rovnice ze symetrie nezdvisi na thlu ¢, mtizeme
reSeni hledat ve formé parcidlnich vin

b 0) = 3 ur) 2O (13)

r
=0

kde P, jsou Legenderovy polynomy a 6 je tithel. Dosazenim (1.3)) do Schrédingerovy
rovnice (L.1)) vyjadiené ve sférickych soutadnicich ziskdme rovnici pro parcidlni
feSeni ()

<_2iu% il(l; 1) I V(T) o E) ul(r) =0, (1.4)

kde V(r) je efektivni potencial interakce. Pro r — oo plati, Ze potencidl V(r
je utlumen (v celé praci budeme predpokladat, Ze V(r) klesa rychleji nez %) a
¢astice se chova jako volna ¢astice s fAzovym posunem 9,

w(r) o sin(kr — %T +41). (1.5)

Amplituda rozptylu f(k) je v reprezentaci parcidlnich vin déna nésledovné
Flk) =21+ 1) fi(k) Pi(cos(8)), (1.6)
1=0

kde f;(k) je parcidlni amplituda rozptylu, kterou je mozné vyjadfit pomoci fazo-
vého posunuti

filk) = (21 + 1)ite®, (1.7)

Uvedme jeSté, Ze pro sféricky symetricky potencial obvykle plati, ze fazovy posun
0;(k) splhuje Levinsontiv teorém ve tvaru

51(0) - 51(00) = nym, (18)

kde n; je pocet vazanych stavii s danym momentem hybnosti [ [1].



1.2 PribliZzeni efektivniho poloméru

Fazové posunuti obsahuje dillezitou informaci o rozptylu a lze z ného ziskat
mnohé uzite¢né parametry rozptylu. Pomoci teorie Jostovy funkce [2], Ize odvodit,
ze pokud zkoumany potencidl je omezeného dosahu nebo exponencialné tlumeny,
nasledujici rozvoj pro funkei fazové posunuti

11
k2 cot 6;(k) = —— §nk;2 + O(KY), (1.9)
l

v némz a; je rozptylova délka a r; je efektivni polomér interakce. Rozvoj se
zanedbanim veli¢in O(k?) je nazyvan priblizenim efektivniho poloméru (ERT).

Pro dalekodosahové potencidly (s dominantnim ¢lenem r~™) je situace ob-
dalekodosahovou slozkou ~ r~° lze v p¥ipadé | = 0 nalézt podobny rozvoj v k
jako , ktery se obvykle nazyva modifikované ptiblizeni efektivniho poloméru
(MERT) [3]

1 1
A tan dg(k) = —ag — 57’0&3/{32 + O(KY). (1.10)
Pro obé priblizeni plati, ze rozptylova délka ag je
o1
ag = —llgr(l)%tanéo(k:). (1.11)

Obecné plati, ze v ptripadé [ = 0 ma rozptylova délka ag rozmér délky, a v pii-
padé potencialii tlumenych rychleji nez r—* [4] lze rozptylovou délku aq definovat
pomoci asymptotického chovani feSeni ug rovnice (|1.4]) pro nulovou energii

up(r) = ar + f, T — 00, (1.12)

. / , , , . , , . o B

kde a, g jsou real.ne parametry a rozptylova délka je poté dan?m Jak9 agp=—=.7
grafické hlediska je rozptylova délka vzdalenosti, kde asymptotické linearni reseni
protne radidlni osu.

1.3 Metoda fazové funkce

Je mozné fesit problém zadany Schrodingerovou rovnici pro kI = 0
a poté napiiklad z asymptotického Feseni ziskat rozptylovou délku. Nebo
muzeme pouzit ekvivalentni rovnici pro fazovou funkci do(r). V druhém piipadé
je nutné pouzit ofezany potencial V,(r) v bodé p

V(r) pror <p
= 1.1
Volr) { 0 pror > p. (1.13)

Pro tyto funkce je mozné ze Schriodingerovy rovnice ziskat systém ODR, 1. fadu
pro fazovou funkei [1], [5]

§(r) =~ U(r)sin*(hr + (7)) (1.14)

s poc¢atecni podminkou
do(0) =0, (1.15)



pticemz U(r) = 2uV (r). Vysledné fazové posunuti § ziskdme z fazové funkce
limitou dy(r) —— Jp.
r—00

V ¢élanku [6] se autori pokusili o jeji elementarni pouziti ve spojitosti s Le-
vinsonovym teorémem (|1.8) a pro vypocet rozptylové matice S, pficemz jejich
vypocty byly pro rtizné momenty hybnosti [ a vlnova ¢isla k > 1072. My se bu-
deme zabyvat pouze pripadem s [ = 0 a vyzkousime jeji pouziti pro velmi nizké
energie tak, abychom ziskali rozptylovou délku.

1.3.1 Riccatiho rovnice pro rozptylovou délku

Metodu fazové funkce lze prohloubit, a tak autor [5] déle odvodil Riccatiho
rovnici pfimo pro rozptylovou délku. Vychazi z toho, ze rozptylova délka spliuje
, coz plati i pro fazovou funkci do(r) a ji odpovidajici funkci rozptylové
délky ag(r). Vyslednou rozptylovou délku lze ziskat limitou ag(r) — ao Vv

nasledujici Riccatiho rovnici pouzivame notaci a. = —ay
da, 9
= (r) = (r —a.(r))°U(r) (1.16)

s okrajovou podminkou
a.(0) = 0. (1.17)



2. Numerické metody

Pro ziskani rozptylové délky se pouziva mnoho riznych numerickych metod.
Mizeme je délit na dva typy, pfimé metody pro k = 0 a extrapolativni metody
pro k # 0. Metody prvniho typu te$i Schrodingerovu rovnici anebo jeji
obmény pro nulovou energii a metody druhé typu, fesi problém pro nékolik malych
nenulovych k a z téchto TeSeni poté extrapolaci pro k — 0 ziskdvaji s pouzitim
vztaht (1.9), resp. (1.10), rozptylovou délku ay.

Problém je vidy zadan ODR na urcitém intervalu, poc¢atecni okrajovou pod-
minku (napf. uo(0) = 0) a zndmym analytickym chovanim pro r — oo. V pii-
padé ECS metody je tato odchazejici okrajova podminka nahrazena Dirichletovou
okrajovou podminkou, kdy ¢(Raz) = 0, kde R4 je konec komplexné gkélované
kontury. Vice naleznete v odstavci

2.1 Numerické reseni ODR

Oby¢ejna diferencialni rovnice (ODR) n-tého Fadu lze vyjadrit jako soustava
n oby¢ejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu ve tvaru y' = f(x,y). Pro pfipad | =0
a k = 0 Fesime Schrodingerovu rovnici ((1.4)) ve tvaru

ug(r) — U(r)ue(r) = 0, (2.1)

kterou transformujeme do soustavy dvou ODR 1. fadu
u'(r) = v(r), (2.2)
V'(r) = U(r)u(r). (2.3)

V tomto piipadé je jiz mozné pouzit rizné integratory resici danou soustavu s
pocatecni okrajovou podminkou u(0) = 0 a vhodné zvolenou v(0), kterd urcuje
normalizaci vlnové funkce.

2.1.1 Bulirschova-Stoerova metoda

Mezi jedny z nejpresnéjsich metod feSici soustavu ODR 1. fadu patii
Bulirschova-Stoerova metoda [7], [8], kterd vyuzivd modifikovanou metodu st¥ed-
niho bodu a Richardsonovu polynomialni extrapolaci. Jeji idea spoc¢iva v tom, Ze
propagujeme-li feseni y(z) z bodu x do bodu x + H, tak na intervalu [z,x + H],
ktery rozdélime mezikroky h = %, muzeme psat nasledujici soustavu rovnic

Z20 = y($>a (2 4)
21 = 2o + hf(x,z0), (2.5)
Zmi1 = Zm-1 + 2hf(x + mh,z,) pro m=12--- n—1 (2.6)
1
yx 4+ H) = yp1 = =[2n+ 201 + hf(x + H,z,)], (2.7)

2

kde jsme pouzili metodu st¥edniho bodu (2.6). Pfi¢emz lokalni diskretiza¢ni chyba
aproximace ¥, je dana

Ynr1 —y(x + H) Z a;h*. (2.8)



Takto se jedna pouze o metodu 2. fadu. Budeme-li ale zvétsovat n tak, ze n €
{n;}/4", mizeme diky tomu, Ze rozvoj lokdlni diskretizacni chyby TeSeni
je slozen jen ze sudych mocnin, kombinaci feSeni eliminovat vyssi rady
chyby. Pro samotnou extrapolaci pouzivame po¢ty mezikrokt dané Deuflhardem
n; = 2(j+1) a Aitkentv-Nevillav algoritmus. S kazdym dalsim uzitym n; ziskdme
metodu o 2 Tady vétsi a mizeme tak dosdhnout pozadované lokalni diskretiza-
¢ni chyby feSeni na daném intervalu. Obecné se shora omezuje pocet moznych
reseni tak, aby se v pfipadech, kdy je nutné pro danou presnost vzit velké mnoz-
stvi funkei y,,,, radéji piistoupilo k mensimu kroku H. My mame nastaven pocet
funkci na maximalni pocet jn.. = 12. Pouzili jsme Boost C++ implementaci
Bulirschovy-Stoerovy metody. Jeji implementace vyplyva z [8], kde je déle po-
drobné popsano fizeni chyby a rfadu metody.

2.1.2 ReSeni Riccatiho rovnice pro rozptylovou délku

Rovnice je pro numerické feeni obtiznéjsi diky tomu, ze (r — a.(r)) ma
poly, které odpovidaji vazanym staviim, a algoritmy zalozené na Rungeovych-
Kuttovych nebo Bulirschovych-Stoerovych metodach je Spatné zpracovavaji. Je
proto nutné zavést vhodnou transformaci proménnych, kterd se pélim vyhne [9]

a.(r) = tand(r), (2.9)
r = tan ¢(r), (2.10)

pricemz vyslednd ODR mé tvar

d 1 .
%(Cb) = o o sin(9(¢) — ¢)V (tan(¢)) (2.11)
s pocatecni podminkou
9(0) =0, (2.12)

kterou fesime na intervalu [0,¢.], kde ¢, je blizké 7.



2.2 Vnéjsi komplexni skalovani

Velmi zajimava metoda, kterou miizeme zaradit mezi extrapolativni metody,
je vnéjsi komplexni skalovani (ECS). Je zaloZena na zavedeni transformace sou-
fadnic Hamiltonianu

r < Ry,
R(r) = | pror = o (2.13)
Ry + (r — Ro)e™ pro R, > 1 > Ry,

kde Ry je vzdalenost, do které je vilnova funkce funkeci redlnych souradnic, R,z
je konec komplexné skilované kontury pod skalovacim thlem 7.

Diky ECS transformaci je snadno aplikovat asymptotickou okrajovou pod-
minku (viz nize) a zaroven ziskat parametry vinové funkce jako fazovy posun a
rozptylovou délku z regionu, kde je vlnova funkce funkci redlnych souradnic. Vy-
pocet téchto parametri nezavisi na skalovacim thlu n [I0]. Mame-li rozptylovou
vlnovou funkci ve tvaru

uy = Y™ + o, (2.14)
pricemz vinova funkce vy spliuje prichozi okrajové podminky a je dana jako
o = ji(kr) = sin(kr). Vlozime-li rovnici (2.14) do Schrodingerovy rovnice (1.4)),
ziskdme

(B — H)p* = (H — E)y, (2.15)
(E — H)y* = V(r)sin(kr), (2.16)

pricemz hledame vlnovou funkei 1*¢, ktera spliuje asymptotickou okrajovou pod-
minku. V piipadé, Ze potencial V(r) slabne rychleji nez -, pak

V(r) —— kfo(k)e™. (2.17)

Pokud se pokusime vyf¥esit rovnici (2.16)) s pouzitim pootocenych soufadnic dle
(2.13), pak prava strana rovnice pro r > Ry je ve tvaru

V(Ro+ (r — Ro)e™) sin(k(Ro + (r — Ro)e™)) (2.18)

a diverguje pro r — oo (nebot sinus diverguje), pokud potencidl V' neni omezeny
nebo exponencidlné tlumeny. Bylo ukdzano [I1], Ze lze zamezit divergenci pro
r > Ry v piipadé, kdy potencial V (r) ofizneme v bodé Ry

(2.19)

Vi (1) = V(r) pror < Ry,
A ) pror > Ry.

M O v z v v z sc . 2 7z
Pro tento potencial miiZzeme nalézt feSeni ¥ (r) rovnice (2.16)), nebot prava
strana jiz nediverguje

(B — H)Yg, = Vg, (r) sin(kr). (2.20)

Vnéjsi komplexni skdlovani pozménuje asymptotickou okrajovou podminku ([2.17))
na
Vo (r) —= 0, (2.21)

7—00
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nebot vlnova funkce v komplexni ¢asti klesd exponencialné
Ui (r) oc e, (2.22)

pri¢cemz rychlost poklesu zavisi na k. Z vlnové funkce ug je mozné ziskat parcidlni
rozptylovou amplitudu fo(k) nasledujicim zptsobem [10]

Folk) = = W GioCkr) ao ()= (2.23)
kde W (a,b) = ab’' —a’b je Wronskian vzhledem k r vy¢isleny v bodé Ry —e blizkém
konci redlné ¢asti kontury. Z rovnice je poté mozné urcit fazové posunuti
do (k).

Nami pouzita implementace ECS metody je kombinovana s diskrétni reprezen-
taci proménnych (DVR) a s metodou koneénych prvkia (FEM), kterd je podrobné
popséna v [10]. DVR metoda pouziva Lagrangeovy interpola¢ni polynomy s body
sité odvozené na zakladé Gaussovy-Lobattovy kvadratury. Gaussova-Lobattova
kvadratura je podobnda znaméjsi Gaussové-Legenderové kvadrature. Obé tyto kva-
dratury aproximuji integraly nasledovné

/ F(z)dx ~ Z F(z;)w;, (2.24)

kde n je fad kvadratury. V pripadé Gaussovy-Lobattovy kvadratury jsou dva
krajni kvadraturni body fixovany na hranice intervalu (z; = a, z, = b). Diky
tomu dokéZeme presné aproximovat F'(z) v piipadé, kdy je polynomem stupné
< 2n — 1. Jako normalizované DVR béazové funkce mizeme na intervalu [a,b]
definovat s pomoci Lagrangeovych interpola¢nich polynomt funkce, které jsou
ortogonalni pod Gaussovou-Lobattovou integraci.

Jelikoz jsou v siti daného elementu ([a,b]) zahrnuty krajni body intervalu,
Ize tyto elementy ve smyslu metody konecnych prvka retézit. Tento FEM-DVR
pristup nadm umoznuje rozdélit konturu danou ECS metodou pro radidlni sou-
fadnici R(r) (2.13) na jednotlivé elementy, pfi¢emz bod Ry leZi na hranici dvou
elementi. Kazdy element ma stejny fad GL kvadratury n.

Ve sjednocené bazi funkci 1ze vyjadrit matice kinetické energie a potencidlu.
Pro ziskdni presného feSeni rovnice je nutné splnit nékolik podminek. V
bodé Ry musi byt V(Ry) =~ 0, aby mohl byt s dostateénou presnosti pouzity
vztah a poté musi byt konec komplexni ¢asti kontury R,,.. v dostatecné
vzdélenosti, aby bylo FeSeni utlumené, tedy 1°“( R4.) =~ 0. Aby ziskani pfesného
feseni bylo efektivni je nutné vhodné pfizptisobit pocet elementii na komplexni
konture pribéhu potencialu.



3. Vysledky

3.1 Modelovy potencial

Pro srovnani vySe uvedenych metod jsme pouzili modelovy potencial s expo-
nencidlnim utlumem, pro ktery zndme presné analytické reseni

U(r) = —2uVyexp (—2) : (3.1)

pricemz jsme vhodné zvolili p = 1, V = 0,0005 a a = 3000 tak, aby poten-
cial podporoval 60 vazanych stavli a zaroven aby volba velkého rozméru jamy
a odpovidala dalekodosahovosti potenciali chladnym atomt, prestoze se jedna
o kratkodosahovy potencial. Pro potenciél existuji nasledujici analyticka
feSeni Jostovy funkce F, S matice a fazového posunuti pro [ = 0 [12]

F(k) = exp(iaklog(a®2uVy))T (1 — 2iak)J_aiar(2a\/2uV5), (3.2)
S(k) = ];_k’;) , (3.3)
Im{S(k)}

do(k) = arctan (3.4)

Re{S(k)}
Pro ndmi vybrané parametry potencidlu jsme pouzitim vztahi (3.4), (1.11]) vy-
pocitali rozptylovou délku

1
ag = lim —= tan 6o (k) = 26166,778402968. (3.5)
k=0 k

Uvedenou rozptylovou délku budeme povazovat za referencni a budeme k ni vzta-
hovat vSechny nasledujici vysledky tak, abychom mohli metody srovnat v sekci

B.1.4

3.1.1 Prim3 integrace Schrodingerovy rovnice

Nejjednodussim moznym piistupem k nalezeni rozptylové délky je vyfeSeni
Schrédingerovy rovnice pro k = 0 , kterou jsme transformovali na odpovi-
dajici soustavu rovnic 1. ¥fddu a (2.3). Jako pocatecni okrajovou podminku
jsme pouzili

u(1071) = 0, (3.6)
v(107M) =1, (3.7)

kde v(0) je vybrano libovolné a urfuje pouze normalizaci vlnové funkce. Pro
propagaci feseni jsme pouzivali Bulirschovu-Stoerovu metodu tak, jak je popsano
v odstavci

Splnéni linearni asymptotické podminky jsme detekovali tak, ze jsme s kro-
kem 5000 pocitali rozptylovou délku, prokladali nékolik bodt linedrnim fitem, a
kontrolovali, kdy bude relativni zména rozptylové délky pii jednom kroku pod
urcitou presnosti. Konvergence vypocitané rozptylové délky k presné rozptylové
délce miizete vidét na obrazku Pribéh vlnové funkce pro £ = 0, findlni
fit asymptotické piimky a rozptylova délka jsou ukazany na obrazku Pro
propagaci feseni do bodu 122000 jsme potiebovali cca 2800 integracnich krokti
Bulirschovy-Stoerovy metody.
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Obréazek 3.1: Graf zobrazujici nenormalizovanou vlnovou funkei ug(r) pro k =0's
vyznacenymi asymptotickym chovanim a rozptylovou délkou ag na ose. Integrovali
jsme pomoci Bulirschovy-Stoerovy metody s piiblizné 2800 integra¢nimi kroky.
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Obréazek 3.2: Graf zobrazujici konvergenci metody piimé integrace rovnice ([1.4)

k pfesné urcené rozptylové délce ay v zavislosti na koncovém bodé r. Integrovali
jsme pomoci Bulirschovy-Stoerovy metody s priblizné 2800 integrac¢nimi kroky.
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3.1.2 Metoda fazové funkce

Podobné jsme postupovali i v pripadech feseni ODR pro fazovou funkci
do(r) a feseni ODR pro funkci rozptylové délky a.(r), resp. jeji ekvivalentni
verze pro substituci 9(¢). V téchto piipadech jsme jako asymptotickou
okrajovou podminku kontrolovali relativni zménu fazové funkce oy (), resp. funkce
rozptylové délky a.(r), pfi daném kroku.

Fazové posunuti dy(k) jsme vydcislili pro vinova éisla v intervalu (10710,1072),
pricemz jsme hledali oblast, pro kterou fazové posunuti spliiuje piiblizeni efek-
tivnfho poloméru (1.9). Na obrazku [3.3] je vidét, Ze pouze hodnoty na intervalu
(1078,107°) spliuji kvadratickou zavislost danou piiblizenim efektivniho polo-
meéru s dostate¢nou presnosti. Pro hodnoty mimo tento interval bud prevlada
zaokrouhlovaci chyba nebo jsou poruseny podminky ptiblizeni. Typicky pribéh
zévislosti fazové funkce &(r) je pro k = 107° na obrazku [3.4]

7 fazového posunuti §y(k) pro vhodné mald vinova &isla (napi. k = 1077, 1079)
miizeme ovétit podle Levinsonova teorému pocet vazanych stavi. V tabulce
jsou uvedena fazova posunuti s odpovidajicim odhadem pro pocet vazanych
stavi, ktery jsme vypocitali dle

Jelikoz jsou dand vlnova cisla dostatecné malé, tak mizeme s jistotou prohlasit,
ze pro dané parametry ma exponencialni potencial 60 vazanych stavii.

k ‘ 50 ‘ o
1075 | 188,4694 | 59,99167
1077 | 188,4929 | 59,99915

Tabulka 3.1: Pocet vazanych stavii, které podporuje exponencialni potencial (3.1)
pro parametry uvedené v odstavci

V ptipadé Riccatiho rovnice , resp. , jsme ziskali rozptylovou délku
propagaci feSeni do blizkosti bodu 7. Na obrazku je patrny pribéh substitu-
ované funkce J(¢), kterd na rozdil od pribéhu funkce na obrazku neobsahuje
poly, coz byl diivod pro zaveden{ substituce (2.11). Konvergenci funkce rozptylové
délky ag(r), k presné rozptylové délce mizeme pozorovat na obrazku .

Jak muiZeme vidét na obrazcich a funkce §(r) a ¥(¢) maji skokové
chovani, pricemz pocet skokli odpovida poctu vazanych stavi. To je esencidlni
divod pro pouziti adaptivniho integratoru, ktery spravné osetii mista skoki a
umozni natazeni kroku pro velké vzdalenosti r, resp. mala ¢, tak, aby se usetfil
strojovy cas vypoctu a neakumulovala se numericka chyba.
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Obrazek 3.3: Graf zobrazujici priblizeni efektivniho poloméru vztazené k roz-
ptylové délce ag s kvadratickym fitem pro hodnoty na intervalu (10~7,107°) pro
metodu fazové funkce feSenou Bulirschovou-Stoerovou metodou pro expo-
nencialné tlumeny potencial.
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Obréazek 3.4: Graf zobrazuje priibéh fazové funkce dy(r) pro k = 107°.
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Obrazek 3.6: Konvergence funkce rozptylové délky ag(r) k hledané rozptylové
délce ag v zavislosti na vzdalenosti od 7.
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3.1.3 Metoda vnéjsiho komplexniho Skalovani

Reseni zaloZené na vnéjsim komplexnim $kalovani jsme uréili pro nékolik vl-
novych ¢isel k v intervalu (1071°,107%) na jedné komplexni kontute. Pro vypocty
jsme méli na kazdém elementu 15 kvadraturnich bodi. Podle podminek na kon-
turu, které jsme stanovili na konci sekce jsme vybrali vhodnou diskretizaci
kontury, ktera je uvedena v tabulce [3.2]

Pti diskretizaci kontury jsem postupovali tak, ze jsme vybrali dostate¢né vy-
soké R,,.., aby dle byly utlumeny i vlnové funkce s velmi nizkymi k. Kon-
covy bod redlné ¢asti Ry jsme volili dostatecné velky, aby byl jiz potencidl zane-
dbatelny, tj. (Ro)| < 107!, Déle jsme konturu rozdélili na intervaly (viz tabulka
a osadili je rtiznym poctem elementl v zavislosti na lokalni hloubce poten-
cidlu tak, aby hustota elementii na intervalu byla v nejvétsi hloubce potencialu
nejvétsi. Pro jemné doladéni poctu elementli na kontuie jsme kontrolovali citlivost
fazového posunuti na zméné poctu elementti na jednotlivych intervalech.

Elementy na poslednim intervalu redlné ¢asti kontury a intervalu komplexni
¢asti kontury nemaji stejnou délku, ale jsou postupné prodluzovany. V téchto pii-
padech specifikujeme pouze délku prvniho elementu a pocet elementil na daném
intervalu. Ostatni elementy jsou natazeny tak, ze jejich délky splhuji geometric-
kou posloupnost. Udélali jsme to z toho divodu, 7e vétSina vinovych funkei 15
pro takto vysokd R(r) jiz neosciluje, je pozvolna utlumovéna, a tak neni nutné,
aby zde hustota elementi byla vysoka. Déle z toho dtvodu, ze vlnové funkce pro
vétsi vlnova ¢isla k jsou pro vysokd R(r) utlumeny a mnoho elementi na kontufe
vnasi do vypoctl zbytecné chyby.

Vysledné vypocitané hodnoty ptiblizeni efektivniho poloméru jsou na
obrazku [3.7] Diky ECS metodé jsme byli schopni nalézt rozptylové vlnové funkce
pro dané energie E, potazmo vlnova ¢isla k. Nenormalizovanou vlnovou funkeci g
pro k = 107° mizete vidét na obrazku

typ R| R| R R R| R*| C*
rlaaw] || 1|10 | 100 | 1000 | 10000 | 10¢ | 10'2
Ne 31 5] 20| 10 30 | 40| 150

Tabulka 3.2: Tabulka kone¢nych elementii pouzitych pro vnéjsi komplexni skalo-
vani, kde typ oznacuje, zda se jedna o redlnou nebo jiz komplexni ¢ast kontury, r
oznacuje radialni vzdalenost, kde kon¢i dany interval, a n. je pocet elementi na
intervalu (prvni interval zac¢in v bodé r = 0), pficemz Ry = 10% a R0, = 102, %,
** znadi intervaly, na nichZ nejsou elementy stejné dlouhé. Délka prvniho elementu
na *, resp. **, je 300, resp. 100000. Na kontute je priblizné 3600 bod1.
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Obréazek 3.7: Piesnost vyrazu —% tan dg(k) pro vnéjsi komplexni Skalovani a kva-
dratickd ERT extrapolace hodnot z intervalu (1071,1075).
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Obréazek 3.8: Graf zobrazujici nenormalizovanou realnou a imagindrni ¢ast roz-
ptylové vinové funkce uy pro k = 107°.
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3.1.4 Srovnani

Vyse uvedenymi metodami jsme ziskali nékolik hodnot rozptylové délky pro
exponencialné tlumeny potencial . Vypoctené hodnoty jsme uvedli v tabulce
3.3

Je patrné, ze z numerickych metod je vyrazné nejpiesnéjsi primé integrace
Schrédingerovy rovnice. Rozptylova délka ag; je presnd s relativni chybou pti-
blizné 10713, coz je nejméné o 4 ¥fady vice nez u ostatnich metod. Piesnost této
zakladni metody lze prisoudit tomu, ze pracujeme s kratkodosahovym potencia-
lem a asymptotického FeSeni dosdhneme pro celkem mald r ~ 10°.

Srovname-li dvé extrapolativni metody, a to ECS a metodu fazové funkce
do(r), zjistujeme, ze ECS metoda je o 2 fady presnéjsi. Dale mizeme srovnidnim
priblizeni efektivniho poloméru na obrazcich a zjistit, Ze interval plat-
nosti piiblizeni efektivniho poloméru je vyrazné vétsi u ECS metody, nebot saha
ptiblizné az do k ~ 1077,

Dalsi vyhoda ECS metody spociva v tom, Ze k ziskani presnéjsich hodnot pro
velmi mald vlnova ¢isla k < 1077 staci protahnout danou konturu zvétsenim R,,qq,
pripadné Ry, a to tak, aby se vlnové funkce s takto malym k mohly fadné utlumit.
Je nutné ale podotknout, zZe tato zména mize vnést do vypoctu dalsi numerické
chyby, nebot pro velka ¢isla jsou vinové funkce utlumeny jiz pro malé vzdalenosti
na komplexni ¢asti R(r). Z toho vyplyva, Ze nelze ziskat dostatecné presna feseni
splijici priblizeni efektivniho poloméru vSude na intervalu (1071°,1072) s uzitim
pouze jedné diskretizace komplexni kontury. Tomuto jevu a vlivu polohy bodu
Ry se dale vénujeme v kapitole [3.2.3

Velmi dilezita vyhoda ECS metody je, ze umoznuje rychlé opakované vypocty
pro rizné energie, resp. vlnova cisla. Mala ¢ast strojového ¢asu je spotfebovana
na rozlozeni hamiltonidnu do energeticky nezavislé baze, pficemz vétsinu strojo-
vého Casu zabere samotny vypocet soustavy linedrnich rovnic, ktery je zpracovan
pomoci velmi rychlého a pamétové nenaroc¢ného Intel MKL. PARDISO. Tato sku-
teCnost se odrazi v tom, ze vypocet pro priblizné 20 energetickych bodi trva
ECS metodé zhruba 1 s na rozdil od metody fazové funkce, jejiz vypocet trva pro
podobny pocet energetickych bodt zhruba 1 min.

Prestoze je v tomto pripadé metoda fazové funkce dg(r) méné piesnd a efek-
tivni nez metoda ECS, mizeme diky ni snadno ziskat fazova posunuti a ovérit si
napiiklad pocet vazanych stavii bez toho, abychom museli ladit pocty elementi
na kontufe.

Déle je nutné uvést, ze pri vybéru bodu pro fitovani jsme se tidili pouze
presnosti vysledné rozptylové délky, coz nelze pouzit napriklad u potenciali, kde
nezname analytické reSeni, jako je to v pripadé potencialu v nasledujicim odstavci.

H agp primé integrace ‘ ao(r) ‘ do(r) ‘ ECS
ap [a.u] || 26166,778402968 | 26166,77840294 | 26166,78 | 26166,2 | 26166,7782
Sag - 7.3-107% | 1.1-1077 | 24-107° | 5.4-107°

Tabulka 3.3: Tabulka vyslednych rozptylovych délek s uvedenou relativni chybou.
Uvedeny jsou analyticky ziskana rozptylova délka a a feSeni primé integrace
Schrodingerovy rovnice, Riccatiho rovnice pro ag(r), metody fazové funkce do(r)
a ECS metody.
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3.2 Potencial Cs-Cs

Metody jsme provérili na obtiznéjsim problému, a to vypoctem rozptylové
délky pro pér cesiovych atomil s hmotnosti m = 2,422-10° (redukovand hmotnost
je tedy u = 1,211 - 10%), interagujici skrze modelovy potencidl [13]

V(R) = %Br”e"r — (% + % + %) <19(7“ - R.) + (R — r)e*(%*W) ,

(3.9)
kde 9 je Heavisideova funkce. Parametry potencialu jsou v tabulce Prvni ¢len
souvisi s vyménnou interakci valenc¢nich elektront a ¢len v prvnich zavorkach
slozeny z van der Waalsovych ¢lentt odpovidd dalekodosahové ¢asti potencidlu.
Clen v poslednich zavorkach slouzi k ofezu dlouhodosahové ¢asti v bodé R,, aby
se vyrusilo divergentni chovani v pocatku. Potencial podporuje 59 vazanych stavii
pro vSechny analyzované parametry R..

[ B [& |G |G
5,53 | 1,072 | 1,6-1073 | 7,02-10% | 1,10 10° | 1,70 - 10

Tabulka 3.4: Parametry Cs-Cs modelového potencidlu

V této Casti budeme porovnavat pribézné vysledky se zkonvergovanymi roz-
ptylovymi délkami a vysledné rozptylové délky srovname na konci i s vysledky od
jinych autort. Prezentované vysledky budou pouze pro nékolik hodnot parame-
tru R., pricemz vycislime rozptylové délky i pro dalsi casto analyzované hodnoty
parametru R.. Ty pouze uvedeme ve srovnani na konci.

3.2.1 Prim3 integrace Schrédingerovy rovnice

V pripadé empirického potencidlu Cs-Cs jsme postupovali stejné jako v pii-
padé referen¢niho potencidlu s tim rozdilem, Ze jsme si vzali nasledujici poc¢atecni
okrajovou podminku

u(1071%) = 0, (3.10)
v(1071%) = 1071, (3.11)

kde pocatecni bod integrace jsme volili 10710, Jelikoz pracujeme s dalekodosa-
hovym potencidlem, bylo pro splnéni asymptotické okrajové podminky nutné in-
tegrovat do vzdalenosti fadové 10°, coZ je podobné vzddlenost jako v piipadé
exponencialniho potencidlu (viz obrazky a . Zaroven platilo, ze hodnoty
vlnové funkce 1, velmi rychle rostly az do 10'%°.

Konvergence rozptylovych délek k vyslednym hodnotam pro nékolik parame-
tra R, jsou ukdzany na obrazku Je zde patrné, Ze i mald zména parametru R,
zpusobi, Ze je pro pozadovanou presnost nutné integrovat do témér dvojnasobné
vzdalenosti. Fluktuace okolo trendti na obrazku je mozné zdivodnit pretecenim
amplitudy vlnové funkce a musime s vysledky nakladat s jistou rezervou. Z kon-
vergence metody vyplyva, Ze se hodnoty rozptylové délky ustaluji na pfiblizné 10
platnych cifer.
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Obréazek 3.9: Graf zobrazujici konvergenci metody piimé integrace rovnice ((1.4)
k vysledné rozptylové délce ay v zavislosti na koncovém bodé r a parametru R,

potencialu Cs dimeru.
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Obrazek 3.10: Graf zobrazujici konvergenci Feseni Riccatiho rovnice (| ao(r
k vysledné rozptylové délce v zavislosti na vzdalenosti od koncoveho bod 7 a

parametru R, potencidlu Cs dimeru.
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3.2.2 Metoda fazové funkce

U feSeni metody fazové funkce nejdiive se zamérime na feseni ODR pro roz-
ptylovou délku a(r) , resp. (2.11)). Na obrézku m je zobrazena konvergence
rozptylovych funkei k jednotlivym vyslednym rozptylovym délkam. Ze substituce
o(r) (2.10) vyplyva, ze jsme pro jednotlivé parametry R, integrovali pfiblizné do
vzdalenosti 4 - 10°. Srovndme-li obrdzek konvergence s obrdzkem konvergence pro
exponencialni potencial je patrné, ze poly rozptylové funkce pro exponen-
cidlni potencial jsou blize k 7, jsou ve vétsi radidlni vzdalenosti r od pocatku,
nez v pripadé modelového potencidlu Cs dimeru. Je to nejspiSe zptisobeno tim,
ze exponencidlni potencial diky velké délce jamy a = 3000 je utlumovan velmi
pomalu. Tento fakt, Ze pdly funkce a.(¢), resp. skoky funkce ¥(¢), nejsou pro po-
tencial Cs-Cs blizko u koncového bodu, mé pozitivni vliv na presnost metody. Pro
vypocet bylo pro kazdy parametr R, potifeba pfiblizné 3800 integracnich krokii.

U metody fazové funkce dy(r) jsme se jiz na piikladu exponenciilniho poten-
cidlu presvédcili, ze nezajistuje presnou vyslednou rozptylovou délku. Z tohoto
divodu odprezentujeme vysledky pro parametr R. = 23,165 a vztdhneme je k
rozptylové délce ziskané reSenim Riccatiho rovnice, kterda je uvedena v tabulce
3.6

arey = 68,2159676. (3.12)

Na obrézku jsou zobrazeny hodnoty pro modifikované priblizeni efektivniho
poloméru. Priblizeni dané vztahem je splnéno v dostatecné presnosti pouze
pro hodnoty pfiblizné v intervalu (1075, 1073), kterymi jsme prolozili kvadraticky
fit. Uvedeny obrazek mtizeme srovnat s obrazkem pro exponencidlni potencial
7 divodu dalekodosahového potencidlu je interval platnosti priblizeni mensi
a pro velmi nizkd k je ziejmy vliv zaokrouhlovacich chyb.

Jelikoz jsou vysledné hodnoty rozptylovych délek spravné pouze na priblizné
4 — 5 platnych cifer, tak jsme je do findlniho srovnani neuvadéli.
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3.2.3 Metoda vnéjsiho komplexniho skalovani

V piipadé Cs-Cs dimeru jsme pii diskretizaci komplexni kontury postupovali
podobné jako v piipadé exponencialniho potencialu, ale navic jsme provedli né-
kolik analyz. Interval (0,500), kde je potencial nejhlubsi, jsme osadili dostatec¢né
velkym mnozstvim elementi (viz tabulka . Pro vétsi vzdalenosti r jiz vinové
funkce nekmitaji, a tak jsme zbytek redlné c¢asti osadili elementy, které se po-
zvolna protahovaly s kvocientem ¢ ~ 1,5 do bodu Ry = 10000, pficemz prvni
element posloupnosti méel délku 100.

Polohu koncového bodu komplexni ¢asti R,,., jsme urcili pomoci analyzy,
kterd je na obrzku [3.12] Je zde patrnd platnost poucky (2.22)), Zze vlnové funkce
s malymi vlnovymi ¢isly potiebuji k utlumeni delsi kontury, nebot s kazdym zme-
nSenim k o dva fady je nutné protahnout konturu o dva fady. Hodnoty vyrazu
—% tan 0g(Rpmaz) jsme pro jednotliva k vztéhli k findlnim hodnotam vyrazu pro
Rppaz = 2,4 -10%. Jelikoz se hodnota vyrazu —%tan 00(Rmaz) pro vechny re-
levantni k£ ustdli do radidlni vzdalenosti 102, vybrali jsme jako koncovy bod
komplexni kontury R, = 4,5 - 1012

Abychom presné uréili koncovy bod Ry realné ¢asti, protahovali jsme posledni
skupinu elementi na realné ¢asti kontury a elementy na komplexni ¢asti kontury
s kvocientem ¢ = 1,5 a7z do bodu R,e, = 4,9-10'2, pficem? jsme bod R, postupné
posunovali mezi elementy. Vysledek analyzy je na obrazku [3.13] Hodnoty vyrazu
—% tan dg(Ro) jsme vztahli k hodnoté a,, = 68,215973, coz je piiblizna hodnota,
na které se ustaluji hodnoty vyrazu pro k = 1071° v okoli bodu 5 - 10°.

Je zde patrné postupné konvergence hodnot az do bodu 4,5 - 10. Na obrazku
vidime, Ze fazova posunuti jsou pro velkd Ry nefyzikdlni. Jedna se o numericky
artefakt a souvisi s vypo¢tem rozptylové amplitudy dle vztahu (2.23). Abychom se
vyhnuli numerickym chybam, vybrali jsme bod Ry = 4,5 10° pro urceni spravné
hodnoty fazového posunuti. Vysledna kontura, kterou jsme pouzili k vypoctim
je v nasledujici tabulce.

tw| RIR|R| R| R| R C*
rlaw] | 10|20 |30 100 | 500 | 4-10° | 5102
ne || 10]25[30] 25| 20 30 40

Tabulka 3.5: Tabulka konecnych elementti pouzitych pro vnéjsi komplexni ska-
lovani. Na intervalech *, ** jsou elementy natahovany a prvni element mé délku
100, 50000. Na konture je priblizné 2500 bodi.

Co se tyce MERT extrapolace, soustiedili jsme se na hodnoty vinového ¢isla k
v intervalu (1079 107%), pro néZ hodnoty dostate¢né konverguji. Pro velmi nizké
hodnoty k nastava problém s konvergenci podobny pfipadu s nulovou energii a
pro velkd k£ miizeme pochybovat o platnosti modifikovaného priblizeni. Vypocty
jsme provadéli pro vSechny relevantni parametry R, na stejné konture. Na obrazku
miuzete vidét vypocitané hodnoty pro parametr R, = 23,165. Jsou zde patrné
vySe popsané jevy. 7 extrapolace vyplyva, ze ziskané hodnoty rozptylovych délek
jsou presné priblizné na 7 — 8 platnych cifer.

21



3.2.4 Srovnani a diskuze metod

Jelikoz jsme pouzili ¢asto aplikovany empiricky potencial Cs dimeru, existuje
mnoho vysledki od jinych autori, které se rizni svoji presnosti. Vybrali jsme pro
srovnani dva vysledky od autortt Marinescu [4] a Sulce [14], pficem# ten prvnf z
roku 1994 je jeden z prvnich a ¢asto odkazovanych ¢lankt zabyvajicich se touto
problematikou, kdezto vysledky od Sulce z roku 2010 jsou nejpiesnéjsi (autoii
uvadi vysledky na 10 platnych cifer) a budeme v nim vztahovat nase vysledky.
Vysledky od uvedenych autort a vysledky predeslych odstavcii jsme uvedli v
tabulce 3.6

Je jisté, Ze nase vysledky jsou lep$i nez vysledky uvedené v [4]. Je nutné
zminit pozoruhodnou piesnost primého feseni Schrodingerovy rovnice pro nékteré
hodnoty parametru R.. Ze srovnani s vysledky uvedenymi v [14] lze vyvodit, 7Ze
vysledky metody pifimého feseni Schriodingerovy rovnice jsme urcili pfiblizné 8 —9
platnych cifer. Kromé ladéni vnitinich parametri Bulirschovy-Stoerovy metody
v Boost C++4 implementaci a volby pocateéniho bodu tato metoda neumoznuje
odhad chyby feseni.

ECS metodou jsme ziskali rozptylové délky s relativni chybou piiblizné 1078,
pri¢emz chyba metody je dana chybou fitu a chybou jednotlivych fitovanych hod-
not. Ma srovnatelnou presnost jako FeSeni Riccatiho rovnice, ale ECS metoda
navic poskytuje rozptylové vinové funkce a fdzové posunuti, ze kterého mizeme
vyjadrit dalsi charakteristiky rozptylu, napf. aéinny prirez o. Déle je mozné z
MERT vyjadiit efektivni polomér interakce 7. Z Riccatiho rovnice pro
rozptylovou funkci ag(r) naopak snadno ziskdme rozptylovou délku, kterou hle-
déame bez toho, abychom diskretizovali komplexni konturu v zavislosti na pribéhu
potencialu.

Problémem ECS-FEM-DVR metody je skutec¢nost, Ze neexistuje efektivni au-
tomatizace pro diskretizaci komplexni kontury, kterd by déavala uspokojivé vy-
sledky. Pro jeji pouziti je proto nutné uplatnit podobné analyzy jako ty, které
jsme pouzili v obrazcich a

Ve srovnani s ostatnimi analyzovanymi metodami je metoda fazové funkce
velmi nevhodnd pro presny vypocet rozptylové délky, nebotf nedokdze presné
spoc¢itat fazova posunuti pro k& < 1075, abychom mohli pouzit MERT piibliZeni.

R, [a.u] ‘ al ‘ a? ‘ piimé integrace ‘ ao(r) ‘ ECS
23,115 | 477,1465 | 477,1465226 477,1465226 | 477,146525 | 477,14652
23,140 | -72,24305 | -72,24304633 -72,2430464 | -72,2430428 | -72,243048
23,165 | 68,21596 | 68,21596735 68,21596725 | 68,2159676 | 68,215967
23,190 | 145,4336 | 145,4335866 145,4335866 | 145,4335879 | 145,43358
23,215 | 350,6305 | 350,6305570 350,6305568 | 350,630554 | 350,63056

Tabulka 3.6: Srovnani vyslednych rozptylovych délek pro primou integraci Schro-
dingerovy rovnice, Riccatiho rovnici pro ag(r) a ECS metody s vysledky od dalgich
autord. ! je pfevzaty z [4] a ? je prevzaty z [14].
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Obrézek 3.11: Presnost vyrazu —3 tan do(k) vztazeného k rozptylové délce ziskané
feSenim Riccatiho rovnice (1.16) v zévislosti na k pro parametr R, = 23,165 .
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Obrazek 3.12: Piesnost vyrazu —%tan 0o jako funkce koncového bodu kontury

R, naz pro potencial Cs-Cs dimeru s parametrem R, = 23,165 pro jednotliva vlnova
¢isla k.
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Obrézek 3.13: Presnost vyrazu —% tan dy jako funkce koncového bodu redlné ¢asti

kontury Ry pro potencidl Cs-Cs dimeru s parametrem R, = 23,165 pro jednotliva
vlnova cisla k.
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Obrézek 3.14: Piesnost vyrazu — 4 tan &y (k) v zdvislosti na k vztazené k rozptylové
délce ziskané kvadratickym fitem zavislosti (1.10)).
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7, aveér

V této bakalarské praci jsme se seznamili se ¢tyfmi numerickymi metodami pro
vypocet rozptylové délky ag na pripadech modelového a empirického potencidlu.
Jejich vysledky jsme srovnali s vysledky od jinych autort, pficemz jsme metodami
FEM-DVR-ECS, fesenim Riccatiho rovnice a pfimou integraci Schrédingerovy
rovnice ziskali rozptylové délky, které byly pouze o 2 az 3 platné cifry méné presné
nez velmi presné vysledky uvedené v [I4]. Demonstrovali jsme, Ze metoda fazové
funkce neni vhodnd pro vypocty rozptylovych délek, nebot nedokdze vypocitat
dostatecné presna fazova posunuti dy pro velmi nizka vlnova cisla k.

Ovérili jsme, Ze metoda vnéjstho komplexni skalovani je vhodna i pro velmi
mala vlnova ¢isla k£ a diky své rychlé a efektivni implementaci ma Siroké praktické
pouziti pro vypocet rozptylové délky ag. Riccatiho rovnice pro funkei rozptylové
délky ve spojeni s Bulirschovou-Stoerovou metodou je velmi zajimavou alterna-
tivou pro vypocet rozptylové délky ay.
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