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Úvod

Rozptylová délka a0 je klíèový parametr pøi popisu srá¾ek èástic pøi velmi
nízkých teplotách. V pøípadì nízkoenergetických dvouèásticových srá¾ek lze po-
mocí ní vyjádøit celkový úèinný prùøez σ = 4πa20 a mnoho vlastností Boseho-
Einsteinova kondenzátu je popsáno pouze rozptylovou délkou. Napøíklad che-
mický potenciál Boseho-Einsteinova plynu je pøímo úmìrný rozptylové délce
µBose = 4πa0

n
m
, kde n je hustota èástic a m je atomová hmotnost.

Z experimentù na ultra chladných atomech lze zkonstruovat spolehlivé em-
pirické molekulární potenciály. Rovnice pro tyto potenciály nemají obecnì ana-
lytická øe¹ení, a tak je nutné najít robustní, rychlou a vysoce pøesnou metodu
výpoètu rozptylové délky tak, abychom byli následnì schopní napøíklad získat
derivace rozptylové délky vzhledem k parametrùm potenciálu.

Existuje mnoho mo¾ných cest k sestavení robustní metody, a to od pøímé
integrace Schrödingerovy rovnice pro nulovou energii a¾ po extrapolativní metody.
V této práci se zamìøíme na nìkteré ji¾ zavedené metody a na testovacím a
empirickém potenciálu zjistíme, jak jsou pøesné.

V celé práci pou¾íváme pro pøehlednost atomové jednotky (a.u.).
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1. Teorie

1.1 Rozptyl na sféricky symetrickém potenciálu
a fázové posunutí

Pøi rozptylu na sférickém potenciálu hledáme øe¹ení jednoèásticové Schrödin-
gerovy rovnice

− 1

2µ
4ψ + V (r)ψ = Eψ (1.1)

s okrajovou podmínkou

ψ(~r)
r→∞−−−→ N

(
eikz + f(k)

eikr

r

)
, (1.2)

kde f(k) je amplituda rozptylu a N je normalizaèní konstanta. Jeliko¾ øe¹ení
jednoèásticové Schrödingerovy rovnice ze symetrie nezávisí na úhlu φ, mù¾eme
øe¹ení hledat ve formì parciálních vln

ψ(r, θ) =
∞∑
l=0

ul(r)
Pl(cos(θ))

r
, (1.3)

kde Pl jsou Legenderovy polynomy a θ je úhel. Dosazením (1.3) do Schrödingerovy
rovnice (1.1) vyjádøené ve sférických souøadnicích získáme rovnici pro parciální
øe¹ení ul(r) (

− 1

2µ

d2

dr2
+

1

2µ

l(l + 1)

r2
+ V (r)− E

)
ul(r) = 0, (1.4)

kde V (r) je efektivní potenciál interakce. Pro r → ∞ platí, ¾e potenciál V (r)
je utlumen (v celé práci budeme pøedpokládat, ¾e V(r) klesá rychleji ne¾ 1

r2
) a

èástice se chová jako volná èástice s fázovým posunem δl

ul(r) ∝ sin(kr − lπ

2
+ δl). (1.5)

Amplituda rozptylu f(k) je v reprezentaci parciálních vln dána následovnì

f(k) =
∞∑
l=0

(2l + 1)fl(k)Pl(cos(θ)), (1.6)

kde fl(k) je parciální amplituda rozptylu, kterou je mo¾né vyjádøit pomocí fázo-
vého posunutí

fl(k) = (2l + 1)ileiδl . (1.7)

Uveïme je¹tì, ¾e pro sféricky symetrický potenciál obvykle platí, ¾e fázový posun
δl(k) splòuje Levinsonùv teorém ve tvaru

δl(0)− δl(∞) = nlπ, (1.8)

kde nl je poèet vázaných stavù s daným momentem hybnosti l [1].
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1.2 Pøiblí¾ení efektivního polomìru

Fázové posunutí obsahuje dùle¾itou informaci o rozptylu a lze z nìho získat
mnohé u¾iteèné parametry rozptylu. Pomocí teorie Jostovy funkce [2], lze odvodit,
¾e pokud zkoumaný potenciál je omezeného dosahu nebo exponenciálnì tlumený,
následující rozvoj pro funkci fázové posunutí

k2l+1 cot δl(k) = − 1

al
+

1

2
rlk

2 +O(k4), (1.9)

v nìm¾ al je rozptylová délka a rl je efektivní polomìr interakce. Rozvoj (1.9) se
zanedbáním velièin O(k4) je nazýván pøiblí¾ením efektivního polomìru (ERT).

Pro dalekodosahové potenciály (s dominantním èlenem r−n) je situace ob-
tí¾nìj¹í a pøiblí¾ení (1.9) obecnì neplatí. Pro þvan der Waalsovyÿ potenciály s
dalekodosahovou slo¾kou ≈ r−6 lze v pøípadì l = 0 nalézt podobný rozvoj v k
jako (1.9), který se obvykle nazývá modi�kované pøiblí¾ení efektivního polomìru
(MERT) [3]

1

k
tan δ0(k) = −a0 −

1

2
r0a

2
0k

2 +O(k4). (1.10)

Pro obì pøiblí¾ení platí, ¾e rozptylová délka a0 je

a0 = − lim
k→0

1

k
tan δ0(k). (1.11)

Obecnì platí, ¾e v pøípadì l = 0 má rozptylová délka a0 rozmìr délky, a v pøí-
padì potenciálù tlumených rychleji ne¾ r−4 [4] lze rozptylovou délku a0 de�novat
pomocí asymptotického chování øe¹ení u0 rovnice (1.4) pro nulovou energii

u0(r) = αr + β, r →∞, (1.12)

kde α, β jsou reálné parametry a rozptylová délka je poté dána jako a0 = −β
α
. Z

gra�cké hlediska je rozptylová délka vzdáleností, kde asymptotické lineární øe¹ení
protne radiální osu.

1.3 Metoda fázové funkce

Je mo¾né øe¹it problém zadaný Schrödingerovou rovnicí (1.4) pro k,l = 0
a poté napøíklad z asymptotického øe¹ení (1.12) získat rozptylovou délku. Nebo
mù¾eme pou¾ít ekvivalentní rovnici pro fázovou funkci δ0(r). V druhém pøípadì
je nutné pou¾it oøezaný potenciál Vρ(r) v bodì ρ

Vρ(r) =

{
V (r)

0

pro r ≤ ρ

pro r > ρ.
(1.13)

Pro tyto funkce je mo¾né ze Schrödingerovy rovnice získat systém ODR 1. øádu
pro fázovou funkci [1], [5]

δ′0(r) = −1

k
U(r) sin2(kr + δ(r)) (1.14)

s poèáteèní podmínkou
δ0(0) = 0, (1.15)
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pøièem¾ U(r) = 2µV (r). Výsledné fázové posunutí δ0 získáme z fázové funkce
limitou δ0(r) −−−→

r→∞
δ0.

V èlánku [6] se autoøi pokusili o její elementární pou¾ití ve spojitosti s Le-
vinsonovým teorémem (1.8) a pro výpoèet rozptylové matice S, pøièem¾ jejich
výpoèty byly pro rùzné momenty hybností l a vlnová èísla k > 10−2. My se bu-
deme zabývat pouze pøípadem s l = 0 a vyzkou¹íme její pou¾ití pro velmi nízké
energie tak, abychom získali rozptylovou délku.

1.3.1 Riccatiho rovnice pro rozptylovou délku

Metodu fázové funkce lze prohloubit, a tak autor [5] dále odvodil Riccatiho
rovnici pøímo pro rozptylovou délku. Vychází z toho, ¾e rozptylová délka splòuje
(1.11), co¾ platí i pro fázovou funkci δ0(r) a jí odpovídající funkci rozptylové
délky a0(r). Výslednou rozptylovou délku lze získat limitou a0(r) −−−→

r→∞
a0. V

následující Riccatiho rovnici pou¾íváme notaci ac = −a0

dac
dr

(r) = (r − ac(r))2U(r) (1.16)

s okrajovou podmínkou
ac(0) = 0. (1.17)
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2. Numerické metody

Pro získání rozptylové délky se pou¾ívá mnoho rùzných numerických metod.
Mù¾eme je dìlit na dva typy, pøímé metody pro k = 0 a extrapolativní metody
pro k 6= 0. Metody prvního typu øe¹í Schrödingerovu rovnici (1.4) anebo její
obmìny pro nulovou energii a metody druhé typu, øe¹í problém pro nìkolik malých
nenulových k a z tìchto øe¹ení poté extrapolací pro k → 0 získávají s pou¾itím
vztahù (1.9), resp. (1.10), rozptylovou délku a0.

Problém je v¾dy zadán ODR na urèitém intervalu, poèáteèní okrajovou pod-
mínku (napø. u0(0) = 0) a známým analytickým chováním pro r → ∞. V pøí-
padì ECS metody je tato odcházející okrajová podmínka nahrazena Dirichletovou
okrajovou podmínkou, kdy ψ(Rmax) = 0, kde Rmax je konec komplexnì ¹kálované
kontury. Více naleznete v odstavci 2.2.

2.1 Numerické øe¹ení ODR

Obyèejná diferenciální rovnice (ODR) n-tého øádu lze vyjádøit jako soustava
n obyèejných diferenciálních rovnic 1. øádu ve tvaru y′ = f(x,y). Pro pøípad l = 0
a k = 0 øe¹íme Schrödingerovu rovnici (1.4) ve tvaru

u′′0(r)− U(r)u0(r) = 0, (2.1)

kterou transformujeme do soustavy dvou ODR 1. øádu

u′(r) = v(r), (2.2)

v′(r) = U(r)u(r). (2.3)

V tomto pøípadì je ji¾ mo¾né pou¾ít rùzné integrátory øe¹ící danou soustavu s
poèáteèní okrajovou podmínkou u(0) = 0 a vhodnì zvolenou v(0), která urèuje
normalizaci vlnové funkce.

2.1.1 Bulirschova-Stoerova metoda

Mezi jedny z nejpøesnìj¹ích metod øe¹ící soustavu ODR 1. øádu patøí
Bulirschova-Stoerova metoda [7], [8], která vyu¾ívá modi�kovanou metodu støed-
ního bodu a Richardsonovu polynomiální extrapolaci. Její idea spoèívá v tom, ¾e
propagujeme-li øe¹ení y(x) z bodu x do bodu x+H, tak na intervalu [x,x+H],
který rozdìlíme mezikroky h = H

n
, mù¾eme psát následující soustavu rovnic

z0 = y(x), (2.4)

z1 = z0 + hf(x,z0), (2.5)

zm+1 = zm−1 + 2hf(x+mh,zm) pro m = 1,2, · · · ,n− 1, (2.6)

y(x+H) ≈ yn+1 =
1

2
[zn + zn−1 + hf(x+H,zn)], (2.7)

kde jsme pou¾ili metodu støedního bodu (2.6). Pøièem¾ lokální diskretizaèní chyba
aproximace yn+1 je dána

yn+1 − y(x+H) =
∞∑
i=1

αih
2i. (2.8)
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Takto se jedná pouze o metodu 2. øádu. Budeme-li ale zvìt¹ovat n tak, ¾e n ∈
{nj}jmax

j=0 , mù¾eme díky tomu, ¾e rozvoj lokální diskretizaèní chyby øe¹ení (2.8)
je slo¾en jen ze sudých mocnin, kombinací øe¹ení (2.8) eliminovat vy¹¹í øády
chyby. Pro samotnou extrapolaci pou¾íváme poèty mezikrokù dané Deuhardem
nj = 2(j+1) a Aitkenùv-Nevillùv algoritmus. S ka¾dým dal¹ím u¾itým nj získáme
metodu o 2 øády vìt¹í a mù¾eme tak dosáhnout po¾adované lokální diskretiza-
èní chyby øe¹ení na daném intervalu. Obecnì se shora omezuje poèet mo¾ných
øe¹ení tak, aby se v pøípadech, kdy je nutné pro danou pøesnost vzít velké mno¾-
ství funkcí ynj

, radìji pøistoupilo k men¹ímu kroku H. My máme nastaven poèet
funkcí na maximální poèet jmax = 12. Pou¾ili jsme Boost C++ implementaci
Bulirschovy-Stoerovy metody. Její implementace vyplývá z [8], kde je dále po-
drobnì popsáno øízení chyby a øádu metody.

2.1.2 Øe¹ení Riccatiho rovnice pro rozptylovou délku

Rovnice (1.16) je pro numerické øe¹ení obtí¾nìj¹í díky tomu, ¾e (r−ac(r)) má
póly, které odpovídají vázaným stavùm, a algoritmy zalo¾ené na Rungeových-
Kuttových nebo Bulirschových-Stoerových metodách je ¹patnì zpracovávají. Je
proto nutné zavést vhodnou transformaci promìnných, která se pólùm vyhne [9]

ac(r) = tanϑ(r), (2.9)

r = tanφ(r), (2.10)

pøièem¾ výsledná ODR má tvar

dϑ

dφ
(φ) =

1

cos4 φ
sin2(ϑ(φ)− φ)V (tan(φ)) (2.11)

s poèáteèní podmínkou
ϑ(0) = 0, (2.12)

kterou øe¹íme na intervalu [0,φc], kde φc je blízké π
2
.
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2.2 Vnìj¹í komplexní ¹kálování

Velmi zajímavá metoda, kterou mù¾eme zaøadit mezi extrapolativní metody,
je vnìj¹í komplexní ¹kálování (ECS). Je zalo¾ena na zavedení transformace sou-
øadnic Hamiltoniánu

R(r) =

{
r

R0 + (r −R0)e
iη

pro r ≤ R0,

pro Rmax > r > R0,
(2.13)

kde R0 je vzdálenost, do které je vlnová funkce funkcí reálných souøadnic, Rmax

je konec komplexnì ¹kálované kontury pod ¹kálovacím úhlem η.
Díky ECS transformaci je snadno aplikovat asymptotickou okrajovou pod-

mínku (viz ní¾e) a zároveò získat parametry vlnové funkce jako fázový posun a
rozptylovou délku z regionu, kde je vlnová funkce funkcí reálných souøadnic. Vý-
poèet tìchto parametrù nezávisí na ¹kálovacím úhlu η [10]. Máme-li rozptylovou
vlnovou funkci ve tvaru

u0 = ψsc + ψ0, (2.14)

pøièem¾ vlnová funkce ψ0 splòuje pøíchozí okrajové podmínky a je dána jako

ψ0 = jl(kr)
l=0
= sin(kr). Vlo¾íme-li rovnici (2.14) do Schrödingerovy rovnice (1.4),

získáme

(E −H)ψsc = (H − E)ψ0, (2.15)

(E −H)ψsc = V (r) sin(kr), (2.16)

pøièem¾ hledáme vlnovou funkci ψsc, která splòuje asymptotickou okrajovou pod-
mínku. V pøípadì, ¾e potenciál V (r) slábne rychleji ne¾ 1

r2
, pak

ψsc(r) −−−→
r→∞

kf0(k)eikr. (2.17)

Pokud se pokusíme vyøe¹it rovnici (2.16) s pou¾itím pootoèených souøadnic dle
(2.13), pak pravá strana rovnice pro r > R0 je ve tvaru

V (R0 + (r −R0)e
iη) sin(k(R0 + (r −R0)e

iη)) (2.18)

a diverguje pro r →∞ (nebo» sinus diverguje), pokud potenciál V není omezený
nebo exponenciálnì tlumený. Bylo ukázáno [11], ¾e lze zamezit divergenci pro
r > R0 v pøípadì, kdy potenciál V (r) oøízneme v bodì R0

VR0(r) =

{
V (r)

0

pro r ≤ R0,

pro r > R0.
(2.19)

Pro tento potenciál mù¾eme nalézt øe¹ení ψscR0
(r) rovnice (2.16), nebo» pravá

strana ji¾ nediverguje

(E −H)ψscR0
= VR0(r) sin(kr). (2.20)

Vnìj¹í komplexní ¹kálování pozmìòuje asymptotickou okrajovou podmínku (2.17)
na

ψscR0
(r) −−−→

r→∞
0, (2.21)
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nebo» vlnová funkce v komplexní èásti klesá exponenciálnì

ψscR0
(r) ∝ e−krη, (2.22)

pøièem¾ rychlost poklesu závisí na k. Z vlnové funkce u0 je mo¾né získat parciální
rozptylovou amplitudu f0(k) následujícím zpùsobem [10]

f0(k) = −1

k
W (j0(kr),u0(r))|r=R0−ε, (2.23)

kdeW (a,b) = ab′−a′b je Wronskián vzhledem k r vyèíslený v bodì R0−ε blízkém
konci reálné èásti kontury. Z rovnice (1.7) je poté mo¾né urèit fázové posunutí
δ0(k).

Námi pou¾itá implementace ECS metody je kombinována s diskrétní reprezen-
tací promìnných (DVR) a s metodou koneèných prvkù (FEM), která je podrobnì
popsána v [10]. DVR metoda pou¾ívá Lagrangeovy interpolaèní polynomy s body
sítì odvozené na základì Gaussovy-Lobattovy kvadratury. Gaussova-Lobattova
kvadratura je podobná známìj¹í Gaussovì-Legenderovì kvadratuøe. Obì tyto kva-
dratury aproximují integrály následovnì∫ b

a

F (x)dx ≈
n∑
i=1

F (xi)wi, (2.24)

kde n je øád kvadratury. V pøípadì Gaussovy-Lobattovy kvadratury jsou dva
krajní kvadraturní body �xovány na hranice intervalu (x1 = a, xn = b). Díky
tomu doká¾eme pøesnì aproximovat F (x) v pøípadì, kdy je polynomem stupnì
≤ 2n − 1. Jako normalizované DVR bázové funkce mù¾eme na intervalu [a,b]
de�novat s pomocí Lagrangeových interpolaèních polynomù funkce, které jsou
ortogonální pod Gaussovou-Lobattovou integrací.

Jeliko¾ jsou v síti daného elementu ([a,b]) zahrnuty krajní body intervalu,
lze tyto elementy ve smyslu metody koneèných prvkù øetìzit. Tento FEM-DVR
pøístup nám umo¾òuje rozdìlit konturu danou ECS metodou pro radiální sou-
øadnici R(r) (2.13) na jednotlivé elementy, pøièem¾ bod R0 le¾í na hranici dvou
elementù. Ka¾dý element má stejný øád GL kvadratury n.

Ve sjednocené bázi funkcí lze vyjádøit matice kinetické energie a potenciálu.
Pro získání pøesného øe¹ení rovnice (2.20) je nutné splnit nìkolik podmínek. V
bodì R0 musí být V (R0) ≈ 0, aby mohl být s dostateènou pøesností pou¾itý
vztah 2.19 a poté musí být konec komplexní èásti kontury Rmax v dostateèné
vzdálenosti, aby bylo øe¹ení utlumené, tedy ψsc(Rmax) ≈ 0. Aby získání pøesného
øe¹ení bylo efektivní je nutné vhodnì pøizpùsobit poèet elementù na komplexní
kontuøe prùbìhu potenciálu.
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3. Výsledky

3.1 Modelový potenciál

Pro srovnání vý¹e uvedených metod jsme pou¾ili modelový potenciál s expo-
nenciálním útlumem, pro který známe pøesné analytické øe¹ení

U(r) = −2µV0 exp
(
−r
a

)
, (3.1)

pøièem¾ jsme vhodnì zvolili µ = 1, V0 = 0,0005 a a = 3000 tak, aby poten-
ciál podporoval 60 vázaných stavù a zároveò aby volba velkého rozmìru jámy
a odpovídala dalekodosahovosti potenciálù chladným atomù, pøesto¾e se jedná
o krátkodosahový potenciál. Pro potenciál (3.1) existují následující analytická
øe¹ení Jostovy funkce F , S matice a fázového posunutí pro l = 0 [12]

F(k) = exp(iak log(a22µV0))Γ(1− 2iak)J−2iak(2a
√

2µV0), (3.2)

S(k) =
F(−k)

F(k)
, (3.3)

δ0(k) = arctan
Im{S(k)}
Re{S(k)}

. (3.4)

Pro námi vybrané parametry potenciálu jsme pou¾itím vztahù (3.4), (1.11) vy-
poèítali rozptylovou délku

a0 = lim
k→0
−1

k
tan δ0(k) = 26166,778402968. (3.5)

Uvedenou rozptylovou délku budeme pova¾ovat za referenèní a budeme k ní vzta-
hovat v¹echny následující výsledky tak, abychom mohli metody srovnat v sekci
3.1.4.

3.1.1 Pøímá integrace Schrödingerovy rovnice

Nejjednodu¹¹ím mo¾ným pøístupem k nalezení rozptylové délky je vyøe¹ení
Schrödingerovy rovnice pro k = 0 (2.1), kterou jsme transformovali na odpoví-
dající soustavu rovnic 1. øádu (2.2) a (2.3). Jako poèáteèní okrajovou podmínku
jsme pou¾ili

u(10−14) = 0, (3.6)

v(10−14) = 1, (3.7)

kde v(0) je vybráno libovolnì a urèuje pouze normalizaci vlnové funkce. Pro
propagaci øe¹ení jsme pou¾ívali Bulirschovu-Stoerovu metodu tak, jak je popsáno
v odstavci 2.1.1.

Splnìní lineární asymptotické podmínky jsme detekovali tak, ¾e jsme s kro-
kem 5000 poèítali rozptylovou délku, prokládali nìkolik bodù lineárním �tem, a
kontrolovali, kdy bude relativní zmìna rozptylové délky pøi jednom kroku pod
urèitou pøesností. Konvergence vypoèítané rozptylové délky k pøesné rozptylové
délce mù¾ete vidìt na obrázku 3.2. Prùbìh vlnové funkce pro k = 0, �nální
�t asymptotické pøímky a rozptylová délka jsou ukázány na obrázku 3.1. Pro
propagaci øe¹ení do bodu 122000 jsme potøebovali cca 2800 integraèních krokù
Bulirschovy-Stoerovy metody.
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Obrázek 3.1: Graf zobrazující nenormalizovanou vlnovou funkci u0(r) pro k = 0 s
vyznaèenými asymptotickým chováním a rozptylovou délkou a0 na ose. Integrovali
jsme pomocí Bulirschovy-Stoerovy metody s pøibli¾nì 2800 integraèními kroky.
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Obrázek 3.2: Graf zobrazující konvergenci metody pøímé integrace rovnice (1.4)
k pøesnì urèené rozptylové délce a0 v závislosti na koncovém bodì r. Integrovali
jsme pomocí Bulirschovy-Stoerovy metody s pøibli¾nì 2800 integraèními kroky.
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3.1.2 Metoda fázové funkce

Podobnì jsme postupovali i v pøípadech øe¹ení ODR (1.14) pro fázovou funkci
δ0(r) a øe¹ení ODR (1.16) pro funkci rozptylové délky ac(r), resp. její ekvivalentní
verze (2.11) pro substituci ϑ(φ). V tìchto pøípadech jsme jako asymptotickou
okrajovou podmínku kontrolovali relativní zmìnu fázové funkce δ0(r), resp. funkce
rozptylové délky ac(r), pøi daném kroku.

Fázové posunutí δ0(k) jsme vyèíslili pro vlnová èísla v intervalu (10−10,10−2),
pøièem¾ jsme hledali oblast, pro kterou fázové posunutí splòuje pøiblí¾ení efek-
tivního polomìru (1.9). Na obrázku 3.3 je vidìt, ¾e pouze hodnoty na intervalu
(10−8,10−5) splòují kvadratickou závislost danou pøiblí¾ením efektivního polo-
mìru s dostateènou pøesností. Pro hodnoty mimo tento interval buï pøevládá
zaokrouhlovací chyba nebo jsou poru¹eny podmínky pøiblí¾ení. Typický prùbìh
závislosti fázové funkce δ0(r) je pro k = 10−5 na obrázku 3.4.

Z fázového posunutí δ0(k) pro vhodnì malá vlnová èísla (napø. k = 10−7, 10−6)
mù¾eme ovìøit podle Levinsonova teorému (1.8) poèet vázaných stavù. V tabulce
3.1 jsou uvedena fázová posunutí s odpovídajícím odhadem pro poèet vázaných
stavù, který jsme vypoèítali dle

n0 = δ0(k)/π. (3.8)

Jeliko¾ jsou daná vlnová èísla dostateènì malá, tak mù¾eme s jistotou prohlásit,
¾e pro dané parametry má exponenciální potenciál 60 vázaných stavù.

k δ0 n0

10−6 188,4694 59,99167
10−7 188,4929 59,99915

Tabulka 3.1: Poèet vázaných stavù, které podporuje exponenciální potenciál (3.1)
pro parametry uvedené v odstavci 3.1.

V pøípadì Riccatiho rovnice (1.16), resp. (2.11), jsme získali rozptylovou délku
propagací øe¹ení do blízkosti bodu π

2
. Na obrázku 3.5 je patrný prùbìh substitu-

ované funkce ϑ(φ), která na rozdíl od prùbìhu funkce na obrázku 3.6 neobsahuje
póly, co¾ byl dùvod pro zavedení substituce (2.11). Konvergenci funkce rozptylové
délky a0(r), k pøesné rozptylové délce mù¾eme pozorovat na obrázku 3.6.

Jak mù¾eme vidìt na obrázcích 3.4 a 3.5, funkce δ(r) a ϑ(φ) mají skokové
chování, pøièem¾ poèet skokù odpovídá poètu vázaných stavù. To je esenciální
dùvod pro pou¾ití adaptivního integrátoru, který správnì o¹etøí místa skokù a
umo¾ní nata¾ení kroku pro velké vzdálenosti r, resp. malá φ, tak, aby se u¹etøil
strojový èas výpoètu a neakumulovala se numerická chyba.
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Obrázek 3.3: Graf zobrazující pøiblí¾ení efektivního polomìru vzta¾ené k roz-
ptylové délce a0 s kvadratickým �tem pro hodnoty na intervalu (10−7,10−5) pro
metodu fázové funkce (1.14) øe¹enou Bulirschovou-Stoerovou metodou pro expo-
nenciálnì tlumený potenciál.
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Obrázek 3.4: Graf zobrazuje prùbìh fázové funkce δ0(r) pro k = 10−5.
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3.1.3 Metoda vnìj¹ího komplexního ¹kálování

Øe¹ení zalo¾ené na vnìj¹ím komplexním ¹kálování jsme urèili pro nìkolik vl-
nových èísel k v intervalu (10−10, 10−3) na jedné komplexní kontuøe. Pro výpoèty
jsme mìli na ka¾dém elementu 15 kvadraturních bodù. Podle podmínek na kon-
turu, které jsme stanovili na konci sekce 2.2, jsme vybrali vhodnou diskretizaci
kontury, která je uvedena v tabulce 3.2.

Pøi diskretizaci kontury jsem postupovali tak, ¾e jsme vybrali dostateènì vy-
soké Rmax, aby dle (2.22) byly utlumeny i vlnové funkce s velmi nízkými k. Kon-
cový bod reálné èásti R0 jsme volili dostateènì velký, aby byl ji¾ potenciál zane-
dbatelný, tj. (R0)| < 10−15. Dále jsme konturu rozdìlili na intervaly (viz tabulka
3.2) a osadili je rùzným poètem elementù v závislosti na lokální hloubce poten-
ciálu tak, aby hustota elementù na intervalu byla v nejvìt¹í hloubce potenciálu
nejvìt¹í. Pro jemné doladìní poètu elementù na kontuøe jsme kontrolovali citlivost
fázového posunutí na zmìnì poètu elementù na jednotlivých intervalech.

Elementy na posledním intervalu reálné èásti kontury a intervalu komplexní
èásti kontury nemají stejnou délku, ale jsou postupnì prodlu¾ovány. V tìchto pøí-
padech speci�kujeme pouze délku prvního elementu a poèet elementù na daném
intervalu. Ostatní elementy jsou nata¾eny tak, ¾e jejich délky splòují geometric-
kou posloupnost. Udìlali jsme to z toho dùvodu, ¾e vìt¹ina vlnových funkcí ψsc

pro takto vysoká R(r) ji¾ neosciluje, je pozvolna utlumována, a tak není nutné,
aby zde hustota elementù byla vysoká. Dále z toho dùvodu, ¾e vlnové funkce pro
vìt¹í vlnová èísla k jsou pro vysoká R(r) utlumeny a mnoho elementù na kontuøe
vná¹í do výpoètù zbyteèné chyby.

Výsledné vypoèítané hodnoty pøiblí¾ení efektivního polomìru (1.9) jsou na
obrázku 3.7. Díky ECS metodì jsme byli schopni nalézt rozptylové vlnové funkce
pro dané energie E, pota¾mo vlnová èísla k. Nenormalizovanou vlnovou funkci u0
pro k = 10−5 mù¾ete vidìt na obrázku 3.8.

typ R R R R R R∗ C∗∗

r [a.u.] 1 10 100 1000 10000 106 1012

ne 3 5 20 10 30 40 150

Tabulka 3.2: Tabulka koneèných elementù pou¾itých pro vnìj¹í komplexní ¹kálo-
vání, kde typ oznaèuje, zda se jedná o reálnou nebo ji¾ komplexní èást kontury, r
oznaèuje radiální vzdálenost, kde konèí daný interval, a ne je poèet elementù na
intervalu (první interval zaèíná v bodì r = 0), pøièem¾ R0 = 106 a Rmax = 1012. ∗,
∗∗ znaèí intervaly, na nich¾ nejsou elementy stejnì dlouhé. Délka prvního elementu
na ∗, resp. ∗∗, je 300, resp. 100000. Na kontuøe je pøibli¾nì 3600 bodù.

15



−10

−8

−6

−4

−2

0

−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4

lo
g
(|1

+
ta
n
δ 0
(k
)

k
·a

0
|)

k [a.u.]

Obrázek 3.7: Pøesnost výrazu − 1
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tan δ0(k) pro vnìj¹í komplexní ¹kálování a kva-
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3.1.4 Srovnání

Vý¹e uvedenými metodami jsme získali nìkolik hodnot rozptylové délky pro
exponenciálnì tlumený potenciál (3.1). Vypoètené hodnoty jsme uvedli v tabulce
3.3.

Je patrné, ¾e z numerických metod je výraznì nejpøesnìj¹í pøímá integrace
Schrödingerovy rovnice. Rozptylová délka a01 je pøesná s relativní chybou pøi-
bli¾nì 10−13, co¾ je nejménì o 4 øády více ne¾ u ostatních metod. Pøesnost této
základní metody lze pøisoudit tomu, ¾e pracujeme s krátkodosahovým potenciá-
lem a asymptotického øe¹ení (1.12) dosáhneme pro celkem malá r ≈ 105.

Srovnáme-li dvì extrapolativní metody, a to ECS a metodu fázové funkce
δ0(r), zji¹»ujeme, ¾e ECS metoda je o 2 øády pøesnìj¹í. Dále mù¾eme srovnáním
pøiblí¾ení efektivního polomìru na obrázcích 3.3 a 3.7 zjistit, ¾e interval plat-
nosti pøiblí¾ení efektivního polomìru je výraznì vìt¹í u ECS metody, nebo» sahá
pøibli¾nì a¾ do k ≈ 10−9.

Dal¹í výhoda ECS metody spoèívá v tom, ¾e k získání pøesnìj¹ích hodnot pro
velmi malá vlnová èísla k < 10−7 staèí protáhnout danou konturu zvìt¹ením Rmax,
pøípadnì R0, a to tak, aby se vlnové funkce s takto malým k mohly øádnì utlumit.
Je nutné ale podotknout, ¾e tato zmìna mù¾e vnést do výpoètu dal¹í numerické
chyby, nebo» pro velká èísla jsou vlnové funkce utlumeny ji¾ pro malé vzdálenosti
na komplexní èásti R(r). Z toho vyplývá, ¾e nelze získat dostateènì pøesná øe¹ení
splòující pøiblí¾ení efektivního polomìru v¹ude na intervalu (10−10, 10−2) s u¾itím
pouze jedné diskretizace komplexní kontury. Tomuto jevu a vlivu polohy bodu
R0 se dále vìnujeme v kapitole 3.2.3.

Velmi dùle¾itá výhoda ECS metody je, ¾e umo¾òuje rychlé opakované výpoèty
pro rùzné energie, resp. vlnová èísla. Malá èást strojového èasu je spotøebována
na rozlo¾ení hamiltoniánu do energeticky nezávislé báze, pøièem¾ vìt¹inu strojo-
vého èasu zabere samotný výpoèet soustavy lineárních rovnic, který je zpracován
pomocí velmi rychlého a pamì»ovì nenároèného Intel MKL PARDISO. Tato sku-
teènost se odrá¾í v tom, ¾e výpoèet pro pøibli¾nì 20 energetických bodù trvá
ECS metodì zhruba 1 s na rozdíl od metody fázové funkce, její¾ výpoèet trvá pro
podobný poèet energetických bodù zhruba 1 min.

Pøesto¾e je v tomto pøípadì metoda fázové funkce δ0(r) ménì pøesná a efek-
tivní ne¾ metoda ECS, mù¾eme díky ní snadno získat fázová posunutí a ovìøit si
napøíklad poèet vázaných stavù bez toho, abychom museli ladit poèty elementù
na kontuøe.

Dále je nutné uvést, ¾e pøi výbìru bodù pro �tování jsme se øídili pouze
pøesností výsledné rozptylové délky, co¾ nelze pou¾ít napøíklad u potenciálù, kde
neznáme analytické øe¹ení, jako je to v pøípadì potenciálu v následujícím odstavci.

a0 pøímá integrace a0(r) δ0(r) ECS

a0 [a.u.] 26166,778402968 26166,77840294 26166,78 26166,2 26166,7782

δa0 { 7.3 · 10−14 1.1 · 10−7 2.4 · 10−5 5.4 · 10−9

Tabulka 3.3: Tabulka výsledných rozptylových délek s uvedenou relativní chybou.
Uvedeny jsou analyticky získaná rozptylová délka a0 (3.5) a øe¹ení pøímé integrace
Schrödingerovy rovnice, Riccatiho rovnice pro a0(r), metody fázové funkce δ0(r)
a ECS metody.
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3.2 Potenciál Cs-Cs

Metody jsme provìøili na obtí¾nìj¹ím problému, a to výpoètem rozptylové
délky pro pár cesiových atomù s hmotností m = 2,422 ·105 (redukovaná hmotnost
je tedy µ = 1,211 · 105), interagující skrze modelový potenciál [13]

V (R) =
1

2
Brκe−ηr −

(
C6

r6
+
C8

r8
+
C10

r10

)(
ϑ(r −Rc) + ϑ(Rc − r)e−(

Rc
r
−1)2
)
,

(3.9)
kde ϑ je Heavisideova funkce. Parametry potenciálu jsou v tabulce 3.4. První èlen
3.9 souvisí s výmìnnou interakcí valenèních elektronù a èlen v prvních závorkách
slo¾ený z van der Waalsových èlenù odpovídá dalekodosahové èásti potenciálu.
Èlen v posledních závorkách slou¾í k oøezu dlouhodosahové èásti v bodì Rc, aby
se vyru¹ilo divergentní chování v poèátku. Potenciál podporuje 59 vázaných stavù
pro v¹echny analyzované parametry Rc.

κ η B C6 C8 C10

5,53 1,072 1,6 · 10−3 7,02 · 103 1,10 · 106 1,70 · 108

Tabulka 3.4: Parametry Cs-Cs modelového potenciálu

V této èásti budeme porovnávat prùbì¾né výsledky se zkonvergovanými roz-
ptylovými délkámi a výsledné rozptylové délky srovnáme na konci i s výsledky od
jiných autorù. Prezentované výsledky budou pouze pro nìkolik hodnot parame-
tru Rc, pøièem¾ vyèíslíme rozptylové délky i pro dal¹í èasto analyzované hodnoty
parametru Rc. Ty pouze uvedeme ve srovnání na konci.

3.2.1 Pøímá integrace Schrödingerovy rovnice

V pøípadì empirického potenciálu Cs-Cs jsme postupovali stejnì jako v pøí-
padì referenèního potenciálu s tím rozdílem, ¾e jsme si vzali následující poèáteèní
okrajovou podmínku

u(10−10) = 0, (3.10)

v(10−10) = 10−14, (3.11)

kde poèáteèní bod integrace jsme volili 10−10. Jeliko¾ pracujeme s dalekodosa-
hovým potenciálem, bylo pro splnìní asymptotické okrajové podmínky nutné in-
tegrovat do vzdálenosti øádovì 105, co¾ je podobná vzdálenost jako v pøípadì
exponenciálního potenciálu (viz obrázky 3.2 a 3.9). Zároveò platilo, ¾e hodnoty
vlnové funkce u0 velmi rychle rostly a¾ do 10190.

Konvergence rozptylových délek k výsledným hodnotám pro nìkolik parame-
trù Rc jsou ukázány na obrázku 3.9. Je zde patrné, ¾e i malá zmìna parametru Rc

zpùsobí, ¾e je pro po¾adovanou pøesnost nutné integrovat do témìø dvojnásobné
vzdálenosti. Fluktuace okolo trendù na obrázku je mo¾né zdùvodnit pøeteèením
amplitudy vlnové funkce a musíme s výsledky nakládat s jistou rezervou. Z kon-
vergence metody vyplývá, ¾e se hodnoty rozptylové délky ustalují na pøibli¾nì 10
platných cifer.
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3.2.2 Metoda fázové funkce

U øe¹ení metody fázové funkce nejdøíve se zamìøíme na øe¹ení ODR pro roz-
ptylovou délku a(r) (1.16), resp. (2.11). Na obrázku 3.10 je zobrazena konvergence
rozptylových funkcí k jednotlivým výsledným rozptylovým délkám. Ze substituce
φ(r) (2.10) vyplývá, ¾e jsme pro jednotlivé parametry Rc integrovali pøibli¾nì do
vzdálenosti 4 · 105. Srovnáme-li obrázek konvergence s obrázkem konvergence pro
exponenciální potenciál 3.6, je patrné, ¾e póly rozptylové funkce pro exponen-
ciální potenciál jsou blí¾e k π

2
, jsou ve vìt¹í radiální vzdálenosti r od poèátku,

ne¾ v pøípadì modelového potenciálu Cs dimeru. Je to nejspí¹e zpùsobeno tím,
¾e exponenciální potenciál díky velké délce jámy a = 3000 je utlumován velmi
pomalu. Tento fakt, ¾e póly funkce ac(φ), resp. skoky funkce ϑ(φ), nejsou pro po-
tenciál Cs-Cs blízko u koncového bodu, má pozitivní vliv na pøesnost metody. Pro
výpoèet bylo pro ka¾dý parametr Rc potøeba pøibli¾nì 3800 integraèních krokù.

U metody fázové funkce δ0(r) jsme se ji¾ na pøíkladu exponenciálního poten-
ciálu pøesvìdèili, ¾e nezaji¹»uje pøesnou výslednou rozptylovou délku. Z tohoto
dùvodu odprezentujeme výsledky pro parametr Rc = 23,165 a vztáhneme je k
rozptylové délce získané øe¹ením Riccatiho rovnice, která je uvedena v tabulce
3.6

aref = 68,2159676. (3.12)

Na obrázku 3.11 jsou zobrazeny hodnoty pro modi�kované pøiblí¾ení efektivního
polomìru. Pøiblí¾ení dané vztahem (1.10) je splnìno v dostateèné pøesnosti pouze
pro hodnoty pøibli¾nì v intervalu (10−6, 10−3), kterými jsme prolo¾ili kvadratický
�t. Uvedený obrázek mù¾eme srovnat s obrázkem pro exponenciální potenciál
3.3. Z dùvodu dalekodosahového potenciálu je interval platnosti pøiblí¾ení men¹í
a pro velmi nízká k je zøejmý vliv zaokrouhlovacích chyb.

Jeliko¾ jsou výsledné hodnoty rozptylových délek správné pouze na pøibli¾nì
4− 5 platných cifer, tak jsme je do �nálního srovnání neuvádìli.
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3.2.3 Metoda vnìj¹ího komplexního ¹kálování

V pøípadì Cs-Cs dimeru jsme pøi diskretizaci komplexní kontury postupovali
podobnì jako v pøípadì exponenciálního potenciálu, ale navíc jsme provedli nì-
kolik analýz. Interval (0,500), kde je potenciál nejhlub¹í, jsme osadili dostateènì
velkým mno¾stvím elementù (viz tabulka 3.5). Pro vìt¹í vzdálenosti r ji¾ vlnové
funkce nekmitají, a tak jsme zbytek reálné èásti osadili elementy, které se po-
zvolna protahovaly s kvocientem q ≈ 1,5 do bodu R0 = 10000, pøièem¾ první
element posloupnosti mìl délku 100.

Polohu koncového bodu komplexní èásti Rmax jsme urèili pomocí analýzy,
která je na obrázku 3.12. Je zde patrná platnost pouèky (2.22), ¾e vlnové funkce
s malými vlnovými èísly potøebují k utlumení del¹í kontury, nebo» s ka¾dým zme-
n¹ením k o dva øády je nutné protáhnout konturu o dva øády. Hodnoty výrazu
− 1
k

tan δ0(Rmax) jsme pro jednotlivá k vztáhli k �nálním hodnotám výrazu pro
Rmax ≈ 2,4 · 1025. Jeliko¾ se hodnota výrazu − 1

k
tan δ0(Rmax) pro v¹echny re-

levantní k ustálí do radiální vzdálenosti 1012, vybrali jsme jako koncový bod
komplexní kontury Rmax = 4,5 · 1012.

Abychom pøesnì urèili koncový bod R0 reálné èásti, protahovali jsme poslední
skupinu elementù na reálné èásti kontury a elementy na komplexní èásti kontury
s kvocientem q = 1,5 a¾ do bodu Rmax = 4,9 ·1012, pøièem¾ jsme bod R0 postupnì
posunovali mezi elementy. Výsledek analýzy je na obrázku 3.13. Hodnoty výrazu
− 1
k

tan δ0(R0) jsme vztáhli k hodnotì aopt = 68,215973, co¾ je pøibli¾ná hodnota,
na které se ustalují hodnoty výrazu pro k = 10−10 v okolí bodu 5 · 105.

Je zde patrná postupná konvergence hodnot a¾ do bodu 4,5 · 105. Na obrázku
vidíme, ¾e fázová posunutí jsou pro velká R0 nefyzikální. Jedná se o numerický
artefakt a souvisí s výpoètem rozptylové amplitudy dle vztahu (2.23). Abychom se
vyhnuli numerickým chybám, vybrali jsme bod R0 = 4,5 · 105 pro urèení správné
hodnoty fázového posunutí. Výsledná kontura, kterou jsme pou¾ili k výpoètùm
je v následující tabulce.

typ R R R R R R∗ C∗∗

r [a.u.] 10 20 30 100 500 4 · 105 5 · 1012

ne 10 25 30 25 20 30 40

Tabulka 3.5: Tabulka koneèných elementù pou¾itých pro vnìj¹í komplexní ¹ká-
lování. Na intervalech ∗, ∗∗ jsou elementy natahovány a první element má délku
100, 50000. Na kontuøe je pøibli¾nì 2500 bodù.

Co se týèe MERT extrapolace, soustøedili jsme se na hodnoty vlnového èísla k
v intervalu (10−9, 10−5), pro nì¾ hodnoty dostateènì konvergují. Pro velmi nízké
hodnoty k nastává problém s konvergencí podobný pøípadu s nulovou energií a
pro velká k mù¾eme pochybovat o platnosti modi�kovaného pøiblí¾ení. Výpoèty
jsme provádìli pro v¹echny relevantní parametryRc na stejné kontuøe. Na obrázku
3.14 mù¾ete vidìt vypoèítané hodnoty pro parametr Rc = 23,165. Jsou zde patrné
vý¹e popsané jevy. Z extrapolace vyplývá, ¾e získané hodnoty rozptylových délek
jsou pøesné pøibli¾nì na 7− 8 platných cifer.
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3.2.4 Srovnání a diskuze metod

Jeliko¾ jsme pou¾ili èasto aplikovaný empirický potenciál Cs dimeru, existuje
mnoho výsledkù od jiných autorù, které se rùzní svojí pøesností. Vybrali jsme pro
srovnání dva výsledky od autorù Marinescu [4] a ©ulce [14], pøièem¾ ten první z
roku 1994 je jeden z prvních a èasto odkazovaných èlánkù zabývajících se touto
problematikou, kde¾to výsledky od ©ulce z roku 2010 jsou nejpøesnìj¹í (autoøí
uvádí výsledky na 10 platných cifer) a budeme vùèi nim vztahovat na¹e výsledky.
Výsledky od uvedených autorù a výsledky pøede¹lých odstavcù jsme uvedli v
tabulce 3.6.

Je jisté, ¾e na¹e výsledky jsou lep¹í ne¾ výsledky uvedené v [4]. Je nutné
zmínit pozoruhodnou pøesnost pøímého øe¹ení Schrödingerovy rovnice pro nìkteré
hodnoty parametru Rc. Ze srovnání s výsledky uvedenými v [14] lze vyvodit, ¾e
výsledky metody pøímého øe¹ení Schrödingerovy rovnice jsme urèili pøibli¾nì 8−9
platných cifer. Kromì ladìní vnitøních parametrù Bulirschovy-Stoerovy metody
v Boost C++ implementaci a volby poèáteèního bodu tato metoda neumo¾òuje
odhad chyby øe¹ení.

ECS metodou jsme získali rozptylové délky s relativní chybou pøibli¾nì 10−8,
pøièem¾ chyba metody je dána chybou �tu a chybou jednotlivých �tovaných hod-
not. Má srovnatelnou pøesnost jako øe¹ení Riccatiho rovnice, ale ECS metoda
navíc poskytuje rozptylové vlnové funkce a fázové posunutí, ze kterého mù¾eme
vyjádøit dal¹í charakteristiky rozptylu, napø. úèinný prùøez σ. Dále je mo¾né z
MERT (1.10) vyjádøit efektivní polomìr interakce rl. Z Riccatiho rovnice pro
rozptylovou funkci a0(r) naopak snadno získáme rozptylovou délku, kterou hle-
dáme bez toho, abychom diskretizovali komplexní konturu v závislosti na prùbìhu
potenciálu.

Problémem ECS-FEM-DVR metody je skuteènost, ¾e neexistuje efektivní au-
tomatizace pro diskretizaci komplexní kontury, která by dávala uspokojivé vý-
sledky. Pro její pou¾ití je proto nutné uplatnit podobné analýzy jako ty, které
jsme pou¾ili v obrázcích 3.12 a 3.13.

Ve srovnání s ostatními analyzovanými metodami je metoda fázové funkce
velmi nevhodná pro pøesný výpoèet rozptylové délky, nebo» nedoká¾e pøesnì
spoèítat fázová posunutí pro k < 10−6, abychom mohli pou¾ít MERT pøiblí¾ení.

Rc [a.u.] a1 a2 pøímá integrace a0(r) ECS

23,115 477,1465 477,1465226 477,1465226 477,146525 477,14652
23,140 -72,24305 -72,24304633 -72,2430464 -72,2430428 -72,243048
23,165 68,21596 68,21596735 68,21596725 68,2159676 68,215967
23,190 145,4336 145,4335866 145,4335866 145,4335879 145,43358
23,215 350,6305 350,6305570 350,6305568 350,630554 350,63056

Tabulka 3.6: Srovnání výsledných rozptylových délek pro pøímou integraci Schrö-
dingerovy rovnice, Riccatiho rovnici pro a0(r) a ECS metody s výsledky od dal¹ích
autorù. 1 je pøevzatý z [4] a 2 je pøevzatý z [14].
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Obrázek 3.11: Pøesnost výrazu − 1
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tan δ0(k) vzta¾eného k rozptylové délce získané
øe¹ením Riccatiho rovnice (1.16) v závislosti na k pro parametr Rc = 23,165 .
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Obrázek 3.12: Pøesnost výrazu − 1
k

tan δ0 jako funkce koncového bodu kontury
Rmax pro potenciál Cs-Cs dimeru s parametrem Rc = 23,165 pro jednotlivá vlnová
èísla k.
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Obrázek 3.13: Pøesnost výrazu − 1
k

tan δ0 jako funkce koncového bodu reálné èásti
kontury R0 pro potenciál Cs-Cs dimeru s parametrem Rc = 23,165 pro jednotlivá
vlnová èísla k.
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Obrázek 3.14: Pøesnost výrazu− 1
k

tan δ0(k) v závislosti na k vzta¾ené k rozptylové
délce získané kvadratickým �tem závislosti (1.10).
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Závìr

V této bakaláøské práci jsme se seznámili se ètyømi numerickými metodami pro
výpoèet rozptylové délky a0 na pøípadech modelového a empirického potenciálu.
Jejich výsledky jsme srovnali s výsledky od jiných autorù, pøièem¾ jsme metodami
FEM-DVR-ECS, øe¹ením Riccatiho rovnice a pøímou integrací Schrödingerovy
rovnice získali rozptylové délky, které byly pouze o 2 a¾ 3 platné cifry ménì pøesné
ne¾ velmi pøesné výsledky uvedené v [14]. Demonstrovali jsme, ¾e metoda fázové
funkce není vhodná pro výpoèty rozptylových délek, nebo» nedoká¾e vypoèítat
dostateènì pøesná fázová posunutí δ0 pro velmi nízká vlnová èísla k.

Ovìøili jsme, ¾e metoda vnìj¹ího komplexní ¹kálování je vhodná i pro velmi
malá vlnová èísla k a díky své rychlé a efektivní implementaci má ¹iroké praktické
pou¾ití pro výpoèet rozptylové délky a0. Riccatiho rovnice pro funkci rozptylové
délky ve spojení s Bulirschovou-Stoerovou metodou je velmi zajímavou alterna-
tivou pro výpoèet rozptylové délky a0.
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