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nim z nich je algoritmus vétveni a hranic, za nim nasleduje algoritmus feznych
nadrovin. Déle popisuje pfitazovaci problém, ktery je specidlnim pripadem tlohy
celo¢iselného programovéani. Uvadi madarskou metodu a vysvétluje jeji pouziti
na vzorovych prtikladech. Nasleduje praktickd c¢ast prace, kterd tesi realny pro-
blém z praxe. Cilem této ¢asti je najit optimalni rozvrh pro prvni az sedmou tiidu
vybrané zakladni Skoly. Je v ni predstaveno zpracovani vstupnich dat, tvorba mo-
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Abstrakt: Tato praca sa zaobera tedériou celociselného programovania. Po defino-
vani zakladnych pojmov uvadza dva algoritmy vhodné na rieSenie celociselnych
uloh. Prvym z nich je algoritmus vetvenia a hranic, za nim nasleduje algoritmus
reznych nadrovin. Dalej predstavuje priradovaci problém, ktory je $pecidlnym
pripadom tlohy celo¢iselného programovania. Uvadza madarski metédu a vy-
svetluje jej pouzitie na vzorovych prikladoch. Nasleduje praktickd c¢ast préce,
ktord riesi redlny problém z praxe. Cielom tejto Casti je najst optimalny rozvrh
pre prvi az siedmu triedu vybranej zakladnej skoly. Je v nej predstavené spra-
covanie vstupnych dat, tvorba modelu a samotné rieSenie. Ziskané vysledky si
sprevadzané kratkou diskusiou.
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Uvod

V skolstve sa kazdorocne stretdvame s problematiku tvorby rozvrhu. Mensie
skoly ¢asto pri rozvrhovani jednotlivych tried nevyuzivaja ziaden softvér. Rozvrhy
tvoria [udia na zéklade sktisenosti a intuicie. Tento pristup v8ak pri zvySujicom
pocte tried moze zlyhavat. Rozvrh kaZdej triedy totiz musi spliat celti radu pod-
mienok od predpisaného poc¢tu hodin jednotlivych predmetov, cez poziadavky
ucitelov, az po jeho celkovi vyvazenost.

Celociselna optimalizacia patri k rychlo rozvijajicim sa oblastiam matema-
tiky. Svoje uplatnenie nachadza v najroznejsich castiach sveta okolo nas. Medzi
motivac¢né ulohy patria napriklad problém obchodného cestujticeho, optimalizacia
portfdlia, problém batohu, rozvrhovanie atd. Za zmienku urcite stoji kniha [Wol-
sey| (1998), ktora sa venuje vyhradne celoCiselnej optimalizacii. Namiesto nézvu
celo¢iselnd optimalizdcia budeme dalej pouzivat nazov celociselné programovanie.
V naSej praci zhrnieme zakladné vysledky celociselného programovania a neskor
sa budeme venovat priradovaciemu problému. V praktickej ¢asti prace sa budeme
snazit na zaklade ziskanych teoretickych vysledkov problém tvorby rozvrhu pre-
viest do re¢i matematiky a nasledne za pomoci modelovacieho softvéru riesit.
Praci by mal bez vicsich problémov porozumiet ¢itatel, ktory absolvoval aspon
zakladny kurz tedrie optimalizacie.

V prvej kapitole st z pociatku struc¢ne predstavené dolezité poznatky celocisel-
ného programovania. Na zaver kapitoly st uvedené dva algoritmy. Prvym z nich
je algoritmus vetvenia a hranic, za nim nasleduje algoritmus reznych nadrovin.
Oba algoritmy st vhodné na riesenie tloh celo¢iselného programovania.

V druhej kapitole sa zaoberame sSpecidlnym pripadom celoc¢iselného progra-
movania — priradovacim problémom. Po jeho predstaveni nasleduje algoritmus
vhodny na vypocet tloh formulovanych ako priradovaci problém.

Poslednd kapitola obsahuje praktickt ¢ast prace, kde na realnych datach kon-
krétnej Skoly vytvorime optimalny rozvrh pre 1. az 7. triedu. V akom zmysle
optimalny je uz blizSie popisané v tretej kapitole.



1. Celociselné programovanie

V nésledujtcej kapitole zadefinujeme tilohu celo¢iselného programovania. Uve-
dieme doleZité vety a tvrdenia o tvare a existencii optimélneho riesenia. Dalej sa
budeme zaoberat Specidlnym pripadom, kedy je uz zo zadania tlohy zrejmé, Ze
rychlym a elegantnym sposobom ziskame optiméalne celociselné rieSenie. V zavere
kapitoly predstavime dva univerzalne algoritmy vhodné na riesenie celo¢iselnych
uloh. Do detailu rozoberieme vsetky kroky vypoctu.

Vzhladom na to, Ze v praktickej ¢asti prace si vystac¢ime s linedrnym modelom,
celt teoreticktl cast budeme preto stistredit na linearne celoc¢iselné programovanie.

1.1 Model celociselného linearneho programo-
vania

V tejto casti vychddzame z Pelikan (2001, kapitola 2) a Wolsey| (1998, kapi-
tola 1.2).
Ulohou linedrneho programovania (angl. linear programming - LP) rozumieme

maximalizovat ¢’x
za podmienok Ax <b
x> 0,x € R,

kde A je matica typu m x n, ¢ je n zlozkovy vektor a b je vektor s m zlozkami.
Prvky matice A a vektorov ¢ a b st [ubovolné redlne ¢isla.

Linearna funkcia ¢’x, ktorti chceme maximalizovat, sa nazyva tcelovd funkcia.
Prvky vektoru x nazyvame rozhodovacie premenné a prvky vektoru c sa koefi-
cienty (ceny) Gcelovej funkcie. Ststava nerovnic Ax < b popisuje ohranicujice
podmienky tlohy. Ststava udava celkom m ohranic¢ujicich podmienok.

Ak budeme navy$e pozadovat, aby vSetky premenné boli celé ¢isla, hovorime
o ulohe celodiselného programovania (angl. integer programming - IP), ktora za-
pisujeme v tvare

maximalizovat ¢?x
za podmienok Ax < b
x>0,xeZ".

Ulohou zmieganého celo¢iselného programovania (angl. mixed integer progra-
mming - MIP) je

maximalizovat ¢’x + d”y
za podmienok Ax + Dy <b
x>0, xeZ"

y >0, yeR"

V pripade, Ze vSetky premenné st bindrne, tzn. 0 alebo 1, hovorime o biva-
lentnej Glohe

maximalizovat ¢I'x
za podmienok Ax < b
xz e {0,1}™
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1.2 Tvar a vlastnosti tillohy celociselného pro-
gramovania

Rozlisujeme medzi dvomi zékladnymi zapismi tlohy, v silade s Berezny a
Kravecova| (2012, kapitola 2.5):

Ulohou (IP) v kanonickom tvare je

maximalizovat ¢’x
za podmienok Ax <b
x>0,xe€Z".

Ulohou (IP) v §tandardnom tvare je

maximalizovat ¢’x
za podmienok Ax = b
x>0,xeZ".

Veta (1| vychadza z Vety 2.5.1 uvedenej v skriptach Berezny a Kravecovd| (2012))
na strane 35. My uvadzame jej znenie v kontexte celoc¢iselného programovania.

Veta 1. Kanonicky a standardny tvar ulohy celociselného programovania si na-
vzajom ekvivalentné.

Dokaz. Dokaz vyplyva z dole uvedenych vztahov.
OJ

Na prevod tlohy medzi standardnym a kanonickym tvarom sa pouzivaja tieto
upravy:

1. Ohranicenia v tvare nerovnosti typu > prevedieme na nerovnosti typu <
vynasobenym prislusného riadku —1. Podobne prevadzame < na >.

2. Ohranicenia v tvare nerovnosti prevedieme na rovnosti pridanim doplnko-
vych (klzavych) premennych. Tie st nezdporné a v ucelovej funkcii maji
koeficienty rovné 0.

3. Ohranicenia v tvare rovnosti moézeme zapisat pomocou dvoch nerovnosti.

4. (v dlohe LP) Kazdt premennt z bez ohranifeni (tzn. x € R) nahradime
rozdielom dvoch nezdpornych premennych 2t a z7, tj. x =27 — 2.

Poznamka. Staci, ak budeme uvazovat ulohy, v ktorych chceme ucelovi funkciu
maximalizovat. Plati

min f(z) = — max —f(x).
Znacenie. Ulohu (IP) v kanonickom tvare budeme znadit
(TP) max {c'z : Ax < b,x € Z",x > 0}.

Podobne budeme znadit tlohu (IP) v standardnom tvare.



Uvazujme maximaliza¢ni tlohu (IP) v kanonickom tvare. Definujeme dva
dolezité pojmy v stlade so zavedenymi zakladnymi pojmami v |Dupacoval (1982,
str. 49).

Definicia 1. MnozZinu pripustnych rieseni tlohy (IP) definujeme ako
S={reZ": Az <b,x > 0}.
Proky mnoziny S nazyvame pripustné rieSenia.

Definicia 2. Nech x* je pripustné riesenie. Povieme, Ze x* je optimalne rieSenie,
ak pre kazZdé pripustné riesenie x plati

o > cle.

1.3 Formulacia alohy

Spravne formulovanie redlneho problému do re¢i matematiky je nedielnou
stucastou kazdej tlohy. Jedna sa o prvotna cast rieSenia, na ktort neexistuji
ziadne algoritmy ani postupy. RieSitel musi spracovat problém tak, aby vysti-
hol jeho podstatu, spravne urcil nezndme premenné, mnozinu pripustnych rieseni
a na zaver ucelovu funkciu. Akékolvek pochybenie v tejto ¢asti rieSenia moze viest
k nespravnym vysledkom. Ani najlepsi algoritmus nevie spravne vyriesit ulohu,
ktord je uz vo svojej podstate zle definovana. Pri rieSeni daného problému riesitel
vychadza z praktickych skisenosti a zo znalosti pribuznych modelov.

Formulécie popularnych celo¢iselnych problémov st ¢asto uvaddzané v literat-
tre, vid Berezny a Kravecova (2012, kapitola 2.2), Pelikan| (2001, kapitola 3),
Wolsey] (1998, kapitola 1.3). Citatel tu moze ndjst mnozstvo zaujimavych prikla-
dov.

Na tomto mieste sa dalej formulaciou relnych problémov zaoberat nebudeme.
V druhej kapitole do detailu predstavime priradovaci problém.

1.4 Relaxacia a dualita

Pri rieseni uloh celoc¢iselného programovania sa ¢asto stava, Ze nie sme schopny
najst optimalne riesenie. Preto sa uspokojime s pribliznym rieSenim, ktoré sa
od optiméalneho rieSenia 1i$i maximalne o predom zvolent odchylku, napr. 1 %.
Toto rieSenie nasledne budeme povazovat za optimalne, s vedomim chyby, ktorej
sme sa dopustili. Takto ziskané rieSenie sa niekedy oznacuje ako suboptiméalne
rieSenie.

Dovodov, preco takyto pristup je v praxi pouzivany, je hned niekolko. Vseo-
becne plati, Ze vypocetna zlozitost celoc¢iselnych tloh je omnoho vicsia ako pri tlo-
hach linearneho programovania. Ak by sme tvrdohlavo chceli presné optimélne
celo¢iselné rieSenie, mohlo by sa stat, Ze aj pri modernych vypocetnych prostried-
koch by sme nan museli ¢akat tyzdne ¢i roky.



V nésledujicej ¢asti ¢erpame z Pelikan (2001, kapitola 4.6) a |Wolsey| (1998),
kapitola 2).

Okolie optimalneho rieSenia je urcené takzvanou hornou a dolnou hranicou.
Pripomenme, %e uvazujeme tlohu (IP) max {c'x : Az < b,x € Z™, x > 0}. Jej
optimaélne rieSenie ozna¢me symbolom z*. Hladdme teda také hodnoty z a T, aby
platilo

SRS
INIA IV
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kde ¢ je predom zvolena maléd kladna konstanta.

Kazdé pripustné riesenie tilohy (IP) tvori zaroven dolnt hranicu pre optimalne
rieSenie. V niektorych tlohach najdeme pripustné rieSenie lahko. V inych je néj-
denie pripustného rieSenia zhruba rovnako naroc¢né ako ndjdenie optimalneho
rieSenia. K urceniu hornej hranice zavedieme novy pojem relaxacia.

Definicia 3. |Wolsey (1998, str. 24, Definition 2.1)
Ulohu (RP) maz {f(z) : * € Sg} nazjvame relaxéciou tlohy (IP) maz {c'x :
xr € S}, ak plati:

(a) S C Sg,
(b) "z < f(z) pre kaZdé x € S.

Volne povedané, relaxovand tiloha ma vic$iu mnozinu pripustnych rieseni a jej
ucelova funkcia na mnozine pripustnych rieseni povodnej tlohy je vicsia alebo
rovna povodnej ucelovej funkcii. Hornd hranicu ziskame ako optimalne riesenie

dlohy (RP).
Tvrdenie 2. |Wolsey (1998, str. 26, Proposition 2.5)

(1) Ak relazovand dloha (RP) nemd pripustné riesenie, potom ani pévodnd dloha
(IP) nemd pripustné riesenie.

(2) Nech x* je optimdlne rieSenie dlohy (RP). Ak x* je pripustné riesenie povod-
nej dlohy (IP) a c'z* = f(x*), potom x* je optimdine riesenie wlohy (IP).

Dékaz. (1) Predpokladdme ze mnozina pripustnych rieSeni Sk tlohy (RP) je
prazdna. Z inklazie S C Sk vyplyva, Ze aj mnozina pripustnych rieseni S tlohy
(IP) je prazdna.

(2) Oznalme z = max {c’x : x € S}. Z definicie 3| plati z < f(z*). Bod z* je
pripustnym riesenim tlohy (IP) a teda plati z > cTa* = f(x*). Z toho dostavame
zéver z = cla* = f(z*).

O

Pozndmka. Ulohy IP, kedy k najdeniu optimalneho rieSenia stadi riesit relaxovani
tilohu st v praxi ojedinelé. Dalej sa nimi budeme zaoberat v kapitole

Za pozornost stoji $pecidlny typ relaxacie - linedrna relaxécia. Linearnu rela-
xaciu ziskame z tlohy (IP) vypustenim podmienky na celo¢iselnost.



Definicia 4. |Pelikan (2001, str. 62)
Uvazujme tlohu (IP) maz {c'x : Az < b,x € Z",x > 0}. Ulohu (LP) maz {c"x :
Ax < b,z € R", x> 0} nazgvame linearnou relaxaciou 4lohy (IP).

Ind moznost, ako ziskat hornt hranicu pre riesenie ulohy IP, je pomocou
rieSenia duélnej ulohy.

Definicia 5. |Pelikan (2001, str. 66)

Uvazujme dlohu (IP) z = maz{c’x : x € S}, kde S = {x € Z" : Ax < b,z > 0}.
Ulohu (DP) zp = min{d"u : u € Sp} nazjvame slabo dudlnou dlohou k tlohe
(IP), ak pre kazdé x € S a pre kazdé u € Sp plati

e < dlu.
V pripade, Ze z = zp, hovorime o silno dudlnej ulohe.

Tvrdenie 3. |Wolsey (1998, str. 28, Proposition 2.6)
Nech (DP) je slabo dudlna iloha k dlohe (IP). Potom plati:

(1) Ak je dloha (DP) neohranicend, potom tloha (IP) nemd pripustné riesenie.

(2) Nech pre x* € S au* € Sp plati c"x* = d'u*. Potom x* je optimdlne riefenie
alohy (IP) a u* je optimdlne riesenie dlohy (DP).

Poznamka. Neohranicena uloha je takd tloha, v ktorej ucelova funkcia moze
nadobudat ITubovolne malé hodnoty bez porusSenia ohrani¢ujicich podmienok.

Je dolezité si vSimnut, ze kazdé pripustné rieSenie dudlnej tlohy ndm dava
hornt hranicu. Zatial ¢o v pripade relaxovanej tilohy hornt hranicu ziskame az
po najdeni optimalneho riesenia.

1.5 Totalna unimodularita

Uvazujme tlohu (IP) max {c’z : Az < b,z € Z",x > 0} v kanonickom tvare
a k nej linearnu relaxaciu (LP) max {c'z : Az < b,z € R,z > 0}. Predpo-
kladajme Ze povodnd aj relaxované tiloha maji optimélne rieSenie. Relaxovant
ulohu riesime pomocou metéd linedrneho programovania, napr. simplexovym al-
goritmom. Nastava prirodzena otazka, ¢i je mozné, aby najdené optimalne rieSenie
tlohy (LP) bolo celo¢iselné. Ak st splnené predpoklady tvrdenia , potom né-
jdené rieSenie je optimalnym riesenim pdvodnej tlohy. Dalej budeme vychadzat
z Papadimitriou a Steiglitz| (1998, kapitola 13.2) a Wolsey| (1998, kapitola 3.2).

Definicia 6. |Papadimitriou a Steiglits (1998, str. 316, Definition 15.1)
Celociselnd stvorcovd matica B sa nazyjva unimodularna, ek jej determinant je
rovny £1.

Celociselnd matica A sa nazyva totdlne unimodularna, ak determinant kaZdej jej
Stvorcovej podmatice je rovny +1, -1, alebo 0.

Pozndmka. Matica A nemusi byt nutne Stvorcova aby bola totalne unimodularna.

Tvrdenie 4. |Wolsey (1998, str. 40, Proposition 3.3)

Uloha (LP) maz {c'z : Ax < b,x € R",x > 0} md celociselné optimdlne riese-
nie pre kaZdy celociselny vektor b taky, pre ktory je optimdlna hodnota ucelovej
funkcie konecnd prdave vtedy ked matica ohraniceni A je totdlne unimoduldrna.
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Zistili sme, 7Ze totdlna unimodularita hra dolezita rolu v celoc¢iselnom progra-
movani. Ako mozeme overit, ¢i matica ma dana vlastnost?
Overovanie totalnej unimodularity z definicie je velmi pracné. Tento postup je

.....

modularitu uvadza nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 5. |Papadimitriou a Steiglitz (1998, str. 317, Theorem 13.3)
Celociselnd matica A = (a; ;) je totdlne unimoduldrna, ak sicasne platia ndsle-
dujice podmienky:

(a) a;; € {-1,+1,0},
(b) kazdyj stlpec obsahuje najviac dva nenulové proky,
(c¢) riadky matice A sa daji rozdelit do dvoch mnozin Iy a Iy tak, Ze
(i) ak stlpec md dva nenulové proky s rovnakym znamienkom, prislusné
riadky su v roznych mnozindch,

(ii) ak stlpec ma dva nenulové prvky s roznym znamienkom, prislusné riadky
st v rovnakych mnozindch.

Dékaz. Dokaz tvrdenia je uvedeny napriklad v Papadimitriou a Steiglitz| (1998,
str. 317, Theorem 13.3).
O

To, ze tvrdenie nam dava len postacujicu podmienku ilustruje priklad pre-
vziaty z |Wolsey| (1998, str. 39, Table 3.2).

Priklad. Nasledujica matica je totdlne unimodulérna, aj ked nespliia podmi-
enku (b) v tvrdeni

=)
SO O ==
oSO R Rk O
O = == O
OO = = O

1.6 Branch and bound algoritmus

Branch and bound algoritmus mézeme prelozit ako algoritmus vetvenia a hra-
nic. Patri k hlavnym algoritmom, ktoré sa pouzivaju pri rieSeni celociselnych tloh.
St na nom postavené rozne dalSie algoritmy. V tejto Casti vysvetlime na akom
principe funguje. Dalej ¢erpame z [Pelikan| (2001, kapitola 5.6) a [Wolsey| (1998,
kapitola 7).

Zakladna myslienka algoritmu je metdda rozdel a panuj. Na zaciatku méame
komplikovant tlohu, ktort chceme riesit. Ulohu rozdelime na mengie podtlohy.
Tie postupne jednu po druhej vyriesime a spatnym zlozenim ziskame rieSenie
povodnej komplikovanej tulohy. Ak novo vzniknuté podilohy st stale pre nas
zlozité, postupujeme opatovnym delenim na mensie a mensSie podulohy, az kym
ich nie sme schopny riesit.



Algoritmus vetvenia a hranic je iterativny, v kazdom kroku porovnéava aktu-
alne rieSenie s doteraz najlepsim rieSenim a pri tom zohladnuje dolnti a hornt
hranicu ktort priebezne aktualizuje.

Riesime tilohu (IP) max {c"z : 2z € S}, kde S = {z € Z" : Az < b,z > 0}.
Metdda vetvenia a hranic spociva v postupnom deleni mnoziny S na jednotlivé
men$ie podmnoziny S,, @ € M. Na kazdej z tychto podmnoZin hladdme op-
timalne rieSenie. Ak sa na niektorej podmnozine S, nepodari najst optimélne
riesenie, podmnozinu dalej rozdelime na menSie a proces opakujeme. Postupne
vytvarame pomyselny strom, ktorého vrcholy st jednotlivé mnoziny S,. Pre kaz-
dy vrchol stromu riesime pévodnu tlohu s novou mnozinou pripustnych rieseni,
tj.

(IP), max {c"z:x € S,}, a € M.

V kazdom kroku namiesto celociselnej tillohy riesime linearne relaxovana tlohu,
tzn. upustime od podmienky na celociselnost. Ak je ziskané riesenie celociselné,
ulohu dalej nevetvime a optimadlne rieSenie porovname s doposial najlepsim pri-
pustnym rieSenim, ktoré udava dolnti hranicu. Na zaciatku dolnt hranicu po-
lozime minus nekonec¢no.

Ak je ziskané riesenie necelociselné, ziskali sme horny odhad pre dana vetvu
stromu. V pripade, 7e je horsi ako aktualna dolnd hranica, vetvu spolu s vrcho-
lom ,odrezeme®“. Ak je Sanca, ze v danej vetve stromu by sa mohlo nachadzat
optimalne rieSenie, tlohu vetvime nasledovne. Nagli sme neceloc¢iselné rieSenie
T = (1, ..., T,). Existuje teda necelo¢iselnd zlozka z;, i € 1,...,n. Vytvorime dve
nové podulohy Gpravou mnoziny pripustnych rieSeni:

o Sy, =5, N{x; < |2}
o Sa, = SaN{z; > [2:]}

V kazdom vetveni priddme do aktudlnej mnoziny pripustnych rieseni dalsie ohra-
nicenie. Z toho je zrejmé, ze postupnym vetvenim hodnota tcelovej funkcie zosta-
ne nezmenend alebo klesne.

Zapiseme algoritmus po krokoch. K postupnému spracovavaniu jednotlivych
podiloh budeme potrebovat zoznam, do ktorého si budeme ukladat aktivne pod-
ulohy. NajcastejSie sa pouziva fronta alebo zasobnik v zavislosti na tom ¢i chceme
strom prehladévat do hibky alebo do §irky. N4§ zoznam ozna¢me Z. Do neho
budeme ukladat aktivne podmnoziny S,. Ozna¢me z* € Z, doposial najlepsie
zname pripustné rieSenie. Symbolom 2* € Z ozna¢me hodnotu tcelovej funkcie
rieSenia x*. Potom 2* je dolna hranica tlohy.

Algoritmus branch and bound
Krok 0: Polozme Z := {S}, z* := —o0 a z* := ().
Krok 1: Ak Z = (), KONIEC. Optimélne rieSenie je xz* a hodnota ucelovej

funkcie je z*.
Ak Z # (), vyberieme mnozinu S,, « € M, teda Z := Z \ {S,}.



Krok 2: Riesime linedrnu relaxaciu tlohy (IP), max {c'z : x € S,}. Riesenie
ozna¢me x° a hodnotu tcelovej funkcie 2°. Ak relaxicia nem4 riedenie, pokracu-
jeme Krokom 1.

Krok 3: Ak 2° < 2*, na mnoZinu S, zabudneme a pokrac¢ujeme Krokom 1.
Krok 4: Ak 2° > z* a rieSenie 2° je celoéiselné, polozime z* = 20 a z* = 20,
Pokracujeme Krokom 1.

Krok 5: Ak 20 > 2* a riegenie 2° nie je celo¢iselné (BUNO 29 ¢ Z), vytvorime
dve nové podmnoziny S,, a S,,:

o So, = SoN{zx; < 2]}

]

® Say = Sa N {zi > [z}

Obe podmnoziny S,, a S,, priddme do zoznamu Z, teda Z := Z U {S,,, Sa, }-
Pokracujeme Krokom 1.

Znacenie. Symbolom |y | znacime dolnt cela ¢ast ¢isla y, tzn. najvicsie celé ¢islo,
ktoré je mensie alebo rovné ako y.

Podobne symbolom [w] zna¢ime hornt celi ¢ast ¢isla w, tzn. najmensie celé ¢islo,
ktoré je vicsie alebo rovné ako w

Pozndmka. Vyber mnoziny zo zoznamu Z v Kroku 1 sme blizSie ne$pecifikovali.
Uz pred samotnym algoritmom sme poznamenali, ze ako zoznam mo6zeme pouZit
frontu pripadne zasobnik. St ale aj dalSie moZnosti. V praxi sa ¢asto pouziva mix
viacerych pristupov.

Na zaciatku sa odporuca, aby sme ¢o najrychlejsie nasli prvé pripustné riesenie.
Teda vyberame mnozinu S,, ktord bola do zoznamu pridana ako prva. Tato
metdda sa anglicky nazyva ,,Depth-First Search, pripadne ,last in, last out®.
S pripustnym rieSenim mame doln hranicu, na zaklade ktorej moézeme niektoré
vetvy stromu odrezat.

Dalej sa odporica spracovavat prioritne uzly, ktoré maji najvyssiu hornt hranicu.
Tym zabezpec¢ime znizovanie globalnej hornej hranice tlohy. Tato metdda nesie
nazov ,Best-Node First®.

Detailnejsia diskusia a porovnanie réznych pristupov je k najdeniu v literattre
Pelikan| (2001} kapitola 5.6.1) a Wolsey| (1998, kapitola 7.4).

Poznamka. Podobne existuja vylepSenia pre vyber vetviacej premennej Kroku 5.
Opiit ale ¢itatela odkazeme na literataru [Pelikan (2001} kapitola 5.6.1).

Algoritmus branch and bound obvykle v praxi pre velké tlohy nekonéi vy-
prazdnenim fronty. Zvycajne skonc¢i po vycCerpani predom stanoveného ¢asového
limitu, alebo dosiahnutim dostatoc¢ne malého rozdielu medzi hornou a dolnou
hranicou, vid kapitola [1.4

1.7 Cutting plane algoritmus

Druhym zdkladnym algoritmom na rieSenie celoc¢iselnych uloh je cutting pla-
ne algoritmus, do slovenciny prekladany ako algoritmus reznych nadrovin. Tento
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nazov oznacuje skupinu viacerych algoritmov. V nésledujicej casti predstavime
zékladny algoritmus, zaloZeny na Gomoryho rezoch. Cerpame z Papadimitriou a
Steiglitz| (1998, kapitola 14) a Pelikan| (2001} kapitola 5.1).

Pripomenme, Ze riesime tlohu (IP) max {c'z : x € S}, kde S = {x € Z" :
Az < b,z > 0}. Oznacme P = {x € R" : Az < b,z > 0}. Linearne relaxovanou
tilohou v prislu$nom znaéeni rozumieme tlohu (LP) max {c'xz : z € P}.

Princip algoritmu je jednoduchy. V prvom kroku vyriesime relaxovantu tlohu,

tzn. hladame optimalne rieSenie na mnozine P. Ak je ndjdené rieSenie celo¢iselné,
vypocet konci, tloha je vyrieSena.
Predpokladajme, Ze sme nasli necelociselné riesenie. Ak by sme do ulohy pridali
nové ohranicenia, ktoré by zmenSili mnozinu P a zaroven by nevylacili ziadny
bod z mnoziny S, opakovanym rieSenim relaxovanej tlohy s novou mnozinou P
sa zvySuje Sanca, ze najdené riesenie bude celociselné. Teda v kazdom kroku algo-
ritmu priddme nové linedrne ohranic¢enie s ohladom nato, aby mnozina S ostala
nezmenena. Toto ohranicenie sa nazyva Gomoryho rez. Postup opakujeme, kym
rieSenie relaxovanej tlohy nie je celociselné.

Méame zadant tlohu (IP). Riesime relaxovant tlohu (LP) simplexovym algo-
ritmom. S-ty riadok z vyslednej simplexovej tabulky mdZeme zapisat nasledovne:

Zaijj :bs. (11)
j=1

Premenné xz; st nezdporné, preto zrejme plati nerovnost

n

> lag)z; < Zaijj, (1.2)

j=1

kde |as;] zna¢i dolni celd ¢ast ¢isla as;.

V tlohe (IP) vyzadujeme, aby rieSenie x = (z1,...,2,) bolo celo¢iselné. Preto
pre alohu (IP) je lava strana nerovnosti celé ¢islo. Prava stranu mozeme
podobne nahradit dolnou celou ¢astou

n

> lagle; < [bs). (1.3)

=1

Rozdielom a mame

n

D (as; = Lag )z > (bs — [bs)).

j=1

Oznac¢me

T = agp— |ag],

) = by — |bs].

S

Po preznaceni dostavame tzv. Gomoryho nerovnost
n
erjxj > 70, (1.4)
j=1
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Pridanim klzavej premennej £ > 0 prevedieme nerovnost (1.4 na rovnost

n

E Tsjflj'j—fif:’l"g.

J=1

Prenasobenim -1 dostaneme vyslednii rovnost

n

£ _ 0

— TsjTj +T = —T,
j=1

nazyvani Gomoryho rez.

Pozndmka. Cislo r definované ako r := a — |a| sa nazyva celo¢iselny zvysok
(zlomkova Cast) ¢isla a. Plati, ze 0 <r < 1.

Nagim cielom je pridat Gomoryho rez do pévodnej tlohy, ako nové ohranicenie.
Nasledujtce tvrdenie hovori o tom, ze pridanim Gomoryho rezu sa rieSenie tlohy
(IP) nezmeni.

Tvrdenie 6. Papadimitriou a Steiglitz (1998, str 329, Lemma 14.1)

Pridanim Gomoryho rezu do findlnej tabulky simplezovho algoritmu dlohy (LP) sa
Ziadne pripusiné celociselné rieSenie nevylici, novd tabulka je bazickd, primdrne
nepripustnad ak by € 7. a dudlne pripustnd.

Dékaz. K najdeniu v knihe Papadimitriou a Steiglitz| (1998, str 329-330).
0

V tejto chvili mézeme zapisat Gomoryho algoritmus po jednotlivych krokoch.
V algoritme sa vo vSeobecnosti pracuje so zlomkami, zaokrthlovacie chyby mozu
mat fatalne désledky. Z tohto dévodu je zauzivany aj nazov ,zlomkovy dualny
algoritmus®.

Gomoryho algoritmus
Krok 1: Riesime relaxovant tlohu (LP) simplexovym algoritmom.

Krok 2: Ak je ziskané optimélne rieSenie celociselné, KONIEC, nasli sme op-
timéalne riesenie povodnej ulohy (IP).

Krok 3: Existuje zlozka optimalneho rieSenia tlohy (LP), ktora je necelo¢iselna.
Predpokladajme, Ze jej odpoveda s-ty riadok vo vyslednej simplexovej tabulke,
ktory ma tvar Z?Zl as;xj = bs. K tomuto riadku vytvorime Gomoryho nerovnost,
tzn. YU vy > 1.

Krok 4: Gomoryho nerovnost prevedieme na rovnost pridanim klzavej premen-
oA 2’ ’ 7 d . n N 0 . ’
nej & > 0 a prendsobime —1. Ziskant rovnicu ) 7, —rgz; + & = —r{ priddme
do simplexovej tabulky. Rozsirent tabulku rieSime pomocou duélneho simplexo-

vho algoritmu. Po ziskani optimdalneho rieSenia pokracujeme Krokom 2.
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Podobne ako branch and bound algoritmus, ani cutting plane algoritmus
v praxi pri velkych tlohach nekon¢i ndjdenim optimélneho rieSenia, ale néjde-
nim rieSenia, ktoré je optimédlnemu rieseniu velmi blizko. Ako sme uz spominali,
cutting plane algoritmus pracuje so zlomkami. V praxi sa vsak zlomky udrzuja
vo forme ¢&isla, s koneénym poc¢tom desatinnych miest. Zaokrihlovacie chyby sa
kumuluji, a po ¢ase sa mdze stat, Ze nie sme schopny rozlisit, ¢i ndjdené rieSenie
je alebo nie je celoc¢iselné.
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2. Priradovaci problém

Priradovaci problém (angl. assignment problem) vo vSeobecnosti oznacuje
typy tloh, v ktorych chceme najst najlepsie vzajomné priradenie medzi prvkami
jednej alebo viacerych mnozin. Priradovaci problém je Specidlnym pripadom do-
pravného problému.

Formulaciu linedrneho priradovacieho problému budeme ilustrovat na prak-
tickom priklade.

2.1 Formulacia problému

Uvazujme dve mnoziny prvkov, medzi ktorymi hladame optiméalne parovanie.
V zésade pozname dva typy priradovacieho problému:

e vyvazeny,
e nevyvazeny.

Pri vyvazenom priradovacom probléme je velkost jednej aj druhej mnoZziny
prvkov rovnaka. Naopak, nevyvazeny priradovaci problém méa dve rozne velké
mnoziny prvkov. Formuldciu a metédy na hladanie optimalneho rieSenia uvedi-
eme pre vyvazeny priradovaci problém. Nevyvazeny problém sa prevedie na vy-
vazeny pridanim fiktivnych prvkov do mensej mnoziny. Vychadzame z |Berezny a
Kravecova (2012, kapitola 2.2.5) a Pelikan| (2001, kapitola 3.3).

Uvazujme n roznych pracovnikov a n réznych ¢innosti. Kazdy pracovnik moze
vykonavat Tubovolni ¢innost avSak s rdznou efektivitou préace. Efektivita kaz-
dého pracovnika pre danta ¢innost je vyjadrend nezdpornym koeficientom c;;, kde
i=1,2,...,naj=12,..,n Koeficienty c;; sa nazyvaju sadzby a tvoria Stvor-
covii maticu n x n. Ulohou je pridelit pracovnikov k jednotlivym ¢innostiam tak,
aby celkova efektivita prace bola maximalna.

Zavedieme bivalentné premenné x;;, tzn. z;; nadobtidaja len hodnot 0 alebo 1,
kde:=1,2,...naj=12,..n.
Oznacme

{ 1, ak i-ty pracovnik vykonava j-tu ¢innost,
xij =

0, ak i-ty pracovnik nevykonava j-tu ¢innost.

Podobne premenné z;; tvoria maticu n x n. Kazdy pracovnik vykonava prave
jednu ¢innost. Kazda ¢innost je vykonavana prave jednym pracovnikom. To mé
za nasledok, Ze v matici je v kazdom riadku a v kazdom stlpci prave jeden prvok
rovny 1, zvys$né prvky sa rovné 0.

Pozndmka. Matica ohranic¢eni je zrejme totdlne unimodularna. Viac v kapito-

le .5l
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Matematickd formulécia je nasledovné:

n n
max E E CijTij

i=1 j=1

n
E ;=1 1=12 ..n,
j=1

ixij—l, j:1,2,...,n,
i=1

z;; € {0,1} pre i,j=1,2,.. n.

Priradovaci problém moéZeme tiez formulovat ako tlohu optimalneho parova-
nia v bipartitnom grafe. Bipartitnym grafom rozumieme graf, v ktorom mnozina
vrcholov V' moéze byt rozdelend do dvoch skupin V; a Vj; tak, ze kazda hrana grafu
ma jeden vrchol z mnoziny Vi a druhy z mnoziny V5. Ak pridelime jednotlivym
hrandm ,ceny“, optimalne parovanie bude hladanie maximalnej celkovej ceny.

Ako mozny postup pre hladanie optimélneho rieSenia je systematické precha-
dzanie vSetkych moznosti. V ilustrovanom priklade sme uvazovali n pracovni-
kov a n ¢innosti. Existuje teda n! moznych priradeni. Pocet vSetkych moznych
priradeni pre vybrané n je uvedeny v tabulke Z nej je zrejmé, ze prostym
prechadzanim jednotlivych moznosti sme schopny riesit len llohy malého rozsahu.

n 10 100 1000
n! 3,6-10° 9,33-107 4,02 -10%°7

Tabulka 2.1: Vybrané hodnoty funkcie n!

Pre hladanie optimélneho rieSenia by sme mohli pouzit algoritmy predstavené
v prvej kapitole. Pomocou nich by sme sice rieSenie ziskali, mohlo by sa ale jednat
len o suboptimalne rieSenie.

Podobne ako pre iné Specialne pripady celoc¢iselného programovania, aj pre pri-
radovaci problém existuji metddy, ktoré hladaji optimalne rieSenie pomerne ele-
gantnym sposobom. Jednu z nich si predstavime v dalsej casti.

2.2 Madarska metdda

Madarska metdda je formulovana pre hladanie optimalneho rieSenia minimali-
zacnej Ulohy. RieSenie maximalizac¢nej tlohy, tzn. prevod na minimaliza¢nt tlohu
a nasledné aplikovanie madarskej metddy je bliz§ie popisané v poznamke za sa-
motnym algoritmom. Cerpame z|Hrablik-Chovancova a Sakal (2011}, kapitola 4.2).

Uvazujme priradovaci problém predstaveny v Casti s tym rozdielom, Ze
ucelova funkciu chceme minimalizovat.
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Na tomto mieste predstavime jednotlivé kroky algoritmu. Prvy krok algoritmu
sa prevedie len raz. Druhy a treti krok sa moze podla potreby zopakovat viac krat.
Za algoritmom nasleduje kratka diskusia ohladom jeho spravnosti.

Madarski metdda

Krok 1

(a) V kazdom riadku matice sadzieb ndjdeme minimélny prvok. Hodnotu mi-
nimalneho prvku odc¢itame od kazdého prvku v danom riadku.

(b) V kazdom stlpci matice sadzieb najdeme minimalny prvok. Hodnotu mini-
malneho prvku odétame od kazdého prvku v danom stipci.

Krok 2

(a) e Pocnic prvym riadkom matice postupne skontrolujeme pre kazdy ria-
dok, ¢i sa v hom nachadza prave jeden neprekryty nulovy prvok.
Ak 4no, nulovy prvok vyznaéime a stlpec kolmy na prisluiny riadok
obsahujuci prave vyznaceny nulovy prvok prekryjeme ciarou.
Inak prejeme k dalSiemu riadku.

e Poc¢ntic prvym stipcom matice postupne skontrolujeme pre kazdy stl-
pec, €1 sa v hom nachadza prave jeden neprekryty nulovy prvok.
Ak 4no, nulovy prvok vyznaéime a riadok kolmy na prisluiny stipec
obsahujtci prave vyznaceny nulovy prvok prekryjeme ciarou.
Inak prejdeme k dalsiemu stipcu.

Ak sme neprekryli v8etky nulové prvky ¢iarou, postup opakujeme. Vyne-
chavame riadky (stlpce), ktoré st uz prekryté.

(b) Ak je pocet vyznaenych nulovych prvkov rovny poc¢tu riadkov matice, KO-
NIEC algoritmu, nasli sme optimalne riesenie. Optiméalne priradenie po-
zostava z vyznacenych pozicii nulovych prvkov. Optimalna hodnota tcelo-
vej funkcie sa urc¢i z pdovodnej matice sadzieb.

Ak je pocet vyznacenych prvkov mensi ako pocet riadkov matice, pokracu-
jeme Krokom 3.

Krok 3

(a) N4jdeme minimum z neprekrytych prvkov. Tato hodnotu odéitame od vset-
kych neprekrytych prvkov a pricitame ju k prvkom, ktoré su prekryté za-
roven horizontalnou aj vertikilnou c¢iarou. Pokracujeme Krokom 2.

Matica, ktory vznikne po prvom kroku algoritmu sa nazyva redukovand ma-
tica sadzieb. Je dolezité si uvedomit, ze optimalne rieSenie redukovanej matice
sadzieb je zhodné s optimalnym rieSenim pdvodnej matice sadzieb. Zmena na-
stala len v hodnote ucelovej funkcie.
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Pozndmka. RieSenie maximaliza¢nej ulohy prebieha nasledovne. V matici sadzieb
najdeme maximalny prvok, ozna¢me ho ¢**. Vytvorime novi maticu sadzieb:

Ulohu s novou maticou sadzieb riesime ako minimaliza¢nii ilohu pomocou madar-
skej metddy. Ziskané rieSenie je optimalnym riesenim povodnej tlohy. Hodnota
ucelovej funkcie sa urc¢i z pdévodnej matice sadzieb.

Nasleduje priklad formulovany ako slovna tiloha, kde budeme hladat optimalne
parovanie medzi dvoma rovnako velkymi mnoZinami.

Priklad. Taxisluzba ma k dispozicii 4 volné taxiky. Dispecer na zaklade telefonic-
kych objednavok ma poslat taxiky k 4 réznym zakaznikom. Jeho cielom je priradit
taxiky k zdkaznikom tak, aby celkova doba cakania zdkaznikov bola minimalna.
Cas potrebny na presun jednotlivych taxikov k danym zdkaznikom je uvedeny

v tabulke 2.2

A B C D

Taxil 2 10 9 7
Taxi2 15 4 14 8
Taxi 3 13 14 16 11
Taxi4 4 15 13 9

Tabulka 2.2: Doby presunu taxikov k zakaznikom

Riesenie. Hladdme maticu priradeni 4 x 4. Ulohu budeme riesit pomocou
madarskej metddy. Namiesto matice sadzieb budeme pracovat s tabulkou:

2 10 9 7
15 4 14 8
13 14 16 11
4 15 13 9

Po riadkovej a stipcovej redukeii (prvy krok algoritmu) mame

0 8 2 5
1 0 5 4
2 3 0 0
0 11 4 5

Pokra¢ujeme druhym krokom algoritmu. Po aplikovani bodu (a) dostaneme

'

!

=~ D ot o
ot D o Ot

17



Prevedieme test optimality (Krok 2, bod (b)). Pocet vyznacenych nulovych
prvkov je mens$i ako pocet riadkov matice. Optimalne rieSenie zatial neméame.
Prejdeme na Krok 3. Po jeho aplikdcii mame

0 8 0 3
1 0 3 2
4 5 0 0
0 11 2 3

Opakujeme druhy krok algoritmu. Po prevedeni bodu (a) dostaneme

11 2

11 3

Pocet vyznacenych nulovych prvkov je 4. Test optimality je Gspesny, algorit-
mus konéi. Hladané matica priradeni mé tvar

_ o O O
S O = O
S O O
o = O O

Dispecer posle Taxi 1 k zédkaznikovi C, Taxi 2 k zédkaznikovi B, Taxi 3 k za-
kaznikovi D a nakoniec Taxi 4 k zakaznikovi A. Celkova doba ¢akania zékaznikov
je 28.

V nasom priklade hodnota tucelovej funkcie (celkova doba ¢akania) nie je velmi
dolezitd a sama o sebe nema ziadny vyznam. Dolezité vSak je, Ze je minimalna.

Uvedieme este jeden priklad, podobny predoslému.

Priklad. Taxisluzba mé k dispozicii 4 volné taxiky. Dispecer na zaklade telefo-
nickych objedndvok ma poslat taxiky k 4 roznym zdkaznikom. Tentokrat je jeho
ciefom priradit taxiky k zdkaznikom tak, aby celkova prejdend vzdialenost bola
minimalna. Vzdialenosti jednotlivych taxikov a zdkaznikov s uvedené v tabu-

Tke 2.3

A B C D
Taxil 3 1 1 4
Taxi2 4 2 2 5
Taxi3 5 3 4 8
Taxi4 4 2 5 9

Tabulka 2.3: Vzdialenosti taxikov a zakaznikov

Riesenie. Opit budeme hladat maticu priradeni 4 x 4 pomocou madarskej
metddy. Sadzby si ulozime do tabulky:

18



= Ot e W
N W N
U = N~
© 0 Ot =

Po riadkovej a stipcovej redukcii (prvy krok algoritmu) mame
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Pokrac¢ovanim Kroku 2 zistime, Ze na$ algoritmus zostane zacykleny hned
v prvom bode a teda nendjde optimélne rieSenie. Pri pohlade na tabulku je vSak
zrejmé, 7e optimalne rieSenie existuje, dokonca ich existuje viacero. Jedno z nich
je napriklad

0001
0010
0100
1000

N4&s algoritmus, tak ako sme ho uviedli, si s takymto prikladom neporadi. K vy-
rieSeniu takychto problémov st potrebné sofistikovanejsie metddy.
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3. Prakticka ¢ast

V tejto kapitole vyuzijeme ziskané teoretické vysledky z prvych dvoch kapitol
na rieSenie praktickej tlohy.

3.1 Vstupné data

Vstupné data pochadzaji zo Skoly sv. Augustina, Praha 4. Skladaji sa zo §tu-
dijného planu jednotlivych tried spolu s uviizkami ucitelov, vid tabulky a
Dalej obsahuji poziadavky vybranych uéitelov, ktori nemozu ucit kazdy deit
v tyzdni, vid tabulka . Ucitelia bez poziadavkov mo6zu ucit fubovolny den.

Sucastou zadania si dalej tieto podmienky:
e 7iadne volné hodiny uprostred vyucovania
e 1. az 4. trieda sa moze ucit 1. az 5. vyucovaciu hodinu
e 5. az 7. trieda sa moze ucit 1. az 6. vyucovaciu hodinu

Rozvrh mé byt vyrovnany tak, aby sa v dany den neopakoval viac krat rov-
naky predmet. Vynimku tvoria predmety ¢esky jazyk a vytvarna vychova. Cesky
jazyk moze byt vyucovany najviac dva krat denne. U vytvarnej vychovy pre triedy
s dvojhodinovou tyZdennou dotaciu (4. az 7. trieda) sa navySe pozaduje, aby bola
vyucovand v dvojhodinovom bloku, tzn. dve po sebe idtce hodiny v jeden den.

Nagim cielom je zhotovit rozvrh pre kazdu triedu tak, aby boli splnené vSetky
vysSie uvedené podmienky a poziadavky.

Predmet 1. trieda 2. trieda 3. trieda 4. trieda
Cesky jazyk 8 LM 7 KA 7 VR 7 MG
Anglicky jazyk 1 HO 2 HO 3 AG 3 AG
Spanielsky jazyk 1 SP 1 SP 1 SP 1 SP
Matematika 4 LM 4 KA 5 VR 4 MG
Nabozenstvo 1 PJ 1 PJ 1 PJ 1 PJ
Clovek a svet 2 LM 2 KA 2 VR 3 MG
Hudobna vychova 1 LM 1 KL 1 VR 1 KR
Vytvarna vychova 1 LM 1 KA 1 VR 2 MG
Telesna vychova 2 PA 2 PA 2 PA 2 PA
Praca a financie 1 LM 1 KA 1 VR 1 MG
Spolu 22 22 24 25

Pozn: 8 LM znamend, 7e ucitel LM udi 8 hodin ¢esky jazyk 1. triedu.

Tabulka 3.1: Studijny plan 1. az 4. ro¢nik
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Predmet 5. trieda 6. trieda 7. trieda
Cesky jazyk 7 KL 5 MA 5 MA
Anglicky jazyk 3 HO 4 AG 3 AG
Spanielsky jazyk 1 SP 2 SP 2 SP
Matematika 4 KL 5 SK 5 SK
Informatika a média 1 MC 1 MC
Nébozenstvo 1 PJ 1 PJ 1 PJ
Clovek a svet 3 KL

Dejepis 2 AN 2 AN
Obcianska vychova 1 MA 1 MA
Fyzika 2 ZK
Prirodopis 2 AN 1 AN
Zemepis 2 MA 1 MA
Hudobnéa vychova 1 KL 1 KR 1 KR
Vytvarna vychova 2 VR 2 SM 2 SM
Telesna vychova 2 PA 2 PA 2 PA
Vychova k zdraviu a rodine 1 EV
Praca a financie 1 KA 1 FS
Spolu 26 30 30

Tabulka 3.2: Studijny plan 5. az 7. ro¢nik

HO PJ KA KL AG KR MC AN SM

Po X X X X X
Ut X X X X

Str X X X X
St X X X X X X X

Pia X X X

Pozn: Uéitel HO moze uéit v pondelok, utorok a stvrtok.

Tabulka 3.3: Poziadavky vybranych ucitelov

3.2 Model

Po spracovani zadania sme zostavili nasledujtci model. Kto, kedy a aky pred-
met sa uci je vyjadrené pomocou bivalentnych premennych z;,,. Prvy index
t znaci triedu a nadobtida hodndt 1 az 7. Druhy index h znac¢i den a hodinu
v t¥Zdni. Nadobtida hodndt 1 az 30, vid tabulka [3.4l Posledny index p znaci
o aky predmet sa jedna.

Je dolezité poznamenat, 7ze voObec nemusime uvazovat $pecidlny index pre uci-
telov. To je sposobené tym, Ze existuje vzajomne jednoznacné priradenie medzi
ucitelom a predmetom spolu s triedou. Tento poznatok je vyznamny predovset-
kym kvoli vypocetnej zlozitosti problému. Momentalne mame pocet neznamych
3 570 (pocet tried x pocet hodin x pocet predmetov). Pridanim indexu pre uéi-
telov nam vzrastie pocet neznamych na 67 830 (ucitelov v zadani méme 19).
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1. 2. 3. 4. 5. 6.

Po 1 2 3 4 5 6
Ut 7 8 9 10 11 12
Str 13 14 15 16 17 18
St 19 20 21 22 23 24
Pia 25 26 27 28 29 30

Tabulka 3.4: Hodnoty indexu h

Mohla by nastat otdzka, ako chceme vyjadrit poziadavky ucitelov, ked ucitelov
v skutoc¢nosti nebudeme uvazovat. Otazka je uz zodpovedana vyssie. Napriklad
ucitel PJ uc¢i nabozenstvo v kazdej triede a moze ucit len v stredu a vo $tvrtok.
Tato jeho poziadavku premietneme do modelu tak, Ze kazda trieda mdze mat
nabozenstvo len v stredu a vo Stvrtok.

Kazdy rozvrh spliujtci vsetky ohranic¢ujice podmienky je pripustnym riese-

nim. Medzi v8etkymi pripustnymi rieseniami sa snazime najst v istom zmysle
optimalne riegenie. Aké kritérium optimality zvolime, je na néas.
V naSom pripade sme zvolili kritérium, ktoré sice v zadani nie je explicitne spo-
menuté, ale v praxi je povazované za akisi samozrejmost. Predmety naroc¢nejsie
na koncentraciu, ako napriklad jazyky a matematika, musia byt v kazdy den vy-
ucované prednostne, tzn. pred predmetmi ako je napriklad hudobné vychova.

Predmety rozdelime do skupin podla priority, kde 1. skupina obsahuje pred-
mety s najvysSou prioritou:

1. Cesky jazyk, anglicky jazyk, matematika
2. Spanielsky jazyk, ¢lovek a svet, dejepis, fyzika, prirodopis, zemepis

3. informatika a média, nabozenstvo, praca a financie, ob¢ianska vychova, vy-
chova k zdraviu a rodine

4. hudobné vychova, vytvarnd vychova, telesna vychova

Prioritu jednotlivych predmetov zachytava koeficient dy;,. Predmety prvej sku-

fvv s

ent, vid tabulka

1. skupina 2. skupina 3. skupina 4. skupina

iy 100 60 20 1

Tabulka 3.5: Priorita predmetov - hodnoty koeficientu dp,

Prioritu vyucovania zachytava koeficient c¢y,,. Kazda vyucovacia hodina bez o-
hladu na defi mé priradeny koeficient ¢;p,,. Ohodnotenie jednotlivych vyucovacich
hodin je uvedené v tabulke [3.6]
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1. 2. 3. 4. 5. 6.

Po 100 8 60 40 20 -1
Ut 100 80 60 40 20 -1
Str 100 80 60 40 20 -1
St 100 80 60 40 20 -1
Pia 100 80 60 40 20 -1

Tabulka 3.6: Priorita vyucovania - hodnoty koeficientu ¢,

Uéelové funkcia mé nasledujici tvar:

mazx g E E CthpQihpTihp-
t h P

Pozndmka. Iny vhodny tvar tcelovej funkcie by mohol byt napriklad:

mazx Z Z Z(cthp + dinp) Tinyp-
t h p

Ohranicujice podmienky tlohy pozostavaju z tychto bodov:

Poc¢ty hodin jednotlivych predmetov odpovedaji studijnemu planu prislus-
nej triedy:
Z Tihp = plan(pat>7 Vt7p7
h

kde plan(p,t) je tabulka hodinovych dotécii pre kazdy predmet a kazda
triedu v stlade s B.1] a

Najviac jeden predmet rozvrhnuty v dany c¢as pre dant triedu:

> wwp <1, Vith
p

Ziadne volné hodiny uprostred vyucovania:

6
> iy > 280, Vt.

h=1 »p

Uvedena podmienka vyjadruje ohranicenie pre ,pondelok®. Zvysné dni ana-
logicky.

1. az 4. trieda sa neudi 6. hodinu:

4
S NS> winp =0, kde hg = 6,12, 18,24, 30.

t=1 hg p
Krytie ucitelov, tzn. dany ucitel nesmie ucit vo viacerych triedach v rovnaky
cas:

TinAg + Topas + Tspay < 1, Vh,
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kde AJ oznacuje predmet anglicky jazyk. Uvedend podmienka zakazuje,
aby ucitel HO udil vo viacerych triedach v rovnaky cas.

Podmienky pre zvys$nych ucitelov s vynimkou LM, MG, ZK, EV, FS st ana-
logické. Ucitelov LM, MG, ZK, EV a FS osetrovat nie je potrebné, pretoze
ucia len v jednej triede a kazda trieda ma podmienku, aby sa ucila najviac
jeden predmet v dany cas.

Poziadavky jednotlivych uéitelov v silade s tabulkou [3.3}

18 30
§ :xhﬂﬂWHo‘+ E :xhﬂﬂWHo =0, Vimo,pno,
h=13 h=25

kde tyo oznacuje triedy a pyo oznacuje predmety, ktoré uci ucéitel HO. Uve-
dend podmienka vyjadruje poziadavku, ze ucitel HO neméze udit v stredu
a v piatok.

Podmienky pre uc¢itelov PJ, AG, KR, MC, AN a SM st analogické. U¢itelia
KA a KL maju zvlast podmienky:

6 6
E Tohpra + E Tshpr = 0, VDra,
h=1 h=1

12 12
E Tshper, T E Topav =0, Vprr,
h=T7 h=7

kde pg 4 oznacuje predmety ucitela KA, pxr, oznacuje predmety ucitela KL,
PF oznacuje predmet praca a financie a HV oznacuje predmet hudobné
vychova.

Najviac jedna hodina denne z kazdého predmetu pre kazdu triedu, s vynim-
kou ceského jazyku a vytvarnej vychovy:

6
thhﬁg 17 Vtvpa
h=1

kde p oznacuje vsetky predmety okrem ceského jazyka a vytvarnej vychovy.
Uvedena podmienka vyjadruje ohranic¢enie pre ,pondelok®. Zvysné dni ana-
logicky.

Najviac dve hodiny ¢eského jazyku denne pre 1. az 5. triedu:

6
thhcj <2, pret=1,..5.
h=1

Uvedena podmienka vyjadruje ohranicenie pre ,pondelok®. Zvysné dni ana-
logicky:.

Najviac jedna hodina c¢eského jazyku denne pre 6. a 7. triedu:

6
thhCJ < 17 pre t= 67 7.
h=1

Uvedena podmienka vyjadruje ohranic¢enie pre ,pondelok®. Zvysné dni ana-
logicky.
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e Dvojhodinovy blok vytvarnej vychovy pre 4. az 7. triedu:

Zl’tvvhpvv =1, Viyy, (3.1)
hp

kde h, =2,4,6,...,28,30 (len parne hodiny), tyy oznacuje triedy s dvojho-
dinovou dotaciou vytvarnej vychovy (tj. triedy 4, 5, 6, 7) a V'V oznacuje
predmet vytvarna vychova. Podmienka zaruci, ze jedna hodina vytvar-
nej vychovy bude rozvrhnutd v parnu hodinu a druha hodina vytvarnej
vychovy bude rozvrhnutd v neparnu hodinu. Dalej

thvvhlvv + thwmvv <1, Viyy, (3.2)
hl h4

kde hy = 1,7,13,19,25 (prvé hodiny kazdy den), hy = 4,10, 16,22,28
(stvrté hodiny kazdy den). Podmienka zaruci bez garancie rovnakého
dna, ze v prva a $tvrtt hodinu sa moze vyucovat najviac jedna vytvarna
vychova, pre kazdua triedu s dvojhodinovou dotaciou.

Analogicky sa zapiSu podmienky pre h; a hg, he a hs, hs a hg. Podmienky
pre dvojice hy a hs, hy a hs, ho a hy, hy a hg, hg a hs, hy a hg neuvazujeme,
pretoze takéto kombinacie uz zakazuje podmienka Na zaver

Z.’L’tvvsklvv S 1, vtvv, (33)

skq

kde sky = 1,3,5,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30. Analogicky sa za-
pisu dalsie $tyri podmienky pre zvys$né Styri skupiny hodin. Podmienka [3.3
zaruci, ze obe hodiny vytvarnej vychovy buda rozvrhnuté v rovnaky den.
Pre lepSiu prehladnost skupina hodin sk; je vyznacena tu¢nym pismom v

tabulke 3.7

1. 2. 3. 4. 5. 6.

Po 1 2 3 4 5 6
Ut 7 8 9 10 11 12
Str 13 14 15 16 17 18
St 19 20 21 22 23 24
Pia 25 26 27 28 29 30

Tabulka 3.7: Skupina hodin sk

Kratka rekapitulacia. Podmienka zabezpeci rozvrhnutie vytvarnej vy-
chovy v jednu parnu a v jednu neparnu hodinu. Pridanim podmienky
a k nej analogickym podmienkam zabezpe¢ime rozvrhnutie vytvarnej vy-
chovy do dvoch susednych hodin bez zaruky rovnakého diha (napr. ponde-
lok 4. hodina a streda 5. hodina). AZ podmienka spolu s analogickymi
verziami zaruc¢i rozvrhovanie vytvarnej vychovy v rovnaky den. Spojenim
vSetkych podmienok ziskame stanovent podmienku: dvojhodinovy blok vy-
tvarnej vychovy pre stvrta az siedmu triedu.
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e Predmety s dvojhodinovou tyZzdennou dotaciou musia byt rozvrhnuté tak,
aby bol medzi nimi aspoii jeden ,,volny den“, s vynimkou vytvarnej vychovy:

6 12
Z xthpz + Z thhPQ S 1, Vt,pg,
h=1 h=T7

kde p, oznacuje vSetky predmety s dvojhodinovou tyzdennou dotaciou s vy-
nimkou vytvarnej vychovy.

Uvedena podmienka vyjadruje ohranic¢enie pre dvojicu,pondelok® a ,uto-
rok“. Podmienky pre zvysné dvojice ,utorok® a ,streda”, ,streda“ a ,Stvr-
tok“, ,Stvrtok® a ,piatok“ st analogické.

e Predmety s trojhodinovou tyZdennou dotaciou mozu byt rozvrhnuté v troch
po sebe iducich dinoch najviac dva krat:

6 12 18
Z Lthps + Z Lthps + Z Tthps S 27 vt>p37
h=1 h=7

h=13

kde p3 oznacuje vsetky predmety s trojhodinovou tyzdennou dotéciou.
Uvedena podmienka vyjadruje ohranicenie pre trojicu ,pondelok”, ,uto-
rok“, ,streda”. Podmienky pre zvysné trojice ,utorok®,  streda“, ,Stvrtok®
a ,streda®, . Stvrtok®, ,piatok® st analogické.

3.3 RiesSenie

Na rieSenie modelu sme pouzili modelovaci softvér GAMS (General Alge-
braic Modeling System) s vyuzitim univerzitnej licencie. Bez pouzitia licencie
je spristupnend len obmedzend verzia softvéru, ktord je na rieSenie prislusného
modelu nepostacujtica. K vypoc¢tu bol dalej pouZity notebook Lenovo ThinkPad
Edge E531 so 64-bitovym procesorom Intel Core i5-3230M CPU @ 2,60 GHz
a operac¢nou pamitou 6,00 GB.

Pri vypocte sme pouzili solver CPLEX. Samotny vypocet trval menej ako
jednu sekundu. Hodnota ucelovej funckie je 872 912, pocet iteracii je 1 697.
Su splnené vSetky poziadavky a ohranic¢enia, ktoré sme na tlohu kladli. Rozvrhy
jednotlivych tried st k najdeniu v Prilohe A na konci prace. Zdrojovy kéd je
ulozeny v textovom dokumente ,GAMS A“ na prilozenom CD.

Po analyze jednotlivych rozvrhov musime konstatovat, ze ziskané vysledky nie
st uplne uspokojivé. Na prvy pohlad je zardzajici rozvrh piatej triedy. Pred vy-
poc¢tom sme ocakavali, ze piata trieda bude mat Sest vyucovacich hodin len jeden
den v tyzdni. Opak sa stal pravdou a pocet dni v tyzdni, kedy mé piata trieda
Sest vyucovacich hodin je maximalny. Ziskany rozvrh posobi nevyrovnane. Ak
by ndm takyto rozvrh z pedagogického alebo praktického hladiska nevyhovoval
a pozadovali by sme rozvrh s minimalnym poc¢tom dni, kedy sa piata trieda uci
Sest hodin, mohli by sme do modelu pridat novii ohrani¢ujicu podmienku:

e Piata trieda méa kazdy den aspon pit vyucovacich hodin:
6

221‘5@ > 5.

h=1 p

26



Uvedena podmienka vyjadruje ohranicenie pre ,pondelok®. Zvysné dni ana-
logicky.

Dalej po preskiimani rozvrhu Siestej triedy vidime, Ze v pondelok sa uéf Sest

naroc¢nejsich predmetov. Na druht stranu, v stredu sa udi tri TahSie predmety.
Podobnych situécii je v rieseni viacero.
Pri tvorbe modelu sme predmety rozdelili podla priority do Styroch skupin. Pred-
mety prvej a druhej skupiny st povazované za naro¢nejsie predmety, vyzadujice
zvy$enu aktivitu na hodine a vicSiu domacu pripravu. Naopak predmety tretej
a Stvrtej skupiny nevyzaduju tak velk(i mieru sistredenia na hodine a mala alebo
ziadnu domacu pripravu. Pridanim podmienky, aby sa kazdy den vyucoval aspon
jeden predmet z tretej alebo $tvrtej skupiny docielime vicsiu vyvazenost celého
rozvrhu. Do modelu mo6zeme pridat tato ohrani¢ujicu podmienku:

e Kazda trieda sa uci kazdy den aspon jeden predmet z tretej alebo Stvrtej

prioritnej skupiny:
6

szthﬁ Z 1, Vt,

h=1 p
kde p oznacuje predmety tretej a Stvrtej prioritnej skupiny.

Uvedena podmienka vyjadruje ohranic¢enie pre ,pondelok®. ZvysSné dni ana-
logicky.

Kazda nova ohranicujica podmienka nesie so sebou riziko nepripustnosti

tlohy. Iny mozny pristup by viedol cez tupravu koeficientov ¢y, a dipy. Vysle-
dok by bol podobny.

Pre zaujimavost sme vyriesili aj model s dodato¢ne formulovanymi podmien-
kami. Jednotlivé rozvrhy st k najdeniu v Prilohe B na konci prace. Zdrojovy kod
je ulozeny v textovom dokumente ,GAMS B“ na prilozenom CD.

Pri vypocte sme pouzili opit solver CPLEX. Vypocet trval menej ako jednu
sekundu. Hodnota tc¢elovej funkcie klesla na hodnotu 872 213, pocet iteracii stipol
na 1 738.

Po preskiimani novych vysledkov moézeme konsStatovat, 7ze sa nam podarilo
odstranit zistené nedokonalosti. Novo ziskané rozvrhy su celkovo vyvéazenejsie.
Zvysna cast je venovana moznym vylepseniam.

Dalsia poziadavka zo strany Skoly by mohla byt napriklad delenie tried na ja-
zyky, pripadne telesnt vychovu (chlapci a dievéatd). Nase data takato poziadavku
neobsahovali, preto sme ju neuvazovali.

Ina, celkom logickéd poziadavka by mohla byt, ze Skola disponuje len jednou
telocvicnou, kde prebieha vyuka telesnej vychovy. Tato poziadavku sme vsak spl-
nili bez toho, aby sme ju explicitne formulovali. VSetky triedy uci telesnti vychovu
rovnaky uditel. Ten v8ak moze ucit v dany ¢as najviac jednu triedu. Kazda trieda
sa moze ucit v dany ¢as najviac jeden predmet. Spolu mame poziadavku na ob-
sadenie telocvicne.

Podobne by $kola mohla mat aj iné $pecialne triedy, napriklad triedu na vyuku
jazykov, triedu s dataprojektorom, pocitac¢ovu triedu, atd. Vyuku predmetu in-
formatika a média, kde by sa dala predpokladat pocitacova trieda, oSetreni mame
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podobne ako telesnti vychovu. Dalsim pripadom sme nevenovali pozornost, na-
kolko neméme informéciu o tom, ¢i Skola takymito triedami disponuje. V pripade,
ak by takato poziadavka vznikla, nebol by ziadny problém prislusné ohranicenie
do modelu pridat.
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Z.aver

V tejto praci sme sa zaoberali priradovacim problémom, ¢o je Speciilna pod-
skupina tloh celociselného programovania. Teoretické poznatky z prvych dvoch
kapitol sme vyuzili v praktickej ¢asti, ktord predstavuje len zlomok z celkovej vyu-
zitelnosti celoc¢iselného programovania v praxi. Potencidl a Skala vyuzitia na rieSe-
nie velkych tloh je obrovska.

V praktickej ¢asti sme sa ststredili na rieSenie problému tvorby rozvrhu kon-
krétnej zakladnej Skoly s danymi poziadavkami. Na zdklade vstupnych dat sme
vypracovali model. Pri jeho tvorbe sme formulovali vSetky potrebné ohranic¢ujtce
podmienky a zvolili kritérium optimality. Model sme riesili pomocou modelova-
cieho softvéru GAMS. Pri analyze ziskanych vysledkov sme objavili nevyvazenost
rozvrhu piatej triedy. Rovnako sme zistili Ze pondelok v Siestej triede je vyrazne
yharocnejsi“ ako streda. Navrhli sme dve mozné opatrenia, jedno formou doda-
to¢nych ohrani¢ujtcich podmienok, druhé tpravou koeficientov ¢y, a dypy. Zvolili
sme opatrenie formou dodato¢nych podmienok. Novy model s dodatoénymi pod-
mienkami sme opif riesili pomocou softvéru GAMS a ziskané vysledky porovnali
s predoslymi. Nové rozvrhy st celkovo vyrovnanejsie a z pedagogického hladiska
prijatelnejsie. Na zaver sme uviedli mozné vylepSenia modelu.
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Priloha A

1. 2. 3. 4. 5.

Po CJ AJ CJ PF HV
ut M CJ CJ CS
Str M CJ CJ TV
St CJ M N SJ] VV
Pia CJ] M CS TV

Tabulka 3.8: Rozvrh 1. trieda

1. 2. 3. 4. 5.

Po AJ SJ HV TV

ut CJ CJ M CS

Str ¢CJ M CJ PF VV
St AJ CJ M TV N
Pia CJ] CJ] M CS

Tabulka 3.9: Rozvrh 2. trieda

1. 2. 3. 4. 5.
Po AJ] M CJ CS TV
ut CJ] M CJ SJ
Str CJ M CJ CS TV
St AJ CJ M N VV

Pia CJ] M AJ PF HV

Tabulka 3.10: Rozvrh 3. trieda

1. 2. 3. 4. 5.

Po CJ CJ AJ VV VV
Ut AJ CJ M CS TV
Str M CJ] CJ CS N

St M CJ] AJ] HV TV
Pia M CJ SJ CS PF

Tabulka 3.11: Rozvrh 4. trieda
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1. 2. 3. 4. 5. 6.
Po M CJ Al CsS VvV VvV
Ut AJ SJ ICT TV
Str M CJ CJ CS HV N
St CJ] CJ A] M PF TV
Pia M CJ CJ CS

Tabulka 3.12: Rozvrh 5. trieda

1. 2. 3. 4. 5. 6.
Po CJ] AJ M SJ PR D
Ut M AJ CJ Z ICT TV
Str CJ M SJ N Vv VV
St M AJ CJ PR D HV
Pia M AJ CJ Z TV OV

Tabulka 3.13: Rozvrh 6. trieda

1. 2. 3. 4. 5. 6.
Po M CCJ D PR VV \YAY
Ut CJ M AJ F 0)\% PF
Str M CJ Z S]  VZR TV
St C] M D AJ] HV N
Pia AJ CJ] M F SJ TV

Tabulka 3.14: Rozvrh 7. trieda
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Priloha B

1. 2. 3. 4. 5.
Po M AJ CS PF HV
ut CJ CJ SJ TV
Str ¢CJ M CJ N
St CJ] M CJ TV
Pia CJ M CJ CS VV

Tabulka 3.15

: Rozvrh 1. trieda

1. 2. 3. 4. 5.
Po AJ SJ HV TV
ut CJ CJ M CS VV
Str CJ M CJ TV
St AJ M CJ CS N
Pia CJ] M (CJ PF

Tabulka 3.16

: Rozvrh 2. trieda

1. 2. 3. 4. 5.
Po CJ] M AJ CS VV
ut M CJ AJ SJ TV
Str CJ CJ] M CS PF
St AJ CJ M N
Pia CJ] M CJ] TV HV

Tabulka 3.17

: Rozvrh 3. trieda

1. 2 3. 4. 5.
Po AJ M CJ] CS TV
ut CJ] M CJ VvV VV
Str CJ M CJ CS N
St M AJ CJ] HV TV
Pia CJ AJ SJ CS PF

Tabulka 3.18: Rozvrh 4. trieda
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1. 2. 3. 4. 5. 6.

Po CJ] M AJ] (CS HV
Ut AJ SJ] ICT VV VV
Str CJ M CJ CS TV
St CJ CJ AJ M PF N
Pia CJ] M CJ] CS TV

Tabulka 3.19: Rozvrh 5. trieda

1. 2. 3. 4. 5. 6.

Po M AJ CJ D PR TV
Ut AJ M CJ Z ICT OV
Str ¢(J M N SJ VV VV
St M CJ] D AJ PR HV
Pia M CJ] AJ Z SJ TV

Tabulka 3.20: Rozvrh 6. trieda

1. 2. 3. 4. 5. 6.
Po CJ PR D M VV VV
ut CJ AJ M F OV TV
Str- M CJ SJ] Z VZR N
St CJ] M AJ] D HV TV
Pia AJ M CJ SJ F PF

Tabulka 3.21: Rozvrh 7. trieda
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