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Abstrakt: Tato prace se zabyva testy pro parova kategorialni data. Testovanymi
vlastnostmi jsou shoda margindlnich rozdéleni a symetrie prislusné tabulky pra-
vdépodobnosti. Nejprve je zavedeno a popsano multinomické rozdéleni a kon-
tingenéni tabulky. V dalsi ¢asti se zabyvame dichotomickymi parovymi kategori-
alnimi daty, odvodime McNemaruv test a popiseme test pro malé rozsahy vybért.
Dale uvadime testy pro obecnd parova kategorialni data, nejprve Stuartiv test,
dale Bhapkartv test. Na testovani symetrie tabulky pravdépodobnosti ukazeme
test, ktery odvodil Bowker. Na zavér provedeme simulace McNemarova testu v
programu R.
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Abstract: In this paper we deal with paired categorical data. We will test mar-
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we deal with dichotomic paired categorical data, we derive McNemar’s test and
describe test for small sample sizes. Further, we state tests for general paired
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Seznam pouzitych zkratek

konvergence v distribuci

konvergence v pravdépodobnosti
jednotkova matice o rozmérech k x k
variancni matice nadhodného vektoru X
hodnost matice A

stopa matice A

a-kvantil rozdéleni x? s k stupni volnosti
a-kvantil rozdéleni N(0, 1)



Uvod

Kategorialni data vznikaji v riznorodych odvétvich lidské ¢innosti. Nahodné
veli¢iny reprezentujici tato data popisuji prislusnost sledovaného objektu do né-
které z moznych kategorii. Proto se u kategorialnich dat zpravidla testuji odlisné
hypotézy nez u dat kvantitativnich, ktera maji vétsinou jasnou numerickou inter-
pretaci.

Parova kategorialni data se potom objevuji napr. pti opakovanych mérenich nebo
dotaznikovych Settenich, kde zastupuji odpovédi dotazovanych osob na dvé otazky
se stejnymi moznymi odpovédmi. Nasim cilem je testovat hypotézy o vlastnostech
rozdéleni odpovédi na jednotlivé otédzky. V této praci se budeme zabyvat testo-
vanim shody marginalnich rozdéleni diskrétné rozdéleného nahodného vektoru
reprezentujiciho kategorialni data. Druhou sledovanou vlastnosti bude symetrie
prislusné tabulky pravdépodobnosti. V praci ukadzeme, jaky je mezi témito vlast-
nostmi vztah, a uvedeme prislusné testy. Pro jeden z téchto test také na zavér
provedeme simulace pomoci softwaru R.

V prvni kapitole zavedeme multinomické rozdéleni, ukazeme nékteré jeho vlast-
nosti a asymptotické rozdéleni. To néasledné vyuzijeme prti testech dobré shody.
Ukéazeme variantu téchto testt pri neznamych parametrech, kterou budeme dale
v praci vyuzivat. Dale v této kapitole zavedeme kontingencni tabulky a k nim
potfebné znaceni.

V druhé kapitole se budeme zabyvat dichotomickymi parovymi kategorialnimi
daty, pro néz obé sledované vlastnosti splyvaji, jak ukazeme. Dale v této kapitole
odvodime McNemartuv test a test pro malé rozsahy vybért.

Ve treti kapitole budeme uvazovat obecna parova kategorialni data. Nejprve se
budeme zabyvat testovanim shody marginalnich rozdéleni, zde se sezndmime se
Stuartovym testem a uvedeme jesté jiny test, ktery odvodil Bhapkar. Dale bu-
deme testovat symetrii tabulky pravdépodobnosti. Ukazeme si test, ktery odvodil
Bowker, zalozeny na testech dobré shody.

Ve ctvrté kapitole se budeme opét zabyvat McNemarovym testem. Provedeme
simulace v programu R a spo¢teme dosazenou hladinu tohoto testu a konvergenci
testové statistiky k limitnimu rozdéleni pri riznych pravdépodobnostech a rozsa-
zich vybéru.

V posledni ¢asti uvadime véty, které v praci pouzivame, s odkazem na prislusny
dukaz.



1. Multinomické rozdéleni

V tvodni kapitole zavedeme pojmy a oznaceni, se kterymi budeme pracovat
v nasledujicich kapitolach.

1.1 Zavedeni

S multinomickym rozdélenim budeme pracovat v celé praci, proto ho v této
casti zavedeme a ukdzeme nékteré jeho vlastnosti a asymptotické chovani.

Definice 1. Budte k > 2, n prirozend dcisla, vektor p = (py, . .. ,pk)T takovy, Ze
pi € (0,1) prokaZdéi=1,...,n api+---+p, = 1. Rekneme, Ze ndhodny vektor
X = (Xy,... ,Xk)T s mezapornymi celociselnymi hodnotami ma multinomické
rozdéleni s parametry p a n, znacime X ~ Multy, (n, p), jestlize

n!

— — — . 1 Lk
P(Xl_xh'"uXk_'rk)_ l’l'l'k'pl - D

prox; € {0,1,...,n},i=1,...;kaxi+ - +x,=n.

Multinomické rozdéleni miizeme chapat jako rozdéleni poctu kulicek v k pri-
hradkach. Predstavme si, ze mame k£ > 2 prihradek, a n kol. V kazdém kole
nezavisle na ostatnich umistime do jedné z k prihradek jednu kulicku, pricemz
pravdépodobnosti pridéleni kulicky do jednotlivych prihradek jsou dany vektorem
p = (pl,pQ,...,pn)T, kde p1 + -+ + p, = 1. Potom vektor X = (Xl,...,Xk)T
udavajici vysledné pocty kulicek v jednotlivych pfrihrdadkach méa multinomické
rozdéleni Multy (n, p).

Priklad. Méjme spravedlivou Sestisténnou kostku, tj. pravdépodobnosti padnuti
jednotlivych hodnot jsou vSechny é. Po n hodech ma vektor X poctu padnuti

-
jednotlivych ¢isel multinomické rozdéleni Multg (n, p) , kde p = (é, é, é, %, %, %) .

Uvedme si nékteré zakladni vlastnosti multinomického rozdéleni.

Véta 1. Bud X ~ Multg (n,p) a 1 < | < k, pak pro margindlni rozdéleni
X1, ..., X, plati

P(Xlz.l‘l,...,Xl:l’l):

n! o N
- (1l —py — -
171! .. .I‘l!(n— Ty — - — ZL‘Z)!pl b ( P1 D1

)n_zl_..._ggl

a pro podminéné rozdéleni X, ..., X;_1 za podminky X; = xy, ..., Xy = xp plati

P(Xl :xl,...,Xl_l :ZL‘Z_1|X1 :l’l,...,Xk :$k> =

(n_xl_"'—fﬁk)!ﬁ( i >mz
[L‘ll...l'l_l! ) 1—pl__pk




proxy+ -4+ r 1 =n—x— - —xpar; €{0,1,... n—x — - — 1},
i=1,...0—1.
Dale plati

E X; = np;, varXi:npi(l—pi), 1<e<n,
cov (X, X;) = —npipj, 1<i#j<n.

Diikaz.  Interpretujme hodnotu multinomicky rozdéleného nahodného vektoru
jako pocet kulicek v £k prihradkach po n kolech rozdélovani. Pii pocitani mar-
ginalniho rozdéleni se vlastné zajimame o pocet kulicek umisténych v prvnich [
prihradkach, vsechny ostatni prihradky zahrneme do jedné, ve které bude zbylych
n —x; — - -- — x; kulicek. Odtud plyne vzorec pro marginalni pravdépodobnosti.
Tvrzeni o podminéném rozdéleni ovéiime vypoctem, z definice podminéné pra-
vdépodobnosti je

P(Xl :(’131,...,le1 :xlfl‘Xl :xl,...,Xk :{Ek) =
= P(X1 :l’l,...,Xk :I'k)/P(Xl :Jfl,...7Xk :ZL‘k) (11)

Z definice a jiz dokazané casti mame

n!

PXi=x,...,.Xp =a3) = ————p7'...p}*
( 1 1 y <3k k) I’llxk‘pl Pr
P(Xl :[L‘l,...,Xk :ZL'k) =
_ n' p pzk(l —p - pk)n—xl—,..—xk
! al(n—a — . — ) F '
platin—xz;— -+ —x, =21+ - -+ x,_1, po dosazeni do ([I.1)) a ipravé dostavame
vzorec ve vete.
Déle z jiz dokdzané prvni ¢asti si vSimnéme, ze X; ~ Bi(n,p;),i = 1,... k.
Odtud plynou vzorce pro rozptyl a stfedni hodnotu. Pro ovéreni kovariance uva-
zujme ndhodné veli¢iny Y; ; € {0,1} takové, ze Y; ; = 1, pokud jsme v j-tém kole

priradili kulicku do i-té prlhradky, jinak ¥; ; =0, ¢ =1,...,n. Potom E Y, ; = p;,
pro j # l jsou Y, ; a Y, ; nezdvislé a plati

Miuzeme tedy psat

cov(X;,X;) = cov (Z Yim, ZY}r> = > > cov(Yim,Yj,)

m=1 r=1 m=1r=1
:ZCOV m):Z<E}/szjm EY;mEnm)
m=1 m=1
m:l



kde jsme vyuzili nezavislosti jednotlivych Y; a dale v posledni rovnosti faktu, ze
v kazdém kole umistujeme pravé jednu kulicku, a tedy pro i # j musi byt jedna
z veli¢in Y; ,,,, Y; ,,, nulova, takze je nulova i stfedni hodnota jejich soucinu.

O
Podivejme se nyni na varianéni matici vektoru X. Pro sloupcovy vektor a € R
budeme znacit diag(a) matici, kterd ma na diagondle vektor a a jinde 0, dale
a®? = a-a'. Pii tomto znac¢eni miizeme psat

p1(1 - pl) —P1p2 T —P1Pk
—p2p pa(l —p2) -+ —pap
Var(X) = n il =) | = 0 (diag(p) — p™?)
—PrP1 —pp2 o pe(1—pr)

— n (diag(y/p) Idiag(y/p) — diag(v/p)(vp)**diag(y/p))
= n diag(v/p) (I — (vP)**) diag(v/p).

Ukazeme si jesté asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni.

Véta 2. Bud X ~ Multy(n,p),p = (p1,...,px)" . Pak pron — oo plati
. . _ d
i) Y, = J=(diag(\/p))" (X — np) == Np(0, I — (/P)**),

i X;—np;)? d

i) Y, Y, =k n;p) — Xio1-
Diikaz. (i) Muzeme psat X = Y. | Z;, kde Z; jsou nezavislé stejné rozdélené
néhodné vektory z rozdéleni Mult,(1, p). Potom z centralni limitni véty (véta

méame
1 & 1 J
ﬁ Z (Z;—p) = W(X —np) — Ng(0, Var(Zy)), n — oo,
i—1

kde Var(Z,) = diag(,/p) (Ik - (\/ﬁ)@) diag(,/p). Matice diag(,/p) je regularni,
po prendsobeni matici (diag(,/p))~" dostdvame (7).

(i) Oznacme X = I, — (\/p)*?, z (i) vime, ze Y, N Ni(0,%). Ukazeme, ze
matice 3 je idempotentni, potom z véty |A.5|je rank(X) = tr(X), a tedy dostavame

rank(Y) =k —tr(y/p- /') =k —tr(y/p - /P) =k — 1. Plati
5% = (1= (VP)) - (T = (VD)) = T = 2(vP)™" + Vp(VP) ' VB(VP)'
=TI, - 2(yP)” +vP(vP) = %.

7 véty |A.8| celkové dostévame Y, Y, & x2_,, n — oc.




1.2 Testy dobré shody

Ve vété 2] jsme ukézali, ze ndhodny vektor X ~ Multy(n,p), p = (p1,...,pr)"
mé asymptoticky normalni rozdéleni a pro pifslusnou kvadratickou formu Y'Y,
kde Y, je z véty [2 plati

k
—npi
e=viy, -y Gl g

Na tomto poznatku jsou zaloZeny tzv. x? testy dobré shody, pomoci nichz mii-
zeme testovat platnost Hy : p = pg, proti H; : p # po pro né&jaky vektor
konstant py. Tento test pouZiva testovou statistiku x?, kterd za platnosti H,
konverguje v distribuci k rozdéleni x7_; a hypotézu zamita, je-li napozorovand
hodnota x* > x7_,(1 —a), kde x7_,(1 — ) je (1 — a)-kvantil rozdéleni x? s
k — 1 stupni volnosti.

Casto ale potiebujeme testovat, jestli je na$ neznamy vektor p roven vektoru
pravdépodobnosti p(a) = (pi(a), ..., pr(a))’, které zavisi na neznamém parame-
trua € R™, tj. jestli p = p(a). Pro tyto testy se pouziva tzv. metoda minimélniho
x? resp. modifikovand metoda minimalniho y2. Nejprve upravime statistiku x2,
jez je nyni funkei parametru a :

k (Xz _npz)2 k X2 k X2

X=> => — QZX +n2pz—2

i—1 npi i—1 "'Pi i—1 pz

Nyni budeme chtit y? minimalizovat v proménné a, miZzeme napiiklad fesit sou-
stavu rovnic

ox*(a) _ _z’“: X7 Opila)

=0, 7=1,....,m.

da; — Znpi(a)? Oy
Mizeme ale také vyjit z pivodniho vyjadieni x2, pro j = 1,..., m dostaneme
rovnice
Ox*(a) : —npi(a)) Opi(a) (X;—npi(a))?® Opi(a)\ _
Z : + - =0.
Ja; Pt p,(a) Ja; np;(a) da;

S rostoucim n klesé vliv druhého ¢élenu, proto se v praxi fesi jen soustava

" (X; —npi(a)) Op;(a)

1 pi(a) ‘ da;

=0, j=1,....,m. (1.2)

(2

Déle pro kazdé a musi platit pi(a) + --- + pr(a) = 1, derivovinim dostavame
vztah
8p1 (Cl/) 4. 8pk(a)

IRE) i=1,....m.
8aj + 8aj ’ J ’ m

S vyuzitim této rovnosti dostdvame z ((1.2) soustavu

k




nebot n 3%, i Za ) — . Vytesenim této soustavy dostaneme vektor a,,, ktery se

nazyva odhad parametru a modifikovanou metodou minimalniho 2. PouZijeme-
li tento ziskany odhad a@,, jako odhad parametru a ve statistice x*(a), pak tato
statistika ma asymptoticky x? rozdéleni s k — m — 1 stupni volnosti, jak tvrdi
nasledujici véta.

Véta 3. Budm < k—1, A C R™ nedegenerovany omezeny uzavieny interval
takovy, Ze pro vsechny body a € A plati:
i) pi(a) + -+ pra) =1,
ii) Ezistuje ¢ > 0 takové, Ze p;(a) > c* proi=1,... k,
i) Pro k‘alzvdé i =1,...,k md funkce p;(a) spojité derivace 622(;1), ga‘f 8(53) pro
j? S = VAR m?

i) Matice typu k x m s proky (8p’(a)) md hodnost m.

Necht a® je vnitrnim bodem A. Oznacme p{ = p;(a®). Predpodklidejme, Ze X =
(X1, ., X)) T~ Multy(n;pY,...,p%). Pak exstiji takové posloupnosti kladnijch
cisel €, — 0 a 6, — 0 pri n — o0, Ze soustava md s pravdépodobnosti
alesponi 1 — €, pravé jeden korten a,, takovy, Ze ||a, — ao|| < d,. Existuje-li a,, pro
vSechna dostatecné velkd n, md statistika x?(a,) asypmtoticky xi_, _ rozdéleni
pPrin. — Q.

Diikaz. (viz Andel, 1978, Véta X1.6).
D

vvvvv

pocet stupniu Volnost1 snizi pravé o dimenzi neznamého parametru.

1.3 Kontingencni tabulky

Mé&jme dvourozmérny diskrétné rozdéleny ndhodny vektor (X,Y)" s hodno-
tami v {1,2,..., I} x {1,2,...,J} reprezentujici kategoridlni data a ozna¢me

P(X=iY =j)=pi;, P(X=i)=pir, P =j)=ps;
Potom plati

J I I J
L= Digy Pag =D Digs D Pt = Pi+ =L
=1 i=1 i=1 =1
Takto oznacené pravdépodobnosti se obvykle zapisuji do tabulky [I.Ia.

Dale predpokladejme, Ze méme ndhodny vyber (X1, Y1) ", ..., (X, V)" z rozds-
len{ vektoru (X,Y) ", kde X a Y jsou jako vySe. Ozna¢me N; ; poCet pozorovan{ z
naseho vybéru, kde je X,,, =iaY,, = j,m =1,...,n (IV;; se nazyvaji pozorované
nebo napozorované cetnosti). Dale ozna¢me N; y = 23-]:1 NijaNy; =L N,
Ztejme platin = le Ny = Z}I:l N, ;. Pozorované cetnosti N; ; se také obvykle
zapisuji do tabulek [I.1p, ty se nazyvaji kontingencni tabulky.

Casta tiloha je testovani nezavislosti X a Y. V této praci se budeme ale zabyvat

tzv. parovymi kategorialnimi daty a tlohami specifickymi pro tento typ dat. Za
8



Tabulka 1.1: Tabulky pravdépodobnosti a napozorovanych cetnosti

a) Teoretické pravdépodobnosti

b) Napozorované ¢etnosti

Y Y
X 1 J > X 1 J b))
1| pia DP1,J | D1+ 1] Nia Nig | Niy
I P11 Prg | Pr+ I NI,l NI,J N1,+
2| Pt Py | 1 Y| Nia Nig| n

parova kategorialni data budeme povazovat situaci, kdy X i Y maji hodnoty
ve stejné mnoziné {1,...,1}, typicky reprezentujici hodnoty jedné kategorialni
proménné zjistované za dvou odlisnych podminek. Prislusné tabulky budou tedy
¢tvercové.

Budeme se zabyvat nasledujimi vlastnostmi:

(¢)  Symetrie tabulky pravdépodobnosti, tj. jestli p; ; = p,; pro vSechna
i,y €4{1,2,...,1};

(7) Shoda marginalnich rozdéleni X a Y, tj. jestli P (X =1i) =P (Y =1),
neboli p; = py; pro vSechna ¢ € {1,2,...,1}.

Mezi témito vlastnostmi je nésledujici vztah.

Lemma 4. Bud (X,Y)" dvourozmérny diskrétné rozdéleny ndhodnyj vektor s ho-
dnotami v mnoziné {1,... ,1}2. Je-li prislusna tabulka pravdépodobnosti symet-
rickd, pak obé jeho sloZky maji shodné margindlni rozdéleni. Je-li I = 2, pak jsou
obé vlastnosti ekvivalentny.

Diikaz. Necht je tabulka pravdépodobnosti X a Y symetricka, potom méame pro
i € {1,...,1} rovnosti p; 4 = Z;lei,j = Zjl-zl Pji = P+,. Déle pro [ =2
mame pi 4 =py1 Pt P2 = Pr1t P S Pre = P21 S Do = P



2. Dichotomicka parova
kategorialni data

V této casti se budeme zabyvat pripadem, kdy slozky ndhodného vektoru
(X,Y)T mohou nabyvat pouze dvou rtznych hodnot, budeme tedy pracovat s
tabulkami 2 x 2. Z lemmatu [4] je v tomto pripadé symetrie tabulky pravdépodo-
bnosti a shoda marginalnich rozdéleni ekvivalentni.

Necht v celé kapitole je (X,Y)" dvourozmérny diskrétné rozdéleny ndhodny
vektor s hodnotami v mnoziné {1,2}* a (X1, Y1) ", ..., (X,,Y,) " ndhodny vybér
z rozdéleni vektoru (X,Y)" .

2.1 McNemaruv test

Nyni odvodime McNemartv test, ktery se pouziva na testovani shody margi-
nalnich rozdéleni, v ptipadé uvazovaném v této kapitole tedy téz symetrie sdru-
zeného rozdélent.

Oznacme § = py1 — p1+ = P21 — P12, budeme testovat hypotézu

Hy:6=0, H;:5#0, ekvivalentné Hy:py1=pi4+, Hi:pi1 #pis

Pro 6 uvazme primocary bodovy odhad dany jako rozdil ptislusnych relativ-
nich ¢etnosti, tj: D,, = (P41 —Di14+) = %(NJFJ — Nj4). Nyni ukdzeme nékteré
jeho vlastnosti.

Tvrzeni 5. Pro D, = (p+1 — D1.+) plati

i) D, je je nestranny a konzistentni odhad 9,
.. 1 2
ii) var D,, = o [pQ,l +p12— (P21 — P12) } )

iii) Pt <5 N(0,1), n— oo,

Diikaz. Proi=1,...,n definujme ndhodnou veli¢inu Z; nasledovné

1, jeli (X;,Y)=(2,1),
Z; = 0, jeli (X;,Y;)=(1,1) nebo (2,2),
-1, jeli (X;,Y;)=(1,2).

Veli¢iny Z;,7 = 1,...,n jsou nezavislé a stejné rozdelené diky nezavislosti jednot-
livych (X;,Y;) a D,, = % rZi=1

Déle s vyuzitim Vétyméme ED,=1(EN; 1 —EN4)=2(npri—npiy) =6

3

10



a D, je tedy nestranny odhad d. Pro rozptyl D,, mame

1 1
var D,, = " var (Nyq — Ni4) = 3 var (Nog — Ni)

1
= ﬁ (Va[' NQ,l + var NLQ — 2cov (N271, NLQ))

1
= ﬁn (P21 (L —paq1) +p1o(l —pr2) + 2p21p12)

1

" (p2,1 +pi2— (P21 — p1,2)2) .

Odtud plyne také konzistence D,, nebot E D,, = § a var D,, — 0 pro n — oc.
Z centralni limitni véty (véta [A.1)) mame pro nezavislé stejné rozdélené veli¢iny
Z;

Z,—EZ
N SN N(0,1), n — oc.

vvar Z;
K ovéfeni (iii) vyraz upravime a dostaneme

Zn,—E Z4 D, -4 D,—0 g4
= = — N(0,1 — 00. 2.1
vn vvar Z, [Lvarz, VvarD, (0.1), n— o0 (2.1)
0J

Pravdépodobnosti p; ; jsou ale neznamé, proto uvazujme jejich piislusné od-
hady p;; = =N;;. Tyto odhady jsou konzistentni, nebot E p;; = L E N;; = p;;
a

var p; ; = ﬁvar N;j = gpm- — 0, n— oo.

vy . N 1 [~ ~ ~ N2
Oznacime-li ‘77% =varD,, a 0,21 == (p2,1 + D12 — (P21 — P12) ) , pak

D,~6 Dy~0 6, D.—06 G

v/var D, On On On On

Odhady p;; pro jednotliva 4, j jsou konzistentni, tedy p; ; 5 pij, z véty |[A.3| o

spojité transformaci také 62 5 02, a tedy i—" 5 1. Z Cramér-Sluckého véty (véta

A.4) dostavame
D, —o

~

23 N(0,1), n — oo.
O-TL

Odtud mimo jiné mizeme odvodit intervalovy odhad pro J o asymptotickém
pokryti 1 — . Oznac¢ime-li u, a-kvantil rozdéleni N(0,1), pak dany interval ma
ziejmé tvar

(Dn — Ul_a/gan, Dn + Ul_a/ga'n) .

Za platnosti testované hypotézy o = 0 plati nasledujici véta.
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Véta 6. Necht plati Hy : py 1 = p1+. Potom

Nai — Nip)® 4
M2 — (NN, 2) d, 2
" Noy + Nio A
Diikaz. 7 véty [f] vime
D, -9

2
On

44 N(0,1), n — oo.

Za platnosti Hy je navic § = 0 a rozptyl D,, je roven o2 = % (p21 + p12) , ozZnacme

on = % (P21 + D1,2) , pak

o a2 on

Diky konzistenci jednotlivych odhadi p; ; plati % £ 1 a z Cramér-Sluckého véty
(véta|A.4)) za Hy plati
D, -9

~

2
On

3 N(0,1), n — oo.

Po upraveé

D,—0 t(Nyi—DNiy) T _ Noq — Nip 45 N(0,1), n— o0

& \/% (P21 + D1,2) Noathz \/N2,1 + Nio

n2

Zname tedy i asymptotické rozdéleni druhé mocniny

Noi — Nis)?
Mzz—( 21 1.2) i)x%, n — 0.

O
Test, ktery testuje Hy : py1 = p1. s testovou statistikou M? se nazjva McNe-

martv test. Test na hladiné o hypotézu zamita, je-li M2 > x3(1 — «).

2.2 Presné rozdéleni

V predeslé casti jsme odvodili McNemartv test zalozeny na asymptotickém
rozdéleni napozorovanych c¢etnosti. Pro malé rozsahy umime urcit i presné rozdé-
leni a na jeho zdkladé sestavit presny test hypotézy Hy : p1 1 = p1 4. Lze z nich
také odvodit testovou statistiku McNemarova testu uvedenou v .

Jak jiz bylo Fe¢eno, napozorované ¢etnosti (Ny1, N1, Na1, Noo)' maji mul-
tinomické rozdélen{ Multy(n,p), kde p = (p11,P19,P21,P22) . Uvazujme nyni
podminéné rozdéleni N; 9, Ny pii pevnych Ny i, Noo a n. Potom z véty |1l mame

P(N1,2 = n1,2,N2,1 = n2,1|N1,1 = n1,1,N2,2 = n2,2) =

. . | ni2 n21
_ (n ni1 7l2,2)- P12 P21
711,2! n2,1! 1— P11 — P22 1— P11 — P22
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Za platnosti Hy : py1 = p1+ je p12 = p2,1 a vyraz lze upravit

P(N1,2 = 711,27N2,1 = n2,1|N1,1 = n1,1,N2,2 = n2,2) =

n n
B (n12 +n21)! [ P12 h D12 o _ [(n12+ N2 (1)m’2+"2’1
n1,2! n271! 2171,2 2]91,2 YLK 2

Pii pevném Nj1,Noo a n je i Nyg+ Noy = n — Ny — Nag pevné, a proto
oznacime-li N = Nj o + Ny 1, mame pii pevném Ny 1, Noo an

1
Ny, ~ Bi (N, 2.) .

Na tomto vysledku je zaloZen piesny test nasi hypotézy py 1 = pi 4. Tu zamitame,
je-li No1 < ki nebo Ny > ks, kde

BN Y
k1 je nejvétsi celé ¢islo splitujici > < ) () < %,

2\ 5 )2
N N
N /1
k» je nejmens{ celé &slo spliujici 3 ( ) () <2
2 \k)\2) =3

Tento test ma ziejmé hladinu nejvyse a.
Je-li Ny1, Nao an pevné, pak je pevnéi N = Ny o+ Noy =n— Njj — Nyo, proto
z centralni limitni véty (véta |[A.1) vime, ze pro N — oo je

Nyy —E N. Nyi — N 2Nyq — (N1 + N. Ny — N
2,1 2,1 2,1 — 3V 91— (V12 + 2,1)_ 2,1 1,2 LN(O,l).

\/var Nap B \/%TV B \/m N \/m

Druh4 mocnina tohoto vyrazu je tedy rovna statistice M? z McNemarova testu.
Hodnoty N, pro které je asympotické rozdéleni dostateéné presné se u riaznych
autoru lisi, napf. v knize Agresti (2002) se uvadi N > 10.
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3. Obecna parova kategorialni
data

V této kapitole se budeme zabyvat pripadem, kdy je odpovidajici tabulka
¢tvercova typu I x [I. Pro tyto tabulky uz neplati ekvivalence obou sledovanych
vlastnosti jako v pripadé I = 2. Proto odvodime testy na tyto vlastnosti zvlast.

Necht v celé kapitole je (X,Y)" dvourozmérny diskrétné rozdéleny ndhodny
vektor s hodnotami v mnoziné #1, o ,[}2 a (X7, Yl)T e (X, Yn)T nahodny
vybér z rozdéleni vektoru (X,Y) .

Z lemmatu [4 plyne, ze symetrie tabulky pravdépodobnosti implikuje shodu mar-
ginalnich rozdéleni, ale opacnéd implikace obecné neplati.

3.1 Shoda marginalnich rozdéleni

V této casti odvodime Stuartiiv test na testovani shody marginalnich rozdéleni
X a Y. Uvedeme také Bhapkariv test, ktery se nékdy pouziva na testovani té-
hoz. Zminéné testy byly poprvé navrzeny v pracech Stuart| (1955)), resp. Bhapkar
(1966)).

Testujeme

Hy:pri=pity, Vi=1,...,1, Hy:Jie{l,....I} :pri#piv. (3.1)

V predchozi kapitole jsme pouzivali testovou statistiku zalozenou na rozdilu na-
pozorovanych ¢etnosti N, — Ni.. Podobny princip uplatnime i zde.
Polozme

Dni=Niy —Ny;,i=1,....,1 adile D,=(Dn1,....,Dn5)". (3.2
Nékteré vlastnosti ndhodného vektoru D,, popisuje nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 7. Pro ndhodni vektor D,, definovany v ai,je{l,..., 1} plati:
i) E Dn; =n(pit+ — pyi);

i) var D, ; =n {Pi,+ +pyi—2pii — (Pig — pﬂ‘ﬂ ;

iti) cov (Dni, Dnj) = =1 [pij + pji + (Pit — p+a) (Pis — P4y)], jelit # 5.
Diikaz. S vlastnostmi multinomického rozdéleni z véty [I] dostdvame
ED,,=EN;,y —EN,;, =n(pi+ —pii)
Déle pocitejme rozptyl

var D,,; = var N; ; + var Ny ; — 2cov(V; 4, N4 ;)
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Pro kovarianci N; 4, Ny ; plati
I I
cov(N; 4, Ny ;) = cov (Z N a, Z Nb,j> =var N, ; + Z Z cov (Njq, Ny ;)
a=1 b=1 (1,0)#(b.5)

= np; _] pz,] Z Z —np; apb,]

(4,a)#(b,g)
=np;;(1 —pij) — n(pitp+; — p?,j)
= n(pij — Pi+Ptj)-
Celkové tedy pro rozptyl mame
var Dy, = np; . (1 —pis) +nps (1 — pyyi) — 20(pi; — DitD+i)
=n {Pz‘,+ + Py — 2pii — (P?,Jr — 2pi D1+ piz)}
=n |:pi,+ +pri—2pii — (Diy — p+,i)2]

Pro ovéreni vzorce pro kovarianci D, ;, D, ;, je-li ¢ # j, poCitejme s vyuzitim
vlstnosti kovariance a odvozeného vyjadieni cov(N; 4+, Ny ),

cov(Dy i, Dy j) = cov(N; + — Ny i, Nj+ — Ny )
= =iy Pjy — CoV(Nip, Ny j) — cov(Npi, Njy) = npiip+
= —np;+Pj+ — N(Pij — Pi+P+.5) — (Pji — P+,iPj+) — NP+,iP+.j
= —n(pij + Pji + PitDj+ — PitPtj — P+ili+ + DriD+j)
= —n(pi; +pji + (Pi+ — P+4) P+ — P1j)]-
O

Z tvrzeni [7] vidime, Ze za platnosti Hy je E D,, = 0 a rozptyl i kovariance se
trochu zjednodusi. Toho vyuzijeme pii vybéru testové statistiky. Oznac¢me

w;j; = —(pij + pja), je-lii # 7,
Wi = Piy + P — 2Di;
571 - (Dn,la cee )Dn,l—l)Ty

/W/ = (wi,j>£;i1>
W,=n-W.

Pro takto definované objekty dokazeme tvrzeni o jejich asymptotickém rozdéleni,
nejprve ale ukdzeme pomocné lemma.

Lemma 8. Za Hy plati ﬁﬁn SN N1_1(0,ﬁ7), n — oo.
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Dikaz.  Zvolme 1 takové, ze 1 < ¢ < I — 1, ukazeme, ze %Dm ma za H,
asymptoticky normalni rozdéleni. Pro k = 1,...,n definujme ndhodnu veli¢iny
Uy predpisem

1, jeli X =1i,Y} #1,
Uk: 0, je—li Xk:i,Yk:inebo Xk#Z,Yk#Z,
—1, je—li Xk 7& Z,Yk =1.

Velic¢iny Uy, k = 1,...,n jsou nezavislé a stejné rozdélené z nezavislosti jedno-
tlivych (X, Yy) aplati Dy, ; = N;+ — Ny, = >0, Uy, = nU,,.
Z centralni limitni véty (véta [A.1) mame

U,—EU
\/571 SN N(0,1), n — oc.

v/ var U

Upravou dostavame pro

Un—EUl \/ﬁ Zzlek—nEUl_Dm—nEUl

n——— = ——

v/var Uy n v/ var Uy - nvarU;

Dale EUy = 1 (piy — pii) — 1 (p+i — Pii) = Pi+ — P+4, za platnosti Hy
je tedy EU; = 0 a dale varD,,; = nvarU; neboli za H, z véty m dostdavame
nvar Uy = n(pi+ + p+i — 2pii)-

Celkoveé tedy za H,

Dn,i
NG

Kazd4 linedrni kombinace jednotlivych D, ;/+/n mé asymptoticky normalni roz-

d
— N0, piy +D+i —2pii), n— 0.

déleni s vhodnymi parametry, proto D, /\/n ma za H, asymptoticky normalni
rozdéleni s nulovym vektorem stfednich hodnot a varianéni matici W, neboli

1 — __
—D, %N, (0,W), n— .

NG

Tvrzeni 9. Za platnosti Hy plati
Q=D'W 'D, SN X7, N —00. (3.3)
Dikaz. 7 predeslého lemmatu vime, ze

D, —
—n _d N1_1<O,W), n — oo,

B

Dile W je regularni: kdyby nebyla, tak by z Véty musela existovat néjaka
netrivialni linedrni kombinace slozek vektoru n='/2D,,, ktera by byla skoro jisté
rovna néjaké konstanté. Slozky vektoru n="/ 2D, mezi sebou ale nijak nezavisi,
takovd linedrni kombinace tedy nemuze existovat (pro cely vektor D, bychom
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toto tvrdit nemohli, protoze D,,; bychom mohli vyjadrit pomoci predchozich slo-
zek a n). Tedy W je regularni a z véty

12Ty \Tyir—1/.—1/273 y d
(n"Y2D,)) "W ln"?D,) <5 \2_,, n— .
Upravou dostévame pro n — oo

(n"'2D,)" W' (n"V2D,) = D) (nW)~'D, = DIW, 'D,=Q -} ,.

O

Nyni uZ zndme asymptotické rozdéleni statistiky Q, v matici W, jsou ale
neznamé pravdépodobnosti. Déle budeme pracovat s jejich odhady NV;;/n a uka-
zeme, ze asymptotické rozdéleni se timto nezméni.

Véta 10 (Stuartova). Pro 1 <i,j < I —1 oznacme
Vii=Niy+ Ni; —2N;;,
Vij = —Nij = Nji), je-li i # j,
V = (Viy)i 2t

ij=1-

Pak za platnosti Hy plati Qg = /DVZVAE,I SN X7_1, M — 0.

Diikaz. Po tpravé muzeme psat
Qs =D VD, = (n"V?D,)"(n"'V) "' (n"V2D,).

Kazdy prvek matice n~ 'V konverguje v pravdépodobnosti k prvku pifslusnému
prvku matice W, nebot odhad N; ;/n konzistentnim odhadem p;;, jak jsme uka-
zali v predchozi kapitole. V predchozi vété jsme ukézali, Ze matice w je regularni,
proto také kazdy prvek matice (n~'V)~! konverguje v pravdépodobnosti k pii-
slusnému prvku matice W1, - N

Z Cramér-Sluckeho véty (véta vime, ze ndhodné vektory W—1(n"'/2D,) a
(n~'V)~1(n"Y2D,) maji stejné asymptotické rozdéleni.

Z véty o spojité transformaci (véta proto také nahodné veli¢ina

(n™2D,) (0 ') (n7?D,) = Qs
méa asymptoticky stejné rozdéleni jako ndhodné velic¢ina
(n"2D,) WL (n"2D,).
Dostavame tedy

d
Qs — X?qa n — 00.

O
Testova statistika Qg se pouziva ve Stuartové testu, ktery testuje hypotézu (3.1)).
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Tento test ma zirejmé asymptotickou hladinu «, pokud hypotézu zamitneme,
jestlize Qs > x%_,(1 — ).

Stuarttiv test je zobecnénim McNemarova testu z predchozi kapitoly, pro I = 2
dostavame

_ N1 — Nyy)?
Qs = N1y — Nya)(Nig +Npg—2N11) H(Niy — Nag) = PN = Naa)” M.
Nia+ Nay
Na testovani (3.1]) existuje jesté jiny pristup, zalozeny na odhadovani celého
rozptylu a kovariance slozek D,,; (oproti odhadnuti jejich zjednodusenych verzi
ve Stuartové testu).

Véta 11 (Bhapkarova). Pro 1 <i,j7 < I —1 oznacme

Ni _N i2
Ki,i:Ni’_i_{—N_’_’i_zNi’i_( + 4i) 7

n

(Niy — Nyi)(Njy — Ny j)

Ki;=—(Nij — Nji) — . . je-lii # 7,
K = (Kij){L

Pak za platnosti Hy plati Qp = 5;K_15n SN X2, n—oo.

Duikaz lze nalézt v ¢lanku |Bhapkar| (1966)).

3.2 Testovani symetrie

Nyni budeme testovat druhou ze sledovanych vlastnosti, symetrii tabulky
pravdépodobnosti, tj. hypotézu

HO:pi,j:pj,z’ Vi,jE{l,...,I}, H12E|i7j6{1,...,]}1pi’j§épjﬂ‘.

Z lemmatu {4| vime, ze za platnosti Hy nastava i shoda margindlnich rozdéleni,
ale pro I # 2 opacnd implikace obecné neplati. Pfi odvozovani testu vyjdeme z
testové statistiky

I I 2 1 1 2
2 (Niyj — npij) i\j
=222 > -
i=1 j=1 npi; i=1j=1 npi,;

V tomto pifpadé pouZijeme variantu x? testu s nezndmymi parametry. Témi jsou
pro nds vsechny pravdépodobnosti p;;. Za Hy pro né vSak méme vyjadieni ve
tvaru

Pij =Dji» 1>1]

3.4
pri=1-2 > pi;j—> pii (34)

1<i<s<I i<I
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nebof prvky v matici pravdépodobnosti jsou diky Hy symetrické podle hlavni
diagondly a prvek na misté (7, I') mizeme urcit jako doplnek ostatnich do jednicky.

Proto diky vztahtum z ([3.4)) staci pracovat s vektorem pravdépodobnosti
(P11 P12s -+ s PLI, D225+ s P2uly - - PI-1.0-1,P1-1.1) | = @, ackoliv neznamé jsou
vSechny p;;. Ve znaceni z Césti [L.2) je tedy nas vektor neznamych parametri
roven a. Ostatni parametry mtzeme vyjadrit jako funkci slozek a. Oznacme m
pocet nezndmych parametr za Hy, v nasem pripadé m = @ — 1.

Pro uréeni odhadu @ metodou modifikovaného minimalniho y? fesime soutavu
rovnic

L& Niy Opijla)

>0

i=1j= lp%J( ) aak

=0, k=1,...,m. (3.5)

Na urceni parcialnich derivaci pouzijeme vyjadieni v (3.4) a dostavame

Ipij(a) _ Ipi,(a)

= —1, odpovida-li kta souradnice vektoru a prvku p; ;,

day, Opi.i

Ipij Ipi s s
Pi(@) _ IPi (@) = —2, odpovida-li kt4 soufadnice vektoru a prvku p; j,
day, Op;.j ’

prol <i<Ilresp.1<i<j<I.
Nyni mizeme pomoci téchto vyjadieni upravit soustavu (3.5)), dostavame

N, N, ,
Lo+ =0, i<, (3.6)
Disi P11

Nij + Nji 14 Nir
Di,j pbrr1

(-2)=0, i<j, (3.7)

kde v (3.6) jsme pridali rovnici pro i = I (ackoli neplyne z vyjadieni derivaci
vyse, plati trividlné). Odtud plyne vyjadieni

i = N P11 _ Ny + Ny prg

2,0 i,] . 38
Nif’ Pii 2 Nri1 (38)

Vime, ze soucet vsech N;; je roven celkovému poctu pozorovani n, z rovnic (3.6)),
(3.7) mame vyjadreni

N N
Nyg = =Ly, Nij+ Nji = —"L2p;,
brr Dr1

seCtenim dostdvame

n—ZN”+ > (Nij+ Ny

N,
(Z Dii + Z 2pz,j> = LI )
1<Z<]<[ 7

1<i<j<I pI:I

nebot soucet vSech pravdépodobnosti p; ; dava 1 a za Hy je p;; = pji-
Dosadime do (3.8]) a dostdavame odhady pravdépodobnosti p; ; za H, ve tvaru
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Nii Nij + Ny

Dii = ; Dij = 3.9
bs n Pij 2n (3.9)
Tyto odhady dosadime do statistiky x? a obdrzime
I I (N an I . sz)2 (Nz o nNi,j+Nj,i )2
X=2> —”n L Sp e o SIEE N T
i=1j=1 Di.;j i=1 o itj n—5 ==
_ }Z (Nij — Nji)?
2757 Nij+ Ny,
1 (N — N;,;)?
2 zg = L o
—yy U
1>7 NJ + N

nebot (N;; — N;;)? = (N;; — N;;)? a obé dvojité sumy se tedy rovnaji.
Oznacime-li

(Nij = N;i)?*
b= ZZ Nij+ Ny’

1>7

potom z véty [3| plyne, Ze za platnosti Hy plati

D 2
B —>X1([71), n — oQ0.
2

nebot 1% — ( (IH) -1)—-1= @ Hypotézu budeme tedy zamitat, naméiime-li

B> X1(1—1) (1 - 04)
2
Tento test odvodil Bowker v ¢lanku Bowker| (1948). Vsimnéme si, ze jde opét
_ 2
o zobecnéni McNemarova testu: pro I = 2 dostdvame B = %, coz je

prave testova statistika M2 v McNemarove testu.
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4. Simulace

Vratme se nyni k McNemarovu testu. V této ¢asti ukadzeme, jak testova stati-
stika dodrzuje stanovenou hladinu pro rizné rozsahy vybért n a rizné hodnoty
p1+. Déle pro tyto marginalni pravdépodobnosti na vygenerovanych datech zna-
zornime konvergenci rozdélen{ testové statistiky k rozdéleni y3.

Necht (X,Y)" je dvourozmérny diskrétné rozdéleny nidhodny vektor s ho-
dnotami v mnoziné {1,2}% a (X1, Y1) ,..., (X, Y,)' ndhodny vybér z rozdéleni
vektoru (X, Y)T . McNemartuv test, ktery jsme odvodili v ¢asti testuje hypo-
tézu

Hy:piy =psya, proti Hy:piq # pia.

Necht Hj plati, uvazujme marginalni pravdépodobnosti p; . postupné 0.05, 0.1,
0.2, 0.3, 0.4, 0.5 a rozsahy vybéra n = 10, 20, 50, 100, 500, 1000.

Pii dané pravdépodobnosti p; 4+ urc¢ime zbylé pravdépodobnosti nésledovné:

Pr2 = P21 = P11 = P1.+/2 a pao se urdi jako doplnék do jednicky.

Zvolme hladinu o = 0.05. Pro kazdou kombinaci n a p; 4 postupné vyge-
nerujeme 100000 ndhodnych vybert z multinomického rozdéleni o rozsahu n a
vektorem pravdépodobnosti (pi1,p1.2, P21, pgvg)T, u kazdého spocteme a ulozime
testovou statistiku M2
Nésledujici tabulka ukazuje dosazenou hladinu, spoc¢tenou jako podil pripadu, kdy
jsme platnou hypotézu zamitli, a celkového poc¢tu provedenych simulaci. Vidime,
ze pro malé pravdépodobnosti p; 4 se zvolené hladiny a pro mensi n nedosahuje,
pii vétsich hodnotach p; y a rostoucim n se spoctend hladina postupné blizi ke
stanovené hodnoté a = 0.05.

Nyni se pro konkrétni pravdépodobnost p;, zamérime na konvergenci roz-
délen{ testové statistiky k asymptotickému rozdéleni y?. Na obrazku jsou pro
jednotlivé pravdépodobnosti pi, zndzornéné distribu¢éni funkce rozdéleni x? a
empirické distribu¢ni funkce testové statistiky spoctené ze 100 000 simulaci pro n
postupné 10, 20, 50, 100, 500 a 1000. Pfi malém p; 4 je pro mald n spoctend empi-
ricka distribucni funkce dost vzdéalena od distribuc¢ni funkce limitniho rozdéleni, s
rostoucim n se k ni blizi. Pro vétsi p; 1 je uz i pii mensim n aproximace presnéjsi,
i konvergence k limitnimu rozdéleni je rychlejsi.

Tabulka 4.1: Dosazené hladina McNemarova testu

P1+
n 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
10 0.0001 0.0013 0.0127 0.0332 0.0485 0.0522
20 0.0018 0.0130 0.0438 0.0479 0.0433 0.0420
50 0.0223 0.0471 0.0433 0.0670 0.0532 0.0537
100 0.0457 0.0437 0.0513 0.0524 0.0492 0.0491
500 0.0523 0.0497 0.0487 0.0501 0.0505 0.0504

1000 0.0484 0.0504 0.0497 0.0498 0.0506 0.0499
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Z.aver

V préaci jsme se zabyvali testy pro parova kategorialni data. Nejprve jsme za-
vedli potfebné znaceni, pojmy a formulovali jsme zkoumané vlastnosti. V dalsich
castech jsme v tomto znaceni shrnuli testy, které se na testovani téchto vlastnosti
pouzivaji.

Napred jsme se zabyvali dichotomickymi parovymi kategoridlnimi daty, ukazali
jsme, ze obé zkoumané vlastnosti jsou pro tato data ekvivalentni. V této ¢ésti
jsme odvodili McNemartuv test, vychézeli jsme pritom z publikace Agresti (2002)).
Samostatné jsme odvodili detaily v dikazu tvrzeni [f| a vété [6] Déle jsme v této
kapitole odvodili presny test pro malé rozsahy vybéri, zde jsme vychazeli prede-
v§im z publikaci |Andél (1978)) a |Agresti| (2007).

Déle jsme pracovali s obecnymi parovymi kategorialnimi daty. Zde jsme vycha-
zeli nejvice z praci Stuart| (1955), |[Bowker| (1948) a dale z knihy |Andeél (2007)).
Postupné jsme se zabyvali obéma sledovanymi vlastnostmi, nebof zde obecné
nejsou ekvivalentni, jak ukazuje lemmald] Na testovani shody marginalnich rozdé-
len{ jsme samostatné ukézali lemmal8], s jeho pomoci jsme poté odvodili Stuartuv
test, uvedli jsme také Bhapkariuv test. Déle jsme v ¢ésti[3.2] ukdzali odvozeni testu
na testovani symetrie tabulky pravdépodobnosti, ktery poprvé odvodil Bowker.
V dalsi ¢asti jsme samostatné provedli simulace McNemarova testu. Ovérovali
jsme, jaké dosahuje hladiny pfi riznych pravdépodobnostech a rozsazich vybért.
Zjistili jsme, 7Ze i pti malé marginalni pravdépodobnosti uz pro nahodny vybér o
rozsahu 100 dodrzuje stanovenou hladinu. Také jsme znazornili konvergenci roz-
déleni testové statistiky tohoto testu k limitnimu rozdéleni 2. Zjistili jsme, Ze pro
malé margindlni pravdépodobnosti se pro malé rozsahy vybérii miize podstatné
odlisovat, postupné se ale se zvétsujicim se rozsahem vybéru blizi k asymptotic-
kému rozdéleni a pri vétsi marginalni pravdépodobnosti je uz i pri malém rozsahu
aproximace presnéjsi.
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Pouzivané véty

V této ¢asti uvedeme znéni vét, které v praci pouzivame, s prislusnymi odkazy
na dtkazy.

Véta A.1 (Lindebergova CLV). Necht X1, Xo,... jsou nezdvislé stejné rozdé-
lené ndahodné veliciny se stredni hodnotou p a s konecnym rozptylem o?. Pak pro
n — oo plati

X+ X0+ 4+ X, —
LR TR T 4, N,0?),
NZD

Diikaz. (viz Andél, |1978| Véta X.6).

O

Véta A.2 (Lindebergova mnohorozmérnd CLV). Necht X, X,, ... jsou nezd-
vislé stejné rozdelené nahodné vektory s vektorem strednich hodnot p a variancni
matici V' s konecnymi prvky. Pak pro n — oo plati

1
(X1 + X+ -+ X, — kp) =5 N0, V).

vn
Diikaz. (viz Andél, [1978| Véta X.7).
O

Véta A.3 (Véta o spojité tranformaci). Je-li g spojitd redlnd funkce a X, <4 X,
d
pak g(Xy) = g(X).

Diikaz. (viz |Andél, 2007, Véta B.8).
O

Véta A.4 (Cramér-Sluckého). Necht X, Xs, ... je posloupnost nahodnijch velic¢in
s distribucnimi funkcemi Fy, Fy,.... Necht F' je distribucni funkce a ¢ konstanta.
Necht F,, konverguji slabé k F'. Necht Y1,Ys, ... je takovd posloupnost nahodnijch

e P )
velicin, Ze Y,, — c. Definujme

Sp =X, Y, T, =X,/Y,.

Necht F? FT jsou po fadé distribucni funkce velicin Sy, T,. Je-li ¢ > 0, pak F?(z)
konverguji slabé k F(x/c) a FX(z) konverguji slabé k F(cx).

Diikaz. (viz |Andél, 2007, Véta B.10).

Véta A.5. Hodnost idempotentni matice se rovnd jeji stopé.
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Diikaz. (viz Andel, 2007, Véta A.12).
UJ

Véta A.6. Necht X = (X41,...,X,)" je ndhodny vektor s konecnymi druhymi
momenty, vektorem strednich hodnot p a variancni matici V- a ¢ € R". Pak vztah
Ve = 0 plati pravé kdyz je ¢" (X — p) = 0 skoro jisté.

Diikaz. (viz |Andel, 2007, Véta A.26).
[

Véta A.7. Necht X ~ N,.(u,V') a matice V' je requldrni. Pak ndhodnd velicina
Y = (X —pu)"VHX — ) md rozdélent x>2.

Diikaz. Véta se specialnim pripadem véty 4.15 v knize (Andél, |2007)).
[

Véta A.8. Necht X ~ N,.(0,V) a necht A je symetrickd pozitivné definitni
matice typu rxr. Je-li matice AV nenulovd a idempotentni, pak ndhodnd velicina
X "AX md rozdéleni x? s poctem stupriti volnosti rovnym tr(AV).

Diikaz. (viz |Andel, 2007, Véta 4.16).
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