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Uvod

V této préci se budeme zabyvat homogennimi markovskymi fetézci s konecnou
mnozinou stavi a s ocenénim prechodu. Nasledné budeme pracovat s mnozinou
fizeni fetézce a budeme hledat optimalni rizeni. Zadefinujeme iterac¢ni algoritmus,
pomoci néhoz ziskame tizeni, o kterém pak ukazeme, ze je optimalni.

Hlavnim zdrojem, ze kterého jsem cerpala je diplomova prace (Stanek, 2012).
Podobné, jako on, chceme zavést definici optiméalniho homogenniho fizeni, uvést
iteracni algoritmus a ukazat, ze ten po kone¢né mnoha krocich dojde k hledanému
optimu. Navic vSsak ukazeme, ze takto ziskané tizeni je optiméalni i z hlediska
adaptivni strategie. Dalsim prinosem je shrnuti a dokazani pouzivanych vét a
definic Perron-Frobeniovy teorie.

Prvni kapitola obsahuje predevsim zavedeni zédkladnich pojm homogenniho
markovského fetézce s koneénou mnozinou stavi a s matici pravdépodobnosti
prechodti a s matici ocenéni prechodti. Na zakladé toho ziskdme nahodnou po-
sloupnost vynost. V posledni ¢asti kapitoly 1 zavedeme exponencialni uzitkovou
funkci, ukazeme nékteré jeji vlastnosti a na zacatku kapitoly 2 zavedeme uzitek
z realné nahodné velic¢iny. Poté se seznamime s pojmem jistotniho ekvivalentu,
ktery bude hrat zasadni roli pii volbé optimalni strategie fizeni v ¢asti 2.2. Hlav-
nim zdrojem pro prvni kapitolu mi byl (Lachout a Praskové, 2012), predevsim
kapitoly 1, 2.8 a 2.9.

Pozdéji, ve druhé kapitole budeme uvazovat moznost volby prvku z neprazdné
mnoziny tizeni, ktery urc¢i chovani fetézce. Zavedeme pojem optimélniho fizeni a
déle se budeme vénovat jeho hledani.

Jadro préce pak spociva v ¢asti 2.2, kde je uveden iterac¢ni algoritmus. Uka-
zeme, ze tento algoritmus pro libovolné pocatecni tizeni zkonstruuje posloupnost
z mnoziny tizeni, kterd je konstantni az na konecné mnoho ¢lenii a jeji limita je
optimalni fizeni.

Tento vysledek potom rozsitime v kapitole 3, kde ukazeme, ze takto ziskané
fizeni je optimélni nejen z hlediska homogenni volby, ale i v pripadé, ze bychom
pripustili adaptivni strategii, tedy bychom uvazovali, Ze volba Tizeni v kazdém
casovém okamziku zavisi na dosud projité trajektorii.

Posledni ¢ast vénujeme teorii nezapornych nerozlozitelnych matic, kterou po-
uzivame v diikazech stézejnich tvrzeni. Pfedevsim jde o Perron-Frobeniovu vétu a
tvrzeni, kterd se pouzivaji k jejimu dikazu. Perron-Frobeniova teorie je rozsahleji
zpracovana v (Seneta, 1981) a (Lancaster a Tismenetsky, 1985), ze kterych jsem
cerpala.



1. Markovské retézce s ocenénim
prechodu

V nésledujici kapitole zavedeme zakladni pojmy markovského tetézce s oce-
nénim prechodt. Z ného pak odvodime nahodnou posloupnost vynost, zavedeme
klicovy pojem uzitkové funkce, a pomoci nich nahodnou posloupnost uzitkii.

1.1 Definice markovského retézce

Definice 1. Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, 7' C R je neprazdna
indexova mnozina, takova, ze pro kazdé t € T je dana realnd ndhodna veli¢ina
X; na (92, A,P). Potom X = (X;);er nazveme redlnym ndhodnym procesem.

V této praci se budeme zabyvat pouze pripadem T = Ny, a ndhodny proces
(X)), budeme nazyvat ndhodnou posloupnosti. Kromé obecné realné ndhodné
posloupnosti budeme vyuzivat pojem (redlného) ndhodného procesu s hodnotami
v nasledujici konecné mnoziné

S=A1,...,N}, N e N, (1.1)
tj. pro vSechna n € Ny je X, : Q = S a [X,, = 5| € A, kdykoliv s € S.

Definice 2. Bud (12, .4) méritelny prostor. Filtraci na (2, A) rozumime neklesa-
jici posloupnost F = (F,,)2, pod o-algeber systému A4, tj. posloupnost o-algeber
na 2, pro kterou plati F,_; C F, C A, n € Ny.

O redlném ndhodném procesu X = (X,,)r°, fekneme, ze je F-adaptovany,
pokud pro kazdé n € Ny je ndhodna velicina X, méritelna viaci o-algebte F,
a pojmem kanonicka filtrace posloupnosti X rozumime posloupnost o-algeber
X = (X,)5, takovych, ze pro kazdé n € Ny plati &, = o(Xo, ..., X,).

Definice 3. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a F = (F)22, filtrace
na (€2, A). Nahodnou posloupnost X = (X,,)5°, s hodnotami v mnoziné S, ktera
je F-adaptovand nazveme F-markovskou, pokud plati

P(X, = j|F:) 2 P(X, = j|X), E<n, nkeN, jeES. (1.2)

Pozndmka. Podminku (1.2) charakterizujici F-markovské fetézce nazyvame mar-
kovskou vlastnosti,

Definice 4. Rekneme, 7e ¢tvercova matice P € [0, 1]V*N je stochastickd, pokud
plati
P1-1,

to jest, pokud vsechny radkové soucty jsou rovny jedné.

Definice 5. Necht je ddna mnozina S, jako v (1.1) a stochastickd matice P, jejiz
prvky budeme znacit p;;, nebo p(i,j), pro i,j € S. O ndhodném F-markovském
procesu X = (X)), s mnozinou stavii S fekneme, Ze je homogenni s matici
pravdépodobnosti prechodu P, pokud

P(Xnp1 = jIXn) 2 1x Pl = p(Xej),  j€S, neN,. (1.3)
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Definice 6. Necht (2, A) je méfitelny prostor a F = (F,,)2, je filtrace na (€2, A).
Bud dile S = {1, ..., N} mnozina definovand, jako v (1.1). Necht X = (X,,)%, je
F-adaptovand nahodna posloupnost s hodnotami v .S. Necht je dana stochasticka
matice P € [0,1]"*" a posloupnost pravdépodobnostnich mér P = (P;)Y, na
prostoru (2,.4), pro které plati tzv. inicia¢ni podminka

P(Xo=i)=1 i€S. (1.4)

Rekneme, Ze nahodny proces X je homogenni (F,P)-markovsky retézec s ma-
tici pravdépodobnosti prechodu P, je-li homogenni F-markovsky fetézec s matici
pravdépodobnosti prechodu P na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.4,P;) pro
vSechna i € S.

Znaceni. Necht je ddn homogenni (F, P)-markovsky retézec s kone¢nou mnozinou
stavi S, jako v (1.1). Necht A € A je libovolny jev a Y je libovolna A-méritelna
ndhodna veli¢ina, ktera je integrovatelnd viici vSem miram z P. Potom zavedeme
vektor pravdépodobnosti jevu A

P(A) = (Pi(A))iL, €[0,1)%,
a vektor stfednich hodnot ndhodné veli¢iny Y € N 1L, (P;),
E[Y]=E[YDL, €eRY,

kde E;[Y] je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y na pravdépodobnostnim prostoru

(Q,A,P,).

Tvrzeni 7. Bud (2, A) pravdépodobnostni prostor, na ném filtrace F = (F,)3, @
X = (X)), bud F-markovsky tetézec. Necht X = (X,)5°, je kanonickd filtrace
procesu X a G je filtrace na (2, A), takovd, Ze

Xnggngfru nGNO.

Pak X je také G-markouvsky retézec.

(i) Pokud je X navic homogenni F-markovsky retézec s matici pravdépodobnosti
prechodu P, pak je také X homogenni G-markovsky retézec s matici pravdépodob-
nosti prechodu P.

Diikaz. Podle predpokladu je splnéna markovskd podminka (1.2). Protoze plati
P(X, = j|Xk) € L(o(Xy)) € L(Gx) dle definice, a protoze G, C Fi, dostaneme
iterovanim podminénych stfednich hodnot pro libovolny stav j € S a k < n.

P(X, = jlGk) = E[P(Xa = jIFi)IGe] = E[P(X, = jlX)|Gk] = P(Xn = j[Xe).

(i) Tato ¢ast tvrzeni plyne primo z definice, nebot predpoklad i zévér maji stejny
tvar dany vzorcem (1.3). O

Disledek 8. Pokud je X = (X)), F-markovsky retézec pro néjakou filtraci
F, potom je také X-markovsky, kde X = (X)), je kanonickd filtrace X .



Definice 9. O ndhodném procesu X = (X,,)7°, fekneme, ze je markovsky (re-
spektive P-markovsky), jestlize je F-markovsky (respektive (F,P)-markovsky)
pro né&jakou filtraci F = (F,), coz je, dle dusledku 8, ekvivalentni tomu, ze je
markovsky vzhledem ke své kanonické filtraci X = (AX},)%°, (respektive, ze je
(X, P)-markovsky).

Analogicky bychom definovali pojem homogenniho markovského retézce (re-
spektive homogenniho P-markovského retézce) s matici pravdépodobnosti pre-
chodu P.

Definice 10. Rekneme, Ze homogenni (F, P)-markovsky fetézec je nerozloZitelns
a aperiodicky, pokud jeho matice pravdépodobnosti prechodu je nerozlozitelna a
aperiodicka (viz. definice 49 a 50 v Appendixu A zabyvajici se teorii nezdpornych
matic).

1.2 Markovovy retézce s ocenénim prechodu

Definice 11. Necht X = (X,,)%, je homogenni (F,P)-markovsky fetézec s mno-
zinou stava S = {1, ..., N}, jako v (1.1), se stochastickou matici pravdépodob-
nost{ piechodu P € [0, 1]¥*" a necht je navic ddna matice Z € RN*N jejiz prvky
budeme znacit z;;, nebo také z(i,7) a budeme je nazyvat ocenénim prechodu ze
stavu © do j a matici Z budeme tikat matice ocenéni prechodu. Definujme také
vynos za n obdobi jako

d: Z Xk 1,Xk nGNo. (15)

Znaceni. Necht je S = {1, ..., N} mnozina, jako v (1.1), a necht je ddna realna
funkce f : S — R. Potom funkci f lze jednozna¢né piifadit vektor f € RV
takovy, Ze pro vSechna i € S plati f; = f(i). Také libovolnému vektoru € R"
lze jednoznacné priradit funkci £ : S — R, ktera kazdému i € S pritadi i-tou
slozku vektoru x.

Pokud je tedy ¢ € S, budeme pro libovolny vektor x € RY, respektive pro
libovolnou funkei f : S — R pouzivat vektorovy i funkéni zapis, tj. z; = (i),
respektive f; = f(i), a libovolnou funkci f ztotoziujeme s timto jednoznaéné
ur¢enym vektorem f.

Tvrzeni 12. Necht X = (X,,)22, je homogenni (F,P)-markovskyj retézec s mno-
Zinou stavi S, jako v (1.1), s matici pravdépodobnosti prechodu P a necht je ddina
libovolnd funkce f : S — R. Potom plati

E[f(X,)] =P"f, necN.

Dukaz. Nejprve poznamenejme, ze pro kazdé n € N a pro kazdé ¢ € S exis-
tuje konecnd stfedni hodnota E;[f(X,,)], nebot f(X,) nabyva jen konetné mnoha
realnych hodnot. To znamena, ze obé strany rovnosti jsou dobte definované.
Ukazeme rovnost pro libovolnou funkci f : S — R a postupovat budeme
indukei podle n € N. Pro n = 1 dostaneme E[V;] = P f nasledujicim zptisobem

E;[f(X1)] =) fOU)P:i(X z_:f )i = ['pi = (Pf);, i €S.
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a tedy vektorove
E[f(X1)]=PFf.

Nyni budeme predpokladat, ze plati tvrzeni pro n — 1 € N, tj. predpokladame, ze
pro libovolnou funkci g : S — RY plati E[g(X,_1)] = P" !¢, a chceme ukazat,
ze pro funkci f plati E[f(X,)] = P"f. Pro libovolné ¢ € S plati

N
7=1

Protoze je proces X = (X,,)°, homogennim (F,P)-markovskym Fetézcem s ma-
ticl pravdépodobnosti prechodu P, dostaneme, zZe

N
Zf(])Pz(Xn :J|Xn 1 % Zf Xn— 17j) :prXn_l :pTXn,lf'
j=1 j=1

Tedy pro vsechna n € N pro vektorovou podminénou sttedni hodnotu plati

Eil f(Xu)|Fa-1] = (Pf)(Xna).

A pro nepodminénou stredni hodnotu dostaneme

Ez[f(Xn)] = [E; []Ez [f(Xn)|fn—1]] = Ez‘KPf)(Xn—l)]- <1~6>

Pouzijeme indukéni predpoklad na funkei g(i) = 1;,Pf = (Pf)(i), i € S a
dostaneme E[(Pf)(X,,_1)] = P" (P f) = P"f. Pomoci vzorce (1.6

E[f(Xn)] = E[(Pf)(Xn1)] = P"f,

¢imz je dikaz hotov. O

) déle ziskdme

1.3 Exponencialni uzitkova funkce

Definice 13. Necht I C R je otevieny interval. O redlné funkci v : I — R
rekneme, ze je uzitkovou funkci, pokud je rostouci a konkavni na I.

Pozndmka. Pro nase tcely je tato definice dostacujici, i kdyz obecnéji je mozné
definovat uzitkové funkce i na uzavrenych intervalech. V této praci se omezime na
specialni pripad uzitkové funkce, ktera je definovana na celém R, z toho divodu
pro jednoduchost nezavadime obecnéjsi definici.

Definice 14. Nechtf je ddna realnd ndhodnd velicina V' : 2 — R a necht u je
uzitkova funkce definovand na R. Potom definujeme uzitek z V' pri uzitkové funkci
u, jako

U <L y(v).

Definice 15. Nechf u je uzitkova funkce definovana na R a nechf V' je redlna
nahodna veli¢ina a U je uzitek z V. Necht existuje stfedni hodnota uzitku EU € R
(tj., pokud u(V') € L;). Potom definujeme jistotni ekvivalent nahodné veliciny V'
pri uzZitkové funkci u jako ¢islo ¢ = CE(V) € R, pro které je splnéno

E[u(V)] = u(c).
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Pozorovani 16. Ke kaZdé uZitkové funkeiu existuje inverzni funkce u=' a jistotni
ekvivalent se da vyjadrit jako

CE.(V) = u 'E[u(V))].

Diikaz. 7 toho, ze u je uzitkova funkce, plati, Ze je (ryze) rostouct, a tedy je prosta,
proto existuje inverzn{ funkce u~t. Z toho, Ze u je diky konkavité spojitd a navic
je rostouci na otevieném intervalu plyne, Ze i mnoZina range(u) = dom(u™?) je
otevieny interval. Zbyva ukazat, Ze pro libovolnou readlnou ndhodnou veli¢inu V'
je stiedni uzitek Eu(V') € range(u).

Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, ze existuje V' redlna ndhodna ve-
licina takova, ze Eu(V') ¢ range(u). Tedy jsou jen dvé moznosti. Bud pro vSechna
v € dom(u) = R plati u(v) > Eu(V), a potom plati U = u(V') > Eu(V) = EU,
coZ je spor; nebo platf opacnd nerovnost, u(v) < Eu(V), v € R, a zcela analogicky
dojdeme ke sporu. O]

Definice 17. Pro uzitkovou funkci u(x), x € R definujeme
Lt fV e L:w(V) € Ly},
mnozinu nahodnych veli¢in, které maji integrovatelny uzitek.

Pozndamka. Pro uzitkovou funkei u(z), z € R a redlnou ndhodnou veli¢inu V' € LY

plati
CE(V) < E(V).

Pokud je navic u(z) striktné konkavni na R, pak se nabyva rovnosti, pravé tehdy,

kdyz plati V' = EV.

Definice 18. Necht u, w jsou uzitkové funkce definované na R. Rekneme, Ze jsou

ekvivalentni, pokud
LY =LY,

a pro vsechny realné nahodné veli¢iny V' € L} plati

CE.(V) = CE, (V). (1.7)

Poznamka. Takto definovana ekvivalence mezi uzitkovymi funkcemi je relace ekvi-
valence trivialné z toho, ze rovnost realnych ¢isel i rovnost mnozin jsou reflexivni,
symetrické i tranzitivni.

Pozndmka. Podminka LY = LY v definici 18 zajistuje, Ze obé strany rovnosti (1.7)

jsou definované zaroven.

Pozorovani 19 (Ekvivalentni formulace maximalizacni tlohy). Pro libovolnou
uzitkovou funkci u definovanou na R je CE, (V) definované pro vsechny V z LY a
pro libovolnou mnoZinu nahodnijch velicin V C LY plati

(E[U(V)] = max E[U(Wﬂ) = (CEU(V) = max CEu(W)) ,

z toho, Ze funkce u(x) je rostouci na R a z definice jistotniho ekvivalentu.



Disledek 20. Pro ekvivalentni uZitkové funkce u, w, definované na R a libovol-
nou mnozinu ¥V C LY plati

(Eu(V) = max{Eu(V)} € R) — (Ew(V) = max{Ew(W)} € R) ,

nebot z ekvivalence u a w plyne CE, (V') = CE,(V), a obé strany jsou ekvivalentni

CEL(V) = max{CE.(W)}.

Definice 21. Rekneme, Ze uzitkova funkce je exponencidlni s parametrem v < 0,

pokud je tvaru
U () = a — be’”, zr € R,

pro néjaké konstanty a € R, b > 0.

Poznamka. Necht u., je libovolna exponencidlni uzitkova funkce s parametrem -y
definovand na R a necht V je redlna ndhodna veli¢ina s pravdépodobnostnim
rozdélenim Py. Potom stiedni uZitek z V' pii u,,

EU, = E(u,(V) = [ 4(2) dPy(2) € RU {00},

je dobfe definovany, protoZe u, je shora omezena na celém R.

Tvrzeni 22. Necht je dino v < 0. Potom libovolné dve exponencidlni uZitkové
funkce s parametrem v jsou ekvivalentni.

Dikaz. Zvolme v < 0 pevné, parametry a € R a b < 0 libovolné a oznacme
w(z) = a—be’, x € R. Dale oznaéme u(z) = —e?*, x € R. Z toho, ze ekvivalence
uzitkovych funkci je skutecné ekvivalenci plyne, Zze k diikazu tvrzeni nam staci
ukazat ekvivalenci u ~ .

Necht V' je redlnd ndhodna veli¢ina na (€2,.4) s pravdépodobnostnim rozdé-
lenim Py. Oznacime U = a(V), uzitek z V pii uzitkové funkei, @ a U = u(V),
uzitek pii u. Potom

EU = [ a—be" dPy(z) =a—b | €7 dPy(x) = a — bEU,
Q Q

Tedy V € L¥ pravé tehdy, kdyz V' € L¥, nebot a i b jsou kone¢nd realna cisla.
Nyni zbyva ukézat, ze CE;(V) = CE, (V). Pouzijeme-li u=! a @', dostaneme

-1 —EU
CE4(V) = 4 'EU = ~ log (—a U)
~ b
_1 log % Jo(a _bbew) dPy (z)
g

1
~ log (—/ £ dPV(x)> — u'EU = CE, (V).
ol Q

]



Pozndmka. Vidime, zZe jistotni ekvivalent pro exponencialni uzitkovou funkci ne-
zavisi na parametrech a a b z definice 21, ale pouze na parametru ~. Pokud
nefekneme jinak, budeme uvazovat exponencialni uzitkovou funkci ve tvaru

uy(z) = —e"7, v<0, zek 1.8
Y

Definice 23. Necht u je uzitkova funkce, kterd je dvakrat diferencovatelnd na R.
Definujeme miru absolutni averze viuci riziku uZitkové funkce u, jako funkci

alz) = — , z € R.

Pozndmka. Mira absolutni averze vidi riziku je v kazdém bodé x € R nezaporna a
dobre definovana pro vsechny uzitkové funkce, které jsou dvakrat diferencovatelné
na R, nebot u je rostouci a konkavni na R.

Pozorovani 24. UZitkovd funkce exponencidlniho tvaru s parametrem v md kon-
stantni miru absolutni averze vici riziku a to a(x) = —vy, v € R.

Diikaz. Postupnym derivovanim uzitkové funkce ziskdme

uy(z) = a — be™, u;(x) = —ybe?”, uz(x) = —2be?”.

Miru absolutni averze vici riziku spocitame z definice jako podil derivaci

u// (:E)
alr) = — = —7, r e R.
O
Pozndmka (Limitni chovani exponencialni uzitkové funkce). Uvazujme uzitkovou
funkci v exponencidlnim tvaru s parametry a = —% ab= %, to jest

1
wy(x) = ;(ew — 1),z e R,

Potom funkce w, (z) konverguje bodové k identické uzitkové funkei pro v — 0.

Pozndamka. Pro uzitkovou funkei u(z) = z, € R a pro integrovatelnou ndhodnou
veli¢inu V' je jistotni ekvivalent z V' pii u, CE,(V), roven stfedni hodnoté E[V].



2. Posloupnost uzitkti nahodného
procesu s ocenénim prechodu

V nasledujici kapitole se zamérime na posloupnost uzitkt, ziskanou z posloup-
nosti vynosu, spojenych s prechody mezi stavy ndhodného procesu. V pribéhu
celé kapitoly budeme pouzivat néasledujici znaceni.

Znaceni. Ozna¢me S = {1, ..., N} mnozinu, jako v (1.1). Déle budeme uvazovat
meéritelny prostor (£2,.4), na némz je definovan nahodny proces X = (X,)32,
s hodnotami v S.

Necht P = (pi;);—o € [0,1)"*V je nerozloZitelnd aperiodicka stochastické
matice a Z = (zi5); ;9 € RV*Y redlnd matice ocenéni pfechodu. Oznacme po-
sloupnost vynosu (V,,)52, jako byla definovana v (1.5).

Déle bude vzdy platit jeden z nasledujicich predpokladt. Necht je dana prav-
dépodobnostni mira P na (£2,4), takova, ze X je homogenni markovsky fetézec
se stavy v S a matici pravdépodobnosti prechodu P, a nebo je dana posloupnost
pravdépodobnostnich mér P = (P;)Y ;| a filtrace F = (F,)52,, takovd, ze X je
homogenni (F,[P)-markovsky Fetézec s mnozinou stavi S a matici pravdépodob-
nosti prechodu P. V konkrétnim ptripadé bude vzdy uvedeno, ktery z predpoklad
budeme pouzivat.

Navic budeme v celé kapitole pracovat s exponencialni uzitkovou funkei wu,
definovanou v (1.8).

2.1 Zakladni vlastnosti posloupnosti uzitka

Pozorovani 25. Oznacme (U, )5, posloupnost uZitki, definovanou predpisem
Uyn =uy(V,), n € Ng. Potom plati U, o = —1 a pro kaZdé n € N plati

n
n
Uyn = BPD DEC ORETD, ¢ N H (X1, Xp) U%n_le"fZ(anth)‘
k=1

Poznamka. Pokud neni feceno jinak uvazujeme v pevné a budeme pouzivat zna-
¢eni U, ,, = U,, a rekurentni vzorec

Uy = U,_je"XntXn) = e N (2.1)
bude zékladem dalsich vypocti.

Véta 26. Necht X je homogenni markovsky retézec na (2, A, P). Potom uZitkovy
proces U = (U,)5%, md ndsledujici podminéné stredni hodnoty

E[U.F] £ u™(Xo),  kde uWEE= —B"-1 (2.2)
a kde je matice B 2% (bij)iY ;=) sestavend z ndsledugicich proki
def ~zij ..
bij = pije™, i,j €5. (2.3)
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Diikaz. Ukazeme silnéjsi tvrzeni, a to, ze

E[U,|F] 2 u"™M(X,) - [Us|, k=0,...,n (2.4)
Postupovat pritom budeme indukci podle | := n — k. Je-li [ = 0, to znamena
n = k, pak rovnost (2.4) plyne z toho, ze u®) = —1 a z toho, Ze U, je vidy
zaporné, a tedy |U,| = —U,, n € Ny.

Nyni budeme pfedpokladat (2.4) pro k =n,n—1, ...,n — [+ 1 a ukdzeme,
ze (2.4) plati také pro k = n — [, ¢imz rovnost dokdzeme indukei podle 1. Z in-
dukéniho predpokladu tedy plyne prvni rovnost v

E[Un|Fa-ria] 2 u™ D (Xnorir) - [Unoria| = =Upoe? ot Xomie)uD(X ),

zatimco druhou rovnost ziskdme aplikovanim rekurentniho vztahu (2.1), a z toho,
ze proces U nabyva jen zapornych hodnot dle definice. Pak ovsem

E[Un | Fret)ZE[E[Un| Fr—ia ]| Frnt] 2 |Up | E[e7*Xn—t: Xntegy (=D (X )| Frly].

Nyni jiz zbyva ukézat, zZe plati nasledujici rovnost
Pomoci nasledujici rovnosti a markovské vlastnosti

n l+1 Zul 2 e’yz " hj)]-[Xn,Hl:j]a (26)
jES

QVZ(Xn—h Xn—l+1)u(l_1)

dostaneme, ze je az na mnozinu miry nula leva strana (2.5) rovna

Zuglfl)eW(X”*l’j)P(anl = j|Xn-141) = Zug‘lil)‘fw(xnil’j)p(X”’l’j>

JES jeS
= Zuffl)b(anz,j) = 1T{Xn,,}B“(lfl) =u(X, ),
jes
kde ug ") Ao gy )(j) znadi j-tou slozku vektoru u™, n € N. O

Pozndmka. V nasledujici vété budeme pouzivat pojmy spektralniho poloméru a
geometrické nasobnosti vlastniho ¢isla, které jsou definovany v definici 52 v Ap-
pendixu A.

Véta 27. Oznacme B matici z vety 26. Potom B je nezdpornd nerozloZitelnd a
aperiodickd. Oznacme X\ jeji vlastni cislo takové, Ze ug = |A|. Potom XA > 0 a jeho
geometrickd nasobnost je rovna jedné. Dadle existuje kladny pravy vliastni vektor x
matice B prislusny \.

Diikaz. Matice P je nezaporna, nerozlozitelna a aperiodickd podle predpokladi
vety. Cislo 7% je kladné pro vSechna z € R, a proto prvek b;; matice B je nulovy,
prave tehdy, kdyz prvek p;; matice P je roven nule.

Podle poznamky na strané 23 z kapitoly A zavisi nerozlozitelnost a aperiodi-
cita nezaporné matice vyhradné na postaveni kladnych prvka. Z toho plyne, Ze
matice B je nerozlozitelna a aperiodicka, nebot je matice P dle predpokladu ne-
rozlozitelnd a aperiodicka. Ostatni zavéry plynou aplikovanim Perron-Frobeniovy
véty 61 na matici B. O
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Znaceni. Nadale budeme znacit B, piislusnou matici, definovanou v (2.3). Oznac-
me A, jeji vlastni ¢islo, pro které plati ug = A, kde up je spektralni polomér
matice B a x prislusny pravy vlastni vektor, ktery ma vsSechny slozky kladné a
pro urcitost navic pozadujeme, aby 'z = 1.

Pozndmka. Nasledujici véta bude zobecnénim véty 26, a jeji dikaz bude analo-
gicky.

Véta 28. Pro homogenni (F,P) markovsky retézec X, prislusnou posloupnost
uZitki U, a libovolny N -rozmérny vektor a € RN plati

Ei[Unl{x, alFi] 2 Ukliy,,B" "a, k<n, mkeN, ieS. (2.7)

Diikaz. Dokézeme indukei podle m = n — k. Oznacme pro kazdé m € {0,... n}
vyrok W(m), ktery zni

Ei[Un1ix, 0 Foom] 2 Un_mlix, .,B™a, neN, ieS. (2.8)

Ukéazeme, ze W(m) plati pro vSechna m = 0, ..., n. Nejprve uvazujme m = 0 a
vidime, ze ¥(0), plati trivialneé.

Pri indukénim kroku budeme predpokladat, ze plati W(m — 1) a budeme se
snazit ukéazat, ze plati ¥(m). Tedy predpoklddame, Ze plati vlastnost (2.7), pro
k =n—m-+1, anasim cilem je ukazat (2.7) pro k = k := n—m. Predpokldadame
tedy, ze

EilUn1ix 0| Feit] £ Ueilix, 3B ""a,  neN, ies

Pouzijeme iterovani podminéné stredni hodnoty vnofenost o-algeber F,, C Fy11
a z ziskame

Ei[Un1yx,yalF] £ Ei[Ei[Un1ix, yal Fra]| Fu] £ Ei[Uepa1ix, , ,B" " a|F].

Déle vyuzijeme rekurentni vzorec (2.1), tj. Ueyq = Upe?*XoXnt1) "3 dostaneme
tak

Ei[UnlzXn}a’LFn] 2Ry [Uge?* X Xnt)1] (X110l F ]
= UEi Z 1[X~+1=j]€72(xmj)1?j}a'|]:n
jeS

Déle pouzijeme markovskou vlastnost a homogenitu retézce X, coz nam dava
Pi[Xwi1 = J|Fx] = Pi[Xua1 = j|Xk] = p(Xs, ), a nasledné vyuzijeme definici
matice B z (2.3). Konkrétné tedy plati e?*X=)p(X,, j) = b(X,, j) = 1ix. Bl
pro vSechna j € S, a tedy

B U175 2 Uy X6 09T, BB Xy = 15
JjES
gl'] Zb ,{,] 1{]}Bn R a—U]_{X }Bn K

JES

A timto jest dokdzéno W(m) pro vSechna m =0, ..., n, a tedy plati (2.7). ]
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Véta 29 (Limit{ chovéani stfedniho uzitku). Pro posloupnost (u™),, definova-
nou pomoci matice B, jako v (2.2), plati
u™ = —\"(kzx + o(1)), n — 0o,
pro konstantu k > 0, kterd je tvaru %, kde x a1y jsou pravy a levy vlastni vektor
B prislusny .
Diikaz. Podle tvrzeni 26 plati pro stfedni vynosy
u™ = —B"1.

A pomoci véty 65 z Appendixu A o Perron-Frobeniové teorii je

1
lim A"B"1 = kz, kde k=2 >0
n—oo T y
Proto
lim A\ "u™ = —kz.
n—oo
Tedy
() 4\
lim u AR =0,
n—00 A"
coz je ekvivalentni rovnosti ve vété. O]

Poznamka. Pripomenme, zZe v kontextu véty 26 je
ul™ (Xo) £ E[Un|Fo),
a tedy plati ‘
E[U,|Fo] = — A"(kxz(Xo) +0(1)), n — oo.

Znaceni. Necht je dan (F,P)-markovsky fetézec X a Vj, je ndhodn4 velicina vy-
nostt za n obdobi takova, ze u(V;) € NY,L;(P;). Potom je jistotni ekvivalent
CE(V},) dobfe definovan pfi libovolné pravdépodobnostni mife P € P, a vektor
jistotnich ekvivalentti vynosu za n obdobi budeme znacit

CE™ = (CE!);cs,  kde CEM™ = u ' (E[u(V,)]).
Véta 30. Pro vektor jistotnich ekvivalenti vynosi z homogenniho (F,P)-mar-

kovského retézce X plati nasledujici vztah

lim ~CE™ — l1ogA 1. (2.9)
8

n—oo n,

Diikaz. Pocitame uzitek a jistotni ekvivalent vzhledem k exponencialni uzitkové
funkci u(z) = —e*. K nf inverzni je funkce u='(y) = %log(—y). Pokud tedy

dosadime ™ = E;[u(V,)] do u~, dostaneme pro libovolné i € S

(n)>.

7 [

1
CE™ = ~log(—u
Y

A pokud pouzijeme rovnost u,(”) = —A\"(kz; + o(1)),n — oo, ktera plati podle
véty 29, potom dostaneme

1 1
CE™ = Zlog[\"(kz; + o(1))] = L log A + —log kz; + o(1), n — 0o.
g 8 8
A 7z toho plyne véta limitnim prechodem pro n — oc. O]
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2.2 Mnozina Tizeni a iterac¢ni algoritmus k hle-
dani optimalniho rizeni

Definice 31. Necht je ddna mnozina S = {1, ..., N}, jako v (1.1). Necht pro
vsechna 7 € S existuje neprazdna, konec¢nd mnozina R;, takova, ze pro kazdé
r € R; je ddn vektor p;(r) € [0, 1]V, pro ktery plati p;(r)'1 = 1. Potom mnozinu R;
nazveme mnozinou rozhodnuti ve stavu i a vektor p;(r) vektorem pravdépodobnosti
prechodu ze stavu i. Dale mnozinu

i€S

budeme nazyvat mmnozinou rizeni a pro kazdé o € R definujeme stochastickou
matici ,P = (p;(0;))Y,, kterou nazveme matici pravdépodobnosti prechodu pri
rizent o.
Predpoklad 32. Pro libovolné fizeni p € R a prislusnou matici pravdépodob-
nosti prechodu ,P, budeme piedpokladat, Ze tato matice je nerozlozitelna a ape-
riodicka.
Definice 33. Necht S je mnozina, jako v (1.1) a R je mnozina fizeni z definice 31.
Necht pro kazdé i € S a r € R; existuje kromé vektoru p;(r) = (py;(r))L, také
vektor z;(r) = (2i;(r))}, € RY, ktery budeme nazjvat vektorem ocenéni pre-
chodii. Podobné, jako ,P v definici 31 zavedeme matici ,Z = (2} (¢;)).;, nazvanou
matice ocenéni prechodu. Dale pro kazdé ¢ € S a r € R; zavedeme vektor

bl(’l") = (bU (T))jvzl € RN, kde bi]’(T) = Dij (’l") : e’yzij(r), Z,j € S,
a pro kazdé o € R zavedeme matici ,B = (b] (0;))Y,.
Poznamka. Necht je ddno fizeni p € R a prislusné matice ,P a ,Z. Oznacme
matici B, definovanou, jako v (2.3) pomoci matic P = ,P a Z = ,Z. Potom plati
rovnost B = ,B, kde ,B je matice z definice 33.

Znaceni. Pro mnozinu fizeni R na .S, pro kterou plati predpoklad 32 a pro libo-
volné fizeni ¢ € R ozna¢me ,P = (p; ()X, = (Pi;(0:));;=1, matici pravdépo-
dobnosti pfechodu pii o, ,Z = (2;(0:))L1 = (2i5(0:))1;—1, matici ocenéni pii g, a
matici ,B = (bZ(Qz))fVﬂ = (bij(Qz‘))gjzl-

Podle véty 27, pro matici ,B dostaneme existenci ,A, vlastniho ¢isla matice
0B, takového, ze ,A = p,B a prislusného vlastniho vektoru ,z, ktery ma vsechny
slozky kladné a pro ktery plati ,z,2 = 1.

Definice 34. Necht (2, 4) je méfitelny prostor a na ném nahodna posloupnost
X = (X,)2, s mnozinou stavu S, jako v (1.1). Necht na (£2,.4) je definovana
posloupnost pravdépodobnostnich mér P = (P;)YY,, pro které plati iniciacni pod-
minka (1.4). Necht R je mnozina fizeni na S a o € R.

Rekneme, 7e X se 7idi 7izenim o € R, pokud X je homogenni P-markovsky
fetézec s matici pravdépodobnosti piechodt ,P.

Pokud je navic ddna matice ocenéni prechodu pfi ,Z, potom pro X definujeme
posloupnost vinosi pri o, ,V = (,Vn)52, predpisem

oVn = Z 1§Xk,1} ol 1ix,y, n € Ny. (2.10)
k=1
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Déle definujeme ,U = (,U,,)52,,, ndhodnou posloupnost uzitki pri o predpisem
oUn = u(,Va), n € Ny. (2.11)

Pro libovolné p € R a pro n € Ny také definujeme Q(CIEZ(”), jako vektor jistotniho
ekvivalentu ndhodné velic¢iny ,V/,, pti uzitkové funkci w.

Definice 35. Bud S, mnozina, jako v (1.1), R mnozina fizeni s ocenénim na S
a X = (X,)5%,. O fizeni ¢ € R fekneme, ze je optimdlni, pokud plati

1 1
lim —,CE™ > lim —,CE™, oeR, ics

n—oo n, n—oo n,
Znaceni. Pro libovolnou redlnou funkei f a mnozinu D C dom(f) oznac¢ime mno-
zinu Argmax ., f(z) € D, definovanou nésledujicim predpisem

Argmax f(z) 2L {y € D : f(y) = sup f(x)}.

xeD zeD
Analogicky bychom definovali mnozinu Argmin_ ., f(z) C D.
Pozndmka. 7 konec¢nosti mnoziny tizeni je mozné definovat optimalni fizeni g pri
uzitkové funkei u, () z (1.8) pfedpisem
1

1
0 € Argmax lim —@(CEE”) = Argmax— log ,A = Argmin,\, i€Ss,
pER TN 0€ER 7Y 0ER

ziejmé z definice, podle vzorce (2.9) z véty 30, a nakonec pouzijeme 7 < 0 a to,
ze logaritmus je rostouci funkce.
Véta 36 (Kritérium optimality). Bud ¢ € R rizeni takové, Ze pro kazdé p € R
plati

QB@m > @/\@Z’, (212)
potom je o optimalni rizeni ve smyslu definice 35.
Diikaz. Necht 9, o € R jsou TFizeni spliiujici nerovnost (2.12), ukédzeme, Ze potom
plati ;A < ,A, coz ndm staci k tomu, abychom méli optimalitu g. Ozna¢me

B:=,B, B:= B,
A=A A=)
=, x=,

Ziejmé plati B = A% a vektor £ m4 vsechny prvky kladné a lze jimi délit. Navic
podle predpokladu (2.12) je BZ > A% a tedy pro vSechna i € S plati:

“ Bz); « Bz);
AS(A), a tedy i Agmin(Ai)J,
x; Jjes X,

kde existence minima plyne z konec¢nosti mnoziny S. Pouzijeme vétu 67 z kapi-
toly A pro matici B, prislusné vlastni ¢islo A a kladny vektor & a dostaneme
Bz);
A > min <A7)J
Jjes Z;

Tedy ztejmé plati pozadovand nerovnost

“ Bz),

A < min ( — )i
JeES a:j

<A
¢imz je dikaz hotov a p je skutecné optimalni fizeni ve smyslu definice 35. [
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Definice 37 (Iteracni algoritmus). Necht je dano fizeni p(0) € R. Zkonstruujeme
posloupnost (g(n))%, € R spliiujici

(1) 0i(n+ 1) € Argminb; (1) (),
reR;

(2) o0i(n+1) = p;(n), pokud g;(n) € Argrﬁ?in b; (7') o(n) .
TELR;
Popsany algoritmus nazyvame iteracnim, a (o(n))s, nazveme posloupnosti fizeni
ziskanou iteracnim algoritmem.

Pozndmka. 7 podminky (1) v definici 37 plyne, ze pro kazdé i € S a pro vSechna
r € R; plati
b, (r)g(n)x > b; (QZ(TL + 1))g(n)$, n € Ng, (2.13)

]

a tedy i pro r = g;(n) plati nerovnost (2.13) a pokud pro néjaké n € N plati
o(n+ 1) # o(n), potom existuje i € S, pro které plati ostrd nerovnost

bi (0i(n + 1)) gy < b; (0i()) g(m)T,

jinak bychom dosli ke sporu s podminkou (2) v definici 37, nebof minima by se
nabyvalo také v o(n).

Tvrzeni 38. Necht (o(n))e2, € RN je posloupnost fizeni ziskand iteracnim algo-
ritmem. Pokud pro néjaké n € Ny plati o(n) = o(n+ 1), potom také pro libovolné
m > n plati o(m) = o(n).

Diikaz. Ukazeme tvrzeni, ze kterého plyne véta, a to, ze plati nasledujici
on)=o(n+1)=-=pon+k), neNy, keN (2.14)

Postupovat budeme indukei podle k& € N. Nejprve uvazujme k = 1, potom (2.14)
je ekvivalentni predpokladu véty a plati trivialné. Pro k& > 1 predpoklddame,
ze plati rovnosti go(n) = p(n+ 1) = -+ = o(n + k — 1), tj. specidlné, ze plati
o(n+k—2) = o(n+k—1). Z toho plyne pro prislusné vektory ,n4+x—2) = p(n+k—1)T-
a tedy z podminky (1) v definici 37 mame pro libovolné i € S rovnost

0i(n+k —1) € Argmind; (r) y(nr—2Z = Argmind; (r) y(n14-1)T,
reR; reR;

a podle (2) z definice 37 mame, ze g;(n + k) = g;(n + k — 1). O

Tvrzeni 39. Bud (o(n))>, € RN posloupnost Fizeni ziskand iteracnim algorit-
mem 37. Potom existuje index ny € Ny, takovy, Ze pro vsechna n > nyg, n € N

plati o(n) = o(ny).

Diikaz. 7 predchoziho tvrzeni 38 vime, ze pokud existuje k € N, takové, ze plati
o(k + 1) = o(k), potom véta plati, nebot pro vSechna m > k plati o(m) = o(k).
Ukazeme, ze pro kazdé n € Ny takové, ze plati o(n + 1) # o(n), plati také
o(n+1)A < o)A Z predpokladu konecnosti mnoziny R, a tedy i mnoziny {,A}.er
bude plynout, Ze ,inA < o)A, & tedy o(n 4 1) # o(n), mize nastat jen pro
konecné mnoho indexii n.
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V nasledujici ¢asti diitkazu budeme fixovat n € Ny pevné, libovolné, a budeme
predpokladat, ze o(n + 1) # o(n). UkadzZeme, Ze potom ,m41)A < ,m)A. Z definice
37 vime, ze pro vSechna ¢ € S a r € R; plati

b; (0i(n + 1)) omy@ < b; (1) pm).

Vime, ze vektor b;(r) je fddkem matice ,B = (,b;;)),_;, kdykoliv je p € R
takové, ze p; = r. A proto je vektor b; (0;(n + 1)) Ffddkem matice y(,4+1)B. Celkem
tak dostavame, ze

Z (n+1 < Z bzy o(n)

jES JES
A tedy pro vsechna i € S, n € Na p € R plati
(g(nJrl)B : g(n)m)z S (PB ’ g(n)m)ia
Specidlné volbou p = p(n) pak ziskdme nerovnost
(enr1)B - om®)i < (o) B - gm®)i; 1 € No. (2.15)

Ptripomenme, Ze pracujeme s n € Ny libovolnym, pevné zvolenym, pro které plati
o(n+1) # o(n). Oznacime

B:= B, B:=,uB,

S

= ont)A, A= gm)A,

S

= on)T, T I= o(n)T

Chceme ukézat, Ze A < A. Z nerovnosti (2.15) a z toho, Ze A je vlastni &islo matice
B a z je prislusny vlastni vektor mame pro vSechna ¢ € S

(Bz) < (Bz) = Az;. (2.16)

Rozebereme dvé moznosti, z nichz pravé jedna musi platit.
(i) Predpokladejme ze vektor z je vlastnim vektorem matice B prislusnym vlast-

nimu ¢islu >\ tedy pro vsechna ¢ € S plati Mz, = (Bx) Pripomenme, ze predpo-

kladdme o(n+1) # o(n). V souladu s konzervativni volbou g(n+1) existuje i € S
takové, ze (2.16) plati s ostrou nerovnosti (jinak bychom volili o(n + 1) = o(n)),
to znamena, ze pro néjaké ¢ € S plati

Pouzijeme-li Bz = \z 2 toho, ze x je vlastnim vektorem matice B prislusnym A,
pro toto ¢ € S pak dostaneme
Mz, = (Ex) < Az, a tedy A< A,

protoze x ma vSechny slozky kladné.
(ii) Druhou moZnosti je, ze vektor £ neni vlastnim vektorem matice B prlslusnym
vlastnimu &slu \. Pouzijeme vétu 67 pro matici B, jeji vlastni c¢islo A a kladny
vektor x, a dostaneme tak

. Bz),

A < max Q

i€S x;
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Z toho, ze ma vektor  pouze kladné slozky, a z nerovnosti (2.16) dostavame, ze

\ < max (Bm) < A\

€S x;

Posloupnost (,m)A)p; je tedy nerostouci a plati ,(y A = oi1)A, prave tehdy, kdyz
o(n) = o(n+1). Ze zac¢atku dikazu vime, ze potom plati pozadované tvrzeni. [

Véta 40. Necht (0(n))>2, je posloupnost rizeni z R dand iteracnim algoritmem.
Oznacme o = lim,,_,, 0(n). Potom pro toto tizeni o je splnéno kritérium optima-
lity (2.12) a je tedy optimdlni ve smyslu definice 35.

Diikaz. 7 predchozi véty 39 vime, ze existuje ng € N, takové, ze o(ng) = o(no+1),
a z véty 38 vime, ze potom je posloupnost (o(n))se, konstantni od indexu ngy. Z
definice 37 itera¢niho algoritmu vime, ze

0i(ng+1) € Argglin b; (1) ooy, ti- bi(0(no + 1)) oine)® < bi(r) o(ne)
renr;

pro vSechna r € R;, i € S. Nakonec z rovnosti o(ng) = o(ng + 1) ziskdme

g(n0+1)Bg(n0+1)$ < pBg(no+1)x7 pER.

A tedy o(no + 1) je optimalni fizeni podle véty 36. O
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3. Adaptivni strategie rizeni
posloupnosi

V predchozi kapitole jsme méli mnozinu fizeni R na mnoziné S a nahodnou
posloupnost X = (X,)32,, s hodnotami v S, pro kterou jsme hledali optimalni
fizeni. I nadale budeme pracovat mnozinou fizeni R, nyni vsak budeme pripoustét
volbu fizeni v kazdém case na zakladé znalosti historie posloupnosti.

Znaceni. Jako dosud oznacime mnoZinu stavi S, métitelny prostor (2,4) a né-
hodnou posloupnost X = (X,,)7°, na (€2,.4), s hodnotami v S, jejiz kanonickou
filtraci budeme znacit X'

Podobné, jako v minulé kapitole, budeme pro libovolné o € R pouzivat
znaceni P = (p;(0:))it1 = (ij(00))7)j=1, oZ = (2i(0:))it1 = (25(0:))7)j=1, 2
B = (b (01), = (bij(0:))7)=1-

Navic budeme znacit ,A vlastni ¢islo matice ,B, takové, ze ,A = u, g a pri-
slusny kladny vlastni vektor ,z.

Zvlastni pozornost budeme vénovat fizeni ziskanému itera¢nim algoritmem,
které budeme znacit p*, a pro tento specialni pripad budeme pouzivat znaceni
o P =P 2 =17" B=B" A=\ a r=1"

Definice 41. Rekneme, 7e ndhodna posloupnost S = (9(n))%%, s hodnotami v R
je X -adaptivni strategie, pokud p, je YV,-méritelna ndhodna veli¢ina na prostoru
(Q,A), pro kazdé n € Ny, kde Y = (V,)%2, je filtrace na (Q,4) takova, ze
Yo =1{0,92} a Y, = X,_1, pro viechna n € N.

Definice 42. Necht je dana X-adaptivni strategie S = (o(n))5, na R a necht
je ddna posloupnost pravdépodobnostnich mér P = (P;)¥, na (2,.4), pro kterou
plati inicia¢ni podminka (1.4). Rekneme, ze X je fizeno strategii S, pokud plati

Pi(Xn1 = jlXa) = px,jle(n)x,),  neN, ies (3.1)

kde o(n)x, odpovidad rozhodnuti zvoleném pro Casovy interval (n,n + 1), které
vznikne z ndhodného (),-méritelného) rizeni o(n) tim, Ze z néj vybereme X,,-tou
slozku.

Pro ndhodnou posloupnost X, fizenou strategii S dale definujeme ndhodnou po-
sloupnost vynost pii strategii S, sV = (sV,)5,, predpisem

NE

sVa =2 Lix, 3 oW -Lixy =D o 2(Xe-1,X1),  ne N, (3.2)
k=1

=
Il
—

a pro exponencialni uzitkovou funkei u(x) = u,(x), z (1.8), zavedeme ndhodnou
posloupnost uzitkt sU, predpisem

sU = (sUn)2y, kde sUn = u(sV,). (3.3)

Definice 43. Pro kazdou X-adaptivni strategii S = (o(n))2,, definujeme po-
sloupnost vektort jistotniho ekvivalentu predpisem

sCEM™ = (SC]EZ(‘n))i]ila kde SCEZ(”) = u (Elu(sVa)]),

a kde sV = (sV,,)52, je posloupnost vynost z X, pfi strategii S.
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Véta 44. Necht posloupnost X je rizena rizenim 0* ziskanym z iteracniho algo-
ritmu. Ddle oznacme ndhodnou posloupnost uzitki U, jako v (5.3). Necht B*, \*
a x* jsou jako ve znaceni na zacdtku kapitoly. Potom nasledujici nahodna posloup-

nost
M, = (\)™ - U, 25 (X,), (3.4)

definovand na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P;) je X,-martingal, pro libo-
volné i € S, neboli B;[M,|X,_1] = M,_1,i € S.

Diikaz. Chceme ukdzat, ze pro vsechna n € Ny, a pro vsechna i € S, plati
E;[M,|X,_1] — M,,_1 = 0. Vyjadiime M,, podle definice a tedy chceme ukazat, ze

(A*)inEZ[Q*Unx*(Xn)’anl] - )‘7”+1g* n—lx*(anl) 3 0.

Pouzijeme-li vétu 28, dostaneme pro matici B* a jeji vlastni ¢islo A*, takové, ze
pB- = A*, a pro vektor * rovnost E;[p«U,x*(X,,)| 1] = o Un—1(B*2*)(X,—1).
Staci tedy ukazat

XN g U [(B'2") (X)) — (V27) (X)) 20,
coz plati, nebot z* je vlastnim vektorem B* prislusnym A*. O

Véta 45. Necht X je rizeno rizenim o*, ziskanym iteracnim algoritmem, oznacme
U = (,2Up)2% prislusnou posloupnost uzZitku. Potom plati
4 e n=0
* *
ad < E]g»Un|] < z
maxjes i ~  (A)" T minjegx}’

’I’LGN().

Diikaz. Vime, ze X = (X,)2, je kanonickd filtrace posloupnosti X. Z véty 44
vime, ze M, a tedy i |M,,| = —M,, je X,-martingal a pouZijeme iniciacni pod-
minku P;[ X, = i] = 1. Z toho dostaneme

Ei[(A)" Ma| Xo] 2 (A)"Eq[M| K] = ()" Mo = (X*)" o Uy - 27(Xo) = — (A)"z}.
Iterovanim stfedni hodnoty ziskame
B[ A" My = B [E[(A7)" M| ]| = — (A7) ;.
Néhodna veli¢ina ,-U,, je zdporna, proto plati

EflgUn|2"(X,)] = E[(A)" [M[] = (A)"2". (3.5)

Protoze mnozina stavi S je konecna, a tedy vektor £* ma konec¢nou dimenzi N,
¢islo z*(X,,) miizeme shora (respektive zdola) odhadnout ¢islem max;cg ; (resp.
minjes ;) a pro viechna i € S tedy plati nerovnosti

o Unll = Bi

r?éasxa:;‘ SB[ o Unl2(X,)] > 1;116%1:1;;‘ “Eif] o+ Unl]-
Pouzijeme rovnost (3.5) ze zacatku dikazu, a skute¢nost, ze vSechny prvky vek-

toru z* jsou kladné a lze jimi délit a dostaneme

1 . 1 R

ElloUnll 2 ————— " E[|pUnlz"(X0)] = ————— - (\")"z",
maxlSJSij maxlSJSij

1 k ]‘ (k\ T a0k

EllgUnll = = - Ellp Unfz™(X0)] = ———— - (\)"2".
1<j<N T min;<j<n I
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Véta 46. Necht X = (X,,)22, je ndhodnd posloupnost rizend X -adaptioni stra-
tegii S = (0(n))>2, a sU, je prislusnd posloupnost uZitki. Potom proces

S, = sUpz*(X,)e ™,  neN, (3.6)
definovany na (2, A, P;) je X, -supermartingal, neboli
E;[Sn|Fi] 25k, k<n, n,ke N, (3.7)

Diikaz. Plati, ze nahodné posloupnost S,, je X-adaptovana, nebot je odvozena z
posloupnosti sU,, = u(sV,,). Ta je zaloZena na ndhodné posloupnosti matic Z,,
ktera je X-adaptovana z definice X-adaptivni strategie. Z toho, ze Z,, nabyva jen
konecné mnoha hodnot je nahodna posloupnost sV, a tedy i sU,, integrovatelna.
Pro kazdy cas n € Ny je voleno fizeni o(n). Ozna¢me matice P, = ,,)P a
Z,, = ,n)Z, a pro kazdé n oznacme matici B,, = ,,,)B. Podle véty 40 pro Tfizeni
o ziskané itera¢nim algoritmem, prislusnou matici B*, vlastni ¢islo \* a vlastni
vektor * a pro libovolné Tizeni ¢ a jemu prislusnou matici B plati Bz* > \*x*.
Tedy i pro matice B,,,n € Ny plati
B,z* > \'z". (3.8)
Chceme ukazat E;[S,11]|X,] 25y, tj. podle definice S,, chceme ukazat
EilsUpi12* (Xn1)| X 2sUnz* (X)),  neN. (3.9)
Pro libovolné n € Ny a i, 57 € S oznacme
Pn(i,J) = 1y Pulyy, (i) = VinZalyy  a bo(i)) = 13 Balyy.

7 definice ¢* okamzité plyne 7" = \*. Pouzijeme rekurentni vzorec (2.1) a do-
staneme levou stranu nerovnosti (3.9) ve tvaru

EilsUn12™ (Xni1)| ] 2 By[sUper>Knfntig® (X, )| &)
2 sUn Z Pi[ Xy = .7'|Xn]€7zn(xmj)z*(j)a (3.10)
JES

kde pouzivime rovnost e XnmXni)g* (X, 1) = 3 g 1y, - XDzt Pro-
toze posloupnost X se 1idi strategii S, vime, ze pro libovolné i, € S an € Ny
plati _
Protoze p,(X,,j)e"*Xnd) = b,(X,,7), plati
Pi[Xni1 = j!Xn}eVZ"(X"’j)lb}x* = pn(Xn,j)eA’Z”(X"’j)lT{j}x*
T T * T *

A kdyz aplikujeme vysledky (3.10), (3.11) a (3.12), potom ziskdme

Ei[sUne? ™ X Xmilg (X, 00) | X)) 2 sUn (B x*)(X,) = sUnljy, Baz™.
Pouzijeme (3.8), (3.12) a zapornost ndhodné posloupnosti sU,, a dostaneme

Ei[SUn+1x*(Xn+1)|Xn] = SUn]-{Xn}TBn x* S S(]n]-?)(n})\~'l">‘< = SUn . )\z*(Xn)a

to plati pro vSechna n € Ny a tedy plati (3.7) pron € N a k =n — 1, coz je
postacujici podminka pro platnost vlastnosti (3.7). ]
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Véta 47. Necht S = (o(n))52, je X -adaptivni strategie. Oznacme c¢* = %log A%
Potom ]
lim sup SCE <c* = lim — C]E(n) i€sS.

n—00 n—0o0 Tl

Diikaz. Pripomenime proces (S,)5, definovany v (3.6), o kterém z véty 46 vime,
ze je X,-supermartingal na (2, A, P;). Potom plati pro vSechna i € S nésledujici

.’E*(Xo) = —SU().’I:*(X()) = —So < [ Sn’.)(g]
Jednoduchym odhadem z*(X,,) < max;<;<y &} dostaneme, Ze plati

Ei[—Sn|X0] 2 Bif|sUnlz* (Xn)e ™ [Xg] 277 max & - By sUn||Xo),

1<j<N

tedy snadno dostaneme nerovnost

ync*

ARGA RN ———l )

maxi<;<y T

7 definice posloupnosti pravdépodobnostnich rozdéleni P mame pro kazdé ¢ rov-
nost P;[Xo =i] = 1 a tedy i E;[2*(X,)] = zI. A proto plati

*
erne

EillsUnll = Ei[Eil|sUn[| K]} > ——————a7.

maxi<;<n x;‘

Déle postupujeme logaritmovanim a nasobenim konstantou % < 0 a ziskame tak
nerovnost

sCE; " = 8 log Ei[—sUy] < nc* + — S log x} S log lglle?]{vx .

Limitnim pfechodem pak dostaneme pozadovanou vlastnost
: * 1 * 1 * *
lim —SCE < lim ¢ + —logz; — —log max z] = ¢".

n—00 1, n—oo ny nyy 1<i<N

a tedy plati, ze
lim sup SCE(n) <c'= hm — (CE

n—oo T n—00 n

kde rovnost mame z véty 30. [
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A. Teorie nerozlozitelnych matic

A.1 Zakladni pojmy

Definice 48. Necht je ddna matice A € R™*". Rekneme, 7e A je nezdpornd,
resp. kladna, pokud ma vSechny prvky nezaporné, resp. kladné, tj. pro vsechny
indexy ¢ € {1,...,n},j € {1,...,m} plati a;; > 0, resp. a;; > 0.

Pozndmka. Specidlné pro m = 1 mame nezaporné, respektive kladné vektory.

Znaceni. Necht jsou dany libovolné matice A = (a;;);"i%;, B = (by;); /2, € R™™,
takové, Ze plati a;; > b;;, respektive a;; > b;;, proi = 1,...,n,j = 1,...,m.
Potom budeme pouzivat znaceni A > B, respektive A > B.

Specialné pro nezapornou matici A € R budeme znacit A > 0 € R"*™ a pro

A kladnou piseme A > 0 € R™™,

Definice 49. Rekneme, %e nezdporna ¢tvercovd matice A € R™*" n € N\ {1} je
nerozloZitelnd, pokud neexistuje permutacéni matice P takova, ze PAP" je tvaru

PAP" [ B 2 )  kde BeRM* 4 CeRODXOH
D C
pro néjaké k € {1,...,n — 1}. O matici A € R'! fekneme, ze je nerozloZitelnd,

pokud neni nulova.

Definice 50. Rekneme, Ze nezdporna, nerozlozitelna matice A € R™ " je aperi-
odickd, pokud pro vSechna j € {1, ... ,n} plati

NSD{m e N: (Am)jj > O} =1.

Pozndmka. Nerozlozitelnost a aperiodicita matice nezavisi na velikosti prvkt ma-
tice, nybrz pouze na postaveni nulovych a nenulovych prvk.

Definice 51. Méame danu ¢tvercovou matici A. Rekneme, ze A € C je jeji viastni
¢islo, pokud existuje nenulovy vektor € R™ \ {0}" takovy, ze Az = \x.

Kazdy vektor x takovy, ze Ax = Ax nazveme vlastnim vektorem matice A
prislusnym vlastnimu ¢islu .

Definice 52. Necht A € R™" a A jeji vlastni ¢islo. Potom definujeme geome-
trickou ndsobnost vlastniho ¢isla A, jako dimenzi prostoru Ker(A — AI).

Pozndmka. Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A matice A je rovna dimenzi
prostoru prislusnych vlastnich vektort.

Definice 53. Mnozinu o4 vSech vlastnich ¢isel matice A budeme nazyvat jejim
spektrem. Hodnotu pa = max{|\| : A\ € oa} pak nazyvame spektralnim polome-
rem matice A.
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A.2 'Tvrzeni pro dikaz Perron-Frobeniovy véty

Tvrzeni 54. Necht A € [0,00)™" je nerozloZitelnd matice, kde n € N. Pak
matice (I+ A)" ! je kladnd.

Drikaz. Polozme X £ 0,00)"\{0}" ={ye R,y 20 R'}aproy €¢ X

oznacéme
ko(y) 2L card{i <myy; =0} <n a ki(y) 2= n— ko(y).

Je vidét, ze pro kazdé y € X plati, ze ko(y) = ko(Py), pro kazdou permutacni
matici P € {0, 1}™*".

Jadrem dikazu bude ukézat, Ze zobrazeni o : X — X definované predpisem
a(y) = (I+ A)y spliuje, Ze

ko(a(y)) < max{0,ko(y) — 1}, yedX. (A1)
Nejprve si uvédomime, ze a(y) € D, kdykoli y € D, nebot
aly) =I+A)y>y=20 (A.2)

plati diky predpokladu, ze A € [0,00)™"™ a tomu, ze D C [0,00)". Déle ze vztahu
(A.1) dostaneme okamzité matematickou indukei, Ze pro kazdé m € N, plati

ko((T+A)™y) < max{0, ko(y) — m},
a specialné pro m =n — 1 > ko(y) dostaneme
ko((T+A)"'y) < max{0, ko(y —n+1)} =0

a to pro kazdy vektor y € D, nebot ko(y) < n.

Méme tedy, Ze pro kazdé y € D = [0,00)" \ {0}" je (I+ A)" 'y € (0,00)™.
Specialni volbouy = 143,i € {1,...,n} pak dostaneme, Ze (I+A )" € (0,00)™*".
Zbyva tak ukédzat vlastnost (A.1).

Z nerovnosti (A.2) ihned dostaneme, ze ko(a(y)) < ko(y). Chceme-li ukazat
nerovnost (A.1), muzeme piedpokladat, ze ko(y) > 1, v opaéném piipadé totiz
(A.1) zfejmé plati.

Bud y € D. Najdeme permuta¢ni matici P takovou, ze Py = (0",§")", kde
0 € R*®) je nulovy vektor a kde § € (0, 00)**®). ProtoZe je matice A € [0,00)™*"
nerozlozitelna dle predpokladu, je matice PAP" nasledujictho tvaru

AOD A[Il

PAP" =
(AID An

) Agy # 0 € Ree@xk(®) (A.3)

kde A;; € [0,00)k@)*k®) § = 0,1. ProtoZe je matice P permuta¢ni, spliuje
P'P =1, a my tak dostdvame, Ze

0 [0 " (0)
Pa(y):P(I+A)y:Py+PAy:(g)+PAP (ﬂ):ug (:(1)).

pro néjaké u® € R*%® =0, 1. Protoze A;; mé nezaporné prvky a protoze dale
7 € (0,00)k1®) dostaneme, Ze

uV) =g+ A 5>7>0, kde 0eRM® je nulovy vektor. (A.4)
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Protoze § € (0,00)"' @) pak plati
u® = Ay, §=20¢ Rko®)

Vyuzitim této vlastnosti a nerovnosti (A.4) dostaneme, ze

ko(a(y)) = ko(Pa(y)) = ko(u) = ko(y) — card{i < ki(y); ui” # 0} < ko(y) — 1.
Ukézali jsme tedy rovnost (A.1) a tim je dikaz tvrzeni hotov. O

Definice 55. Nechf A € [0,00)™" je nerozlozitelnd matice. Ozna¢ime mnozinu
X = {z € R",z # 0,z > 0} vSech nezdpornych nenulovych vektori z € R".
Potom definujeme redlnou funkei Aa (z) : X — R predpisem

ﬂ A (A:B)@
Anl@) = 1<iSngt0 3 (A.5)
definujeme ¢éislo
A 2L sup Aa(z), (A.6)

zeX

a kazdy vektor x € X, ve kterém se nabyva suprema nazveme mazimdlnim vek-
torem matice A.

Pozndmka. Analogicky, jako Aa, Aa, definujeme pro matici A také funkci a hod-

notu (A )
Z); e .
;0SS inf Ax(2). (A7)

def
Ay ==

X
1<i<n,z; 70  I;

Tvrzeni 56. Necht A € [0,00)™*" je nerozloZitelnd matice, kde n € N. Pak
existuje x € X takové, Ze Ap = Ap(x).

Diikaz. Oznaéme kompaktni mnozinu X 2= {z € [0,00)"; z'z = 1} C X, a na nf
zobrazeni 3, definované predpisem f3(z) = (I+ A)" 'z. ProtoZe je toto zobrazeni
spojité, je jeho obor hodnot také kompaktni.

3L (B(z); z € X} C X.

Protoze funkce A := A definovand v (A.5) je spojitd na mnoziné &, existuje

& € X, takové, 7e A(B(£)) > A(y), kdykoliv y € S. Naim cilem bude ukazat
A(B(E) =z Alz), =zed,

¢imz ziejmé dosdhneme rovnosti A = A(BZ), kde z € X C X =[0,00)"\ {0}".
Je-li z € X, pak z definice zobrazeni A v (A.5) dosdhneme, 7e A(z)z < Az a

proy def B(x) € S, pak obdrzime vynisobenim zleva této nerovnosti nezdpornou
maticf (I+ A)"" L, Ze

Az)y=Az)I+A)" 'z2<(I+A)" Az =AT+A)"'z=Ay, (AS8)

nebot matice (I + A)"! komutuje s matici A. Z definice funkce A v (A.5) a z
(A.8) pak dostaneme, Ze

A(B(z)) = Aly) = max{l € [0,00); ly < Ay} > A(z), =zeX. (A9
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Specialné dostaneme pro ¥ det B(z) € S C X, Ze plati

A@) =A(B@)) = A(B(z) > Az), =zed,

kde prvni nerovnost plyne z definice vektoru . Je-li ovSem & € X, pak plati
z'z € (0,00) a gL ATl X a A(z) = AZ) < A(), nebot dle definice (A.5)

spliiuje funkce A néasledujici podminku A(kz) = A(z) pro & € (0, 00). M

Pozorovani 57. Plati podobné tvrzeni, a to Ze existuje vektor z € X, takovy, zZe
AA(2) = da. Dikaz by probihal zcela analogicky, pouze bychom zaménili nerov-
nosti za opacné a v (A.9) bychom misto mazima wvaZovali minimum.

Tvrzeni 58. Necht A € [0,00)"*™ je nerozloZitelnd matice, kde n € N. Pak
hodnota Aa > 0.

Diikaz. 7 definice hodnoty A := A ve vzorcich (A.5) a (A.6) ihned plyne, Ze
A > 0. Pro spor predpokladejme, ze A = 0. Pak ovSsem musi A(z) = 0 platit pro
vSechny vektory z € [0,00)" \ {0}". Specidlné tedy 0 = A(1) = min;(A1);. Tedy
existuje i < n takové, Zze 0 = (Al); = Y7, a;;, coz vzhledem k piedpokladu
A € [0,00)™" znamen4, Ze a;; = 0, kdykoli j = 1,...,n. Tedy i-ty fddek matice
A je nulovy, coz je ve sporu s nerozlozitelnosti matice A. O

Tvrzeni 59. Necht je ddna matice A € [0,00)"*™, kterd je nerozloZitelnd, pro
n € N. Budz € X takové, e A\p = Aa(z), pak Az = Apz. V takovém pripadé
je tedy x vlastnim vektorem odpovidajicim vlastnimu cislu Aa. Navie md tento
vlastni vektor vsechny slozky kladné, tj. x € (0,00)™.

Diikaz. 7 definice hodnoty A(z) := A (z) ve vzorci (A.5) okamzité dostaneme
nerovnost Ax < Az, kde A := Ap. Nasim tkolem je ukézat, Zze v této nerovnosti

nastava rovnost, a také, ze £ € (0,00)". Prvni vlastnost ukédZeme sporem. Necht

Az S Az. Podle tvrzeni 54 je (I+ A)™! € (0,00)™™. Oznacime kladny vektor

w2 (I+ A)" 'z € (0,00)" a dostavAme nésledujici nerovnost

M= AI+A)""z2=ITI+A)"" 2SS (I+A)""Az=A(1+A)" 'z = Aw.
Tedy AMw < Aw a soucasné \w # Aw. Proto existuje j € {1,...,n}, takové, ze

Mw; < (Aw);, tj. A < %l Pak zvolme i € S takové, Ze plati nasledujici

A< (Aw); = min (Aw) = A(w) < A, (A.10)
w; ke{l,...nbye#0 Wy

coz je spor a my tak mame rovnost Az = Azx.

Nyni s pomoci této rovnosti ukidzeme, ze z € (0,00)". Podobné, jako v pted-
chozim kroku uvazujeme kladny vektor w = (I+ A)" 'z € (0,00)", nyni ovSem,
diky nové dokdzané rovnosti, lze psat ekvivalentné w = (1 + \)"'z. Pak oviem
plati také, ze z = (1 + A\)'""w € (0,00), nebot w € (0,00)™ a (1 + A)'™" € (0,00).
Zde jsme vyuzili vlastnosti A € [0,00), ktera plyne pfimo z definice hodnoty A ve
vzorci (A.6). O

Pozorovani 60. Pro hodnotu §p definovanou v (A.7) rovnéz plati, Ze 05 je vlast-
nim ¢islem matice A a existuje prislusny vlastni vektor, ktery je kladny.

Diikaz by probihal zcela analogicky, pouze bychom nahradili nerovnosti opac-
nymi a namisto minima ve vzorci (A.10) a v odstavci pred nim bychom wvaZovali
MATIMUM.
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A.3 Perron Frobeniova véta

Nyni mame formulovana tvrzeni, jichz budeme vyuzivat pri dikazu Perron-
Frobeniovy véty.

Véta 61 (Perron Frobeniova). Necht A € [0,00)"*" je nezdpornd a nerozloZitelnd
matice. Potom existuje vlastni c¢islo A matice A, takové, Ze X = ua a plati, Ze
geometrickd ndsobnost A je rovna jedné. Navic ezxistuje x € (0,00)", vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu cislu .

Pozndmka. Obvykle se uvadi jeste dalsi zaveér véty, a to, ze i algebraicka nasobnost
vlastniho ¢isla Ap je jedna, to znamend, ze Ap je kofenem charakteristického
polynomu p(l) = det(II — A) nasobnosti 1.

Diikaz. 7 tvrzeni 59 mame existenci kladného vlastniho ¢isla A, které je rovno
¢islu A\a, definovanému v (A.6) a existenci k nému prislusného kladného vlastniho
vektoru x > 0 € R”. Staci nam tedy ukazat rovnost A = pa, a ze nasobnost A je
jedna.

Ukézeme, 7e pro libovolné vlastn{ &slo A € o4 plati [A| < A. Z toho, Ze X je
vlastni ¢islo matice A dostavame exitenci vektoru y # 0 € R"™, pro ktery plati
5\y = Ay. A z toho, Ze A € [0,00)"*™ dostaneme nésledujici nerovnost

A [yl = |Ay| < Alyl. (A.11)

Tedy pro vSechna i = 1,... n, takova, zZe |y|; # 0, plati

Aly|); “ Aly:
AW ey A< _min B0 gy <y

Al < |
[yl 1<isnyi#0  [yl;

kde A(z) = Aa(z),x € X, je funkce definovana v (A.5). Z toho mame, ze skutecné
pro viechna \ € oa plati \5\\ < A, a tedy A > 0 je vlastni ¢islo matice A s
maximalni absolutni hodnotou.

Nyni ukazeme, ze geometrickd nasobnost A je jedna, neboli, Ze prostor vlast-
nich vektorii matice A prislusnych A ma dimenzi 1. Sta¢i ndm ukazat ekvivalentni
tvrzeni, ze kazdé dva nenulové vlastni vektory .2 # 0 € R” jsou linedrné zavislé,
tedy, ze existuji redlnd ¢isla o # 0 a [ # 0 takova, ze ax + T = 0.

Oznacme tedy z a Z libovolné dva nenulové vlastni vektory prislusné vlastnimu
¢islu A. Pak plati nerovnost (A.11), kde misto ‘5\‘ budeme psat A a misto y budeme
psat x, respektive Z. Potom A|z| < A|z|, a zéroven \x = Az, coz nam dohromady
s definici (A.6) a podobné, jako na zac¢atku dukazu dostavame A |z| = A|z|, nebot

A< M, atedy A< min (A lz]): = A(lz]) < A, (A.12)

- |.’17]| 1<i<n,x;#0 |23Z|

a proto se ve vSech nerovnostech nabyva rovnosti. Stejnym postupem lze ukazat i
A |Z| = M\ |Z| a tedy plati, ze |z, |Z| jsou vlastnimi vektory matice A prislusnymi A.
Plati, ze kazdy vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢éislu A = ua je
zaroven maximalnim vektorem matice A, nebot v takovém pripadé plati
Azx);
\x = Az, a tedy )\:( )Z, iesS.

7
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Z nezapornoti matice A a z A > 0 dostavame, ze plati také

(A |z]):

\ =
|

Y

tedy i |z| a |Z| jsou maximalnimi vektory matice A.

V dikazu tvrzeni 59 jsme uvazovali nezdporny maximalni vektor a ukazali
jsme, Ze musi byt automaticky kladny. Potom také nezaporné vektory |z|, |Z|
nemaji nulové prvky a tedy i £; # 0,Z; # 0 a lze pro né nelézt takova «, 3, ze
(ax + pZ); = 0. Uvidime, ze i vektor ax + SZ je vlastnim vektorem, nebot plati

Moz + %) = adx + AT = aAx + SAZ = A(azx + (Z)

a stejnou uvahou, jako pro x a Z dostaneme, ze cely vektor ax + SZ musi byt
nulovy, jinak bychom dosli ke sporu. A tedy plati, ze x a  jsou linearné zavislé,
dimenze prostoru vlastnich vektort je 1 a geometricka néasobnost vlastniho ¢isla
A je také rovna jedné. O]

A.4 Dalsi pouzivané véty

Véta 62. Necht je ddana nezapornd, nerozloZitelnd matice A € [0,00)"*". Pred-
pokldadejme, Ze jeji riznd vlastni ¢isla N\, Ag, -+, Ay, spliufi A > |Ag| > -+ > | M|
Ddle oznacme mo nasobnost vlastniho cisla Ay. Necht © a y jsou pravy a levy
vlastni vektor prislusici vlastnimu ¢islu X\, takové, Ze x'y = 1.

(i) Pokud As # 0, potom pro k — oo plati

AF = Nexy” + Ok |Xo|), kde s=my—1.

(ii) Pokud Ay =0, potom pro k >n —1

AP = Ny

Diikaz. Viz (Seneta, 1981, véta 1.2 na strané 9). Z davodu rozsahu prace nebu-
deme uvadeét. m

Pozorovani 63. Necht je matice A nezdpornd a nerozloZitelnd. Potom i ma-
tice A7 je mezdpornd a nerozloZitelnd. Navic plati opo = oar, tedy podle Perron-
Frobeniovy véety 61 existuje X = ua = par, jejich spolecné vlastni cislo s maxi-
mdlni absolutni hodnotou. Navic aplikovdnim véty 61 na matici A* dostaneme
existenci kladného vlastniho vektoru y matice A", tedy levého vlastniho vektoru
matice A. Navic vime, Ze geometrickd ndsobnost \, vlastniho cisla A, je rovna
jedné.

Tvrzeni 64. Necht A je nezdpornd ctvercovd nerozloZitelnd matice. Necht X je jeji
vlastni cislo, pro které plati N = pua. Necht Ay, ... N\, jsou vsechna jeji vlasti ¢isla.
Pokud existuje prave k vlastnich cisel \i = Aa,Aa, ..., \x s absolutni hodnotou
A = pa, Potom plati
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kde wi, ... ,wy jsou korteny polynomu z* = 1. Navic, pokud k > 1, potom existuje
permutacni matice P, takovd, Ze matice P"AP je tvaru

0 A, 0 -~ 0
0 0 Ay - 0
TR P : (A.13)
0 0 - 0 Apiy
Ay 0 - 0 0

kde nulové matice na diagondle jsou ctvercové.

Diikaz. Viz véta 2 a jeji dikaz na strané 540 v (Lancaster a Tismenetsky, 1985).
O

Disledek 65. Bud A nezdpornd, nerozloZitelnd a aperiodickd matice, ddle bud
A = ua jeji vlastni cislo a x prislusny kladny pravy vilastni vektor a y libovolny
levy vlastni vektor matice A prislusny viastnimu cislu A. Potom plati

lim A™"A*1 = k(z,y)z,

k—o0

kde k(z,y) = % je kladnd konstanta.
Diikaz. Abychom mohli pouzit vétu 62, ukazeme, zZe je splnén predoklad A > |y,
kde Ay je jako ve znéni véty 62. UkaZeme sporem, ze pocet vlastnich ¢isel s abso-
lutni hodnotou A je roven jedné, kdyby tomu tak nebylo, potom podle tvrzeni 64
by musela existovat permutacni matice P takova, ze P*AP je ve tvaru (A.13).

Potom matice P" AP je periodickd a tedy také matice A je periodickd, coZ je
ve sporu s predpokladem.

Nyni pomoci véty 62 ukdzeme, ze plati

T

lim AFAR = T2 (A.14)
k—o0 Ty

coz stac¢i k dikazu véty, nebot z (A.14) potom plati

T T 1
lim AFAR. 1 =22 1
" [yl

—1l=x
k—o00 Ty

Navic podle pozorovani 63 vime, Ze y lze volit kladné, a Ze dimenze prostoru
pravych i levych vektort je jedna, a proto je |y| rovnéz levym vlastnim vektorem,
aplati/i:i’z—; > 0.

Bez tijmy na obecnosti lze predpokladat, ze 'y = 1, nebot 'y # 0 a vektor
Y = ﬁy je rovnéz levym vlastnim vektorem A prislusSnym M. Pokud by tedy
z'y # 1, vyndsobime vektor ¥ nenulovou konstantou a prevedeme tak problém
na tento piipad. Dale ukdzeme pomoci véty 62 platnost (A.14) pro 'y = 1, tedy

lim A\FAR = " (A.15)
k—o00
V piipadé, ze Ay = 0 plati (A.15) trividlné z véty 62. V pripadé Ay # 0 méme
AR = Ny + Ok | \o|M),
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a tedy vynasobenim obou stran konstantou A= ziskdme

. k5 | Aol . kS IAl®) kS I N|*
xkAk:xy+0( |2|>:xy—|—0( [A2]") |2|_

Ak ks | Aof* Ak

a limitnim prechodem pro k& — oo je diukaz hotov, nebot A > |\y]. O

Véta 66. Necht A = (a;;)""™ € [0,00)"*" je nerozloZitelnd matice, A jeji vlastni
cislo, pro které plati X = pa. Necht x je libovolny kladny vektor. Potom plati
i <A< . :
s, 2, eSSy 2 o (A.16)
pricemz jedné z rovnosti se nabyva prave tehdy, kdyz se nabyvad i druhé rovnosti,
coZ nastdva prdave tehdy, kdyz 1 je vlastnim vektorem matice A.

Disledek 67. Necht A je nezdpornd, nerozloZitelnd ctvercovd matice. Necht A >
0 je jeji vlastni cislo takové, Ze ua = A a x je libovolny kladny vektor. Potom

Ax);
min (Az), < A < max
1<i<n  x; 1<i<n  x;

pricemz kazZdé z rovnosti se dosahuje prave tehdy, kdyz x je vlastni vektor matice
A prislusici vlastnimu cislu A.

Diikaz. Nejprve ukdzeme prvni nerovnost. Vime, ze A je rovno ¢islu Ay ze vzorce
(A.6). Zfejmé plati

jin = Alz) < sup AlY)

Navic vime, Ze rovnosti se nabyva pravé tehdy, kdyz je x maximalnim vektorem
matice A a to nastava pravé tehdy, kdyz x je vlastnim vektorem matice A.
Déle vidime analogicky, ze pro hodnotu 0 := d4, definovanou v (A.7), plati

max (Az), = Aa(x) > inf Ap(y) =9

1<i<n &, yeX

a rovnosti se nabyva prave tehdy, kdyz & je maximalnim a tedy i vlastnim vekto-
rem matice A, podobné, jako predchozi nerovnost, pficemz vyuzivame pozorovani
57 a 60.

Nakonec ukazeme, ze plati A\ = §. Ozna¢me y € (0, 00)" néjaky levy vlastni
vektor matice A prislusny A a oznacme z € (0, 00)" pravy vlastni vektor matice
A prislusny vlastnimu ¢islu . Potom plati A\y" = y' A a dz = Az, a tedy

Nz=yAz=yz="0y z. a proto (A=08)y'z=0.

ProtoZe z i y jsou kladné, plati, Ze y'x > 0 a proto nutné § = . O
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Z.aver

Nejprve jsme uvedli pojem markovského Tetézce s ocenénim prechodi a po-
sloupnost uzitkli. Uvedli jsme nékteré zakladni vlastnosti uzitku a jistoniho ekvi-
valentu ndhodné posloupnosti, které posléze pouzivame.

V ¢asti 2.2 jsme definovali iteracni algoritmus, ktery vede k nalezeni optimal-
niho Tizeni markovského fetézce. Navic jsme ukazali v kapitole 3, ze toto tizeni je
optimalni i v ptripadé, ze bychom pripoustéli i moznost tizeni adaptivni strategii,
to znamena, ze bychom volili rozhodnuti na zédkladé dosud ziskanych informaci o
nahodném procesu.

Mozna aplikace vysledkt prace spociva v hledani optimélni obchodni strate-
gie. Navic pomoci uvedené teorie hledani optiméalniho fizeni markovského retézce
s diskrétnim casem lze odvodit vysledky i pro ¢as spojity, jako je to napriklad v
(Stanek, 2012). Ani jednomu se vSak v praci nevénujeme, jsou to pouze moznosti,
jak pripadné praci rozsirit.
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