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1. Úvod

1.1 Idea a cíl této práce
Determinant intervalových matic je doposud poměrně neprobádaná a opo-

míjená oblast intervalové lineární algebry. Je obecně dobře známé, že někteří
matematici je považují za mrtvé a neužitečné, což dokládá i [1]. I přesto se však
domníváme, že ve světě lineární algebry mají své místo a „mrtvé“ ještě tak zda-
leka nejsou.

Mimo teoretické použití v lineární algebře se stále hodí pro zjednodušení zá-
pisu, či výpočtu. Abychom byli konkrétní, tak při výzkumu bezodrazového ší-
ření elektromagnetických vln skrze dielektrika Kay a Moses[2] dokázali, že jed-
nodimenzionální Schrödingerova rovnice (D2 + E − V )u = 0, (D = d/dx),
kde V je potenciál definován jako V = −2D2 log(A), A = |aii|n, aij = δij +
exp ((ci + cj)x) /(ci + cj), i, j = 1, 2, ..., n. Je splněna funkcí

u = exp(ix
√

E)
(

1 +
n∑

r=1

fr(x) exp(crx)
cr + i

√
E

)
,

kde fr(x) jsou řešení množiny n lineárních rovnic s koeficientem determinantu A.
Další výsledek, při němž se opět hodil determiant, byl uveden v článku o mno-

honásobných kolizích solitonů od Hiroty [3][4]. Dále pak při výzkumu integrálů
typu ∫ b

a

A(x)B(x)ω(x)
C(x) dx,

kde ω(x) je váhovou funkcí na intervalu (a, b), Shenton[5] zjistil, že ho lze vyhod-
notit jako podíl dvou nekonečných determinantů.

Dále pak podle [6] mezi čtyři nejvýznamější využití determinantů patří vý-
počet inverzu matice A, řešení soustavy Ax = b (Cramerovo pravidlo), objem
krychlí, pro zjištění vzorců pivotů matice A. Také pomáhají při vhledu do jiných
vlastností matic, třeba lze pomocí determinantu určit, zdali je matice singulární,
čehož by se v intervalové aritmetice mohlo využít, neboť zjištění singularity je
coNP-úplné, tedy dobrý odhad obálky determinantu by mohl vyvrátit, nebo po-
tvrdit singularitu intervalové matice.

Samotné intervalové determinanty byly rozebrány a použity v [7] při testování
pro Čebyševovy systémy, dále by mohly být teoreticky využity při řešení soustavy
intervalových lineárních rovnic a dalších problémů intervalové lineární algebry.

Tedy nejenže je determinant nedílnou součástní lineární algebry, ale má i svá
praktická využití. Proto jsme se pustili do jeho výzkumu. V této práci poté, co
zavedeme intervalovou aritmetiku a většinu použitých termínů, chceme ukázat
jak je složité spočíst přesně determinant intervalové matice.

Za předpokladu, že coNP ̸= P, ukážeme, že nelze spočítat v polynomiálním
čase přesný obal intervalového determinantu. Též ukážeme vlastnosti různých
typů aproximací determinantů. Kvůli poměrně negativním složitostním výsled-
kům se zaměříme na počítání vnějších odhadů v polynomiálním čase pro obecné
i speciální intervalové matice.
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Předvedeme několik předpodmínění matic, které nakonec mohou vést k těs-
nějším výsledkům, dále pak ukážeme algoritmy založené na Gaussově eliminaci,
Gerschgorinových kruzích, Hadamardově nerovnosti a Cramerově pravidle. Pak,
jelikož v praxi se typicky setkáváme se strukturovanými maticemi, se zaměříme
i na výpočet odhadu determinantu pro symetrické, Toeplitzovské a tridiagonální
matice.

Takové představení algoritmů budoucím uživatelům mnoho neřekne, proto
také budeme chtít ukázat jejich schopnosti pomocí testování na obecných a sy-
metrických intervalových maticích, různých velikostí a šířek intervalů.
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2. Intervalový počet
V rámci jisté soběstačnosti této práce zde zběžně popíšeme základy intervalové

aritmetiky, intervalové lineární algebry spolu s některými tvrzeními týkajícími se
výpočtu determinantu obecných intervalových matic.

Intervalová aritmetika je prostým rozšířením obyčejné aritmetiky reálných čí-
sel, kde na místo jednotlivých čísel pracujeme s kompaktními intervaly. Díky tomu
můžeme zapouzdřovat jisté nepřesnosti v měření, se kterými se v praktickém světě
potkáváme skoro na každém kroku.

2.1 Intervalová aritmetika
V tomto textu zavádíme pro přehlednost jednoduché značení, intervaly psány

latinkou zvýrazňujeme tučně, pokud se jedná o intervaly psané řeckými písmeny,
píšeme je kapitálkami.
Definice 1. Buď a, a ∈ R, a ≤ a. Potom interval a = [a, a] = [ac − a∆, ac + a∆]
definujeme jako množinu {a ∈ R ; a ≤ a ≤ a}.

Množinu všech takových intervalů označíme IR, středem intervalu rozumíme
ac := (a+a)/2, poloměrem intervalu pak a∆ := (a−a)/2. Dále a budeme nazývat
dolní mezí intervalu a, a zase horní mezí. Pokud a = a, nazýváme a = [a, a]
degenerovaný.
Definice 2. Mějme n intervalů a1, ..., an ∈ IR, a n-nární operaci ◦ : Rn → R.
Pak ◦(a1, ..., an) := {◦(a1, ..., an) ; a1 ∈ a1, ..., an ∈ an}.

Z čehož lze snadno odvodit vzorce pro následující operace:

a + b = [a + b, a + b],
a − b = [a − b, a − b],
a ∗ b = [min(M), max(M)], kde M = {a ∗ b, a ∗ b, a ∗ b, a ∗ b},

a / b = a ∗ (1/b), kde 1/b = [1/b, 1/b], a 0 /∈ b,

|a| = {|a|; a ∈ a}.

Určitě bychom se měli zamyslet nad tím, které vlastnosti uvedených operací
v R se přenášejí i do IR. Snadno si ověříme, že IR(+, −, ∗, 0, 1) netvoří těleso,
dokonce ani okruh. Sice platí, že operace + a ∗ jsou komutativní i asociativní, bo-
hužel však ani jedna z operací nemá inverzní prvky pro nedegenerované intervaly.
Též chybí distributivita, kterou zde zastupuje slabší subdistributivita, tzn.:

a(b + c) ⊆ ab + ac,

příčinou je, že během intervalového násobení budeme obě a brát jako dva nezávislé
intervaly (a0b + a1c), čímž výsledek může být nadhodnocen.

Nakonec definujme magnitudu intervalu, která někdy pro svou podobnost bývá
zvána absolutní hodnotou intervalu.
Definice 3. Mějme interval a ∈ IR, pak

mag(a) := max
a∈a

|a|.
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2.2 Intervalová lineární algebra
Přirozeným rozšířením intervalové aritmetiky můžeme zavést intervalové ma-

tice. Díky čemuž se můžeme následně zajímat o složitost určení regularity dané
matice, výpočtu těsných obálek vlastních čísel a především nás též bude zají-
mat složitost výpočtu těsných obálek determinantu. Budeme vycházet z definice
uvedené v Rohn[8].
Definice 4. Nechť jsou A, A ∈ Rm×n, A ≤ A (po složkách), pak intervalová
matice

A := [A, A] = {A ; A ≤ A ≤ A}.

Podobně jako u obyčejných intervalů i zde mohou být užitečné následující
pojmy:

Ac = (A + A)/2 nazveme středovou matice,
A∆ = (A − A)/2 nazveme poloměrovou matice.

Zavedeme též I jako jednotkovou matici, E jako matici samých jedniček, ei

jako jednotkový vektor s jedničkou na i-té pozici.
Definice 5. Matice A ∈ IRm×n je regulární, pokud každé A ∈ A je regulární.

Přirozeně nás může zajímat, jaká je složitost ověření regularity matice A.
Například podle [9] se jedná o coNP-úplný problém pro matice, jejíž středem
je nějaká nezáporná positivně definitní racionální matice A a poloměr je tvořen
maticí jedniček. Toho využijeme při ukázce toho, jak těžká může být aproximace
výpočtu determinantu intervalové matice.

Na intervalových maticích zavedeme aritmetiku matic, čímž máme na mysli
sčítání, odčítání a maticové násobení.
Definice 6. Mějme A ∈ IRn×m, B ∈ IRn×m, C ∈ IRm×l, pak

(A ± B)ij = Aij ± Bij,

(A ∗ C)ij =
m∑

k=1
AikBkj.

Opět se můžeme spolehnout na komutativitu sčítání, asociativitu sčítání na
existenci neutrálního prvku pro součet a násobení. Též tu máme subdistributivitu,
kdy

(A + B) C ⊆ AC + BC,

D (A + B) ⊆ DA + DB,

pro nějaké intervalové matice A, B ∈ IRn×m, C ∈ IRm×l, D ∈ IRo×n[10]. Bo-
hužel, však již neplatí, že maticový součin je asociativní. Což lze předvést na
následujícím příkladu.(

[−1, 1] 1
−1 [0, 1]

)((
[1, 2] 1

0 1

)(
−1 0
1 [−1, 0]

))
=
(

[0, 2] [−2, 1]
[0, 2] [−1, 1]

)
((

[−1, 1] 1
−1 [0, 1]

)(
[1, 2] 1

0 1

))(
−1 0
1 [−1, 0]

)
=
(

[−2, 4] [−2, 0]
[0, 2] [0, 1]

)
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Jak vidno dokonce ani neplatí, že by jedna intervalová matice obsahovala
všechny matice druhé intervalové matice. Další podivnou vlastností je, že vyná-
sobíme-li dvě matice A, B mezi sebou, může se stát, že existuje matice C ∈ AB,
taková, že neexistuje A ∈ A, B ∈ B a C = AB. Důkazem budiž následující
příklad:

([−1, 1], 1)
(

[−2, −1] [1, 2]
1 1

)
= ([−1, 3][−1, 3]) ,

kde pokud bychom za C vzali (3, 3), tak zjistíme, že neexistuje žádné A ∈

([−1, 1], 1), B ∈
(

[−2, −1] [1, 2]
1 1

)
takové, že AB = C.

7



3. Intervalový determinant
Hlavním předmětem zkoumání této práce jsou intervalové determinanty. Ty

opět zavedeme zcela přirozeně jako těsnou obálku determinantů všech matic in-
tervalové matice A. Později uvedeme tvrzení o složitosti výpočtu oné obálky a o
hodnotách všech determinantů a jejich aproximaci.

Definice 7. Nechť A ∈ IRn×n, pak det(A) je interval

[ min ({det(A) ; A ∈ A}) , max ({det(A) ; A ∈ A}) ]

Jelikož u reálných matic se bude vždy jednat o reálné číslo, snadno můžeme
takto zavést horní a dolní meze determinantů. Pak se též budeme zajímat o to,
zdali determinanty intervalové matice tvoří kompaktní množinu. Ukážeme, že
tomu tak skutečně je. K důkazu budeme potřebovat Heine-Borelovu větu[11].

Obálkou determinantu budeme mít na mysli interval takový, v němž interva-
lový determinant leží.

Lemma 1. Pro každé d ∈ det(A) existuje A ∈ A, det(A) = d.

Důkaz. Z Heine-Borelovy věty víme, že jednotlivé intervaly tvoří kompaktní mno-
žiny. Dále víme, že zobrazení kompaktní množiny pomocí spojité funkce tvoří opět
kompaktní množinu. A nakonec si stačí uvědomit, že determinant je pouze poly-
nom o n proměnných, čili to je spojitá funkce. Z toho vyplývá, že i její obraz je
kompaktní množina.

□

Už víme, že determinant je vždy tvořen kompaktním intervalem, proto mů-
žeme zjednodušit definici intervalového determinantu na

Definice 8. (alternativní definice intervalového detrminantu)

det(A) := {det(A) ; A ∈ A}, A ∈ IRn×n.

S předchozím lemmatem můžeme pokračovat v dokazování dalších vlastnostní
determinantů, první tři užitečné nám dává k dispozici Rohn [12].

Věta 2. Mějme positivně definitní racionální matici A ∈ Qn×n, pak určení zdali
je [A − E, A + E] intervalová regulární matice je coNP-úplný problém, E značí
matici plnou jedniček, tedy Eij = 1 pro i, j = 1, 2, ..., 3.

Věta 3. Spočítání mezí det(A), det(A), kde A = [Ac − E, Ac + E], E je matice
plná jedniček a A je racionální nezáporná, je coNP-těžké.

Důkaz. Mějme matici A ∈ IRn×n, kde A = [Ac − E, Ac + E] , Ac je symet-
rická positivně definitní racionální matice. Pak ověření její singularity lze provést
zjištěním zdali

det(A0) ≥ 0,

kde A0 je intervalová matice vytvořena prohozením prvních dvou řádků A. Toto
platí, neboť středová matice je positivně definitivní, tedy pokud je A regulární i
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zbylé její determinanty musí být kladné 1, prohozením řádků změníme znaménko
determinantu.

Nyní je A0 nějaká nezáporná racionální matice, u níž jsme schopni určením
horní meze determinantu odpovědět i na otázku, zdali je regulární či nikoliv.
Ovšem určení, jestli se jedná o regulární matici, je podle [9] a 2 coNP-úplné, z
čehož vyplývá, že spočtení horní meze determinantů musí být alespoň tak složité.
Důkaz pro spodní mez je analogický.

□

Dále uvádíme detailněji zpracovaný a přeložený důkaz Edge theoremu, pů-
vodně uvedeného v Rohn[12].

Věta 4 (Edge Theroem). Mějme A ∈ IRn×n intervalovou matici, potom tvrdíme,
že pro každou A ∈ A existuje A′ ∈ A vypadající následovně:

A
′

ij ∈

⎧⎨⎩{Aij, Aij}, (i, j) ̸= (k, m),
[Aij, Aij], (i, j) = (k, m),

pro nějaké (k, m). Kde platí, že det(A) = det(A′).

Důkaz. Pro každou matici Â ∈ A zaveďme veličinu

h(Â) = počtu prvků takových, že Âij /∈ {Aij, Aij}

pro nějaké i, j = 1, 2, ..., n. Jelikož h(Â) je přirozené číslo, můžeme nalézt takové
A′, že h(A′) je minimální. Nyní pro spor předpokládáme, že h(A′) ≥ 2.

Tedy máme k dispozici dvě pozice (i,j), (k,l), (i, j) ̸= (k, l) takové, že A′
ij /∈

{A′
ij, Aij} a Akl /∈ {Akl, Akl}. Vezměme nyní vzorec pro determinant, kde položíme

A′
ij a A′

kl jako proměnné.

det(A′) =
∑
π∈S

(
sign(π)

n∏
i=1

A′
i,π(i)

)
= aXij + bXkl + cXijXkl + d

Kde S je množina všech permutací množiny {1, 2, ..., n}. Vyjádříme z rovnice
jednu proměnnou.

Xij = −bXkl + (d − det(A′))
cXkl + a

(3.1)

Snadno ověříme, že se jedná o lineární lomenou funkci, pro níž existuje Xkl ∈
[Akl, Akl] takové, že i Xij ∈ [Aij, Aij] (toto je splněno pro Xkl = Akl). Tato
funkce je spojitá pro obory hodnot {Xkl; Xkl < −a/c} a {Xkl; Xkl > −a/c},
proto můžeme měnit v jednom z těchto oborů hodnotu Xkl, dokud Xkl nebo Xij

nedosáhnou své mezní hodnoty. Čímž bychom vytvořili matici A′′, jejíž h(A′′) <
h(A′), což je spor s minimalitou h(A′).

Pro ilustraci v obrázku níže uvádíme náčrt toho, jak by funkce (3.1) mohla
vypadat. V modrém obdelníku jsou povolené hodnoty pro Xij a Xkl. Jak vidno,
přijatelné hodnoty jsou právě body na křivce. Jelikož se jedná o monotónní křivku,
vždy bude muset projít nějakou hranou modrého obdelníku, který ohraničuje při-
jatelné meze pro Xij a Xkl.

□
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Xkl

Xij

Obrázek 3.1: Náčrt funkce (3.1)

Z předchozí věty plyne, že pro intervalovou matici A ∈ IRn×n, lze pro horní
i dolní mez determinantů nalézt odpovídající matice, které jsou tvořeny pouze z
mezí intervalů jednotlivých prvků.
Důkaz. Pro jednoduchost ukážeme důkaz pouze pro horní mez, dolní mez lze
dokázat analogicky. Podle 4, existuje matice A ∈ A taková, že det(A) = det(A).
Nyní stačí pro spor předpokládat, že existuje index (i, j) takový, že

Aij /∈ {Aij, Aij}.

Pokud bychom ale na daný index dosadili jednu z mezí, velikost determinantu by
se zvýšila, čímž bychom došli ke sporu s tím, že se jedná o horní mez intervalového
determinantu.

□

V následující části této kapitoly ukážeme, že není snadné determinant byť
jen aproximovat, opět využijeme toho, že intervalový determinant je kompaktní
množina. Naším cílem v obou důkazech bude ukázat, že i s nějakou chybou (ab-
solutní/relativní) bychom dokázali určit, jestli je daná matice regulární či nikoliv.

Věta 5. Nechť máme A ∈ IRn×n taková, že Ac je nezáporná positivně definitní
a A∆ je matice jedniček, det(A) = [d, d], 0 < ε < 1 a platí, že P ̸= coNP,
pak neexistuje algoritmus f běžící v polynomiálním čase, jehož výsledkem f(A) je
interval h = [h, h], takový, že platí

h ⊆ [1 − ε, 1 + ε] ∗ [d, d]

Důkaz. Předpokládejme, že takový algoritmus existuje, dokážeme jeho neexistenci
sporem s předpokladem P ̸= coNP. Ukážeme, že pomocí takového algoritmu lze
určit, zdali daná matice je regulární či nikoliv. Pro regulární matici musí platit
buď d > 0, nebo d < 0, to díky kompaktnosti intervalu determinantů.

Máme-li tedy f(A) = [h, h] a d > 0, pak

h ≥ (1 − ε)d,

d − h ≤ εd < d,

0 < h < 2d.
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Vidíme, že vzdálenost h od d musí být menší než d, z čehož plyne, že i h je kladné.
Naopak pokud d < 0, pak

|h| ≤ (1 − ε)|d|,
0 < |h| − |d| ≤ ε|d| < |d|.

Opět musí platit, že vzdálenost h od d je menší než vzdálenost d od 0. Z toho
vyplývá, že h je mezi 0 a d, tedy je též záporné. Z čehož je vidět, že pokud platí
h > 0 (h < 0), pak d > 0 (d < 0), čili A je regulární. A jelikož podle [9] je určení
regularity takové matice ve třídě coNP-úplný, tedy f nemůže být v P.

□

Věta 6. Nechť máme A ∈ IRn×n taková, že Ac je nezáporná positivně definitní a
A∆ je matice jedniček, det(A) = [d, d], ε > 0 a platí, že P ̸= coNP, pak neexistuje
algoritmus f běžící v polynomiálním čase, jehož výsledkem f(A) je interval h =
[h, h], takový, že platí

h ⊆ [d − ε, d + ε]

Důkaz. Pro intervalovou matici A víme, že vynásobíme-li i-tý řádek, kde i ∈
{1, ..., n} číslem αi, které je společným násobkem jmenovatelů prvků i-tého řádku,
získáme matici A′ takovou, že i-tý řádek bude z mít meze z Z, tedy budou celo-
číselné, a dále platí, že

det(A′) = αi det(A), čili det(A) ̸= 0 =⇒ det(A′) ̸= 0.

Tento postup můžeme opakovat, dokud nezískáme matici A′′, která bude slo-
žena pouze z celočíselných mezí intervalů. Pro takovou matici jistě platí, že pokud

det(A′′) ̸= 0 =⇒ | det(A′′)| ≥ 1,

neboť determinant každé intervalové matice s celými mezemi musí být celočíselný
podle důsleku 4 a nejmenší celočíselná vzdálenost od 0 je právě 1.

Tedy, pokud vynásobíme libovolný řádek matice číslem 2ε, vznikne nám ma-
tice A′′

2ε. Víme, že pokud je původní matice A regulární, potom

| det(A′′
2ε)| ≥ 2ε =⇒ | f(A′′

2ε)| ≥ ε.

Což znamená, že bychom v polynomiálním čase uměli zjistit, zdali se jedná o
regulární matici.

Neboť je potřeba vynásobit n řádků nějakým společným jmenovatelem n
prvků, poté už jen stačí vynásobit jeden řádek číslem 2ε a můžeme s jistotou
říci, zdali byla původní matice regulární či nikoliv. Jak jsme již zmínili, tento
problém je coNP-úplný, tedy f musí být též.

□
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4. Předpodmínění intervalové
matice

Na vstup můžeme dostat intervalové matice různých podob, přičemž u ně-
kterých typů matic může být nadhodocení způsobené prováděním algoritmů s
intervalovou aritmetikou neúměrně veliké. Proto se snažíme danou matici A do-
stat do tvaru, který bude blízký nějaké matici, s níž se počítači pracuje mnohem
lépe.

4.1 Hansenova metoda
Pro matici A ∈ IRn×n byla v práci Smithové [7] zmíněna takzvaná Hansenova

metoda, která spočívá v tom, že vezmeme středovou matici A∆, najdeme pro
ni dolní trojúhelníkovou matici L a horní trojúhelníkovou matici U , splňující
A∆ = LU , pak nalezneme (pseudo) inverz k L, označen jako L+. Jednoduchým
přenásobením získáme matici L+A, jejíž střed bude odpovídat matici U , čili

det(A) ⊆ det(L+A).

Díky tomu získáme matici, která je blízká horní trojúhelníkové, jejíž deter-
minant je navíc roven det(A). To vychází z toho, že v OCTAVE (i MATLABu)
LU-rozklad generuje dolní trojúhelníkovou matici takovou, že má na diagonále
samé jedničky, čili det(L) = 1, z toho pak známe i determinant inverzu det(L+) =
1/ det(L) = 1. Takto upravenou matici, lze pak nechat projít Gaussovou eliminací
a výsledný odhad determinatu spočítat jako produkt prvků na diagonále výsledné
matice.

4.2 Přenásobení inverzem středu
Je-li středová matice A∆ regulární, pak lze k němu nalézt (pseudo) inverz A+.

Je to fakticky obdobný přístup jako výše uvedený Hansenův, jen nyní chceme,
aby střed nové matice byl blízký I. Takže získáme A+A, o níž víme, že

det(A) ⊆ det(A+A)/ det(A+).
Avšak, chceme-li verifikovaně spočíst vnější obálku det(A), musíme mít k dispozici
nějaký způsob, jak verifikovaně spočíst det(A+).

V následující části představíme takzvanou Rumpovu metodu počítající verifi-
kovanou obálku reálné matice, která může být vylepšena pomocí návrhů Takeshi
Ogity[13]. Díky ní máme v předpodmínění větší volnost a můžeme si dovolit
předpodmiňovat i maticemi, jejichž determinant není možno ve floating-point
aritmetice přesně spočítat.

4.2.1 Rumpova metoda
Pro výpočet verifikovaného determinantu reálné matice (neintervalové) vy-

jdeme z článku Takeshi Ogity[13], který v této práci uvádí hned několik algoritmů
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pro řešení našeho problému. My budeme používat Algoritmus I z druhé kapitoly
článku, který Rump S. M. implementoval a popsal.

Vychází z LU rozkladu, kde získáme P, L, U takové, že

PA ≈ LU,

L je dolní trojúhelníková, U je horní trojúhelníková, P je permutace jednotkové
matice. Získáme-li pak aproximace inverzů pro obě trojůhelníkové matice XL, XU ,
kde zaručíme, že det(XL) = 1, pak můžeme získat matici B = XLPAXU , jejíž
determinant je

det(B) = det(P ) det(A) det(XU)
a nerovná-li se det(XU) nule, upravíme tento výraz na

det(A) = 1
det(P )

det(B)
det(XU) = det(P ) det(B)

det(XU) .

Můžeme očekávat, že matice B ≈ I, tedy pomocí Gerschgorinových kruhů
získáme vnější odhad na produkt všech vlastních čísel B, čili bychom měli získat
vnější odhad na det(B). Aby bylo jasné, jak algoritmus funguje, předložíme kód
psaný pro OCTAVE a jeho balík Interval, avšak s drobnými změnami lze tento
algoritmus spustit i v MATLABu s balíkem INTLAB.

Algoritmus 1 Rumpova metoda

function i d e t = vdet (A)
[ L , U, p ] = lu (A, ’ vec to r ’ ) ;

LU rozklad matice A
I = speye ( s ize (A) ) ;

Jednotková matice velikosti A
XL = I / L ;

Levý inverz matice L
XU = U \ I ;

Pravý inverz matice U
iB = XL∗ infsupdec (A(p , : ) ) ∗XU;

Matice B, respektive intervaly v nichž leží
c = mid( diag ( iB ) ) ;
r = mag(sum( iB − diag ( c ) , 2 ) ) ;
i g = midrad( c , r ) ;

Gerschgoringovy kruhy
iu = prod ( infsupdec ( diag (XU) ) ) ;
i d e t = det ( I (p , : ) ) ∗ prod ( i g )/ iu ;
endfunction

4.3 LDL rozklad
Pokud se zaměříme na positivně definitní matice, lze je předpodmínit tak,

abychom získali matici blízkou diagonální. Víme, že pro positivně definitní ma-
tice existuje takzvaný Choleského rozklad, jednoduchou úpravou lze tento rozklad
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upravit tak, abychom získali takzvaný LDL rozklad. Tento rozklad je implemen-
tován jak v OCTAVE tak i v MATLABu.

Věta 7 (LDL rozklad). Buď A ∈ Rn×n symetrická positivně definitní matice, pak
existuje dolní trojúhelníková matice L s 1 na diagonále a D diagonální taková, že

A = LDLT

Onen rozklad lze spočítat P a dokonce „in place“ (tedy pro výpočet nejsou
potřeba žádné pomocné datové struktury), pro jednotlivé prvky matice L platí
tento rekurzivní vzoreček

Lij = 1
Djj

⎛⎝Aij −
j−1∑
k=1

LikLjkDk

⎞⎠ , kde i > j.

I pro D existuje rekurzivní vzorec, jež vypadá takto

Djj = Ajj −
j−1∑
k=1

Ljk
2Dkk.

Zbývá ukázat, jak A dostat do tvaru, který je blízký nějaké diagonální matici.
Navrhujeme pro to tento postup:

• Ac = LDLT , nejprve nalezneme příslušnou matici L pro matici středů Ac,

• L−1ALT −1, pak vynásobíme intervalovou matici inverzem k L a LT .

Čímž získáme matici, která bude blízká matici D, další výhodou je, že determi-
nant L bude vždy roven jedné, tedy i její inverz bude mít jedničkový determinant,
čili

det(A) ⊆ det(L−1ALT −1).

Další poměrně zajímavou vlastností matice L−1ALT −1, je to, že se její symetrie
zachovává, tedy opět se jedná o symetrickou matici, která má navíc silný potenciál
na to být diagonálně dominantní maticí.

4.4 Náhodná perturbace
Další možnost, jak předpodmiňovat je náhodná perturbace řádku. Vyjdeme ze

středové matice Ac intervalové matice A, nyní ji chceme v nějakém směru trochu
poupravit tak, že vybereme náhodný řádek i matice Ac a na jeho místo vložíme
náhodně vybraný vektor v ∈ Ai∗ (kde Ai∗ značí i-tý řádek matice A).

Dále už postupujeme obdobně jako u předpodmínění inverzem středové ma-
tice, tedy vezmeme pseudo inverz této perturbované matice A+ a determinant
spočteme jako

det(A) ⊆ det(A+A)/ det(A+).
Mezi její velké nevýhody patří její časová náročnost, matici je třeba perturbo-

vat několikrát, abychom měli šanci získat lepší výsledek. Dále je určitě na místě,
že existují i jiné možnosti perturbace, například lze perturbovat celou středovou
matici.
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5. Gaussova eliminace
Jedním ze způsobů, jak spočítat determinant matice A ∈ Rn×n v polynomi-

álním čase, je Gaussova eliminace. V této sekci demonstrujeme, jak tento postup
rozšířit i na intervalové matice. Nejprve však připomeňme, co Gaussova eliminace
je a jak vlastně mění determinant. Aby nedošlo k nedorozumění, Gaussovou elimi-
nací máme na mysli algoritmus, který se běžně učí na český středních a vysokých
školách, nikoliv LU rozklad. Pro pečlivější rozbor odkazuji na [9].

Algoritmus 2 Gaussova eliminace
Buď A ∈ Rm×n.
i := 1, j := 1.
while i < k, j < k do.

Najdi akj ̸= 0, k ≥ i,
pokud takové neexistuje, nastav i := i + 1, j := j + 1 a pokračuj další
iterací while cyklu.

Prohoď řádky Ai∗ a Ak∗.
Nastav každé Ak∗ := Ak∗ − Akj

Aij
Ai∗ pro k > i.

i := i + 1, j := j + 1.
end while

Pokud bychom tento algoritmus vzali beze změny a zkusili ho na nějaké inter-
valové matici A, výsledkem by nemusela být matice mající na každém Aij, j > 0
nuly, neboť v intervalové aritmetice Ak1 − Ak1

Ai1
Ai1, pro k > i, i ∈ {1, 2, ..., n}, 0 /∈

Ai1, nemusí dávat nulu.
Tento problém má ale snadné řešení, nuly tam můžeme přímo dosadit až po

doběhnutí obyčejné Gaussovy eliminace. To lze jednoduše proto, že pro každou
matici A ∈ A bychom jednoduše udělali Ak1 − Ak1

ai1
∗ Ai1 = 0, pro k > i, i ∈

{1, 2, ..., n}, ai1 ̸= 0, čili výsledný interval jakožto sjednocení všech těchto nul by
byl roven nule.

5.1 Elementární úpravy a determinant
Lemma 8. Nechť A ∈ IRn×n a A′ matice, která vznikla prohozením i-tého řádku
s j-tým, i ̸= j. Pak det(A) = − det(A′).

Důkaz.
det(A) = {− det(A′); ∀A′ ∈ A′} = − det(A′).

□
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Lemma 9. Nechť A ∈ IRn×n a A′, která vznikla přičtením α násobku i-tého
řádku k j-tému, kde i ̸= j. Pak det(A) = det(A′)

Důkaz. Pro každou matici A ∈ A a příslušnou A′ ∈ A′, platí

det(A) = {det(A′); A′ ∈ A′} = det(A′)

.
□

5.2 Natahování intervalů
Můžeme se ptát, co v případě Gaussovy eliminace způsobuje natažení výsledné

intervalové meze determinantů, a kdy k onomu natažení nedojde. Odpověď na
tohle je vidět hned z průběhu algoritmu. Ukážeme to na matici 2 × 2 vypadající
takto (

A11 A12
A21 A22

)
,

kterou algoritmus uvede to této podoby

A′ =
(

A11 A22
0 A22 − A21

A11
A22

)
.

Ihned ze subdistributivity intervalového počtu vidíme, že

det(A) = A11A22 − A12A21 ⊆ A11

(
A22 − A21

A11
A22

)
= det(A′).

Nejenže tato chyba se u větších matic bude propagovat dále, navíc ještě v
každém kroku algoritmu můžeme vygenerovat chybu podobného rázu, což je právě
důvodem, proč takto spočítaná obálka není těsná. Avšak díky tomuto pozorování
můžeme výslednou obálku o něco zpřesnit.

Například tím, že vybereme řádek s vhodným kandidátem na první pozici tak,
aby propagovaná chyba byla co nejmenší. Dobrým kandidátem může být takový
prvek Ai1, díky němuž výraz A21

Ai1
A22 bude mít opačné znaménko, než je znaménko

A22. Neboť v takovém případě nedojde k natažení intervalu vůbec, což vyplývá z
průběhu Gaussovy eliminace.

Jiným nápadem na zpřesnění výsledku může být rozdělení a upravení interva-
lové matice na dvě takové, že jedna má na pozici A11 dolní mez a druhá naopak
horní mez. Výsledný determinant by pak byl sjednocením obou výsledků.
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6. Vlastní čísla a determinanty
Klasická lineární algebra definuje vlastní číslo λ matice A ∈ Rn×n jako číslo

takové, pro které existuje nenulový vlastní vektor x ∈ Cn takový, že Ax = λx.
Vlastní čísla mají úzkou souvislost s determinanty v tom smyslu, že součin všech
vlastních čísel matice A je roven det(A). Čehož budeme chtít využít tak, že z
odhadů vlastních čísel se pokusíme získat odhady pro determinant, čili det(A) =∏n

i=1 λi, kde n je počet řádků/sloupců.
Jelikož v této kapitole budeme pracovat se symetrickými intervalovými mati-

cemi, uvedeme nejprve jejich definici.

Definice 9. Mějme intervalovou matici A ∈ IRn×n pak symetrická intervalová
matice As ⊆ A je množina {A ∈ A ; A = AT }.

Bez újmy na obecnosti lze říci, že symetrické intervalové matice mají i symet-
rické meze, tedy Ac −A∆ a Ac +A∆ jsou symetrické, proto v následujících částech
budeme intervalové symetrické matice předpokládat v tomto tvaru.

Uvedeme definici množiny všech vlastních čísel nějaké intervalové matice a
speciálně pro symetrické intervalové matice zavedeme pojem i-tého vlastního
čísla, což bude možné díky tomu, že všechny reálné symetrické matice mají svá
vlastní čísla reálná, čili mezi nimi existuje uspořádání.

Definice 10. Mějme intervalovou matici A ∈ IRn×n, pak Λ = {λ; ∃A ∈ A, ∃x ̸=
0, Ax = λx}, jako množinu všech vlastních čísel. Speciálně pro symetrickou inter-
valovou matici As buď Λi = {λi; ∃A ∈ As, λi je i-té vlastní číslo matice A}, i-té
vlastní číslo matice A je i-té číslo z uspořádání λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn.

A nyní můžeme pustit do samotného odhadování determinantů. Nejprve zmí-
níme takzvané Gerschgorinovy disky, jedná se o velmi jednoduchý odhad vlastních
čísel, který by mohl dávat dobré výsledky pro diagonálně dominantní matice.

Věta 10 (Gerschgorinovy disky pro intervalovou matici). Každé vlastní číslo Λ
matice A ∈ IRn×n leží v kruhu se středem Ac

ii a poloměru A∆
ii + ∑

j ̸=i mag(Aij)
pro nějaké i ∈ {1, 2, ..., n}.

Důkaz. Víme, že pro každou A ∈ A platí, že její vlastní číslo λ leží v kruhu se
středem v Aii a poloměrem∑

j ̸=i |Aij| pro nějaké i. Tedy pro λ matice A ∈ A platí,
že leží v kruhu se středem v Aii a poloměrem ∑

j ̸=i mag(Aij) pro nějaké i, neboť
tento poloměr je vždy větší nebo roven ∑j ̸=i |aij|. Nyní si už jen stačí uvědomit,
že tato kružnice leží v kružnici se středem v Ac

ii a poloměrem A∆
ii +∑j ̸=i mag(Aij).

Čímž máme hotovo.
□

Svou pozornost na okamžik obrátíme k symetrickým intervalovým maticím,
u nichž máme zaručeno alespoň to, že výsledná vlastní čísla budou vždy z oboru
reálných čísel. Dále pro ně existuje věta, která nám poměrně bez námahy dá meze
pro intervalová vlastní čísla, důkaz je podrobně popsán v [14] [15].
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Věta 11. Mějme intervalovou symetrickou matici A ∈ IRn×n, pak pro každé
A ∈ A a i = 1, 2, ..., n platí:

λi(Ac) − ρ(A∆) ≤ λi(A) ≤ λi(Ac) + ρ(A∆).

Kde λi(A) značí i-té intervalové číslo matice A, ρ(A) značí spektrální rádius ma-
tice A.

Tato věta nám do ruky dává nástroj, jak omezit meze vlastních čísel inter-
valové matice pomocí degenerovaných matic. Což vede k jednoduchému, snadno
implementovatelnému algoritmu, který spočítá odhady vlastních čísel degenero-
vaných matic a vrátí vnější meze v nichž leží vlastní čísla intervalové symetrické
matice. Tento algoritmus je podrobněji rozebrán v [14].

Algoritmus 3 Počítání mezí pomocí věty 11
Spočítej verifikované intervaly [λi(Ac), λi(Ac)] pro i = 1, 2, ..., n,
Spočítej verifikované intervaly [λi(A∆), λi(A∆)] pro i = 1, 2, ..., n,
Nalezni ρ(A∆),
for i = 1 to n do.

Λi := λi(Ac) + ρ(A∆),
Λi := λi(Ac) − ρ(A∆),

end for

Ihned je vidět také jeho výpočetní složitost, která závisí pouze na tom, jak
rychle dokážeme spočítat verifikované odhady vlastních čísel, což se může lišit
podle použitého algoritmu a kýžené přesnosti.

Získané intervalové hodnoty je občas možné ještě vylepšit pomocí filtrova-
cího algoritmu nastíněném v [14], který může intervalový box pro dané vlastní
číslo o trochu zmenšit, aniž bychom přišli o verifikovanost výsledků. Díky tomuto
algoritmu může být v některých případech dosaženo ještě vyšší přesnosti.
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7. Hadamardova nerovnost
Další možností, jak můžeme odhadovat meze determinantu, je pomocí Euklei-

dovy normy řádků intervalové matice. Výhodou tohoto přístupu je fakt, že bude
fungovat vždy – narozdíl třeba od Gaussovy eliminace.

Naopak velkou nevýhodou je, že z takového odhadu nelze zjistit znaménko
determinantu, a že odhadnutá obálka bývá větší než u jiných přístupů. Jelikož
je založen na Hadamardově nerovnosti, tak ji nejprve zobecníme i na intervalové
matice.

Věta 12 (Hadamardova nerovnost). Nechť je A ∈ IRn×n intervalová matice,
pak platí, že det(A) je v obálce omezené ±∏n

i=1 mag(∥vi∥), kde vi označuje i-tý
řádek.

Důkaz. Pro každou A ∈ A platí, že | det(A)| ≤ ∏n
i=1 ∥vi∥, dle Hadamardovy

nerovnosti pro reálné matice. Jelikož pro každou A ∈ A platí, že ∏n
i=1 ∥vi∥ ≤∏n

i=1 mag(∥vi∥), pak i | det(A)| ≤ ∏n
i=1 mag(∥vi∥). Z toho přirozeně plyne, že

| det(A)| ≤ ∏n
i=1 mag(∥vi∥).

□

Důsledkem důkazu budiž fakt, že pro získání odhadu na magnitudu mezí de-
terminantů nám stačí spočíst magnitudu Eukleidovy normy pro každý řádek, což
lze udělat těsně a v lineárním čase, a získané výsledky jenom vynásobit mezi se-
bou, což lze také udělat v lineárním čase. Tedy pomocí této metody lze odhadnout
magnitudu intervalu v lineárním čase.
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8. Cramerovo pravidlo
V této kapitole navrhneme postup vhodný obvzláště v případech, kdy máme

k dispozici dobrý řešič intervalových lineárních soustav rovnic. Pak totiž můžeme
odhadnout intervalový determinant pomocí dobře známého Cramerova pravidla,
které upravíme pro potřeby našich výpočtů. Nejprve však musíme ukázat, že toto
pravidlo lze zobecnit i na intervalovou lineární algebru.

Věta 13 (Cramerovo pravidlo). Nechť A ∈ IRn×n je regulární matice, b ∈ Rn,
pak

det(A) ⊆
det

(
A + (b − A∗i)eT

i

)
xi

,

kde xi je obálka i-tých složek všech řešení soustavy Ax = b.

Důkaz. Podíváme-li se na standartní Cramerovo pravidlo pro lineární algebru,
tak pro každou matici (regulární z předpokladu) A ∈ A a x = A−1b pro nějaké
i = 1, 2, ..., n platí

det(A) =
det

(
A + (b − A∗i)eT

i

)
xi

.

Vezměme tedy množinu tvořenou výsledky přes všechny matice, takto:

det(A) =
⎧⎨⎩det

(
A + (b − A∗i)eT

i

)
xi

; A ∈ A, Ax = b

⎫⎬⎭ .

Z čehož nakonec dospějeme k

det(A) ⊆
det

(
A + (b − A∗i)eT

i

)
xi

.

□

Tato upravená věta nám dává do ruky právě způsob, jakým vystavíme náš
rekursivní polynomiální algoritmus. My v naší implementaci tohoto algoritmu
budeme soustavu Ax = eT

1 – soustava je zvolena takto, abychom se v každé iteraci
zbavili jednoho sloupce a řádku, čímž bychom dostali jednodušší problém – řešit
pomocí funkce implementované v intervalovém balíku OCTAVE mldivide, která
nám dá obálku v níž ono řešení leží. Pravděpodobně by bylo možné získat lepší
výsledky, pokud by se použila těsnější metoda pro řešení intervalových soustav
rovnic. Přesný algoritmus je pak uveden v kapitole o testování.
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9. n-diagonální matice

9.1 Bi a diagonální matice
Tuto sekci začneme větičkou, která nám ukáže, že lze spočíst determinant

trojúhelníkové matice v P . Jelikož diagonální i bi-diagonální matice jsou obě
trojúhelníkové, tak tím takříkajíce „zabijeme dvě mouchy, jednou ranou.“
Věta 14. Nechť je A ∈ IRn×n horní/dolní trojúhelníková matice, pak

det(A) =
n∏

i=1
Aii,

tedy determinant této matice je roven součinu jejích diagonálních prvků.

Důkaz. Z lineární algebry víme, že pokud máme horní/dolní trojúhelníkovou
matici, pak její determinant lze vyjádřit takto

det(A) =
n∏

i=1
Aii.

Výsledná obálka je těsná, neboť v předchozím výrazu je každá proměnná použita
nejvýše jednou.

□

9.2 Tridiagonální matice
Dalším předmětem zkoumání budou matice tridiagonální, tedy matice tvaru⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1
c1 a2 b2

c2
. . . . . .
. . . . . . bn−1

cn−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ukážeme, že obálku determinantů některých tridiagonálních matic umíme spo-
číst v polynomiálním čase, konkrétně těch, které neobsahují po Gaussově eliminaci
nulu na diagonále, bohužel však pro obecné tridiagonální matice se nám nepoda-
řilo ukázat, zdali je to možné v P.
Věta 15. Buď A ∈ IRn×n tridiagonální matice, nechť A′ je tatáž matice po
Gaussově eliminaci. Pak pokud pro každé 0 /∈ Aii, pak její těsnou obálku deter-
minantů umíme spočítat v P .

Důkaz. A′ má prvky na diagonále zadány tímto rekurzivním vzorcem:

A′
11 = a1,

A′
ii = ai − bi−1ci−1

A′
i−1,i−1

.
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Determinant A = ±∏n
i=1 A′

ii, podle počtu výměn řádků. Navíc víme, že každý
prvek na diagonále A′ neobsahuje žádnou nulu, tedy všechny tyto prvky jsou
buď kladné, nebo záporné. Potom jen stačí vytknout −1 za všechny intervaly
obsahující záporná čísla (nechť je jich k) a získáme det(A) = (−1)k ∏n

i=1 A′
ii,

díky čemuž můžeme onen produkt spočítat z definice pro násobení.
n∏

i=1
A′

ii =
n∏

i=1
A′

ii =
n∏

i=1
ai − bi−1ci−1/A′

i−1,i−1.

Tím, že u každého prvku na diagonále používáme pouze horní meze, zaručíme,
že je výsledná obálka těsná.

□

9.3 Toeplitzovská tridiagonální matice
Situace se lehce změní, dostaneme-li na vstup takzvanou tridiagonální interva-

lovou toeplitzovskou matici, pak její determinant dokážeme spočítat v P nezávisle
na hodnotách a, b a c. Což ukážeme níže.
Definice 11. Nechť máme matici A ∈ Rn×n, která splňuje, že pro každý prvek
aij = ai−1,j−1 pro i, j = 2, 3..., n, pak o ní řekneme, že je toeplitzovská. Buď B ∈
IRn×n intervalová matice splňující bij = bi−1,j−1, pro i, j = 2, 3..., n, pak o matici
Btep = {B|B ∈ B, B je toeplizovská} řekneme, že je intervalová toeplitzovská.

Definice nám prakticky říká, že na každé diagonále dané matice je konstatní
hodnota. Což nám rozhodně usnadní počítání determinantů, už jen z toho dů-
vodu, že pokud bychom chtěli najít matici A ∈ A takovou, aby její det(A) =
det(A), tak nám stačí projít nejvýše 2n možností, oproti obecné matici, kde jich
je potřeba až 2n2 .
Lemma 16. Mějme intervalovou toeplitzovskou matici A tohoto tvaru⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a b
c a b

c . . . . . .
. . . . . . b

c a

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

, pak její těsnou obálku lze spočíst v P .

Důkaz. Ze vzorce pro kontinuantu vyplývá, že pokud zafixujeme interval a a
intervalový součin bc, vyjde nám každé Dk jako nějaké reálné číslo. Z Edge
Theoremu 4 a jeho důsledku máme, že stačí zkoušet jenom krajní meze. Dále
víme z [16], že

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1
c1 a2 b2

c2
. . . . . .
. . . . . . bn−1

cn−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 c1b1
−1 a2 c2b2

−1 . . . . . .
. . . . . . cn−1bn−1

−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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tedy stačí zkoušet jen meze a, bc, čili nám stačí vyzkoušet determinanty čtvero
různých A ∈ A, jejichž intervalová obálka je pak rovna det(A).

□

Stejný myšlenkový pochod nás dovede k tomu, že k výpočtu k-diagonální
Toeplitzovské matice A je potřeba spočítat determinant 2k různých matic A ∈ A.
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10. Testování navržených metod

10.1 Generování testovaných matic
Ještě než se pustíme do samotného testování, je určitě na místě zmínit, jak

jsme matice pro testování generovali. Budeme využívat funkce imatrand v interva-
lovém balíku LIME pro OCTAVE, která dovoluje určit velikost matice, intervalu,
hustotu matice ale také meze z nichž budou hodnoty jednotlivých prvků vybírány.

Níže pro přehlednost uvádíme zjednodušený kód funkce, aby byly zřejmé prin-
cipy, kterými náhodné matice generujeme.

Algoritmus 4 imatrand

function iA = imatrand (
m, n , radexp , dens i ty , midbounds )

A = f u l l (sprand (m, n , dens i ty ) > 0 ) ;

Vygeneruje náhodnout řídkou matici s hodnotami
z rovnoměrného rozdělení intervalu (0, 1)
a hustotou matice odpovídající hodnotě density.

Arand = randi (
( midbounds (2 ) − midbounds ( 1 ) ) + 1 ,
m, n ) ;

Arand = Arand + midbounds (1 ) − 1 ;

Vygeneruje matici s celočíselnými náhodnými
hodnotami v mezích midbounds z rovnoměrného
rozdělení.

Amid = A .∗ Arand ;

Arad = rand (m, n) .∗ (10^ radexp ) ;
Arad = A .∗ Arad ;

iA = midrad(Amid , Arad ) ;
endfunction

10.2 Implementace jednotlivých metod
Všechny naimplementované metody se stanou součástí balíku LIME, ale i

přesto zde stručně uvedeme princip jejich fungování a načtrneme, jak přesně je
determinant počítán.
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10.2.1 Gerschgorinovy disky
Tato metoda předpokládá na vstupu čtvercovou intervalovou matici, jejím

výsledkem je pak vnější ob8lka determinantu dané matice. Pro jednoduchost
uvádíme v pseudokódu.

Algoritmus 5 Gerschgorinovy disky
Buď A ∈ IRn×n.
for i = 1, 2, ..., n do

r = a∆
ii +∑

j ̸=i mag(Aij)
Λi := [Ac

ii − r, Ac
ii + r]

end for
if Λi ∩ Λj ̸=, i, j = 1, 2, ..., n then

Λ = Λi ∪ Λj

Λi = Λj = Λ
end if
return ∏n

i=1 Λi

V balíku LIME ji lze nalézt jako idetgersch, či ji lze zavolat pomocí funkce
idet s parametrem „gerschgorin“.

10.2.2 Gaussova eliminace
Algoritmus 5 jsme jen upravili pro potřeby intervalového počítání, pro jistotu

zde uvedeme upravenou verzi v pseudokódu, aby bylo jasné, jak je determinant
počítán.

Algoritmus 6 Gaussova eliminace
Buď A ∈ IRn×n.
i := 1, j := 1, e := 1.
while i < k, j < k do.

Najdi 0 /∈ Akj, k ≥ i, Akj = maxk≥i(Ac
kj),

pokud takové neexistuje, return det := [−∞, ∞]
Prohoď řádky Ai∗ a Ak∗
if i ̸= k then

e := −1 ∗ e
end if
Nastav každé Ak∗ := Ak∗ − Akj

Aij
Ai∗ pro k > i.

Akj := 0 pro k > i.
i := i + 1, j := j + 1.

end while
return det := e ∗∏n

i=1 aii

V balíku LIME ji lze nalézt jako idetgauss, či ji lze zavolat pomocí funkce idet
s parametrem „gauss“.
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10.2.3 Hadamardova nerovnost
Využijeme toho, že determinant matice je mezi absolutními hodnotami pro-

duktu euklidových norem řádků, tato metoda má tu výhodu, že je nejrychlejší.
Stačí nám jenom udělat n norem a ty mezi sebou vynásobit, nevýhodou je ne-
možnost z této metody určit znaménko determinantu.

Algoritmus 7 Hadamardova nerovnost
Buď A ∈ IRn×n.
for i := 1, i ≤ n, i := i + 1 do

vi := ∥ mag(Ai∗)∥
end for
return det := ∏n

i=1 vi

V balíku LIME ji lze nalézt jako idethad, či ji lze zavolat pomocí funkce idet
s parametrem „hadamard“.

10.2.4 Cramerovo pravidlo
Čtvrtá a poslední metoda vhodná pro výpočet intervalového determinantu

obecných matic se opírá o takzvané Cramerovo pravidlo, které se běžně používá
pro řešení lineárních soustav rovnic.

Algoritmus 8 Cramerovo pravidlo
Buď A ∈ IRn×n.
if n = 1 then

return A
end if
Nalezní obálku množiny řešení x pro Ax = b, kde b = e1
B je matice A bez prvního sloupce a řádku.
Zavolej rekurzivně tuto metodu na B, výsledek ulož do detB

return det := detB/x1 (x1 je první složka x)

V balíku LIME ji lze nalézt jako idetcram, či ji lze zavolat pomocí funkce idet
s parametrem „cramer“.

10.3 Testovací konfigurace
Testy jsou prováděny pomocí programu GNU OCTAVE 4.2.1 s intervalovým

balíkem, na přístroji hp Probook 4545s, který má dvoujádrový procesor AMD
A4-4300M s frekvencí jádra 2.5 až 3.0 GHz, s operační pamětí 4 GB.

10.4 Testování plných obecných matic
V této sekci se zaměříme na plné obecné matice, které mají středové prvky z

intervalu [−20, 20]. Testování bude probíhat následovně, vygenerujeme 100 matic
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jednotné velikosti a maximální šířky intervalu a pak postupně budeme volat na
každé z nich tyto metody

• Gerschgorinovy disky,

• Gaussova eliminace,

• Hadamardova nerovnost,

• Cramerovo pravidlo

s těmito předpodmíněními

• žádné,

• Hansenovo,

• předpodmínění inverzem středové matice.

Všechny výsledky budeme porovnávat s metodou, kdy nejprve předpodmíníme
matici inverzem středové a pak na výslednou matici pustíme algoritmus Gaussovy
eliminace, metodu nazvěme „GEI“, zaznamenávat budeme pro každou metodu i
předpodmínění průměrnou relativní velikost intervalu

x̄ = 1
n

∑ width(f(A))
width(GEI(A)) ,

průměrnou střední odchylku√ 1
n

∑(
width(f(A))

width(GEI(A)) − x̄

)2

,

počet nedokončených, počet neporovnatelných a průměrnou dobu trvání. Zápisem
f(A) se myslí výsledek porovnávané metody, GEI(A) značí výsledek daný „GEI“,
n je počet testování a A jsou vygenerované matice, width(x) značí šířku intervalu,
tedy x − x.

Průměrná relativní velikost intervalu se spočte pomocí vestavěné funkce
mean, do níž vložíme vektor podílů výsledného intervalu a intervalu, který jsme
spočítali pomocí igauss, stejný vektor předáme i funkci std, která počítá stan-
dardní odchylku. Za neúspěšné pokusy budeme brát ty, jejichž výsledný interval
je roven speciálnímu intervalu entire. Za neporovnatelné budeme brát ty, které
sice uspěli, ale při nichž neuspěla metoda igauss.

10.4.1 Výsledky testování
V následujích tabulkách jsou uvedeny výsledky, kvůli tomu, abychom šet-

řili místem a výsledky zůstali stále přehledné, jsme zapsali názvy metod i před-
podmínění matice heslovitě, „D“ je Gerschgorinovy disky, „GE“ zase Gaussova
eliminace, „H“ značí Hadamardovu nerovnost a nakonec „CP“ pro Cramerovo
pravidlo. Předpodmínění jsou značena následovně, nic pro žádné předpodmínění,
„H“ na konci pro Hansenovo předpodmínění, „I“ na konci zase pro předpodmí-
nění inverzem matice středu.
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Další kolonkou, která potřebuje vysvětlivku je # přežití, to je absolutní po-
čet neporovnatelných výsledků, # selhání je počet neúspěšných pokusů. Dále
exp značí maximální šířku intervalu. NaN budeme značit situace, kdy počet
úspěšných porovnání byl roven nule, buď tedy selhala „GEI“ nebo porovnávaná
metoda. Čas je měřem bez předpodmiňování.
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n := 3, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 7.86 ∗ 106 4.86 ∗ 106 0 0

0.184DH 1.86 ∗ 107 2.37 ∗ 107 0 0
DI 5.5 0.947 0 0
GE 1.57 0.465 0 0 0.185GEH 2.77 1.31 0 0
H 1.14 ∗ 106 6.31 ∗ 105 0 0

0.0364HH 2.16 ∗ 106 2.05 ∗ 106 0 0
HI 3.97 ∗ 105 3 ∗ 105 0 0
CP 3.31 6.68 0 0

0.244CPH 10.8 61.1 0 0
CPI 1 6.83 ∗ 10−6 0 0

Tabulka 10.1: Obecné, n := 3, exp := 10−5

n := 3, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 8.38 ∗ 104 4.63 ∗ 104 0 0

0.166DH 1.71 ∗ 105 1.56 ∗ 105 0 0
DI 5.74 1.44 0 0
GE 1.67 0.518 0 0 0.164GEH 2.8 1.03 0 0
H 1.2 ∗ 10004 5.3 ∗ 10003 0 0

0.032HH 2.17 ∗ 10004 1.91 ∗ 10004 0 0
HI 3.88 ∗ 10003 2.8 ∗ 10003 0 0
CP 2.73 3.45 1 0 0.22CPH 5.52 6.53 2 0
CPI 1 0.00731 0 0

Tabulka 10.2: Obecné, n := 3, exp := 10−3

n := 3, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 768 457 0 0

0.168DH 1.51 ∗ 10003 1.32 ∗ 10003 0 0
DI 5.39 1.09 0 0
GE 1.56 0.592 0 0 0.169GEH 2.57 1.01 0 0
H 113 58.1 0 0

0.0338HH 207 165 0 0
HI 39.5 26.4 0 0
CP 4.34 7.83 5 0 0.237CPH 7.2 15 5 0
CPI 1.02 0.089 1 0

Tabulka 10.3: Obecné, n := 3, exp := 10−1
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n := 3, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 79.4 57.2 0 8

0.173DH 178 188 0 8
DI 6.73 8.14 0 8
GE 1.49 1.24 1 7 0.172GEH 2.58 2.18 5 6
H 11.4 8.36 0 8

0.0321HH 21.4 24.4 0 8
HI 5.06 4.78 0 8
CP 15.2 65.4 34 0 0.296CPH 16.5 53.3 58 0
CPI 1.53 2.46 19 0

Tabulka 10.4: Obecné, n := 3, exp := 100

n := 5, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.78 ∗ 108 1.71 ∗ 108 0 0

0.317DH 7.11 ∗ 108 8.18 ∗ 108 0 0
DI 8.9 1.99 0 0
GE 3.65 1.72 0 0 0.489GEH 8.44 4.37 0 0
H 1.58 ∗ 106 8.01 ∗ 105 0 0

0.0546HH 5.92 ∗ 106 6.3 ∗ 106 0 0
HI 1.79 ∗ 105 1.25 ∗ 105 0 0
CP 8.62 22.1 3 0 0.475CPH 17.8 41 0 0
CPI 1 4.14 ∗ 10−6 0 0

Tabulka 10.5: Obecné, n := 5, exp := 10−5

n := 5, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.53 ∗ 106 1.42 ∗ 106 0 0

0.302DH 8.38 ∗ 106 1.09 ∗ 107 0 0
DI 8.71 1.67 0 0
GE 3.55 1.62 0 0 0.48GEH 8.25 4.55 0 0
H 1.44 ∗ 104 7.92 ∗ 103 0 0

0.0509HH 4.99 ∗ 104 4.65 ∗ 104 0 0
HI 1.84 ∗ 103 1.18 ∗ 103 0 0
CP 7.44 12.5 4 0 0.46CPH 24.5 82.1 0 0
CPI 1 0.00105 0 0

Tabulka 10.6: Obecné, n := 5, exp := 10−3

30



n := 5, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.76 ∗ 104 2.19 ∗ 104 0 4

0.281DH 9.05 ∗ 104 1.38 ∗ 105 0 4
DI 15.4 22.2 0 4
GE 4.71 7.85 0 4 0.432GEH 12.1 19.1 1 4
H 170 198 0 4

0.0469HH 531 617 0 4
HI 26.3 45 0 4
CP 6.8 10.2 23 0 0.459CPH 984 7.97 ∗ 103 32 0
CPI 1.33 1.55 7 0

Tabulka 10.7: Obecné, n := 5, exp := 10−1

n := 5, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.07 ∗ 103 1.1 ∗ 103 0 19

0.274DH 7.35 ∗ 103 1.22 ∗ 104 0 19
DI 32.5 49.6 0 19
GE 5.23 5.82 16 12 0.414GEH 270 954 42 5
H 11.8 13.6 0 19

0.0455HH 48 69.7 0 19
HI 2.79 3.89 0 19
CP 105 276 82 0 0.477CPH 496 0 99 0
CPI 1.55 1.78 45 0

Tabulka 10.8: Obecné, n := 5, exp := 100

n := 10, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.37 ∗ 1012 3.02 ∗ 1012 0 0

0.619DH 4.46 ∗ 1014 1.44 ∗ 1015 0 0
DI 19 3.96 0 0
GE 51.3 40.1 0 0 1.95GEH 239 204 0 0
H 7.68 ∗ 106 5.07 ∗ 106 0 0

0.128HH 3.3 ∗ 108 4.64 ∗ 108 0 0
HI 6.37 ∗ 104 3.63 ∗ 104 0 0
CP 44.1 166 1 0 1.04CPH 112 416 0 0
CPI 1 9.96 ∗ 10−5 0 0

Tabulka 10.9: Obecné, n := 10, exp := 10−5
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n := 10, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.94 ∗ 1010 4.28 ∗ 1010 0 1

0.603DH 3.94 ∗ 1012 7.01 ∗ 1012 0 1
DI 24.4 25.7 0 1
GE 80.2 143 0 1 1.87GEH 526 1 ∗ 103 1 1
H 1.09 ∗ 105 1.2 ∗ 105 0 1

0.121HH 4.62 ∗ 106 6.65 ∗ 106 0 1
HI 944 1.62 ∗ 103 0 1
CP 23 42 3 0 0.989CPH 134 661 4 0
CPI 1.33 1.59 1 0

Tabulka 10.10: Obecné, n := 10, exp := 10−3

n := 10, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.59 ∗ 108 1.73 ∗ 108 0 4

0.646DH 9.83 ∗ 1010 4.6 ∗ 1011 0 4
DI 3.88 ∗ 103 3.15 ∗ 104 0 4
GE 3.51 ∗ 103 1.44 ∗ 104 77 0 1.92GEH NaN NaN 100 0
H 864 1.35 ∗ 103 0 4

0.132HH 4.79 ∗ 104 1.46 ∗ 105 0 4
HI 13 34.6 0 4
CP 39.9 71.3 53 0 1.12CPH 1.03 ∗ 103 875 97 0
CPI 1.62 3.08 8 0

Tabulka 10.11: Obecné, n := 10, exp := 10−1

n := 10, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.38 ∗ 106 2.66 ∗ 106 0 78

0.569DH 4.98 ∗ 108 1.19 ∗ 109 0 78
DI 1.37 ∗ 103 4.4 ∗ 103 0 78
GE NaN NaN 100 0 1.45GEH NaN NaN 100 0
H 6.63 12.8 0 78

0.112HH 489 1.22 ∗ 103 0 78
HI 0.385 0.74 0 78
CP NaN NaN 100 0 0.697CPH NaN NaN 100 0
CPI 0.431 0.746 97 0

Tabulka 10.12: Obecné, n := 10, exp := 100
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n := 15, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.54 ∗ 1017 2.33 ∗ 1017 0 0

0.805DH 8.58 ∗ 1021 5.87 ∗ 1022 0 0
DI 31 6.7 0 0
GE 919 676 0 0 3.77GEH 8.3 ∗ 103 7.23 ∗ 103 1 0
H 8.12 ∗ 107 9.47 ∗ 107 0 0

0.213HH 1.12 ∗ 1011 2.66 ∗ 1011 0 0
HI 3.17 ∗ 104 1.96 ∗ 104 0 0
CP 23.7 30 1 0 1.34CPH 123 181 1 0
CPI 1 2.68e − 005 0 0

Tabulka 10.13: Obecné, n := 15, exp := 10−5

n := 15, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.94 ∗ 1015 3.07 ∗ 1015 0 0

0.813DH 3.12 ∗ 1019 8.56 ∗ 1019 0 0
DI 33.3 19.4 0 0
GE 2.33 ∗ 104 1.52 ∗ 105 29 0 3.72GEH 1.75 ∗ 105 2.54 ∗ 105 94 0
H 8.91 ∗ 105 7.95 ∗ 105 0 0

0.213HH 1.13 ∗ 109 2.02 ∗ 109 0 0
HI 282 188 0 0
CP 28.2 55.4 3 0 1.37CPH 89.8 134 8 0
CPI 1 0.00144 0 0

Tabulka 10.14: Obecné, n := 15, exp := 10−3

n := 15, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.27 ∗ 1013 3.5 ∗ 1013 0 10

0.777DH 1.89 ∗ 1017 5.01 ∗ 1017 0 10
DI 1.66 ∗ 106 9.66 ∗ 106 0 10
GE NaN NaN 100 0 3.18GEH NaN NaN 100 0
H 5.2 ∗ 103 5.63 ∗ 103 0 10

0.211HH 8.01 ∗ 106 1.39 ∗ 107 0 10
HI 6.2 8.21 0 10
CP 3.74 ∗ 103 1.36 ∗ 104 76 0 1.34CPH NaN NaN 100 0
CPI 1.42 1.73 15 0

Tabulka 10.15: Obecné, n := 15, exp := 10−1
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n := 15, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D NaN NaN 0 100

0.801DH NaN NaN 0 100
DI NaN NaN 0 100
GE NaN NaN 100 0 2.4GEH NaN NaN 100 0
H NaN NaN 0 100

0.214HH NaN NaN 0 100
HI NaN NaN 0 100
CP NaN NaN 100 0 0.708CPH NaN NaN 100 0
CPI NaN NaN 100 0

Tabulka 10.16: Obecné, n := 15, exp := 100

n := 20, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.74 ∗ 1022 7.83 ∗ 1022 0 0

1.04DH 8.11 ∗ 1028 2.33 ∗ 1029 0 0
DI 41.9 9.01 0 0
GE 1.25 ∗ 105 6.05 ∗ 105 9 0 6.69GEH 4.57 ∗ 106 1.48 ∗ 107 72 0
H 5.85 ∗ 108 5.81 ∗ 108 0 0

0.355HH 3.98 ∗ 1013 8.96 ∗ 1013 0 0
HI 2.03 ∗ 104 1.21 ∗ 104 0 0
CP 50.9 95.5 1 0 1.82CPH 187 289 0 0
CPI 1 6.3 ∗ 10−5 0 0

Tabulka 10.17: Obecné, n := 20, exp := 10−5

n := 20, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.69 ∗ 1020 8.2 ∗ 1020 0 0

1.08DH 2.89 ∗ 1026 7.69 ∗ 1026 0 0
DI 1.04 ∗ 103 7.21 ∗ 103 0 0
GE NaN NaN 100 0 6.48GEH NaN NaN 100 0
H 6.65 ∗ 106 8.4 ∗ 106 0 0

0.351HH 3.98 ∗ 1011 1.01 ∗ 1012 0 0
HI 176 133 0 0
CP 43.2 108 2 0 1.83CPH 506 1.39 ∗ 103 28 0
CPI 1 0.00637 0 0

Tabulka 10.18: Obecné, n := 20, exp := 10−3
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n := 20, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.3 ∗ 1018 4.02 ∗ 1018 0 23

1.06DH 3.41 ∗ 1024 1.35 ∗ 1025 0 23
DI 3.77 ∗ 109 3.29 ∗ 1010 0 23
GE NaN NaN 100 0 4.93GEH NaN NaN 100 0
H 3.19 ∗ 104 4.01 ∗ 104 0 23

0.356HH 2.54 ∗ 109 5.41 ∗ 109 0 23
HI 4.81 8.07 0 23
CP 0 0 99 0 1.55CPH NaN NaN 100 0
CPI 1.72 2.73 28 0

Tabulka 10.19: Obecné, n := 20, exp := 10−1

n := 20, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D NaN NaN 0 100

1.06DH NaN NaN 0 100
DI NaN NaN 0 100
GE NaN NaN 100 0 3.63GEH NaN NaN 100 0
H NaN NaN 0 100

0.348HH NaN NaN 0 100
HI NaN NaN 0 100
CP NaN NaN 100 0 0.788CPH NaN NaN 100 0
CPI NaN NaN 100 0

Tabulka 10.20: Obecné, n := 20, exp := 100

n := 25, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 1.06 ∗ 1028 2.48 ∗ 1028 0 0

1.32DH 2.03 ∗ 1037 1.01 ∗ 1038 0 0
DI 54 10.8 0 0
GE 1.18 ∗ 106 9.31 ∗ 105 97 0 10.3GEH NaN NaN 100 0
H 7.46 ∗ 109 1.16 ∗ 1010 0 0

0.523HH 5.01 ∗ 1016 1.85 ∗ 1017 0 0
HI 1.51 ∗ 104 9.01 ∗ 103 0 0
CP 70.2 163 1 0 2.29CPH 800 2.73 ∗ 103 0 0
CPI 1 2.13 ∗ 10−5 0 0

Tabulka 10.21: Obecné, n := 25, exp := 10−5
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n := 25, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 7.36 ∗ 1025 1.59 ∗ 1026 0 1

1.33DH 1.83 ∗ 1035 1 ∗ 1036 0 1
DI 3.27 ∗ 108 3.25 ∗ 109 0 1
GE NaN NaN 100 0 9.31GEH NaN NaN 100 0
H 6.73 ∗ 107 9.76 ∗ 107 0 1

0.538HH 4.13 ∗ 1014 9.03 ∗ 1014 0 1
HI 212 319 0 1
CP 90.9 181 12 0 2.36CPH 3.13 ∗ 103 1.76 ∗ 104 33 0
CPI 1.53 2.22 2 0

Tabulka 10.22: Obecné, n := 25, exp := 10−3

n := 25, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.84 ∗ 1023 7.35 ∗ 1023 0 33

1.45DH 2.81 ∗ 1032 8.89 ∗ 1032 0 33
DI 5.81 ∗ 1010 3.05 ∗ 1011 0 33
GE NaN NaN 100 0 7.17GEH NaN NaN 100 0
H 2.82 ∗ 105 8.65 ∗ 105 0 33

0.565HH 1.47 ∗ 1012 3.04 ∗ 1012 0 33
HI 5.06 15.5 0 33
CP NaN NaN 100 0 1.71CPH NaN NaN 100 0
CPI 1.94 5.86 40 0

Tabulka 10.23: Obecné, n := 25, exp := 10−1

n := 25, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D NaN NaN 0 100

1.37DH NaN NaN 0 100
DI NaN NaN 0 100
GE NaN NaN 100 0 4.99GEH NaN NaN 100 0
H NaN NaN 0 100

0.577HH NaN NaN 0 100
HI NaN NaN 0 100
CP NaN NaN 100 0 0.99CPH NaN NaN 100 0
CPI NaN NaN 100 0

Tabulka 10.24: Obecné, n := 25, exp := 100
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n := 30, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 3.53e + 033 8.14e + 033 0 0

1.62DH 1.57e + 046 9.65e + 046 0 0
DI 63.8 12.7 0 0
GE NaN NaN 100 0 14.8GEH NaN NaN 100 0
H 7e + 010 1.08e + 011 0 0

0.78HH 2.88e + 019 6.4e + 019 0 0
HI 1.13e + 004 6.97e + 003 0 0
CP 72.2 88.1 2 0 3.03CPH 667 1.28e + 003 4 0
CPI 1 1.06e − 005 0 0

Tabulka 10.25: Obecné, n := 30, exp := 10−5

n := 30, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 3.41e + 031 5.87e + 031 0 1

1.6DH 4.29e + 043 3.09e + 044 0 1
DI 7.57e + 009 7.53e + 010 0 1
GE NaN NaN 100 0 12.1GEH NaN NaN 100 0
H 7.48e + 008 9.05e + 008 0 1

0.765HH 2.75e + 017 4.96e + 017 0 1
HI 152 210 0 1
CP 102 205 12 0 3CPH 2.35e + 004 1.07e + 005 58 0
CPI 1.55 3.39 2 0

Tabulka 10.26: Obecné, n := 30, exp := 10−3

n := 30, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 4.55e + 028 9.32e + 028 0 46

1.6DH 3.43e + 039 7.29e + 039 0 46
DI 1.58e + 013 8.41e + 013 0 46
GE NaN NaN 100 0 8.46GEH NaN NaN 100 0
H 1e + 006 1.74e + 006 0 46

0.747HH 9.12e + 014 2.84e + 015 0 46
HI 1.48 2.83 0 46
CP NaN NaN 100 0 1.83CPH NaN NaN 100 0
CPI 0.856 1.66 54 0

Tabulka 10.27: Obecné, n := 30, exp := 10−1
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n := 40, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.98e + 045 9.95e + 045 0 0

2.06DH 1.52e + 064 1.24e + 065 0 0
DI 87.5 15.6 0 0
GE NaN NaN 100 0 22.7GEH NaN NaN 100 0
H 6.4e + 012 8.92e + 012 0 0

1.3HH 7.69e + 025 1.88e + 026 0 0
HI 7.85e + 003 4.63e + 003 0 0
CP 184 594 2 0 3.98CPH 979 1.22e + 003 2 0
CPI 1 2.64e − 005 0 0

Tabulka 10.28: Obecné, n := 40, exp := 10−5

n := 40, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 2.77e + 043 7.96e + 043 0 1

2.06DH 4.01e + 061 2.2e + 062 0 1
DI 6.19e + 014 5.85e + 015 0 1
GE NaN NaN 100 0 18.1GEH NaN NaN 100 0
H 8.04e + 010 1.15e + 011 0 1

1.29HH 9.96e + 023 2.9e + 024 0 1
HI 116 272 0 1
CP 477 1.79e + 003 29 0 4.25CPH 1.7e + 007 3.64e + 007 94 0
CPI 1.47 2.73 1 0

Tabulka 10.29: Obecné, n := 40, exp := 10−3

n := 40, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
D 7.86e + 039 2.7e + 040 0 74

2.13DH 1.44e + 056 6.64e + 056 0 74
DI 4.45e + 019 2.27e + 020 0 74
GE NaN NaN 100 0 12.1GEH NaN NaN 100 0
H 2.87e + 007 6.55e + 007 0 74

1.29HH 7.49e + 019 1.77e + 020 0 74
HI 0.675 1.55 0 74
CP NaN NaN 100 0 2.35CPH NaN NaN 100 0
CPI 0.574 1.12 89 0

Tabulka 10.30: Obecné, n := 40, exp := 10−1
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Z tabulek můžeme učinit několik závěrů. Za prvé, mezi nejlepší metody patří
„GEI“ a „CPI“. Metoda založena na Cramerově pravidle je vhodnější pro matice
se širšími intervaly, například u intervalů šířky 10−1 a n ≥ 30. Za druhé, je
také patrné to, že při větších šířkách intervalů obě začnou selhávát, oproti třeba
metodám založeným na Gerschgorinových discích nebo Hadamardově nerovnosti,
které neselhávají.

Pokud budeme vycházet z těchto tabulek, tak doporučujeme determinant
obecné intervalové matice zkusit počítat pomocí „GEI“, pak pomocí „CPI“ a
pokud selžou, tak se uchýlit k „DI“, která sice dává širší intervaly, ale při testo-
vání vždy uspěla.

10.5 Testování plných symetrických matic
V této sekci se pro změnu zaměříme na plné symetrické matice, které mají

středové prvky z intervalu [−20, 20]. Testování bude probíhat podobně, vygene-
rujeme 100 matic jednotné velikosti a maximální šířky intervalu a pak postupně
budeme volat na každé z nich tyto metody

• Gaussova eliminace s předpodmíněním inverzem středu („GEI“),

• Cramerovo pravidlo s předpomíněním inverzem středu („CPI“).

• Pomocí odhadu vlastních čísel („Sym“).

Metody jsou vybrány takto, neboť v předchozích testech na tom byly nejlépe,
co se týče těsností odhadů. Všechny výsledky budeme porovnávat s metodou
„GEI“, zaznamenáme opět pro každou metodu relativní velikost intervalu, prů-
měrnou střední odchylku, počet nedokončený, počet neporovnatelných a konečně
průměrnou dobu trvání bez předpodmínění. Metoda „Sym“ je založena na od-
hadech vlastních čísel pro intervalové symetrické matice představených v šesté
kapitole.

Průměrnou těsnost, i standartních odchylku budeme počítat stejně jako v
předchozím případě, stejně budou zaznamenávány i další parametry. Nakonec
naše výsledky zapíšeme do tabulek a jejich výsledky ještě slovně okomentujeme.

10.5.1 Výsledky testování

n := 5, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 4.39 18 4 0 0.551
Sym 0.662 0.231 0 0 6.74

Tabulka 10.31: Symetrické, n := 5, exp := 10−5
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n := 5, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 1.49 1.78 3 0 0.48
Sym 0.666 0.253 0 0 5.32

Tabulka 10.32: Symetrické, n := 5, exp := 10−3

n := 5, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 1.43 2.15 13 0 0.429
Sym 0.674 0.214 0 0 4.52

Tabulka 10.33: Symetrické, n := 5, exp := 10−1

n := 5, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 17.2 52.8 66 1 0.451
Sym 0.859 1.71 0 16 4.39

Tabulka 10.34: Symetrické, n := 5, exp := 100

n := 10, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 0.705 2.86 1 0 0.834
Sym 0.0722 0.0451 0 0 10.8

Tabulka 10.35: Symetrické, n := 10, exp := 10−5

n := 10, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 0.534 1.37 3 0 0.839
Sym 0.0757 0.0448 0 0 10.7

Tabulka 10.36: Symetrické, n := 10, exp := 10−3

n := 10, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 0.368 1.25 39 45 1.08
Sym 0.00652 0.0131 0 70 13.5

Tabulka 10.37: Symetrické, n := 10, exp := 10−1

n := 10, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 100 0 0.843
Sym NaN NaN 0 100 13.3

Tabulka 10.38: Symetrické, n := 10, exp := 100
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n := 15, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 0.0455 0.159 0 0 1.46
Sym 0.0049 0.00324 0 0 21.5

Tabulka 10.39: Symetrické, n := 15, exp := 10−5

n := 15, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 0.0536 0.171 3 24 1.26
Sym 0.00866 0.0217 0 24 19.4

Tabulka 10.40: Symetrické, n := 15, exp := 10−3

n := 15, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 76 24 1.27
Sym NaN NaN 0 100 19.1

Tabulka 10.41: Symetrické, n := 15, exp := 10−1

n := 15, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 100 0 0.784
Sym NaN NaN 0 100 19.3

Tabulka 10.42: Symetrické, n := 15, exp := 100

n := 20, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI 0.0155 0.0799 4 1 1.75
Sym 0.00157 0.00999 0 1 30.7

Tabulka 10.43: Symetrické, n := 20, exp := 10−5

n := 20, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 5 95 1.81
Sym NaN NaN 0 100 30.9

Tabulka 10.44: Symetrické, n := 20, exp := 10−3

n := 20, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 88 12 1.74
Sym NaN NaN 0 100 30.8

Tabulka 10.45: Symetrické, n := 20, exp := 10−1
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n := 20, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 100 0 0.856
Sym NaN NaN 0 100 30.7

Tabulka 10.46: Symetrické, n := 20, exp := 100

n := 25, exp := 10−5

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI ε ε 2 89 2.22
Sym ε ε 0 90 46.4

Tabulka 10.47: Symetrické, n := 25, exp := 10−5

n := 25, exp := 10−3

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 4 96 2.28
Sym NaN NaN 0 100 46.4

Tabulka 10.48: Symetrické, n := 25, exp := 10−3

n := 25, exp := 10−1

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 100 0 1.77
Sym NaN NaN 0 100 46.5

Tabulka 10.49: Symetrické, n := 25, exp := 10−1

n := 25, exp := 100

Metoda Rel. průměr Rel. odchylka # selhání # přežití čas
CPI NaN NaN 100 0 1.06
Sym NaN NaN 0 100 48.4

Tabulka 10.50: Symetrické, n := 25, exp := 100

Pro informaci NaN jsou opět značeny výsledky, kdy se nepodařilo ani jeden
výsledek porovnat, buď kvůli selhání porovnávané metody, nebo „GEI“, ε značí
hodnotu blízkou nule. Z tabulek se dočteme dvě zásadní informace, nejprve je
zřejmé, že metoda „Sym“ vždy doběhla, navíc měla průměrně o dost lepší vý-
sledky než „GEI“. Dalším zajímavým jevem pozorovatelným v tabulkách je, že
metoda „CPI“, která byla v předchozím testu o něco horší, co se týče průměrných
šířek intervalu, funguje na symetrických maticích mnohem lépe. Z tohoto důvodu
bychom doporučili počítat determinant symetrických matic pomocí odhadů vlast-
ních čísel, pokud není potřeba získat výsledky rychle. V opačném případě bychom
doporučili „CPI“, která je průměrně o dost rychlejší.
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Závěr
V této práci jsme uvedli detailní přehled toho, jak lze odhadovat determinanty

intervalových matic. Nejprve jsme rozebrali různé typy předpodmínění, které,
jak se ukázalo v testech, mají vliv na konečný výsledek. Pak jsme představili
zobecněnou Gaussovu eliminaci a ukázali, jak pomocí ní počítat determinant. V
pozdějších kapitolách jsme se zmínili o odhadech determinantu pomocí vlastních
čísel a euklidovy normy řádků. Nakonec jsme i předvedli, jak lze pro výpočet
determinantu upravit takzvané Cramerovo pravidlo.

Výše uvedené metody jsme implentovali v intervalovém balíku LIME pro
OCTAVE. Tento balík obsahuje metody pro práci s intervalovými maticemi, jak
pro výpočet determinantu, vlastních čísel, tak i pro řešení intervalových lineárních
soustav.

Krom popisu metod, jsme do práce přidali ještě povídání o intervalové arit-
metice a o složitosti výpočtu přesné intervalové obálky, dále jsme se zmínili o
tom, že ona obálka tvoří kompaktní množinu, tedy pro každé číslo z ní, existuje
matice s takovým determinantem. Nakonec jsme ukázali proč je pravděpodobně
nemožné (za předpokladu P ̸= coNP) ji aproximovat s relativní chybou lepší než
1 i s libovolně velkou absolutní chybou.

10.6 Kam dál?
V této sekci nastíníme kudy by se mohl ubírat další případný výzkum této

problematiky. Jedním z témat, kterému jsme se vyhnuli, je počítání vnitřních mezí
a využití těchto výpočtů. Bylo by zajímavé navrhnout nějaký (i randomizovaný)
algoritmus, který by počítal vnitřní meze determinantu. Tyto výsledky by třeba
mohly sloužit k potvrzení singularity matice.

Další zajímavou otázkou, na níž jsme nedokázali odpovědět, je zdali spočí-
tání přesné obálky determinantu intervalových tridiagonálních matice patří do
P, či nikoliv. Pokud by se ukázalo, že opravdu v P leží, tak se domníváme, že
tento výsledek by se mohl využít při řešení otevřeného problému ohledně řešení
intervalových tridiagonálních soustav, o němž se také neví, zdali v P leží.

Existuje celá řada matic se speciální strukturou s nimiž se člověk může v praxi
setkat, takže dalším předmětem výzkumu by mohly být právě tyto matice. Do
této sekce bychom zařadili i odhady determinantů řídkých matic, které by pro
některé specializované algoritmy mohly vycházet lépe, než metody uvedené zde.

Výpočet těsné obálky je podle naivního algoritmu, který probírá všechny mož-
nosti v čase O(2n2), občas se u některých podobně složitých algoritmů povede
snížit tento odhad alespoň o jeden exponent, tedy na O(2n). Přirozeně by nás
zajímalo, zdali je takové snížení časové složitosti možné i v tomto případě.
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