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lovych determinant, ukazuje v jaké slozitostni tfidé se tento problém nachazi,
dale pak slozitosti aproximace daného problému, aproximaci jak s relativni tak i
s absolutni chybou. Dalsi kapitolou jsou riznéa predpodminéni matice, kterda mo-
hou vést k tésnéjsim vysledkim. Po té, co rozebereme predpodminovani matic
predstavime nékolik metod pro vypocet determinatnu, poc¢inaje Gaussovou eli-
minaci a vyuzivanim Cramerova pravidla konce. Téz se zastavime i u specidlnich
trid matic, jakymi jsou symetrické, tridiagonalni a Toeplitzovské matice. Nakonec
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Abstract: This work focuses on the determinants of interval matrices. After a
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xity class this problem belongs to and how hard is approximation with relative
and absolute error. Next chapter works with various preconditions of a matrix,
which could lead to better results. After we analyse preconditioning of matrices
we show several methods for computing determinants, starting with Gauss elimi-
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methods.

Keywords: interval determinants, preconditions of interval matrices, general ma-
trices, symmetric matrices

1ii



Obsah

_Gvod

(1.1 Idea aciltetopracel. . . . . .. . . ... ... ... ... ...,

[2  Intervalovy pocet|

2.1 Intervalova aritmetikal . . . . . . . . ... ... ..

[2.2  Intervalova linearni algebral. . . . . . . ... ... ... ... ...

[3 Intervalovy determinant]

[4  Predpodminéni intervalové matice|

[6  Vlastni ¢isla a determinanty|

[r _Hadamardova nerovnostl

[8  Cramerovo pravidlo|

[9 n-diagonalni matice)

9.1 Bi a diagonalni matice| . . . . . . ... ... o000

[9.2  'Iridiagonalni matice] . . . . . . ... ..o

[9.3  Toeplitzovska tridiagonalni matice|. . . . . . . . . ... ... ...

[10 Testovani navrzenych metod|

[10.1 Generovani testovanych matic| . . . . . . . . ... ... ... ...

[10.2 Implementace jednotlivych metod| . . . . . . . .. ... ... ...

(10.2.1 Gerschgorinovy disky| . . . . . .. ... ... ...

[10.2.2 Gaussova eliminacel . . . . . . . . . . ... ... ... ...

[10.2.4 Cramerovo pravidlo| . . . . . . . . . . ... ... ... ...

[10.3 Testovaci konfigurace] . . . . . . . . .. .. ...

(10.4 Testovani plnych obecnych matic, . . . ... ... ... ... ...

(10.4.1 Vysledky testovani| . . . . . . . .. ... ... ... ....

[10.5 Testovani plnych symetrickych matic . . . . ... ... ... ...

[10.5.1 Vysledky testovani| . . . . . .. ... ... ... ......

(10.6 Kam dal?l

12
12
12
12
13
14

15
15
16

17

19

20

21
21
21
22

24
24
24
25
25
26
26
26
26
27
39
39

43



[Seznam pouzité literatury|

[Seznam tabulek

44

45



1. Uvod

1.1 1Idea a cil této prace

Determinant intervalovych matic je doposud pomeérné neprobadana a opo-
mijena oblast intervalové linearni algebry. Je obecné dobfe znamé, ze nékteri
matematici je povazuji za mrtvé a neuziteéné, coz doklada i [I]. I pTesto se vsak
domnivame, ze ve svété linearni algebry maji své misto a ,mrtvé“ jesté tak zda-
leka nejsou.

Mimo teoretické pouziti v linearni algebre se stale hodi pro zjednoduseni za-
pisu, ¢i vypoctu. Abychom byli konkrétni, tak pii vyzkumu bezodrazového Si-
reni elektromagnetickych vin skrze dielektrika Kay a Moses[2] dokézali, ze jed-
nodimenziondln{ Schrédingerova rovnice (D? + E — V)u = 0, (D = d/dx),
kde V je potencidl definovan jako V = —2D?log(A), A = |ail|n, aij = 0;j +
exp ((¢; +¢j)z) /(e +¢5), 4,5 = 1,2, ...,n. Je splnéna funkei

u = exp(izVE) <1+Z ) f?i/ﬁ )>7

kde f,(x) jsou feseni mnoziny n linedrnich rovnic s koeficientem determinantu A.
Dalsi vysledek, pti némz se opét hodil determiant, byl uveden v ¢lanku o mno-
honésobnych kolizich solitont od Hiroty [3[[4]. Déle pak pii vyzkumu integrala

typu

b A(z)B(z)w(z)
/a Ty

kde w(z) je vahovou funkei na intervalu (a, b), Shenton[5] zjistil, Ze ho lze vyhod-
notit jako podil dvou nekone¢nych determinanti.

Déle pak podle [6] mezi ¢tyfi nejvyznaméjsi vyuZiti determinantt patii vy-
pocet inverzu matice A, feseni soustavy Axr = b (Cramerovo pravidlo), objem
krychli, pro zjisténi vzorct pivotit matice A. Také pomahaji pti vhledu do jinych
vlastnosti matic, tfeba lze pomoci determinantu urcit, zdali je matice singularni,
¢ehoz by se v intervalové aritmetice mohlo vyuzit, nebot zjisténi singularity je
coNP-uplné, tedy dobry odhad obéalky determinantu by mohl vyvratit, nebo po-
tvrdit singularitu intervalové matice.

Samotné intervalové determinanty byly rozebrany a pouzity v [7] pri testovani
pro Cebysevovy systémy, dale by mohly byt teoreticky vyuzity pii feseni soustavy
intervalovych linearnich rovnic a dalsich problémi intervalové linearni algebry.

Tedy nejenze je determinant nedilnou soucastni linearni algebry, ale ma i sva
prakticka vyuziti. Proto jsme se pustili do jeho vyzkumu. V této praci poté, co
zavedeme intervalovou aritmetiku a vétSinu pouzitych termint, chceme ukazat
jak je slozité spocist presné determinant intervalové matice.

Za predpokladu, ze coNP # P, ukdzeme, ze nelze spocitat v polynomialnim
case presny obal intervalového determinantu. Téz ukazeme vlastnosti riznych
typt aproximaci determinantti. Kvili pomérné negativnim slozitostnim vysled-
kiim se zamérime na pocitani vnéjsich odhadi v polynomidlnim c¢ase pro obecné
i specidlni intervalové matice.



Predvedeme nékolik predpodminéni matic, které nakonec mohou vést k tés-
nejsim vysledktim, déale pak ukazeme algoritmy zalozené na Gaussové eliminaci,
Gerschgorinovych kruzich, Hadamardové nerovnosti a Cramerové pravidle. Pak,
jelikoz v praxi se typicky setkavame se strukturovanymi maticemi, se zamérime
i na vypocet odhadu determinantu pro symetrické, Toeplitzovské a tridiagonalni
matice.

Takové predstaveni algoritmii budoucim uzivatelim mnoho nefekne, proto
také budeme chtit ukazat jejich schopnosti pomoci testovani na obecnych a sy-
metrickych intervalovych maticich, riznych velikosti a sitek intervalii.



2. Intervalovy pocet

V ramci jisté sobéstacnosti této prace zde zbézné popiseme zaklady intervalové
aritmetiky, intervalové linearni algebry spolu s nékterymi tvrzenimi tykajicimi se
vypoctu determinantu obecnych intervalovych matic.

Intervalova aritmetika je prostym rozsifenim obycejné aritmetiky redlnych ¢i-
sel, kde na misto jednotlivych ¢isel pracujeme s kompaktnimi intervaly. Diky tomu
muzeme zapouzdrovat jisté nepresnosti v métfeni, se kterymi se v praktickém svété
potkavame skoro na kazdém kroku.

2.1 Intervalova aritmetika

V tomto textu zavadime pro prehlednost jednoduché znaceni, intervaly psany
latinkou zvyraznujeme tucéné, pokud se jedné o intervaly psané feckymi pismeny,
piseme je kapitalkami.

Definice 1. Bud a,a € R, a < a. Potom interval a = [a,a] = [a, — ap, a. + aa]
definujeme jako mnoZinu {a € R;a<a<a}.

Mnozinu vSech takovych intervali oznac¢ime IR, stfedem intervalu rozumime
a. := (a+a)/2, polomérem intervalu pak aa := (@—a)/2. Déle a budeme nazyvat
dolni mezi intervalu a, @ zase horni mezi. Pokud @ = @, nazyvime a = |[a, q]
degenerovany.

Definice 2. Méjme n intervali aq, ...,a, € IR, a n-ndrni operaci o : R — R.
Pak o(ay, ..., a,) :={o(a, ...,a,); a1 € a1, ...,a, € an}.

7, ¢ehoz lze snadno odvodit vzorce pro nasledujici operace:

a+b=a+ba+b,

a—b=[a—ba—1],

a *b = [min(M), max(M)], kde M = {a*b,a xb,a*b,a* b},

a/b=ax(1/b),kde 1/b=[1/b,1/b], a0 ¢ b,

la| = {laf;a € a}.
Urcité bychom se méli zamyslet nad tim, které vlastnosti uvedenych operaci

v R se prenéseji i do IR. Snadno si ovéfime, ze IR(+, —,*,0, 1) netvori téleso,
dokonce ani okruh. Sice plati, Ze operace + a * jsou komutativni i asociativni, bo-

huzel vsak ani jedna z operaci nema inverzni prvky pro nedegenerované intervaly.
Téz chybi distributivita, kterou zde zastupuje slabsi subdistributivita, tzn.:

a(b+c) Cab + ac,

pri¢inou je, ze béhem intervalového nasobeni budeme obé a brat jako dva nezavislé
intervaly (agb + a;c), ¢imz vysledek muze byt nadhodnocen.

Nakonec definujme magnitudu intervalu, ktera nékdy pro svou podobnost byva
zvana absolutni hodnotou intervalu.

Definice 3. Mejme interval a € TR, pak

mag(a) := max |al.



2.2 Intervalova linearni algebra

Prirozenym rozsitenim intervalové aritmetiky mizeme zavést intervalové ma-
tice. Diky ¢emuz se muzeme nasledné zajimat o slozitost urceni regularity dané
matice, vypoctu tésnych obalek vlastnich cisel a predevsim nas téz bude zaji-
mat slozitost vypoctu tésnych obalek determinantu. Budeme vychéazet z definice
uvedené v Rohn|§].

Definice 4. Necht jsou A, A € R™" A < A (po slozkdch), pak intervalovd
matice
A=[AA={A; A< A< A}
Podobné jako u obycejnych intervalii i zde mohou byt uziteéné nasledujici
pojmy:
A
An

(A + A)/2 nazveme stfedovou matice,
A-A

)/2 nazveme polomérovou matice.

Zavedeme téz I jako jednotkovou matici, E jako matici samych jednicek, e;
jako jednotkovy vektor s jednickou na i-té pozici.
Definice 5. Matice A € IR™*" je requldrni, pokud kaZdé A € A je requldrni.

Prirozené nas mtze zajimat, jaka je slozitost ovéreni regularity matice A.
Napriiklad podle [9] se jednd o coNP-tiplny problém pro matice, jejiz stiedem
je néjaka nezaporna positivné definitni racionalni matice A a polomér je tvoren
matici jednicek. Toho vyuzijeme pti ukazce toho, jak tézka muize byt aproximace
vypoctu determinantu intervalové matice.

Na intervalovych maticich zavedeme aritmetiku matic, ¢imz mame na mysli
s¢itani, odcitani a maticové nasobeni.
Definice 6. M¢jme A € IR™™ B € IR™™, C € IR™ !, pak

k=1

Opét se muzeme spolehnout na komutativitu s¢itani, asociativitu scitani na
existenci neutralniho prvku pro soucet a nasobeni. Téz tu mame subdistributivitu,
kdy

(A+B)CC AC+BC,
D (A +B) € DA + DB,

pro néjaké intervalové matice A,B € IR™™ C € IR™ D ¢ IR**"[I0]. Bo-
huzel, vsak jiz neplati, ze maticovy soucin je asociativni. Coz lze predvést na
nasledujicim ptikladu.

(0 (DG L)) - (08 2
(5 ) (5 DG b= (i 559



Jak vidno dokonce ani neplati, Ze by jedna intervalovd matice obsahovala
vSechny matice druhé intervalové matice. Dalsi podivnou vlastnosti je, ze vyna-
sobime-li dvé matice A, B mezi sebou, miize se stat, ze existuje matice C' € AB,
takovd, ze neexistuje A € A, B € B a C = AB. Dukazem budiz nasledujici
priklad:

1 (F570 ) — g,

kde pokud bychom za C' vzali (3,3), tak zjistime, Ze neexistuje zadné A €

([-1,1],1), B € <[_2’1_1] [1’12}> takové, ze AB = C.



3. Intervalovy determinant

Hlavnim predmétem zkoumani této prace jsou intervalové determinanty. Ty
opét zavedeme zcela prirozené jako tésnou obalku determinantii vSech matic in-
tervalové matice A. Pozdéji uvedeme tvrzeni o slozitosti vypoctu oné obalky a o
hodnotéch vsech determinanti a jejich aproximaci.

Definice 7. Necht A € IR"™™", pak det(A) je interval
[min ({det(A); A€ A}), max ({det(A); A€ A})]

Jelikoz u realnych matic se bude vzdy jednat o realné cislo, snadno mutzeme
takto zavést horni a dolni meze determinanti. Pak se téz budeme zajimat o to,
zdali determinanty intervalové matice tvori kompaktni mnozinu. Ukazeme, Ze
tomu tak skuteéné je. K diikazu budeme potfebovat Heine-Borelovu vétu[11].

Obéalkou determinantu budeme mit na mysli interval takovy, v némz interva-
lovy determinant lezi.

Lemma 1. Pro kazdé d € det(A) existuje A € A, det(A) = d.

Dukaz. 7 Heine-Borelovy véty vime, ze jednotlivé intervaly tvori kompaktni mno-
ziny. Dale vime, ze zobrazeni kompaktni mnoziny pomoci spojité funkce tvori opét
kompaktni mnozinu. A nakonec si sta¢i uvédomit, ze determinant je pouze poly-
nom o n proménnych, ¢ili to je spojita funkce. Z toho vyplyva, ze i jeji obraz je
kompaktni mnozina.

O

Uz vime, ze determinant je vzdy tvoren kompaktnim intervalem, proto mu-
zeme zjednodusit definici intervalového determinantu na

Definice 8. (alternativni definice intervalového detrminantu)
det(A) :={det(A); A € A} A eIR™".

S predchozim lemmatem muzeme pokracovat v dokazovani dalsich vlastnostni
determinantt, prvni t¥i uZitetné nam dava k dispozici Rohn [12].

Véta 2. Mejme positivné definitni raciondlni matici A € Q™*™, pak urceni zdali
je [A — E, A+ E] intervalovd reguldrni matice je coNP-uplng problém, E znaci
matici plnou jednicek, tedy F;; =1 proi,j =1,2,...,3.

Véta 3. Spocitani mezi det(A), det(A), kde A = [A.— E, A. + E], E je matice
plnd jednicek a A je raciondlni nezdpornd, je coNP-tézké.

Diikaz. Méjme matici A € IR™" kde A = [A. — E, A. + E] , A, je symet-
ricka positivné definitni racionalni matice. Pak ovéreni jeji singularity lze provést
zjisténim zdali

det(Ao) > 0,
kde Ay je intervalova matice vytvorena prohozenim prvnich dvou radka A. Toto
plati, nebof stfedova matice je positivné definitivni, tedy pokud je A regularni i

8



zbylé jeji determinanty mus{ byt kladné [T}, prohozenim fadka zménime znaménko
determinantu.

Nyni je Ay néjakd nezaporna raciondlni matice, u niz jsme schopni ur¢enim
horni meze determinantu odpovédét i na otazku, zdali je reguldrni ¢i nikoliv.
OvsSem urceni, jestli se jednd o reguldrni matici, je podle [9] a [2[ coNP-tiplné, z
¢ehoz vyplyva, ze spocteni horni meze determinanttt musi byt alespon tak slozité.
Diikaz pro spodni mez je analogicky.

O

Déle uvadime detailnéji zpracovany a prelozeny dikaz Edge theoremu, pt-
vodné uvedeného v Rohn[12].

Véta 4 (Edge Theroem). Méjme A € IR™" intervalovou matici, potom tvrdime,
ze pro kazdou A € A existuje A € A vypadajici ndsledovné:

/ {4y, Az}, (i, 5) # (k,m),
Aij © {[Aiijij]ﬂ (173) = (k,m),

pro néjaké (k,m). Kde plati, Ze det(A) = det(A’).
Diikaz. Pro kazdou matici A € A zavedme veli¢inu

h(A) = poétu prvki takovych, ze A,; ¢ {4, 4i;}
pro né&jaké i,j = 1,2, ..., n. Jelikoz h(fl) je prirozené Cislo, mizeme nalézt takové
A, ze h(A") je minimalni. Nyni pro spor predpokladdme, ze h(A") > 2.
Tedy médme k dispozici dvé pozice (i,5), (k,0), (i,]) # (k,1) takové, ze Aj; ¢
{A;, Aij} a A & {Ay, A }. Vezmeéme nyni vzorec pro determinant, kde polozime
Al a A, jako proménné.

det(A’) = Z (sign(ﬂ) H A;Jr(z)> = (IXZ']‘ + kal + CXinkl + d

TeS i=1

Kde S je mnozina vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n}. Vyjaddiime z rovnice
jednu proménnou.

Xi‘ _ _kal + (d - det(A’)) (31)
cX kl +a

Snadno ovérime, ze se jedna o linedrni lomenou funkei, pro niz existuje Xy, €
(A, A takové, ze 1 X;; € (A Ayj] (toto je splnéno pro Xy = Ag). Tato
funkce je spojitd pro obory hodnot {Xy; Xy < —a/c} a {Xp; X > —a/c},
proto miZzeme ménit v jednom z téchto oborti hodnotu Xj;, dokud Xj; nebo Xj;
nedoséhnou své mezni hodnoty. Cimz bychom vytvorili matici A”, jejiz h(A”) <
h(A’), coz je spor s minimalitou h(A’).

Pro ilustraci v obrazku nize uvadime nacrt toho, jak by funkce mohla
vypadat. V modrém obdelniku jsou povolené hodnoty pro X;; a Xj;. Jak vidno,
prijatelné hodnoty jsou prave body na kiivce. Jelikoz se jednd o monoténni kiivku,
vzdy bude muset projit néjakou hranou modrého obdelniku, ktery ohranicuje pri-
jatelné meze pro X;; a Xj;.

O



X

Obrazek 3.1: Nacrt funkee ((3.1])

Z predchozi véty plyne, Ze pro intervalovou matici A € IR"*", lze pro horni
i dolni mez determinantti nalézt odpovidajici matice, které jsou tvoreny pouze z
mezi intervali jednotlivych prvki.

Dikaz. Pro jednoduchost ukdzeme dikaz pouze pro horni mez, dolni mez lze
dokézat analogicky. Podle |4] existuje matice A € A takova, ze det(A) = det(A).
Nyni staci pro spor predpokladat, ze existuje index (i, j) takovy, ze

Ay & {Ay, Ay}

Pokud bychom ale na dany index dosadili jednu z mezi, velikost determinantu by
se zvysila, ¢imz bychom dosli ke sporu s tim, Ze se jedna o horni mez intervalového
determinantu.

O

V nésledujici ¢asti této kapitoly ukazeme, Ze neni snadné determinant byt
jen aproximovat, opét vyuzijeme toho, Ze intervalovy determinant je kompaktni
mnozina. Nasim cilem v obou dikazech bude ukézat, ze i s néjakou chybou (ab-
solutni/relativni) bychom dokazali urcit, jestli je dand matice regularni ¢i nikoliv.

Véta 5. Necht mame A € TR™" takovd, Ze A, je nezdpornd positivné definitni
a Aa je matice jednicek, det(A) = [d, d], 0 < & < 1 a plati, Ze P # coNP,
pak neezistuje algoritmus f bézici v polynomidlnim case, jehoZ visledkem f(A) je
interval h = [h, h|, takovy, Ze plati

hg[1_€71+€]*[d7d]

Dukaz. Predpokladejme, ze takovy algoritmus existuje, dokazeme jeho neexistenci
sporem s predpokladem P # coNP. Ukazeme, ze pomoci takového algoritmu lze
urcit, zdali dand matice je reguldrni ¢i nikoliv. Pro reguldrni matici musi platit
bud d > 0, nebo d < 0, to diky kompaktnosti intervalu determinanti.
Mame-li tedy f(A) = [h, h] a d > 0, pak
h>(1-e¢)d,
d-h<ed<d,
0<h<2d.

10



Vidime, ze Vzdélenost h od d musi byt mensi nez d, z ¢ehoz plyne, ze i h je kladné.
Naopak pokud d < 0, pak

] < (1 —¢)ld],
0 < |R] —[d| < eld| < [d].

Opét musi platit, ze vzddlenost h od d je mensi nez vzdalenost d od 0. Z toho
vyplyva, Ze h je mezi 0 a d, tedy je téz zaporné. Z éehoz je vidét, Ze pokud plati
h>0(h<0),pakd>0(d<0),¢cili Ajeregularni. A jelikoZ podle [9] je uréeni
regularity takové matice ve ttidé coNP-tplny, tedy f nemuze byt v P.

[

Véta 6. Necht mdme A € IR™" takovd, Ze A. je nezdpornd positivné definitni a
Aa je matice jednicek, det(A) = [d, d], € > 0 a plati, Ze P # coNP, pak neexistuje
algoritmus [ béZici v polynomidlnim case, jehoZ vysledkem f(A) je interval h =

[h, h], takovy, Ze plati

hCld—e d+e
Diikaz. Pro intervalovou matici A vime, Ze vynasobime-li -ty tadek, kde ¢ €
{1, ...,n} ¢islem «, které je spoleénym nasobkem jmenovatel prvku i-tého radku,
ziskdme matici A’ takovou, ze i-ty fadek bude z mit meze z Z, tedy budou celo-
¢iselné, a déle plati, ze

det(A’) = a; det(A), ¢ili det(A) #0 = det(A’) # 0.

Tento postup mizeme opakovat, dokud neziskame matici A”, ktera bude slo-
zena pouze z celociselnych mezi intervali. Pro takovou matici jisté plati, ze pokud

det(A”) #£0 = |det(A")| > 1,

nebot determinant kazdé intervalové matice s celymi mezemi musi byt celociselny
podle dusleku (4] a nejmensi celociselnd vzdalenost od 0 je pravé 1.

Tedy, pokud vynasobime libovolny fadek matice ¢islem 2¢, vznikne ndm ma-
tice Af_. Vime, ze pokud je ptivodni matice A regularni, potom

[det(As)] =2 2¢ = [f(A5)] = €.

Coz znamena, ze bychom v polynomidlnim ¢ase uméli zjistit, zdali se jedna o
regularni matici.

Nebot je potfeba vynasobit n fadka néjakym spoleénym jmenovatelem n
prvkil, poté uz jen staci vyndsobit jeden radek cislem 2¢ a mizeme s jistotou
rici, zdali byla ptivodni matice regularni ¢i nikoliv. Jak jsme jiz zminili, tento
problém je coNP-uplny, tedy f musi byt téz.

O
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4. Predpodminéni intervalové
matice

Na vstup miuzeme dostat intervalové matice rtiznych podob, pricemz u né-
kterych typt matic muze byt nadhodoceni zptsobené provadénim algoritmu s
intervalovou aritmetikou neimérné veliké. Proto se snazime danou matici A do-
stat do tvaru, ktery bude blizky néjaké matici, s niz se pocitaci pracuje mnohem
lépe.

4.1 Hansenova metoda

Pro matici A € IR™*" byla v praci Smithové [7] zminéna takzvand Hansenova
metoda, kterda spocivd v tom, ze vezmeme stfedovou matici Ax, najdeme pro
ni dolni trojuhelnikovou matici L a horni trojihelnikovou matici U, splnujici
Apn = LU, pak nalezneme (pseudo) inverz k L, oznacen jako L*. Jednoduchym
prendsobenim ziskdme matici LT A, jejiz stfed bude odpovidat matici U, ¢ili

det(A) C det(LTA).

Diky tomu ziskdme matici, ktera je blizka horni trojuhelnikové, jejiz deter-
minant je navic roven det(A). To vychézi z toho, ze v OCTAVE (i MATLABu)
LU-rozklad generuje dolni trojihelnikovou matici takovou, ze ma na diagondle
samé jednicky, ¢ili det(L) = 1, z toho pak zndme i determinant inverzu det(L*) =
1/det(L) = 1. Takto upravenou matici, lze pak nechat projit Gaussovou eliminaci
a vysledny odhad determinatu spocitat jako produkt prvki na diagonale vysledné
matice.

4.2 Prenasobeni inverzem stredu

Je-li sttedovd matice Ax regularni, pak lze k nému nalézt (pseudo) inverz A™T.
Je to fakticky obdobny pristup jako vyse uvedeny Hansentv, jen nyni chceme,
aby stfed nové matice byl blizky I. Takze ziskdme A1t A, o niZ vime, Ze

det(A) C det(ATA)/det(AT).

Avsak, chceme-li verifikované spo¢ist vnéjsi obalku det(A ), musime mit k dispozici
néjaky zpusob, jak verifikované spocist det(A™).

V nasledujici ¢asti predstavime takzvanou Rumpovu metodu pocitajici verifi-
kovanou obélku redlné matice, kterd miize byt vylepsena pomoci navrhi Takeshi
Ogity[13]. Diky ni mame v predpodminéni vétsi volnost a muzeme si dovolit
predpodminovat i maticemi, jejichz determinant neni mozno ve floating-point
aritmetice presné spocitat.

4.2.1 Rumpova metoda

Pro vypocet verifikovaného determinantu redlné matice (neintervalové) vy-
jdeme z ¢lanku Takeshi Ogity[13], ktery v této praci uvadi hned nékolik algoritmu
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pro feseni naseho problému. My budeme pouzivat Algoritmus I z druhé kapitoly
clanku, ktery Rump S. M. implementoval a popsal.
Vychazi z LU rozkladu, kde ziskame P, L, U takové, ze

PA=~ LU,

L je dolni trojuhelnikova, U je horni trojihelnikova, P je permutace jednotkové
matice. Ziskame-li pak aproximace inverzii pro obé trojtthelnikové matice X, Xy,
kde zaru¢ime, ze det(Xy) = 1, pak mizeme ziskat matici B = X PAXy, jejiz
determinant je

det(B) = det(P) det(A) det(Xy)
a nerovnd-li se det(Xy ) nule, upravime tento vyraz na

1 det(B) det(B)
det(4) = P aer) ~ ) qeeix)

Mizeme ocekavat, ze matice B ~ I, tedy pomoci Gerschgorinovych kruht
ziskame vnéjsi odhad na produkt vSech vlastnich ¢isel B, ¢ili bychom méli ziskat
vnéjsi odhad na det(B). Aby bylo jasné, jak algoritmus funguje, predlozime kod
psany pro OCTAVE a jeho balik Interval, avsak s drobnymi zménami lze tento
algoritmus spustit i v MATLABu s baltkem INTLAB.

Algoritmus 1 Rumpova metoda

function idet = vdet (A)

[L, U, p] = lu(A, ’'vector’);
LU rozklad matice A

I = speye(size(A));
Jednotkova matice velikosti A

XL=1/ L;
Levy inverz matice L
XU=U\ I;

Pravy inverz matice U
iB = XLxinfsupdec (A(p, :))*XU;
Matice B, respektive intervaly v nichz lezi
¢ = mid(diag(iB));
r = mag(sum(iB — diag(c), 2));
ig = midrad(c, r);
Gerschgoringovy kruhy
iu = prod(infsupdec(diag(XU))
idet = det(I(p, :))xprod(ig)/

endfunction

) ;

u;

4.3 LDL rozklad

Pokud se zamétfime na positivné definitni matice, lze je predpodminit tak,
abychom ziskali matici blizkou diagonalni. Vime, Ze pro positivné definitni ma-
tice existuje takzvany Choleského rozklad, jednoduchou tpravou lze tento rozklad

13



upravit tak, abychom ziskali takzvany LDL rozklad. Tento rozklad je implemen-
tovan jak v OCTAVE tak i v MATLABu.

Véta 7 (LDL rozklad). Bud A € R™*"™ symetrickd positivné definitni matice, pak
existuje dolni trojuhelnikovd matice L s 1 na diagondle a D diagondlni takovd, Ze

A=LDL"

Onen rozklad lze spocitat P a dokonce ,in place® (tedy pro vypocet nejsou
potieba zZadné pomocné datové struktury), pro jednotlivé prvky matice L plati
tento rekurzivni vzorecek

1 =
Lij=— | Aij =Y LiLjDy | , kde i > j.
Dj; =

I pro D existuje rekurzivni vzorec, jez vypada takto

j—1
2
Dj; = Ajj = > L Dy
k=1
Zbyva ukazat, jak A dostat do tvaru, ktery je blizky néjaké diagonalni matici.
Navrhujeme pro to tento postup:

o A°= LDLT, nejprve nalezneme pifsluSnou matici L pro matici stiedt A°,
_ -1 T .
o L7'ALT" pak vynasobime intervalovou matici inverzem k L a L7.

Cimz ziskdme matici, ktera bude blizka matici D, dalsf v¥hodou je, Ze determi-
nant L bude vzdy roven jedné, tedy i jeji inverz bude mit jednickovy determinant,
cili

det(A) C det(L"ALT™Y).
Dalsi pomérné zajimavou vlastnosti matice LilALT_l, je to, Ze se jeji symetrie
zachovava, tedy opét se jedna o symetrickou matici, ktera méa navic silny potencial
na to byt diagonalné dominantni matici.

4.4 Nahodna perturbace

Dalsi moznost, jak predpodminovat je nahodna perturbace radku. Vyjdeme ze
stfedové matice A, intervalové matice A, nyni ji chceme v néjakém sméru trochu
poupravit tak, ze vybereme nahodny radek ¢ matice A. a na jeho misto vlozime
ndhodné vybrany vektor v € A;, (kde A, znaci i-ty rddek matice A).

Déle uz postupujeme obdobné jako u predpodminéni inverzem stfedové ma-
tice, tedy vezmeme pseudo inverz této perturbované matice AT a determinant
spocteme jako

det(A) C det(ATA)/det(A™).

Mezi jeji velké nevyhody patii jeji casova naroc¢nost, matici je tfeba perturbo-
vat nékolikrat, abychom meéli Sanci ziskat lepsi vysledek. Dale je urcité na miste,
ze existuji i jiné moznosti perturbace, napriklad lze perturbovat celou stfedovou
matici.
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5. Gaussova eliminace

Jednim ze zpusobu, jak spocitat determinant matice A € R™*"™ v polynomi-
alnim case, je Gaussova eliminace. V této sekci demonstrujeme, jak tento postup
rozsirit i na intervalové matice. Nejprve vsak pripomenme, co Gaussova eliminace
je a jak vlastné méni determinant. Aby nedoslo k nedorozumeéni, Gaussovou elimi-
naci mame na mysli algoritmus, ktery se bézné uci na c¢esky stfednich a vysokych
skoléch, nikoliv LU rozklad. Pro peclivéjsi rozbor odkazuji na [9].

Algoritmus 2 Gaussova eliminace
Bud A € R™*"™.
1:=1,7:=1.
while i < k,j < k do.
Najdi ay; # 0,k > 4,
pokud takové neexistuje, nastav ¢ := ¢+ 1,5 := 7 + 1 a pokracuj dalsi
iteraci while cyklu.
Prohod radky A;. a Apg..
Nastav kazdé Ay, := A, — %Ai* pro k > i.
1i=1+1,75: =7+ 1
end while

Pokud bychom tento algoritmus vzali beze zmény a zkusili ho na néjaké inter-
valové matici A, vysledkem by nemusela byt matice majici na kazdém A;;, 5 > 0
nuly, nebot v intervalové aritmetice Ay, — ﬁ—’;l i, prok >idie€{l1,2,..,n},0¢
A1, nemusi davat nulu.

Tento problém mé ale snadné feseni, nuly tam mizeme ptimo dosadit az po
dobéhnuti obyéejné Gaussovy eliminace. To lze jednoduse proto, Ze pro kazdou
matici A € A bychom jednoduse udélali Ay — 45 % A;; = 0, pro k > 4,0 €
{1,2,...,n},a;1 # 0, ¢ili vysledny interval jakozto sjzednoceni vsech téchto nul by
byl roven nule.

5.1 Elementarni tpravy a determinant

Lemma 8. Necht A € IR™" a A’ matice, kterd vznikla prohozenim i-tého rddku
s j-tym, i # j. Pak det(A) = — det(A’).

Diikaz.
det(A) = {—det(A"); VA € A’} = —det(A).
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Lemma 9. Necht A € TR™" a A’, kterd vznikla prictenim o ndsobku i-tého
rddku k j-tému, kde i # j. Pak det(A) = det(A’)

Dikaz. Pro kazdou matici A € A a prislusnou A’ € A’, plati

det(A) = {det(A'); A € A’} = det(A)

5.2 Natahovani intervalu

Mizeme se ptat, co v pripadé Gaussovy eliminace zpiisobuje natazeni vysledné
intervalové meze determinantti, a kdy k onomu natazeni nedojde. Odpovéd na
tohle je vidét hned z pribéhu algoritmu. Ukazeme to na matici 2 x 2 vypadajici

takto
Ay Ap
Ay A’
kterou algoritmus uvede to této podoby

A/ _ A-ll A—22
0 AQQ - %AQQ ’

Ihned ze subdistributivity intervalového poctu vidime, ze

det(A) = Ay Ay — A Ay C Ay (A22 - 212,422) — det(A).

Nejenze tato chyba se u vétsich matic bude propagovat dale, navic jesté v
kazdém kroku algoritmu miizeme vygenerovat chybu podobného razu, coz je pravé
duvodem, proc¢ takto spoc¢itana obalka neni tésna. Avsak diky tomuto pozorovani
muzeme vyslednou obalku o néco zpresnit.

Napriklad tim, ze vybereme fadek s vhodnym kandidatem na prvni pozici tak,
aby propagovana chyba byla co nejmensi. Dobrym kandidatem miuze byt takovy
prvek A;;, diky némuz vyraz %Agg bude mit opa¢né znaménko, nez je znaménko
Agg. Nebot v takovém pripadé nedojde k natazeni intervalu viubec, coz vyplyva z
pribéhu Gaussovy eliminace.

Jinym napadem na zptesnéni vysledku muize byt rozdéleni a upraveni interva-
lové matice na dvé takové, ze jedna ma na pozici A;; dolni mez a druha naopak
horni mez. Vysledny determinant by pak byl sjednocenim obou vysledkii.
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6. Vlastni ¢isla a determinanty

Klasicka linearni algebra definuje vlastni ¢islo A matice A € R™*" jako ¢islo
takové, pro které existuje nenulovy vlastni vektor x € C" takovy, ze Ax = Az.
Vlastni ¢isla maji tizkou souvislost s determinanty v tom smyslu, ze soucin vsech
vlastnich ¢fsel matice A je roven det(A). Cehoz budeme chtit vyuzit tak, Ze z
odhadu vlastnich ¢isel se pokusime ziskat odhady pro determinant, ¢ili det(A) =

1 i, kde n je pocet radki/sloupct.

Jelikoz v této kapitole budeme pracovat se symetrickymi intervalovymi mati-

cemi, uvedeme nejprve jejich definici.

Definice 9. Méjme intervalovou matici A € TR™ ™ pak symetrickd intervalovd
matice A* C A je mnoZina {A € A; A= AT},

Bez ijmy na obecnosti lze Tici, ze symetrické intervalové matice maji i symet-
rické meze, tedy A, — A a A.+ Aa jsou symetrické, proto v nasledujicich castech
budeme intervalové symetrické matice predpokladat v tomto tvaru.

Uvedeme definici mnoziny vsech vlastnich ¢isel néjaké intervalové matice a
specialné pro symetrické intervalové matice zavedeme pojem i-tého vlastniho
¢isla, coz bude mozné diky tomu, ze vSechny realné symetrické matice maji sva
vlastni ¢isla realnd, ¢ili mezi nimi existuje usporadani.

Definice 10. Méjme intervalovou matici A € TR™ ", pak A = {\;3JA € A, Tz #
0, Ax = Az}, jako mnoZinu vSech vlastnich ¢isel. Specidlné pro symetrickou inter-
valovou matici A® bud A; = {\;; FA € A% \; je i-té vlastni ¢islo matice A}, i-té
vlastni c¢islo matice A je i-té cislo z usporaddni \y > Xy > ... > \,.

A nyni miuzeme pustit do samotného odhadovani determinanti. Nejprve zmi-
nime takzvané Gerschgorinovy disky, jedna se o velmi jednoduchy odhad vlastnich
c¢isel, ktery by mohl davat dobré vysledky pro diagonalné dominantni matice.

Véta 10 (Gerschgorinovy disky pro intervalovou matici). Kazdé vlastni cislo A
matice A € IR™" leZi v kruhu se stfedem A, a poloméru A + Y ;.; mag(A;)
pro néjaké i € {1,2,...,n}.

Diikaz. Vime, Ze pro kazdou A € A plati, ze jeji vlastni ¢islo A lezi v kruhu se
stfedem v Aj;; a polomérem 3, ; |A;;| pro néjakeé i. Tedy pro A matice A € A plati,
Ze lezi v kruhu se stfedem v Ay a polomérem ), ,; mag(A;;) pro néjaké 7, nebot
tento polomér je vzdy vétsi nebo roven -, [as;|. Nyni si uz jen staci uvédomit,
ze tato kruznice lez{ v kruznici se stfedem v A a polomérem A% +3,; mag(A;).
Cifm# mame hotovo.

O

Svou pozornost na okamzik obratime k symetrickym intervalovym maticim,
u nichz mame zaruceno alespon to, ze vysledna vlastni ¢isla budou vzdy z oboru
redlnych ¢isel. Déle pro né existuje véta, kterd ndm pomeérné bez namahy da meze
pro intervalové vlastni ¢isla, dikaz je podrobné popsan v [14] [15].
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Véta 11. Méjme intervalovou symetrickou matici A € TR™", pak pro kaZdé
AeAai=1,2,..,n plati:

Ai(Ac) = p(Aa) < Ai(A) < Ai(Ae) + p(Aa).

Kde N\;(A) znaci i-té intervalové ¢islo matice A, p(A) znaci spektrdlni radius ma-
tice A.

Tato véta nam do ruky dava nastroj, jak omezit meze vlastnich ¢isel inter-
valové matice pomoci degenerovanych matic. Coz vede k jednoduchému, snadno
implementovatelnému algoritmu, ktery spocita odhady vlastnich ¢isel degenero-
vanych matic a vrati vnéjsi meze v nichz lezi vlastni ¢isla intervalové symetrické
matice. Tento algoritmus je podrobnéji rozebrén v [14].

Algoritmus 3 Pocitani mezi pomoci véty

Spocitej verifikované intervaly [\;(A.), \i(A.)] proi=1,2,...,n,

Spocitej verifikované intervaly [A;(Aa), A\i(Aa)] proi =1,2,... n,
Nalezni p(Aa),
for i =1 to n do.

A= Ni(A) + p(Aa),
Ai = Ni(Ae) — p(Aa),
end for

Ihned je vidét také jeho vypocetni slozitost, kterd zavisi pouze na tom, jak
rychle dokdzeme spocitat verifikované odhady vlastnich ¢isel, coz se muze lisit
podle pouzitého algoritmu a kyzené presnosti.

Ziskané intervalové hodnoty je obcCas mozné jesté vylepsit pomoci filtrova-
ctho algoritmu nastinéném v [14], ktery muze intervalovy box pro dané vlastni
¢islo o trochu zmensit, aniz bychom ptisli o verifikovanost vysledkii. Diky tomuto
algoritmu muze byt v nékterych pripadech dosazeno jesté vyssi presnosti.
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7. Hadamardova nerovnost

Dalsi moznosti, jak mtizeme odhadovat meze determinantu, je pomoci Euklei-
dovy normy radkt intervalové matice. Vyhodou tohoto pristupu je fakt, ze bude
fungovat vzdy — narozdil tfeba od Gaussovy eliminace.

Naopak velkou nevyhodou je, ze z takového odhadu nelze zjistit znaménko
determinantu, a ze odhadnutd obdlka byva vétsi nez u jinych pristupi. Jelikoz
je zalozen na Hadamardové nerovnosti, tak ji nejprve zobecnime i na intervalové
matice.

Véta 12 (Hadamardova nerovnost). Necht je A € IR™" intervalovd matice,
pak plati, Ze det(A) je v obdlce omezené + [, mag(||v;||), kde v; oznacuje i-ty
radek.

Diikaz. Pro kazdou A € A plati, ze |det(A)| < 17, ||vi]|, dle Hadamardovy
nerovnosti pro realné matice. Jelikoz pro kazdou A € A plati, ze [T, ||vi]| <
[T, mag(||vi]|), pak i |det(A)| < [I7, mag(||v:]|). Z toho prirozené plyne, ze
| det(A)| < I, mag(]|va)- -

Dtisledkem dtikazu budiz fakt, Zze pro ziskani odhadu na magnitudu mezi de-
terminant nam stac¢i spocist magnitudu Eukleidovy normy pro kazdy radek, coz
lze udélat tésné a v linedarnim case, a ziskané vysledky jenom vyndasobit mezi se-
bou, coz lze také udélat v linedrnim case. Tedy pomoci této metody lze odhadnout
magnitudu intervalu v linearnim case.
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8. Cramerovo pravidlo

V této kapitole navrhneme postup vhodny obvzlasté v pripadech, kdy mame
k dispozici dobry tesi¢ intervalovych linedrnich soustav rovnic. Pak totiz miizeme
odhadnout intervalovy determinant pomoci dobfe znamého Cramerova pravidla,
které upravime pro potieby nasich vypocti. Nejprve vsak musime ukazat, ze toto
pravidlo lze zobecnit i na intervalovou linearni algebru.

Véta 13 (Cramerovo pravidlo). Necht A € IR™ " je requldrni matice, b € R",
pak

det (A + (b— Au)e)
det(A) C :

Xj

kde x; je obdlka i-tych sloZek vsech reseni soustavy Ax = b.

Diikaz. Podivame-li se na standartni Cramerovo pravidlo pro linedrni algebru,
tak pro kazdou matici (reguldrn{ z pfedpokladu) A € A a z = A~'b pro ngjaké
1 =1,2,...,n plati

det (A + (b — A*i)eiT)

X

det(A) =
Vezméme tedy mnozinu tvorenou vysledky pres vSechny matice, takto:

det (A + (b— Au)el

i

X

det(A):{ );AEA,Ax:b}.

Z ¢ehoz nakonec dospéjeme k

7

det(A) det (A +(b— A*i)e-T) |

Xj
O

Tato upravend véta nam dava do ruky praveé zplsob, jakym vystavime nés
rekursivni polynomialni algoritmus. My v nasi implementaci tohoto algoritmu
budeme soustavu Az = el — soustava je zvolena takto, abychom se v kaZdé iteraci
zbavili jednoho sloupce a radku, ¢imz bychom dostali jednodussi problém — fesit
pomoci funkce implementované v intervalovém baliku OCTAVE mldivide, ktera
nam da obalku v niz ono Teseni lezi. Pravdépodobné by bylo mozné ziskat lepsi
vysledky, pokud by se pouzila tésnéjsi metoda pro feseni intervalovych soustav

rovnic. Pfesny algoritmus je pak uveden v kapitole o testovani.
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9. n-diagonalni matice

9.1 Bi a diagonalni matice

Tuto sekci zacneme vétickou, ktera nam ukaze, Ze lze spocist determinant
trojuhelnikové matice v P. Jelikoz diagondlni i bi-diagondlni matice jsou obé
trojuhelnikové, tak tim taktikajice ,,zabijeme dvé mouchy, jednou ranou.

Véta 14. Necht je A € TR™™™ horni/dolni trojihelnikovd matice, pak
i=1
tedy determinant této matice je roven soucinu jejich diagondlnich prvki.

Diikaz. 7 lineérni algebry vime, Ze pokud méme horni/dolni trojihelnikovou
matici, pak jeji determinant lze vyjadrit takto

i=1
Vysledna obélka je tésna, nebot v predchozim vyrazu je kazda proménna pouzita

nejvyse jednou.
O

9.2 Tridiagonalni matice

Dalsim predmétem zkouméni budou matice tridiagonalni, tedy matice tvaru

a; b
e ay b
C2
bn—l
Cp—1 (e7%

Ukazeme, ze obalku determinant nékterych tridiagondlnich matic umime spo-
¢ist v polynomidlnim ¢ase, konkrétné téch, které neobsahuji po Gaussovée eliminaci
nulu na diagonale, bohuzel vSsak pro obecné tridiagonalni matice se ndm nepoda-
rilo ukazat, zdali je to mozné v P.

Véta 15. Bud A € TR™" tridiagonalni matice, necht A’ je tatdz matice po
Gaussové eliminaci. Pak pokud pro kazdé 0 & Ay, pak jeji tésnou obalku deter-
minantu umime spocitat v P.

Dikaz. A’ mé prvky na diagonale zaddny timto rekurzivnim vzorcem:

!
A = ay,

b;_ici_;

- .
i—1,4i—1

r_
Al =a; —
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Determinant A = £[]* ; AL, podle poctu vymén radki. Navic vime, ze kazdy
prvek na diagondle A’ neobsahuje zadnou nulu, tedy vSechny tyto prvky jsou
bud kladné, nebo zaporné. Potom jen stac¢i vytknout —1 za vsSechny intervaly
obsahujici zaporna &isla (necht je jich k) a ziskdme det(A) = (—1)* [T, A,
diky ¢emuz muzeme onen produkt spocitat z definice pro nasobeni.

n n n
H Al = H Al = H a; — bi—lci—l/Ag—u—l'
i=1 i=1 i=1

Tim, ze u kazdého prvku na diagonale pouzivame pouze horni meze, zaruc¢ime,
ze je vysledna obalka tésna.
O

9.3 Toeplitzovska tridiagonalni matice

Situace se lehce zméni, dostaneme-li na vstup takzvanou tridiagonalni interva-
lovou toeplitzovskou matici, pak jeji determinant dokazeme spocitat v P nezavisle
na hodnotéch a, b a c. Coz ukazeme nize.

Definice 11. Necht mdme matici A € R™"™, kterd splnuje, Ze pro kaZdy prvek
ajj = Qi—1-1 pro i,j = 2,3...,n, pak o ni rekneme, Ze je toeplitzovskd. Bud B €
IR"™ intervalovd matice splnujici b;; = b;_1 ;_1, proi,j = 2,3...,n, pak o matici
B = {B|B € B, B je toeplizovskd} tekneme, Ze je intervalovd toeplitzovskd.

Definice nam prakticky rika, Ze na kazdé diagonale dané matice je konstatni
hodnota. Coz nam rozhodné usnadni pocitani determinanti, uz jen z toho di-
vodu, ze pokud bychom chtéli najit matici A € A takovou, aby jeji det(A) =

det(A), tak ndm staci projit nejvyse 2" moznosti, oproti obecné matici, kde jich
je potieba az o’

Lemma 16. Méjme intervalovou toeplitzovskou matici A tohoto tvaru

ab
c a b
c
b
c a

, pak jeji tésnou obdlku lze spocist v P.

Dikaz. Ze vzorce pro kontinuantu vyplyva, ze pokud zafixujeme interval a a
intervalovy souc¢in bc, vyjde nam kazdé D, jako néjaké redlné cislo. Z Edge
Theoremu 4| a jeho dusledku méame, ze stac¢i zkousSet jenom krajni meze. Dale
vime z [10], ze

ar by a; cib
C1 Q9 b2 —1 a9 Cgbg
det cy . . = det -1 . e ,
b1 T Cpmtbp
Cn—1 Qp, -1 Qn
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tedy stac¢i zkouset jen meze a, bc, ¢ili nam staci vyzkouset determinanty ¢tvero
ruznych A € A, jejichz intervalova obélka je pak rovna det(A).
O

Stejny myslenkovy pochod nas dovede k tomu, ze k vypoctu k-diagonalni
Toeplitzovské matice A je potieba spoéitat determinant 2* riiznych matic A € A.
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10. Testovani navrzenych metod

10.1 Generovani testovanych matic

Jesté nez se pustime do samotného testovani, je ur¢ité na misté zminit, jak
jsme matice pro testovani generovali. Budeme vyuzivat funkce imatrand v interva-
lovém baliku LIME pro OCTAVE, ktera dovoluje urcit velikost matice, intervalu,
hustotu matice ale také meze z nichz budou hodnoty jednotlivych prvki vybirany.

Nize pro prehlednost uvadime zjednoduseny kéd funkce, aby byly zfejmé prin-
cipy, kterymi nahodné matice generujeme.

Algoritmus 4 imatrand

function iA = imatrand (
m, n, radexp, density , midbounds)
A = full (sprand(m, n, density) > 0);

Vygeneruje ndhodnout tidkou matici s hodnotami
z rovnomérného rozdéleni intervalu (0, 1)
a hustotou matice odpovidajici hodnoté density.

Arand = randi(
(midbounds (2) — midbounds (1)) + 1,
m, n)§

Arand = Arand + midbounds(1l) — 1;

Vygeneruje matici s celoc¢iselnymi nahodnymi
hodnotami v mezich midbounds z rovnomérného
rozdéleni.

Amid = A .x Arand;

Arad = rand(m, n) .x (10 radexp);
Arad = A .x Arad;

iA = midrad (Amid, Arad);
endfunction

10.2 Implementace jednotlivych metod

Vsechny naimplementované metody se stanou soucasti baliku LIME, ale i
presto zde strucné uvedeme princip jejich fungovani a nactrneme, jak presné je
determinant pocitan.
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10.2.1 Gerschgorinovy disky

Tato metoda predpoklada na vstupu c¢tvercovou intervalovou matici, jejim
vysledkem je pak vnéjsi ob8lka determinantu dané matice. Pro jednoduchost
uvadime v pseudokodu.

Algoritmus 5 Gerschgorinovy disky

Bud A € IR™™".
fori=1,2,...ndo
r= aﬁ + 24 mag(A;;)
Ni = [AG —r, Af + 7]
end for
if Az N Aj 7é, Z,j = ]., 2, N then
A=A UA\;
end if
return [[7, A;

V baliku LIME ji lze nalézt jako idetgersch, ¢i ji 1ze zavolat pomoci funkce
idet s parametrem ,,gerschgorin®.

10.2.2 Gaussova eliminace

Algoritmus [5| jsme jen upravili pro potreby intervalového pocitani, pro jistotu
zde uvedeme upravenou verzi v pseudokdédu, aby bylo jasné, jak je determinant
pocitan.

Algoritmus 6 Gaussova eliminace

Bud A € TR™*".
1:=1,7:=1,e:=1.
while 7 < k,j < k do.
NaJdl 0 ¢ Akj; k Z i, Akj = manZi(Aij),
pokud takové neexistuje, return det := [—o0, 0o
Prohod radky A, a Ay,
if i # k then
e:=—1xe
end if
Nastav kazdé Ay, := Ay, — %Ai* pro k > 1.
Ay =0 pro k > i. ’
1:=1+1,5:=7+1.
end while
return det := e * [[}"; a;

V baliku LIME ji lze nalézt jako idetgauss, Ci ji 1ze zavolat pomoci funkce idet
s parametrem ,gauss‘.
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10.2.3 Hadamardova nerovnost

Vyuzijeme toho, ze determinant matice je mezi absolutnimi hodnotami pro-
duktu euklidovych norem radki, tato metoda ma tu vyhodu, ze je nejrychlejsi.
Staci nam jenom udélat n norem a ty mezi sebou vynasobit, nevyhodou je ne-
moznost z této metody urcit znaménko determinantu.

Algoritmus 7 Hadamardova nerovnost
Bud A € IR™",
fori:=1i<n,i:=i+1do

vi 1= || mag(As.))|
end for
return det =[]}, v;

V baliku LIME ji lze nalézt jako idethad, ¢i ji lze zavolat pomoci funkce idet
s parametrem ,hadamard®.

10.2.4 Cramerovo pravidlo

Ctvrta a posledni metoda vhodna pro vypocet intervalového determinantu
obecnych matic se opira o takzvané Cramerovo pravidlo, které se bézné pouziva
pro feseni linearnich soustav rovnic.

Algoritmus 8 Cramerovo pravidlo
Bud A € TR™*".
if n =1 then
return A
end if
Nalezni obalku mnoziny feseni x pro Az = b, kde b = ¢,
B je matice A bez prvniho sloupce a radku.
Zavolej rekurzivné tuto metodu na B, vysledek uloz do detpg
return det := detp/x; (X1 je prvni slozka x)

V baliku LIME ji 1ze nalézt jako idetcram, ¢i ji lze zavolat pomoci funkce idet
s parametrem ,cramer .

10.3 Testovaci konfigurace

Testy jsou provadény pomoci programu GNU OCTAVE 4.2.1 s intervalovym
balikem, na pristroji hp Probook 4545s, ktery méa dvoujadrovy procesor AMD
A4-4300M s frekvenci jadra 2.5 az 3.0 GHz, s operac¢ni paméti 4 GB.
10.4 Testovani plnych obecnych matic

V této sekci se zamérime na plné obecné matice, které maji stredové prvky z

intervalu [—20, 20]. Testovani bude probihat nésledovné, vygenerujeme 100 matic
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jednotné velikosti a maximéalni $itky intervalu a pak postupné budeme volat na
kazdé z nich tyto metody

o Gerschgorinovy disky;,
» Gaussova eliminace,
o Hadamardova nerovnost,
o Cramerovo pravidlo
s témito predpodminénimi
o 7adné,
o Hansenovo,
o predpodminéni inverzem stiedové matice.

Vsechny vysledky budeme porovnéavat s metodou, kdy nejprve predpodminime
matici inverzem stredové a pak na vyslednou matici pustime algoritmus Gaussovy
eliminace, metodu nazvéme ,GEI“, zaznamenéavat budeme pro kazdou metodu i
predpodminéni primeérnou relativni velikost intervalu

1 width(f(A))
T=2 width(GEI(A))’

prumérnou stiedni odchylku

1 width(f(A))  _\?

02 (width(GEI(A)) x) ’
pocet nedokoncenych, pocet neporovnatelnych a primérnou dobu trvani. Zapisem
f(A) se mysli vysledek porovnavané metody, GEI(A) znaci vysledek dany ,,GEI“,
n je pocet testovani a A jsou vygenerované matice, width(x) znaéi sifku intervalu,
tedy T — x.

Prameérna relativni velikost intervalu se spocte pomoci vestavéné funkce
mean, do niz vlozime vektor podili vysledného intervalu a intervalu, ktery jsme
spocitali pomoci igauss, stejny vektor predame i funkci std, ktera pocita stan-
dardni odchylku. Za netispésné pokusy budeme brat ty, jejichz vysledny interval
je roven specidlnimu intervalu entire. Za neporovnatelné budeme brat ty, které
sice uspéli, ale pri nichz neuspéla metoda igauss.

10.4.1 Vysledky testovani

V nasledujich tabulkach jsou uvedeny vysledky, kvili tomu, abychom Set-
rili mistem a vysledky zustali stale prehledné, jsme zapsali nazvy metod i pred-
podminéni matice heslovité, ,D* je Gerschgorinovy disky, ,GE* zase Gaussova
eliminace, ,H“ znac¢i Hadamardovu nerovnost a nakonec ,,CP“ pro Cramerovo
pravidlo. Predpodminéni jsou znacena nasledovné, nic pro zadné predpodminéni,
,H“ na konci pro Hansenovo predpodminéni, , I na konci zase pro predpodmi-
néni inverzem matice stredu.
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Dalsi kolonkou, ktera potiebuje vysvétlivku je # preziti, to je absolutni po-
cet neporovnatelnych vysledki, # selhani je pocet neispésnych pokusi. Dale
exp znac¢i maximalni sitku intervalu. NaN budeme znacit situace, kdy pocet
uspésnych porovnani byl roven nule, bud tedy selhala ,GEI“ nebo porovnavana
metoda. Cas je méfem bez piredpodmitiovani.
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n =3, exp:=107°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas

D 7.86 % 10° 4.86 % 106 0 0

DH 1.86 % 107 2.37 % 107 0 0 0.184
DI 5.5 0.947 0 0

GE 1.57 0.465 0 0

GEH 2.77 1.31 0 0 0.185
H 1.14 % 106 6.31 % 10° 0 0

HH 2.16 * 106 2.05 % 106 0 0 0.0364
HI 3.97 % 10° 3% 10° 0 0

CP 3.31 6.68 0 0

CPH 10.8 61.1 0 0 0.244
CPI 1 6.83 % 1076 0 0

Tabulka 10.1: Obecné, n := 3, exp := 107°

n = 3,exp:= 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 8.38 x 10* 4.63 % 10* 0 0
DH 1.71 % 10° 1.56 * 10° 0 0 0.166
DI 5.74 1.44 0 0
GE 1.67 0.518 0 0
GEH 2.8 1.03 0 0 0.164
H 1.2 % 10°04 5.3 % 10003 0 0
HH 2.17 %1094 1.91 % 104 0 0 0.032
HI 3.88 % 10003 2.8 % 10003 0 0
CP 2.73 3.45 1 0 0.92
CPH 5.52 6.53 2 0 ‘
CPI 1 0.00731 0 0

Tabulka 10.2: Obecné, n := 3, exp := 1073

n =3, exp:= 1071

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas

D 768 457 0 0

DH 1.51 % 10%93 1.32 % 10993 0 0 0.168
DI 5.39 1.09 0 0

GE 1.56 0.592 0 0

GEH 2.57 1.01 0 0 0-169
H 113 58.1 0 0

HH 207 165 0 0 0.0338
HI 39.5 26.4 0 0

CP 4.34 7.83 5 0

CPH 7.2 15 5 0 0.237
CPI 1.02 0.089 1 0

Tabulka 10.3: Obecné, n := 3, exp := 1071
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n =3, exp := 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas
D 79.4 57.2 0 8
DH 178 188 0 8 0.173
DI 6.73 8.14 0 8
GE 1.49 1.24 1 7
GEH 2.58 2.18 5 6 0.172
H 114 8.36 0 8
HH 21.4 24.4 0 8 0.0321
HI 5.06 4.78 0 8
CP 15.2 65.4 34 0
CPH 16.5 53.3 58 0 0-296
CPI 1.53 2.46 19 0
Tabulka 10.4: Obecné, n := 3, exp := 10°
n =5, exp:= 107"
Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas
D 1.78 108 1.71 % 108 0 0
DH 7.11 % 108 8.18 % 10° 0 0 0.317
DI 8.9 1.99 0 0
GE 3.65 1.72 0 0
GEH 8.44 4.37 0 0 0.489
H 1.58 * 10° 8.01 * 10° 0 0
HH 5.92 x 10° 6.3 * 106 0 0 0.0546
HI 1.79 * 10° 1.25 % 10° 0 0
CpP 8.62 22.1 3 0
CPH 17.8 41 0 0 0475
CPI 1 414 %1076 0 0
Tabulka 10.5: Obecné, n := 5, exp := 107°
n:=>5,exp:= 1073
Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas
D 1.53 % 10° 1.42 % 10° 0 0
DH 8.38 x 10° 1.09 * 107 0 0 0.302
DI 8.71 1.67 0 0
GE 3.55 1.62 0 0 0.48
GEH 8.25 4.55 0 0 ’
H 1.44 * 10* 7.92 x 10° 0 0
HH 4.99 x 104 4.65 x 104 0 0 0.0509
HI 1.84 % 103 1.18 x 103 0 0
CcP 7.44 12.5 4 0 0.46
CPH 24.5 82.1 0 0 ’
CPI 1 0.00105 0 0

Tabulka 10.6: Obecné, n := 5, exp := 1073



n =5, exp:= 1071

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas

D 1.76 % 104 2.19 % 10* 0 4

DH 9.05 % 104 1.38 % 10° 0 4 0.281
DI 15.4 22.2 0 4

GE 4.71 7.85 0 4

GEH 12.1 19.1 1 4 0.432
H 170 198 0 4

HH 531 617 0 4 0.0469
HI 26.3 45 0 4

CP 6.8 10.2 23 0

CPH 084 7.97 % 103 32 0 0.459
CPI 1.33 1.55 7 0

Tabulka 10.7: Obecné, n := 5, exp := 107!

n:=>5,exp:= 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti  cas

D 1.07 * 103 1.1%103 0 19

DH 7.35 % 103 1.22 % 10* 0 19 0.274
DI 32.5 49.6 0 19

GE 2.23 5.82 16 12

GEH 270 954 42 5 0-414
H 11.8 13.6 0 19

HH 48 69.7 0 19 0.0455
HI 2.79 3.89 0 19

CP 105 276 82 0

CPH 496 0 99 0 0477
CPI 1.55 1.78 45 0

Tabulka 10.8: Obecné, n := 5, exp := 10°

n =10, exp := 107°

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 2.37 % 1012 3.02 % 1012 0 0
DH 4.46 % 10 1.44 % 10 0 0 0.619
DI 19 3.96 0 0
GE 51.3 40.1 0 0 105
GEH 239 204 0 0 '
H 7.68 x 10° 5.07 * 10° 0 0
HH 3.3 %108 4.64 % 108 0 0 0.128
HI 6.37 * 104 3.63 % 10* 0 0
CP 44.1 166 1 0 104
CPH 112 416 0 0 '
CPI 1 9.96 % 1075 0 0

Tabulka 10.9: Obecné, n := 10, exp := 107°
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n =10, exp := 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 2.94 % 1010 4.28 x 100 0 1
DH 3.94 % 1012 7.01 % 1012 0 1 0.603
DI 24.4 25.7 0 1
GE 80.2 143 0 1 1.87
GEH 226 1*103 1 1 '
H 1.09 % 10° 1.2 %10° 0 1
HH 4.62 * 10° 6.65 * 10° 0 1 0.121
HI 944 1.62 % 10° 0 1
CPp 23 42 3 0
CPH 134 661 4 0 0-989
CPI 1.33 1.59 1 0

Tabulka 10.10: Obecné, n := 10, exp := 1073

n =10, exp := 107!

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 1.59 % 108 1.73 % 108 0 4
DH 9.83 % 1010 4.6 % 101! 0 4 0.646
DI 3.88 x 103 3.15 % 104 0 4
GE 3.51 % 103 1.44 % 10% 77 0 199
GEH NaN NaN 100 0 ‘
H 864 1.35 % 103 0 4
HH 4.79 x 104 1.46 % 10° 0 4 0.132
HI 13 34.6 0 4
CP 39.9 71.3 53 0 119
CPH 1.03 % 103 875 97 0 ‘
CPI 1.62 3.08 8 0

Tabulka 10.11: Obecné, n := 10, exp := 107!

n =10, exp := 10°

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 1.38 % 10° 2.66 x 10° 0 78
DH 4.98 x 10% 1.19 % 10° 0 78 0.569
DI 1.37 % 103 4.4 %103 0 78
GE NaN NaN 100 0 1.45
GEH NaN NaN 100 0 '
H 6.63 12.8 0 78
HH 489 1.22 % 10° 0 78 0.112
HI 0.385 0.74 0 78
CP NaN NaN 100 0 0.697
CPH NaN NaN 100 0 '
CPI 0.431 0.746 97 0

Tabulka 10.12: Obecné, n := 10, exp := 10°
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n = 15,exp := 107°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 1.54 % 10" 2.33 %107 0 0
DH 8.58 x 102! 5.87 x 10?2 0 0 0.805
DI 31 6.7 0 0
GE 919 676 0 0 377
GEH 8.3 x10° 7.23 % 103 1 0 ’
H 8.12 % 107 9.47 % 10° 0 0
HH 1.12 % 10 2.66 % 10! 0 0 0.213
HI 3.17 % 10* 1.96 * 10* 0 0
CP 23.7 30 1 0 1.34
CPH 123 181 1 0 ’
CPI 1 2.68e — 005 0 0
Tabulka 10.13: Obecné, n := 15, exp := 107
n = 15,exp := 1073
Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 1.94 % 10 3.07 % 10" 0 0
DH 31210  8.56 % 10" 0 0 0.813
DI 33.3 19.4 0 0
GE 2.33 % 10* 1.52 % 10° 29 0 3.79
GEH 1.75 % 10° 2.54 % 10° 94 0 ’
H 8.91 % 10° 7.95 % 10° 0 0
HH 1.13 % 10? 2.02 * 10° 0 0 0.213
HI 282 188 0 0
CpP 28.2 55.4 3 0 137
CPH 89.8 134 8 0 ’
CPI 1 0.00144 0 0
Tabulka 10.14: Obecné, n := 15, exp := 1073
n = 15,exp:= 107!
Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 1.27 % 10%3 3.5 % 10 0 10
DH 1.89 * 10'7 5.01 % 1017 0 10 0.777
DI 1.66 * 106 9.66 * 10° 0 10
GE NaN NaN 100 0 318
GEH NaN NaN 100 0 ’
H 5.2 % 10° 5.63 x 10° 0 10
HH 8.01 % 106 1.39 % 107 0 10 0.211
HI 6.2 8.21 0 10
CP 3.74 % 10° 1.36  10* 76 0 134
CPH NaN NaN 100 0 ’
CPI 1.42 1.73 15 0

Tabulka 10.15: Obecné, n := 15, exp := 1071



n = 15, exp := 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D NaN NaN 0 100
DH NaN NaN 0 100 0.801
DI NaN NaN 0 100
GE NaN NaN 100 0 9.4
GEH NaN NaN 100 0 ’
H NaN NaN 0 100
HH NaN NaN 0 100 0.214
HI NaN NaN 0 100
CP NaN NaN 100 0 0.708
CPH NaN NaN 100 0 )
CPI NaN NaN 100 0
Tabulka 10.16: Obecné, n := 15, exp := 10°
n = 20, exp := 107°
Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 2.74 % 10?2 7.83 x 10?2 0 0
DH 811 %10%  2.33%10% 0 0 1.04
DI 41.9 9.01 0 0
GE 1.25 % 10° 6.05 * 10° 9 0 6.69
GEH 4.57 % 10° 1.48 % 107 72 0 ’
H 5.85 x 10° 5.81 % 108 0 0
HH 3.98 x 1013 8.96 x 1013 0 0 0.355
HI 2.03 x 10* 1.21 % 10* 0 0
CP 50.9 95.5 1 0 1.82
CPH 187 289 0 0 ’
CPI 1 6.3 % 107° 0 0
Tabulka 10.17: Obecné, n := 20, exp := 107
n = 20,exp := 1073
Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 2.69 x 10%° 8.2 x 10?0 0 0
DH 2.89 x 10%6 7.69 x 1026 0 0 1.08
DI 1.04 * 103 7.21 % 103 0 0
GE NaN NaN 100 0 6.48
GEH NaN NaN 100 0 ’
H 6.65 * 10° 8.4 % 10° 0 0
HH 3.98 x 10! 1.01 % 1012 0 0 0.351
HI 176 133 0 0
CcP 43.2 108 2 0 1.83
CPH 506 1.39 * 103 28 0 ’
CPI 1 0.00637 0 0

Tabulka 10.18: Obecné, n := 20, exp := 1073
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n = 20,exp := 107!

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 1.3 %10" 4.02 % 108 0 23
DH 3.41 % 10* 1.35 % 10% 0 23 1.06
DI 3.77 % 10° 3.29 % 100 0 23
GE NaN NaN 100 0 193
GEH NaN NaN 100 0 '
H 3.19 % 10* 4.01 % 10% 0 23
HH 2.54 % 10° 5.41 % 10° 0 23 0.356
HI 4.81 8.07 0 23
CPp 0 0 99 0 155
CPH NaN NaN 100 0 '
CPI 1.72 2.73 28 0

Tabulka 10.19: Obecné, n := 20, exp := 107}

n = 20, exp := 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D NaN NaN 0 100
DH NaN NaN 0 100 1.06
DI NaN NaN 0 100
GE NaN NaN 100 0 363
GEH NaN NaN 100 0 '
H NaN NaN 0 100
HH NaN NaN 0 100 0.348
HI NaN NaN 0 100
CP NaN NaN 100 0 0.738
CPH NaN NaN 100 0 '
CPI NaN NaN 100 0

Tabulka 10.20: Obecné, n := 20, exp := 10°

n =25, exp := 107°

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 1.06 * 1028 2.48 x 1078 0 0
DH 2.03 % 1037 1.01 % 1038 0 0 1.32
DI 54 10.8 0 0
GE 1.18 % 10° 9.31 % 10° 97 0 10.3
GEH NaN NaN 100 0 '
H 7.46 % 10° 1.16 * 1010 0 0
HH 5.01 % 106 1.85 % 107 0 0 0.523
HI 1.51 % 104 9.01 % 10° 0 0
CP 70.2 163 1 0 299
CPH 800 2.73 % 103 0 0 '
CPI 1 2.13%107° 0 0

Tabulka 10.21: Obecné, n := 25, exp := 107
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n = 25, exp = 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 7.36 x 10%° 1.59 % 10%° 0 1
DH 1.83 % 10 1% 103 0 1 1.33
DI 3.27 % 108 3.25 % 10° 0 1
GE NaN NaN 100 0 931
GEH NaN NaN 100 0 '
H 6.73 % 107 9.76 * 107 0 1
HH 4.13 * 101 9.03 * 10 0 1 0.538
HI 212 319 0 1
CPp 90.9 181 12 0 9 36
CPH 3.13 % 103 1.76 * 10* 33 0 '
CPI 1.53 2.22 2 0

Tabulka 10.22: Obecné, n := 25, exp := 1073

n = 25,exp := 107!

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D 2.84 % 10 7.35 % 103 0 33
DH 2.81 % 1032 8.89 x 1032 0 33 1.45
DI 5.81 % 1010 3.05 x 101! 0 33
GE NaN NaN 100 0 - 17
GEH NaN NaN 100 0 ‘
H 2.82 % 10° 8.65 * 10° 0 33
HH 1.47 % 102 3.04 * 10'2 0 33 0.565
HI 5.06 15.5 0 33
CP NaN NaN 100 0 171
CPH NaN NaN 100 0 ‘
CPI 1.94 5.86 40 0

Tabulka 10.23: Obecné, n := 25, exp := 107!

n = 25, exp := 10°

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas

D NaN NaN 0 100
DH NaN NaN 0 100 1.37
DI NaN NaN 0 100
GE NaN NaN 100 0 499
GEH NaN NaN 100 0 '
H NaN NaN 0 100
HH NaN NaN 0 100 0.577
HI NaN NaN 0 100
CP NaN NaN 100 0 0.99
CPH NaN NaN 100 0 '
CPI NaN NaN 100 0

Tabulka 10.24: Obecné, n := 25, exp := 10°
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n = 30,exp := 1077

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
D 3.53e +033  8.14e + 033 0 0
DH 1.57e + 046  9.65e + 046 0 0 1.62
DI 63.8 12.7 0 0
GE NaN NaN 100 0 14.8
GEH NaN NaN 100 0 ’
H 7e + 010 1.08e + 011 0 0
HH 2.88e + 019 6.4e + 019 0 0 0.78
HI 1.13e + 004  6.97e + 003 0 0
CP 72.2 88.1 2 0 303
CPH 667 1.28¢ + 003 4 0 )
CPI 1 1.06e — 005 0 0
Tabulka 10.25: Obecné, n := 30, exp := 107
n = 30, exp := 1073
Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 3.41le+031  5.87e+ 031 0 1
DH 4.29e + 043  3.09e + 044 0 1 1.6
DI 7.57e +009  7.53e + 010 0 1
GE NaN NaN 100 0 12.1
GEH NaN NaN 100 0 '
H 7.48¢ + 008  9.05e 4 008 0 1
HH 2.75e + 017  4.96e + 017 0 1 0.765
HI 152 210 0 1
CP 102 205 12 0 3
CPH  2.35e+004 1.07e+ 005 58 0
CPI 1.55 3.39 2 0
Tabulka 10.26: Obecné, n := 30, exp := 1073
n = 30,exp := 107!
Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
D 4.55e + 028  9.32e + 028 0 46
DH 3.43e +039  7.29¢ 4 039 0 46 1.6
DI 1.58¢ + 013  8.41e+ 013 0 46
GE NaN NaN 100 0 8.46
GEH NaN NaN 100 0 ’
H le + 006 1.74e + 006 0 46
HH 9.12e + 014  2.84e + 015 0 46 0.747
HI 1.48 2.83 0 46
CP NaN NaN 100 0 1.83
CPH NaN NaN 100 0 ’
CPI 0.856 1.66 54 0

Tabulka 10.27: Obecné, n := 30, exp := 1071
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n = 40, exp := 1075

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
D 2.98¢ + 045  9.95e¢ + 045 0 0
DH 1.52e + 064  1.24e + 065 0 0 2.06
DI 87.5 15.6 0 0
GE NaN NaN 100 0 997
GEH NaN NaN 100 0 ’
H 6.4e + 012 8.92e + 012 0 0
HH 7.69¢ + 025  1.88e + 026 0 0 1.3
HI 7.85e + 003  4.63e 4 003 0 0
CPp 184 594 2 0 308
CPH 979 1.22e 4+ 003 2 0 )
CPI 1 2.64e — 005 0 0
Tabulka 10.28: Obecné, n := 40, exp := 107
n =40, exp := 1073
Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
D 2.77e + 043  7.96e + 043 0 1
DH 4.01e + 061 2.2e 4+ 062 0 1 2.06
DI 6.19¢ + 014  5.85¢ + 015 0 1
GE NaN NaN 100 0 18.1
GEH NaN NaN 100 0 ’
H 8.04e +010  1.15e¢ 4+ 011 0 1
HH 9.96e + 023 2.9¢e + 024 0 1 1.29
HI 116 272 0 1
CP 477 1.79e 4+ 003 29 0 495
CPH 1.7e + 007 3.64e + 007 94 0 '
CPI 1.47 2.73 1 0
Tabulka 10.29: Obecné, n := 40, exp := 1073
n =40, exp := 107!
Metoda Rel. prumér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
D 7.86e + 039 2.7e 4 040 0 74
DH 1.44e + 056  6.64e + 056 0 74 2.13
DI 4.45e + 019  2.27e¢ + 020 0 74
GE NaN NaN 100 0 121
GEH NaN NaN 100 0 ’
H 2.87e + 007  6.55e + 007 0 74
HH 7.49e+ 019  1.77e 4 020 0 74 1.29
HI 0.675 1.55 0 74
CP NaN NaN 100 0 9 35
CPH NaN NaN 100 0 '
CPI 0.574 1.12 89 0

Tabulka 10.30: Obecné, n := 40, exp := 1071
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7 tabulek mtuzeme ucinit nékolik zavéri. Za prvé, mezi nejlepsi metody patii
,GEI“ a ,,CPI“. Metoda zalozena na Cramerové pravidle je vhodnéjsi pro matice
se Sirsfmi intervaly, napiiklad u intervalt siitky 107! a n > 30. Za druhé, je
také patrné to, ze pri veétsich sirkach intervalii obé zacnou selhavat, oproti treba
metodam zalozenym na Gerschgorinovych discich nebo Hadamardoveé nerovnosti,
které neselhavaji.

Pokud budeme vychazet z téchto tabulek, tak doporucujeme determinant
obecné intervalové matice zkusit poc¢itat pomoci ,GEI“, pak pomoci ,,CPI*“ a
pokud selzou, tak se uchylit k ,,DI“, ktera sice dava sirsi intervaly, ale pfi testo-
vani vzdy uspéla.

10.5 Testovani plnych symetrickych matic

V této sekci se pro zménu zamérime na plné symetrické matice, které maji
stfedové prvky z intervalu [—20, 20]. Testovani bude probihat podobné, vygene-
rujeme 100 matic jednotné velikosti a maximalni sitky intervalu a pak postupné
budeme volat na kazdé z nich tyto metody

« Gaussova eliminace s predpodminénim inverzem sttedu (,,GEI*),
« Cramerovo pravidlo s pfedpominénim inverzem stfedu (,,CPI“).
o Pomoci odhadu vlastnich éisel (,,Sym*).

Metody jsou vybrany takto, nebot v predchozich testech na tom byly nejlépe,
co se tycCe tésnosti odhadt. Vsechny vysledky budeme porovnavat s metodou
,GEI“, zaznamename opét pro kazdou metodu relativni velikost intervalu, pri-
meérnou stredni odchylku, pocet nedokonceny, pocet neporovnatelnych a konecné
primérnou dobu trvani bez predpodminéni. Metoda ,Sym*“ je zalozena na od-
hadech vlastnich cisel pro intervalové symetrické matice predstavenych v Sesté
kapitole.

Primeérnou tésnost, i standartnich odchylku budeme pocitat stejné jako v
predchozim pripadé, stejné budou zaznamenavany i dalsi parametry. Nakonec
nase vysledky zapiseme do tabulek a jejich vysledky jesté slovné okomentujeme.

10.5.1 Vysledky testovani

n =5, exp:= 1077
Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
CPI 4.39 18 4 0 0.551
Sym 0.662 0.231 0 0 6.74

Tabulka 10.31: Symetrické, n := 5, exp := 107
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n =5, exp:= 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI 1.49 1.78 3 0 0.48
Sym 0.666 0.253 0 0 5.32

Tabulka 10.32: Symetrické, n := 5, exp := 1073
n:=5,exp:= 1071

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti Cas
CPI 1.43 2.15 13 0 0.429
Sym 0.674 0.214 0 0 4.52

Tabulka 10.33: Symetrické, n := 5, exp := 1071
n:=>5,exp:= 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI 17.2 52.8 66 1 0.451
Sym 0.859 1.71 0 16 4.39

Tabulka 10.34: Symetrické, n := 5, exp := 10°
n =10, exp := 107°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI 0.705 2.86 1 0 0.834
Sym 0.0722 0.0451 0 0 10.8

Tabulka 10.35: Symetrické, n := 10, exp := 107°
n =10, exp := 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhdni # preziti cas
CPI 0.534 1.37 3 0 0.839
Sym 0.0757 0.0448 0 0 10.7

Tabulka 10.36: Symetrické, n := 10, exp := 1073
n =10, exp := 107}

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI 0.368 1.25 39 45 1.08
Sym 0.00652 0.0131 0 70 13.5

Tabulka 10.37: Symetrické, n := 10, exp := 10~}
n =10, exp := 10°

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
CPI NaN NaN 100 0 0.843
Sym NaN NaN 0 100 13.3

Tabulka 10.38: Symetrické, n := 10, exp := 10°
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n = 15,exp := 107°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI 0.0455 0.159 0 0 1.46
Sym 0.0049 0.00324 0 0 21.5

Tabulka 10.39: Symetrické, n := 15, exp := 107°
n:= 15, exp := 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI 0.0536 0.171 3 24 1.26
Sym 0.00866 0.0217 0 24 194

Tabulka 10.40: Symetrické, n := 15, exp := 1073
n =15, exp := 1071

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI NaN NaN 76 24 1.27
Sym NaN NaN 0 100 19.1

Tabulka 10.41: Symetrické, n := 15, exp := 1071
n =15, exp := 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI NaN NaN 100 0 0.784
Sym NaN NaN 0 100 19.3

Tabulka 10.42: Symetrické, n := 15, exp := 10°
n = 20, exp := 1075

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhdani # preziti cas
CPI 0.0155 0.0799 4 1 1.75
Sym 0.00157 0.00999 0 1 30.7

Tabulka 10.43: Symetrické, n := 20, exp := 107°
n =20, exp := 1073

Metoda Rel. prumér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI NaN NaN 5 95 1.81
Sym NaN NaN 0 100 30.9

Tabulka 10.44: Symetrické, n := 20, exp := 1073
n = 20,exp := 107"

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI NaN NaN 88 12 1.74
Sym NaN NaN 0 100 30.8

Tabulka 10.45: Symetrické, n := 20, exp := 107!
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n = 20, exp := 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka +# selhdni # preziti cas
CPI NaN NaN 100 0 0.856
Sym NaN NaN 0 100 30.7

Tabulka 10.46: Symetrické, n := 20, exp := 10°
n = 25, exp := 1075

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI € € 2 89 2.22
Sym € € 0 90 46.4

Tabulka 10.47: Symetrické, n := 25, exp := 107°
n =25, exp := 1073

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI NaN NaN 4 96 2.28
Sym NaN NaN 0 100 46.4

Tabulka 10.48: Symetrické, n := 25, exp := 1073
n =25, exp := 1071

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhani # preziti cas
CPI NaN NaN 100 0 1.77
Sym NaN NaN 0 100 46.5

Tabulka 10.49: Symetrické, n := 25, exp := 107!
n =25, exp := 10°

Metoda Rel. primér Rel. odchylka # selhdni # preziti cas
CPI NaN NaN 100 0 1.06
Sym NaN NaN 0 100 48.4

Pro informaci NaN jsou opét znaceny vysledky, kdy se nepodarilo ani jeden
vysledek porovnat, bud kvili selhdni porovnavané metody, nebo ,,GEI“, ¢ znaci
hodnotu blizkou nule. Z tabulek se doc¢teme dvé zasadni informace, nejprve je
ziejmé, ze metoda ,,Sym* vzdy dobéhla, navic méla primérné o dost lepsi vy-
sledky nez ,,GEI“. Dalsim zajimavym jevem pozorovatelnym v tabulkach je, ze
metoda ,,CPI“, ktera byla v predchozim testu o néco horsi, co se tyce priumérnych
sitek intervalu, funguje na symetrickych maticich mnohem lépe. Z tohoto divodu
bychom doporucili pocitat determinant symetrickych matic pomoci odhadi vlast-
nich ¢isel, pokud neni potreba ziskat vysledky rychle. V opa¢ném pripadé bychom

Tabulka 10.50: Symetrické, n := 25, exp := 10°

doporucili ,,CPI“, ktera je priumérné o dost rychle;jsi.
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Z.aver

V této praci jsme uvedli detailni prehled toho, jak lze odhadovat determinanty
intervalovych matic. Nejprve jsme rozebrali rizné typy predpodminéni, které,
jak se ukazalo v testech, maji vliv na konecny vysledek. Pak jsme predstavili
zobecnénou Gaussovu eliminaci a ukazali, jak pomoci ni pocitat determinant. V
pozdéjsich kapitolach jsme se zminili o odhadech determinantu pomoci vlastnich
c¢isel a euklidovy normy tadki. Nakonec jsme i predvedli, jak lze pro vypocet
determinantu upravit takzvané Cramerovo pravidlo.

Vyse uvedené metody jsme implentovali v intervalovém baliku LIME pro
OCTAVE. Tento balik obsahuje metody pro praci s intervalovymi maticemi, jak
pro vypocet determinantu, vlastnich ¢isel, tak i pro feseni intervalovych linearnich
soustav.

Krom popisu metod, jsme do prace pridali jesté povidani o intervalové arit-
metice a o slozitosti vypoctu presné intervalové obdlky, déle jsme se zminili o
tom, ze ona obalka tvori kompaktni mnozinu, tedy pro kazdé ¢islo z ni, existuje
matice s takovym determinantem. Nakonec jsme ukézali pro¢ je pravdépodobné
nemozné (za predpokladu P # coNP) ji aproximovat s relativni chybou lepsi nez
1 1 s libovolné velkou absolutni chybou.

10.6 Kam dal?

V této sekci nastinime kudy by se mohl ubirat dalsi pripadny vyzkum této
problematiky. Jednim z témat, kterému jsme se vyhnuli, je poc¢itani vnitinich mezi
a vyuziti téchto vypocti. Bylo by zajimavé navrhnout néjaky (i randomizovany)
algoritmus, ktery by pocital vnitini meze determinantu. Tyto vysledky by tieba
mohly slouzit k potvrzeni singularity matice.

Dalsi zajimavou otazkou, na niz jsme nedokéazali odpovédét, je zdali spoci-
tani presné obalky determinantu intervalovych tridiagonalnich matice patii do
P, ¢i nikoliv. Pokud by se ukézalo, ze opravdu v P lezi, tak se domnivame, ze
tento vysledek by se mohl vyuzit pri feseni otevieného problému ohledné reSeni
intervalovych tridiagonalnich soustav, o némz se také nevi, zdali v P lezi.

Existuje celd fada matic se specialni strukturou s nimiz se ¢lovék miize v praxi
setkat, takze dalsim predmétem vyzkumu by mohly byt pravé tyto matice. Do
této sekce bychom zaradili i odhady determinant fidkych matic, které by pro
nekteré specializované algoritmy mohly vychéazet 1épe, nez metody uvedené zde.

Vypocet tésné obalky je podle naivniho algoritmu, ktery probird vsechny moz-
nosti v case O(2""), obéas se u nékterych podobné slozitych algoritmi povede
snizit tento odhad alespon o jeden exponent, tedy na O(2"). Pfirozené by nas
zajimalo, zdali je takové snizeni ¢asové slozitosti mozné i v tomto pripadé.

43



Seznam pouzité literatury

1]
2]

[3]

[10]

[11]

[12]

[13]

Kenneth O. May. Who killed determinants?, 1965.

I Kay and HE Moses. Reflectionless transmission through dielectrics and
scattering potentials. Journal of Applied Physics, 27(12):1503-1508, 1956.

Ryogo Hirota. Exact solution of the korteweg—de vries equation for multiple
collisions of solitons. Physical Review Letters, 27(18):1192, 1971.

PR Vein. A short survey of some recent applications of determinants. Linear
Algebra and its Applications, 42:287-297, 1982.

LR Shenton. A determinantal expansion for a class of definite integral.
Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 10(3):134-140, 1956.

Gilbert Strang. Linear algebra and its applications. Thomson, Brooks/Cole,
Belmont, CA, 2006.

Lyle B Smith. Interval arithmetic determinant evaluation and its use in
testing for a chebyshev system. Communications of the ACM, 12(2):89-93,
1969.

Jirt Rohn. A handbook of results on interval linear problems, 2005.

Jaroslav Horacek, Milan Hladik, and Michal Cerny. Interval linear alge-
bra and computational complexity. In International Conference on Matrix
Analysis and its Applications, pages 37—66. Springer, 2015.

Gotz Alefeld and Jurgen Herzberger. Introduction to interval computation.
Academic press, 2012.

AV Arkhangel’skii and Vitaly V Fedorchuk. The basic concepts and con-
structions of general topology. In General Topology I, pages 1-90. Springer,
1990.

Jiri Rohn and G Rex. Checking properties of interval matrices. Technical
report, Technical Report 686, Institute of Computer Science, Academy of
Sciences of the Czech Republic, Prague, 1996.

Takeshi Ogita. Accurate and verified numerical computation of the matrix
determinant. International Journal of Reliability and Safety, 6(1-3):242-254,
2011.

Nikolay Stoyanov Kaleyski. FEigenvalues of symmetric interval matrices.
2014.

Milan Hladik, David Daney, and Elias Tsigaridas. Bounds on real eigenvalues
and singular values of interval matrices. SIAM Journal on Matrix Analysis
and Applications, 31(4):2116-2129, 2010.

Thomas Muir. A treatise on the theory of determinants: with graduated sets
of exercises for use in colleges and schools. Macmillan and Company, 1882.

44



Seznam tabulek

10.1 Obecné, n:=3,exp:= 107" . . . . . . . . . ... ... ... ... 29
10.2 Obecné, n:=3,exp:=1073 . . . . . . . . ... ... ... .... 29
10.3 Obecné, n:=3,exp:= 107" . . . . . . .. ... ... .. ... .. 29
10.4 Obecné, n:=3,exp:=10° . . . . . . . .. ... ... ... ... 30
10.5 Obecné, n:=5,exp =107 . . . . . . . . .. .. ... ... ... 30
10.6 Obecné, n:=5,exp:= 1077 . . . . . . . . .. ... ... .. ... 30
10.7 Obecné, n:=5,exp:=10"" . . . . . . . . ... ... ... .... 31
10.8 Obecné, n:=5,exp:=10° . . . . . . . . ... .. ... ... ... 31
10.9 Obecné, n:=10,exp:=1077. . . . . . . . . . ... .. ... ... 31
10.100becné, n := 10,exp:= 1077 . . . . . . . . ... ... ... ... 32
10.110becné, n := 10, exp := 10~ . . . . . . . . . . . ... ... ... 32
10.120becné, n := 10,exp :=10% . . . . . . ... ... 32
10.130becné, n :=15,exp:= 107> . . . . . . . . . .. ... .. ... .. 33
10.140becné, n := 15, exp:= 1077 . . . . . . . . . ... ... ... ... 33
10.150becné, n := 15, exp =10~ . . . . . . . . .. ... ... ... .. 33
10.160becné, n := 15, exp :=10% . . . . . . . ... ... ... ... 34
10.170becné, n :=20,exp := 107" . . . . . . . ... .. ... ... 34
10.180becné, n :=20,exp:= 1077 . . . . . . . ... ... ... .. 34
10.190becné, n :=20,exp:= 10" . . . . . . . . ... ... ... 35
10.200becné, n := 20, exp :=10° . . . . . . . ... ... ... ... 35
10.210becné, n =25, exp:= 107" . . . . . . . .. ... ... ... 35
10.220becné, n =25, exp := 1077 . . . . . . ... ... ... 36
10.230becné, n :=25,exp:=10"". . . . . . . ... ... ... ... .. 36
10.240becné, n :=25,exp:= 10" . . . . . . .. ... ... 36
10.250becné, n := 30, exp :=10""|. . . . . . . . .. ... ... ... .. 37
10.260becné, n =30, exp :=10"". . . . . . . ... ... ... .. ... 37
10.270becné, n = 30,exp := 1074 . . . . . . ... ... ... 37
10.280becné, n :=40,exp:=10"". . . . . . . ... ... ... ... .. 38
10.290becné, n :=40,exp:=1077. . . . . . . . .. ... ... .. 38
10.300becné, n :=40,exp:= 104 . . . . . . .. ... ... ... 38
10.31Symetrické, n :==5,exp =10~ . . . . . ... ... ... .. 39
10.32Symetrické, n := 5. exp:=107° . . . . . .. ... ... .. 40
10.33Symetrické, n := 5. exp:=10~1Y . . . . ... ... 40
10.34Symetrické, n := 5, exp:=10% . . . . . . ... ... ... 40
10.35Symetrické, n := 10,exp := 107" . . . . . . . . .. ... ... ... 40
10.36Symetrické, n := 10,exp := 1077 . . . . . . . . ... ... ... 40
10.37Symetrické, n := 10,exp =107 . . . . . . ... ... 40
10.38Symetrické, n := 10,exp := 10" . . . . . ... ... ... 40
10.39Symetrické, n := 15, exp:=107"|. . . . . . . ... ... ... ... 41
10.40Symetrické, n := 15, exp:= 1077 . . . . . . . ... .. ... ... 41
10.41Symetrické, n := 15, exp =107 . . . . . . . . ... ... .. 41
10.42Symetrické, n := 15, exp := 10" . . . . .. ... ... 41
10.43Symetrické, n := 20,exp: =107 . . . . . . . ... ... ... ... 41
10.44Symetrické, n := 20,exp:= 107" . . . . . . ... ... ... .. 41
10.45Symetrické, n := 20,exp:= 10" . . . . . . ... ... ... 41




10.46Symetrické, n := 20,exp :=10° . . . . .. ... ...
10.47Symetrické, n := 25, exp == 107" . . . . . . .. ... ... ..
10.48Symetrické, n := 25, exp == 1077 . . . . . . ... ... ...
10.49Symetrické, n := 25, exp:= 1071 . . . . . ... ...
10.50Symetrické, n := 25, exp:=10% . . . . ... ... ...

46



	Úvod
	Idea a cíl této práce

	Intervalový počet
	Intervalová aritmetika
	Intervalová lineární algebra

	Intervalový determinant
	Předpodmínění intervalové matice
	Hansenova metoda
	Přenásobení inverzem středu
	Rumpova metoda

	LDL rozklad
	Náhodná perturbace

	Gaussova eliminace
	Elementární úpravy a determinant
	Natahování intervalů

	Vlastní čísla a determinanty
	Hadamardova nerovnost
	Cramerovo pravidlo
	n-diagonální matice
	Bi a diagonální matice
	Tridiagonální matice
	Toeplitzovská tridiagonální matice

	Testování navržených metod
	Generování testovaných matic
	Implementace jednotlivých metod
	Gerschgorinovy disky
	Gaussova eliminace
	Hadamardova nerovnost
	Cramerovo pravidlo

	Testovací konfigurace
	Testování plných obecných matic
	Výsledky testování

	Testování plných symetrických matic
	Výsledky testování


	Závěr
	Kam dál?

	Seznam použité literatury
	Seznam tabulek

