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Úvod

Téma této práce je na pomezí matematické logiky a algebry. Jak je vidìt z
pùvodního èlánku W. Szmielew dokonce ani k jeho dùkazu není tøeba znalostí jak
z logiky tak algebry. Tento pøístup, kdy jsou ve¹keré nástroje zavedeny a popsány
na zaèátku èlánku s sebou ov¹em nese dlouhé pasá¾e technických lemmat. V této
práci bude vyu¾ito postupù z teorie modulù, díky nim¾ bude cesta k cíly rychlej¹í
a elegantnìj¹í.

Dále nastíním prùbìh dùkazu.
Z podkapitoly 1.2 bude zøejmé, ¾e pro nalezení rozhodovacího postupu pro

teorii abelovských grup T(AG) staèí najít efektivní postup jak urèit, je-li daná
formule ϕ konzistentní s teorií T(AG). Tedy ná¹ problém: "Je ϕ platná v ka¾dém
modelu teorie T(AG)?"se redukuje na problém: "Existuje model teorie T(AG) ta-
kový, ¾e v nìm platí ϕ?"V kapitole 4 uká¾eme, ¾e existuje mno¾ina S abelovských
grup taková, ¾e ka¾dá T(AG)-konzistentní formule platí v nìjaké grupì z S a ¾e
mno¾ina S je algoritmicky oèíslovatelná pøirozenými èísly (rekurzivnì spoèetná).
Z existence této mno¾iny u¾ relativnì snadno vyvodíme rozhodnutelnost T(AG).

K nalezení mno¾iny S z pøedchozího odstavce se pøesuneme do teorie modulù,
kde doká¾eme, ¾e ka¾dý modul je elementárnì ekvivalentní diretktní sumì

⊕
Mi

nerozlo¾itelných èistì injektivních modulù, kde se kopie ka¾dého sèítance vysky-
tuje nejvý¹e spoèetnìkrát. A dále, ¾e nad Dedekindovským okruhem R (tedy i
nad Z, jinými slovy v abelovských grupách) jsou nerozlo¾itelné èistì injektivní (a¾
na isomor�smus) jen moduly R/P n, Q, Q/R(P ) a R(P ), kde P je maximální ideál
R, R(P ) je lokalizace okruhu v P , Q je podílové tìleso R, R je uzávìr vzhledem
k urèité topologii. Tyto výsledky jsou nejnároènìj¹í z celé práce. Abychom se k
nim dostali, uká¾eme, ¾e ka¾dá formule je v teorii modulù elementárnì ekviva-
lentní booleovské kombinaci formulí urèitého pomìrnì jednoduchého tvaru tzv.
pp-formulí a dùsledkù tohoto. Odkud budeme pokraèovat zkoumáním èistì injek-
tivních modulù.

S tìmito výsledky pøejdeme do teorie abelovských grup, kde uká¾eme, ¾e vý¹e
popsané direktní sumy

⊕
Mi jsou v teorii abelovských grup axiomatizovatelné

pomocí sentencí ze spoèetné mno¾iny Szmielew invariantních sentencí, které pøed-
stavíme pozdìji. Odsud pomocí (z logiky známé) Vìty o kompaktnosti vyvodíme,
¾e se dále mù¾eme omezit pouze na ty direktní sumy

⊕
M ‘i, kde se vyskytuje

pouze koneènì mnoho rùzných grup a ka¾dá z nich pouze v koneènì mnoha kopi-
ích. Poté si pomocí jednoduchých pozorování uvìdomíme, ¾e mno¾ina direktních
sum

⊕
M ‘i u¾ je rekurzivnì spoèetná a budeme moci dokázat rozhodnutelnost

T(AG).
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1. Logika prvního øádu a teorie
modelù

Tato kapitola je spí¹e pøehledová. Bude zde uvedena pouze minimální sada
nástrojù potøebných k dosa¾ení na¹eho cíle (vyjma tìch základních). Budeme se
spí¹e sna¾it o pochopení uvedených pojmù, ne¾ o jejich rigorózní výklad, pro ten
budou uvedeny odkazy do literatury.

Od ètenáøe se oèekává znalost základù práce s moduly, grupami, modely a zá-
klady logiky prvního øádu. Pro pøípadné doplnìní znalostí zde neuvedených bych
odkázal na literaturu. Pro matematickou logiku na knihu Základy matematické
logiky Sochor (2001), pro teorii modelù na Marker (2002), pro teorii modulù na
Anderson (1992), pro teorii grup na Stanovský (2010)

De�nice 1. Teorie T je bezesporná mno¾ina sentencí. Mno¾inu v¹ech sentencí
dokazatelných z teorie T budeme znaèit Thm(T ), mno¾inu v¹ech sentencí spor-
ných s teorií T budeme znaèit Cont(T ) a mno¾inu v¹ech sentencí konzistentních
s teorií T budeme znaèit Cons(T ).

Nás bude zajímat teorie abelovských grup

T(AG) = {identita, invers, asociativita, komutativita}

kde
identita = ∀x 0 + x = x+ 0 = x

invers = ∀x x+ (−x) = 0 ∧ (−x) + x = 0

asociativita = ∀x∀y∀z (x+ y) + z = x+ (y + z)

komutativita = ∀x∀y x+ y = y + x

1.1 Algoritmus a Turingùv stroj

Abychom mohli zaèít mluvit o rozhodnetulnosti budeme chvíli mluvit o algo-
ritmech a turingových strojích. Zaèneme s intuitivním vymezením algoritmu.

Kvazide�nice 1. Algoritmus je koneèná posloupnost jednoduchých instrukcí,
která vede k øe¹ení zadané úlohy.

Formálnì se algoritmus vìt¹inou de�nuje pomocí Turingových strojù (budeme
zkracovat na TS). Jde o abstraktní velice jednoduché výpoèetní stroje schopné
provést libovolný algoritmus (podle Church-Turing teze).

Teze 1 (Church-Turing). Ke ka¾dému algoritmu v intuitivním smyslu existuje
Turingùv stroj, který jej implementuje.

Výpoèet TS probíhá v krocích. TS se skládá z potenciálnì nekoneèné pásky
(na kterou se zapisují symboly z pøedem zvolené koneèné mno¾iny, tzv. abecedy,
kódující mezivýsledky), slou¾ící jako operaèní pamì», hlavy, která se umí po pásce
pohybovat, èíst a pøepisovat symboly z pásky a koneèné mno¾iny stavù.
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Potenciálnì nekoneènou páskou myslíme, ¾e je páska dost velká pro výpoèet
TS, ale v¾dy je na ní zapsáno jen koneènì symbolù. Stav je instrukce, øíkající co
má v daném kroku výpoètu TS udìat (jestli a kam má posunout hlavu po pásce,
jestli a jak má pøepsat políèko pásky, nad kterým je zrovna hlava a na který stav
se má posunout).

Stavy TS jsou napevno de�novány pøed zaèátkem výpoètu. Pøed zaèátkem
výpoètu je na pásce zapsán koneèný poèet symbolù, to je vstup výpoètu. Výpoèet
TS zaèíná na zaèáteèním políèku pásky, dále probíhá v krocích a buï skonèí nebo
také skonèit nemusí. Pokud skonèí, TS se zastaví v terminálním stavu, symboly
zapsané na pásce, kdy¾ je TS v terminálním stavu jsou výstup.

Zevrubnìj¹í a více matematický popis Turingových strojù lze nalézt v dodatku
ke ètvrté kapitole v knize Sochor (2001)

Pozorování 2. Výpoèet ka¾dého Turingova stroje T1 pracujícího nad abecedou
men¹í ne¾ 2k, kde k je pøirozené èíslo, se dá provést na nìjakém Turingovì stroji
T2 pracujícím nad abecedou 0,1.

To je proto, ¾e ka¾dý symbol z abecedy stroje T1 se dá zapsat v maximálnì k-
dlouhém binomickém zápisu. Aby stroj T2 pøeèetl z pásky stejnou informaci jako
stroj T1 pøeète místo jednoho 2k symbolù a to jakému symbolu z abecedy stroje T1

je právì ètená 2k-tice symbolù ekvivalentní si bude ukládat ve stavech.

1.1.1 Kódování formulí nad koneèným jazykem do pøiro-

zených èísel

Abychom mohli uva¾ovat stroj pracující s formulemi nad jazykem teorie ko-
mutativních grup, musíme umìt dát stroji takovou formuli na vstup. Jeliko¾ poèet
promìnných v takové formuli není shora omezen, koneèná abeceda TS by nám pro
prostý zápis nestaèila. Dále tedy uká¾eme, ¾e se formule nad zvoleným koneèným
jazykem dají kódovat do pøirozených èísel. Tedy, ¾e se ka¾dé formuli f v daném
koneèném jazyce L dá algoritmicky pøiøadit pøirozené èíslo n a zpìtnì dostaneme-
li pøirozené èíslo m, kódující nìjakou formuli g v jazyce L, jde algoritmicky zjistit
její tvar.

Abychom toto ukázali, bude se nám hodit následující pozorování

Pozorování 3. Funkce g : N× N→ N de�novaná

g(m,n) :=

{
0 pokud m = n = 0

2m−1(2n− 1) jinak.

je bijekce. To je proto, ¾e ka¾dé kladné pøirozené èíslo se dá jednoznaènì zapsat
jako souèin mocniny dvojky a lichého èísla.

Nyní popí¹eme kódování:
Mìjme koneèný jazyk L a formuli f v zápisu := s1 . . . sl kde si ∈ L i ∈

{1, . . . , l}.
Oèíslujme v¹echny symboly a¾ na promìnné jazyka L èísly 1, . . . , k, kde k ∈ N

a v¹echny promìnné vyskytující se ve formuli f k+1, . . . , k+m De�nujeme funkci
L : L→ N

h(s) :=

{
k pokud s je k-tý symbol, který není promìnná

2i pokud s je i-tá promìnná.
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Pøiøadíme formuli f èíslo n pomocí funkce g de�nované v pøedchozím pozo-
rování 3. De�nujeme n1 := g(h(s1),h(s2)) a ni := g(ni−1,h(si)) a n := nl.

Pøirozené èíslo K := g(n,l) je výsledný kód formule f .
Máme-li naopak èíslo K ∈ N kódující nìjakou formuli f v jazyce L, pomocí

k g inverzní funkce g−1 zjistíme délku l zakódované formule: g−1(K) = (n,l). A
dále pou¾itím g−1 l-krát nejspí¹ ji¾ zøejmým zpùsobem postupnì v¹echny symboly
formule f .

1.2 Rozhodnutelnost

De�nice 2. Teorie T v jazyce L je rozhodnutelná, pokud existuje algoritmus který
urèí, jestli je libovolná sentence v jazyce L v dané teorii, èi nikoliv. Jinými slovy,
pokud existuje turingùv stroj TS jeho¾ výpoèet se vstupem formule f v jazyce L
se v¾dy zastaví a jeho výstup bude 1 pokud f je dokazatelná z T a 0 pokud f není
dokazatelná T .

De�nice 3. Øekneme, ¾e mno¾ina formulí S v jazyce J je rozpoznatelná pokud
existuje turingùv stroj TS, jeho¾ výpoèet se vstupem f ∈ S se zastaví po koneèném
poètu krokù s výstupem 1 a jeho¾ výpoèet se vstupem f /∈ S se buï nezastaví po
koneèném mno¾ství krokù, nebo se zastaví s výstupem 0.

Pozorování 4. Pro rozhodnutelnou teorii T je Thm(T ) rozpoznatelná mno¾ina.

Dùkaz. Rozhodnutelná teorie je spoèetná a tedy i mno¾ina dùkazù z ní zkonstru-
ovatelných je spoèetná. Máme-li tedy urèit je-li formule f ∈ Thm(T ), budeme po-
stupnì procházet v¹echny dùkazy a sledovat jestli nedokazují f . Podobnì bychom
mohli hledat dùkaz formule ¬f a ukázat, ¾e mno¾ina Cont(T ) je také rozpozna-
telná. Pokud je T navíc úplná, tento postup nám dá rozhodovací algoritmus.

Pozorování 5. Rozpoznatelná teorie je rozhodnutelná pokud T je Cons(T ) je
rozpoznatelná mno¾ina.

Dùkaz. Pokud je Cons(T ) rozpoznatelná mù¾eme sestrojit TS který dostane-li
sentenci f na vstupu, bude provádìt støídavì po jednom kroku z výpoètu turin-
guvých strojù poèítajících zda-li je f ∈ Thm(T ), f ∈ Cons(T ), f ∈ Cont(T ) a
¬f ∈ Cons(T ). Z tìchto ètyr výpoètù se v¾dy aspoò dva zastaví a z jejich výstupu
budu zøejmé do jaké z mno¾in Thm(T ), Cont(T ), Cons(T ) f nále¾í. Rozmyslet
si jaké mo¾nosti mohou nastat a jaký výsledek z toho vyplyne je jednoduché.

1.3 Teorie modelù

Zde pouze uvedeme de�nice a vìty bez dùkazù potøebné v práci podle knihy
Model Theory: An Introduction Marker (2002)

Po celou tuto sekci buï T úplná teorie ve spoèetném jazyce, taková ¾e má
nekoneèný model.

De�nice 4 (Typy). Buï L jazyk, M L-struktura a A ⊆M . Buï LA jazyk získaný
pøidáním symbolu pro konstantu do L pro ka¾dé a ∈ A. Buï ThA(M) mno¾ina
v¹ech LA-sentencí pravdivých v M . Buï p mno¾ina LA-formulí se v¹emi volnými
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promìnnými z v1, . . . , vn. Mno¾inu p nazveme n-typem pokud je p ∪ ThA(M)
splnitelná. Øekneme, ¾e p je úplný n-typ pokud ϕ ∈ p nebo ¬ϕ ∈ p, pro ka¾dou
LA-formuli ϕ s se v¹emi volnými promìnnými z v1, . . . , vn. Mno¾inu v¹ech úplných
n-typù budeme znaèit SMn (A).

Øekneme, ¾e ā ∈ Mn realizuje n-typ p pokud M |= ϕ(ā) pro ka¾dé ϕ ∈ p.
Pokud neexistuje ā ∈Mn realizující p, øekneme, ¾e M vynechává p.

De�nice 5 (Saturovaný model). Buï κ nekoneèný kardinál. Øekneme, ¾e model
M |= T je κ-saturovaný, pokud pro ka¾dou mno¾inu A ⊆ M takovou, ¾e |A| < κ
a p ∈ SMn (A), je p realizovaný v M .

De�nice 6 (Slabì saturovaná sktruktura). Øekneme, ¾e M je slabì saturovaný,
pokud realizuje ka¾dý 1-typ p.

Pozorování 6. Pokud je M κ-saturovaný je i slabì saturovaný.

Vìta 7 (Existence saturovaných struktur). Buï κ kardinál κ > ℵ0, potom pro
ka¾dý model M existuje κ+-saturované elementární roz¹íøení N takové, ¾e |N | ≤
|M |κ.
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2. pp-formule v modulech

Hlavním výsledkem této kapitoly je tvrzení 13 a jeho dùsledky, díky kterým
budeme moci v pøí¹tí kapitole popsat strukturu algebraicky kompaktních modulù.
Materiál této kapitoly je èerpán z knihy Model Theory and Modules Prest (1988)

V této kapitole budeme pracovat s otevøenými formulemi a mno¾inami které
de�nují. Abychom se vyhnuli neustálému komentování poètu volných promìnných
ve formulích, zavedeme následující znaèení, které bude jejich poèet ignorovat.
Mù¾eme si to dovolit, proto¾e nás ve vìt¹inì pøípadù nebude zajímat. V ojedinì-
lých pøípadech, kdy tomu tak nebude, délku vektorù promìnných samozøejmì
ignorovat nebudeme.

Znaèení 1. Zápisem x̄ budeme myslet vektor promìnných nebo prvkù modulu
správné délky. Zápis budeme pou¾ívat pouze v místech, kde bude správná délka
zøejmá.
Je-li M modul, zápisem b̄ ∈M budeme myslet b̄ ∈M l, kde l je délka vektoru b̄.

De�nice 7.

Formule v jazyce modulù ϕ(x̄) je pp-formule (primitivnì pozitivní) pokud je ekvi-
valentní formuli tvaru ∃y1, . . . , yn

∧m
j=1(

∑n
i=1 rijxi +

∑l
k=1 skjyk).

De�nice 8. Bud M modul. Øekneme, ¾e podgrupa A ⊆Mn je pp-de�novatelná,
pokud existují pp-formule ϕ(x̄,ȳ) v jazyce modulù a ā ∈ M l(ȳ) takové, ¾e A =
ϕ(M,ā) = {b̄ : M |= ϕ(b̄,ā)}.

Dùkaz následujícího lemmatu lze nalézt v Prest (1988, Corollary 2.2)

Lemma 8. Buïte ϕ(x̄) a ψ(ȳ) dvì pp-formule, M modul, potom

(1) mù¾eme BÚNO pøedpokládat, ¾e l(x̄) = l(ȳ),

(2) ϕ(x̄) ∧ ψ(ȳ) je pp-formule,

(3) M |= ϕ(0̄),

(4) pp-de�novatelná mno¾ina je, spolu se sèítáním de�novaným po slo¾kách
podle M , abelovská grupa,

(5) ϕ(M,ā) je prázdná nebo coset grupy ϕ(M,0̄) pro ka¾dé vhodné ā ∈M ,

(6) èásteènì uspoøádaná mno¾ina v M pp-de�novatelných podrgup M l tvoøí
podsvaz svazu v¹ech podgrup M l.
S prùnikem a souètem de�novanými následovnì:

ϕ(M) ∩ ψ(M) = (ϕ ∧ ψ)(M)

ϕ(M) + ψ(M) = (ϕ+ ψ)(M),

kde (ϕ+ ψ)(x̄) := ∃z̄∃w̄(z̄ + w̄ = x̄) ∧ ϕ(w̄) ∧ ψ(z̄).
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2.1 Nìkolik pøedbì¾ností z teorie grup

V dùkazu, ¾e teorie modulù má pp-eliminaci kvanti�kátorù nám pozdìji po-
slou¾í lemmata 9, 11 a 12. Napøed budeme muset zavést nìkolik pojmù. Mno¾i-
nám, kterým se v èeské literatuøe o teorii grup øíká rozkladové tøídy budeme øíkat
anglickým názvem coset. Ve zkratce pøipomeneme jejich základní vlastnosti. Dále
budeme-li mluvit o pokrytí grupy, budeme myslet pokrytí nosné mno¾iny dané
grupy. Dále zavedeme speciální de�nici indexu cosetu, podobnou klasické de�nici
indexu podgrupy s nìkolika zøejmými vlastnostmi.

De�nice 9 (coset). Buï G grupa a ∈ G a H podgrupa G, mno¾inu a + H =
{a+h : h ∈ H} nazveme cosetem grupy H v grupì G. Kardinalitì mno¾iny cosetù
H v G budeme øíkat index H v G a budeme ho znaèit [G : H].

Lemma 9. Buï G grupa a H podgrupa G. Potom

(1) |G| = |H| · [G : H]

(2) Coset H v G má stejnou mohutnost jako H.

(3) Cosety H v G pokrývají G.

(4) Ka¾dé dva cosety H v G jsou buï disjunktní nebo sobì rovny.

(5) Pokud je navíc K podgrupa H platí [G : K] = [G : H] · [H : K].

(6) Pokud je navíc K podgrupa G platí [G : H ∩K] ≤ [G : H] · [G : K].

De�nice 10 (Index cosetu). Buïte X0 ⊆ Y 0
i ⊆ G, komutativní grupy pro i ∈ I

kde I je nìjaká mno¾ina indexù. Dále buï Y =
⋃
i∈I Yi, kde Yi = ai + Y 0

i pro
nìjaké ai ∈ G a X nìjaký coset X0. Potom de�nujeme [Y : X] jako nejmen¹í
poèet cosetù X potøebný k pokrytí Y .

Pozorování 10 (Vlastnosti indexu cosetu). Zachovejme znaèení z pøedchozí de-
�nice a pøedpokládejme, ¾e [Y : X] je správnì de�nováno, potom

(1) pokud je navíc Y coset nìjaké podgrupy Y 0 ⊆ G, platí [Y : X] = [Y 0 : X0].

(2) pokud je navíc Z coset nìjaké podgrupy Z0 ⊆ X0, platí [Y : Z] = [Y : X] ·
[X : Z].

(3) pokud je navíc W coset nìjaké podgrupy W 0 ⊆ G a [W : X] je správnì
de�nováno, potom [W ∪ Y : X] = [W : X] + [Y : X] − [W ∩ Y : X], jsou-li
obì strany rovnosti koneèné.

Lemma 11 (Neumannovo lemma). Buï G grupa H,Hi ⊆ G podgrupy, a, ai ∈ G
pro i = 1, . . . ,n, takové, ¾e a + H ⊆

⋃n
i=0 ai + Hi. Potom mù¾eme z tohoto

pokrytí vynechat v¹echny cosety ak +Hk takové, ¾e [H : H ∩Hk] > n!, aby zùstalo
pokrytím.
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Dùkaz. Pøedpokládejme BÚNO, ¾e H =
⋃n
i=0 ai + Hi a tedy Hk = H ∩ HK .

(K tomuto pøedpokladu lze od pùvodního pøejít pøechodem od Hi k podgrupám
H ∩ Hi, odeètením od obou stran vzniklé rovnosti a a zmìnou znaèení. Nyní je
Hi ⊆ H a tedy pokud pro h ∈ Hi máme ai + h /∈ H, platí ai + Hi ∩ H = ∅ a
ai +Hi mù¾eme z pokrytí vynechat).

Dále z pøedpokladu, ¾e pokrytí podgrupy H cosety ai + Hi je minimální,
vyvodíme, ¾e [H : Hi] je koneèné pro v¹echna i. Tedy, ¾e podgrupy ai +Hi, které
tuto podmínku nesplòují jsou v pokrytí navíc.

Pøedpokládejme tedy, ¾e pokrytí grupy H je minimální a mezi grupami Hi je
l rùzných grup. Dále budeme pokraèovat indukcí podle l.

Pro l = 1 je tvrzení zøejmé z de�nice indexu a pøedpokladù.
Buï l > 1. Vyberme nìjaký index 0 ≤ j < n. Z minimality pokrytí víme, ¾e

∃g ∈ H \
⋃
{ai +Hi : Hi = Hj}

. Potom
g +Hj ⊆

⋃
{ai +Hi : Hi 6= Hj}

a tedy platí
Hj ⊆

⋃
{ai − g +Hi : Hi 6= Hj}

. Potom i
ak +Hk ⊆

⋃
{ak − g + ai +Hi : Hi 6= Hj}

pro ka¾dé k takové, ¾e Hk = Hj. Máme tedy, ¾e èást grupy H pokrytá mno¾inami
ak + Hk, kde Hk = Hj se dá pokrýt mno¾inami ai + Hi kde Hi 6= Hj a tedy
toté¾ platí pro celou grupu H. Grup Hi ¾e Hi 6= Hj je l− 1, mù¾eme tedy pou¾ít
indukèní pøedpoklad a dostáváme tvrzení pro v¹echny podgrupy Hi 6= Hj. Index
j jsme ale vybrali náhodnì, tedy je první slab¹í tvrzení dokázané.

Dále uká¾eme, ¾e pro nìjaké i ∈ {1, . . . , n} platí [H : H ∩Hi] ≤ n
Buï K :=

⋂n
1 Hi a m := [H : K]. Podle pøedchozího je m koneèné. Pro spor

pøedpokládejme, ¾e
[H : Hi] = [H : K]/[Hi : K] > n

pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n}. Potom [Hi : K] < m/n a [ai +Hi : K] < m/n.
Potom

[
n⋃
1

ai +Hi : K] ≤
n∑
1

[Hi : K] < n(m/n) = [H : K]

a to je ve sporu s

H =
n⋃
1

a1 +H1

a tvrzení je dokázáno.
Nakonec uká¾eme, ¾e [H : Hi] ≤ n!
Dùkaz provedeme indukcí podle l, poètu rùzných grup mezi grupami Hi, je-

jich¾ cosety pokrýváme H v námi uva¾ovaném pokrytí. Pøípad l = 1 je dokázaný
z pøedchozího. Proveïme tedy indukèní krok a pøedpokládejme, ¾e l ≥ 2 a ¾e
[H : Hi] ≤ n. Dále si za�xujme nìjaké i ≥ 2 a uka¾me, ¾e [H : Hi] ≤ n!. Pokud
Hi = H1 je tvrzení dokázané, pøedpokládejme tedy opak.

Buï
g ∈ H \

⋃
{aj +Hj : j 6= i}
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. Podobnì jako na zaèátku dùkazu vyvodíme

g +H1 ⊆
⋃
{ak +Hk : Hk 6= H1}

. Z tohoto pokrytí vybereme nìjaké minimální pokrytí

C = {ak +Hk : k ∈ X,X ⊆ {1, . . . , n}}

. Máme ai + Hi ∈ C proto¾e g je pouze v tomto cosetu a navíc víme, ¾e v
C �guruje maximálnì l − 1 rùzných podgrup. Odeètením g dostaneme pokrytí
H1 ⊆

⋃
{ak − g + Hk : k ∈ X} a protnutím s H1 dostaneme minimální pokrytí.

V tomto pokrytí je maximálnì n − 1 cosetù. Pou¾itím indukèního pøedpokladu
dostáváme, [H1 : H1 ∩Hk] ≤ n! pro k ∈ X. Proto¾e i ∈ X máme

[H : Hi] ≤ [H : H1 ∩Hi] = [H : H1] · [H1 : H1 ∩Hi] ≤ n · (n− 1)! = n!

a tvrzení je dokázané.

Dùkaz následujícího lemmatu je k nalezení v Prest (1988, Lemma 2.14)

Lemma 12. Buï G grupa a G1, . . . ,Gn její podgrupy, H grupa a H1, . . . ,Hn její
podgrupy. Pro i = 1, . . . ,n buïte Ci coset grupy Gi a Di coset grupy Hi, pokud
je Gi, respektive Hi neprázdná. Dále pøedpokládejme, ¾e

(1) pro ka¾dé dvì podmno¾iny I ⊆ J ⊆ {1, . . . ,n} jsou si indexy

[
⋂
i∈I

Gi :
⋂
j∈J

Gj]

a
[
⋂
i∈I

Hi :
⋂
j∈J

Hj]

rovné, pokud jsou koneèné.

(2) pro ka¾dou podmno¾inu I ⊆ {1, . . . ,n} platí⋂
i∈I

Ci = ∅

pravì tehdy kdy¾ ⋂
i∈I

Di = ∅

Potom

[
n⋃
1

Ci :
n⋂
1

Gi]= [
n⋃
1

Di :
n⋂
1

Hi]

a speciálnì G =
⋃n

1 Ci právì kdy¾ H =
⋃n

1 Di

10



2.2 pp-eliminace kvanti�kátorù v modulech

Nyní zavedeme invarianty a invariantní tvrzení a doká¾eme hlavní tvrzení
kapitoly, v kterém uká¾eme, ¾e je-li formule ϕ(y,x̄) ekvivalentní nìjaké booleovské
kombinaci pp-formulí, má tuto vlastnost i formule ∃xϕ(x,ȳ). Odsud indukcí plyne,
¾e ka¾dá formule je ekvivalentní nìjaké booleovské kombinaci pp-formulí.

De�nice 11 (invarianty a invariantní tvrzení). Buï M modul a ψ, ϕ pp-formule

(1) de�nujejeme Inv(M,ϕ,ψ) := |ϕ(M))/(ϕ(M) ∩ ψ(M))|. Tìmto kardinálùm
budeme øíkat invarianty (modulu M , formule ϕ vzhledem k formuli ψ).

(2) Buï α tvrzení následujícího tvaru

α = ∀x̄1,..,x̄n∃x̄(ϕ(x̄) ∧
n∧
1

¬ψ(x̄− x̄i))

Formule α øíká, ¾e invariant je vìt¹í nebo roven n. Booleovské kombinaci
tvrzení tvaru α budeme øíkat invariantní tvrzení.

(3) Øekneme-li moduly speci�kované invariantním tvrzením ρ, budeme myslet
tøídu v¹ech modulù v kterých platí invariantní tvrzení ρ.

Poznámka. (1) Proto¾e ϕ(M) i (ϕ(M) ∩ ψ(M)) jsou komutativní grupy,

Inv(M,ϕ,ψ) = [ϕ(M) : (ϕ(M) ∩ ψ(M))]

.

Vìta 13 (pp-eliminace kvanti�kátorù). Ka¾dá formule v jazyce modulù je ekvi-
valentní nìjaké booleovské kombinaci pp-formulí a invariantních tvrzení v teorii
modulù.

Dùkaz. Formule budeme eliminovat indukcí podle slo¾itosti. Atomické formule
jsou ekvivalentní formulím tvaru

∑
rixi = 0 a tedy zøejmì pp-formule. Dále z

indukce staèí eliminovat formule tvaru ∃yϕ(y,x̄), kde ϕ(y,x̄) je booleovská kom-
binace pp-formulí a invariantních tvrzení. Proto¾e jsou invariantní tvrzení uza-
vøené formule, kvanti�kátor ∃y se nevztahuje k promìnným v nich a mù¾eme
tedy uva¾ovat, ze ϕ(y,x̄) je booleovská kombinace pp-formuli. Tedy po pøevedení
do normálního tvaru mù¾eme pøedpokládat, ¾e

∃yϕ(y,x̄) = ∃y
∨
j

(ϕj(y,x̄) ∧
∧
i

¬ψij(y,x̄))

, kde ϕj a ψij jsou pp-formule. Dále z matematické logiky víme, ¾e je mo¾né
prohodit ∃ a ∨ a dostáváme, ¾e pro dùkaz lemmatu staèí eliminovat formule
tvaru

∃y(ϕ(y,x̄) ∧
∧
i

¬ψi(y,x̄)),

kde ϕ,ψi jsou pp-formule.
Dále mù¾eme pøedpokládat, ¾e ψi(y,x̄) = ϕ(y,x̄) ∧ ψ′i(y,x̄), kde ψ′i(y,x̄) je

pp-formule.
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Dále buï M modul, H grupa taková, ¾e

H := {a ∈M : ∃c̄ ∈M l(x̄),M |= ϕ(a,c̄)}

, Gi := ψi(M,0̄), G := ϕ(M,0̄) její podgrupy a b̄ ∈M l(x̄).
Potom máme, ¾e

M |= ¬(∃y(ϕ(y,b̄) ∧
∧
i<n

¬ψi(y,b̄)))

, právì kdy¾ ϕ(M,b̄) =
⋃
i<n ψi(M,b̄).

Pøedpokládejme, ¾e ϕ(M,b̄) =
⋃
i<n ψi(M,b̄). Podle Neumannova lemmatu,

mù¾eme z daného pokrytí vynechat takové cosety, ¾e [G : Gi] > n!.
Budeme chtít pou¾ít lemma 12 a k tomu pou¾ijeme formule αM,b̄(x̄), která je

booleovská kombinace pp-formulí a invariantních tvrzení a v které je

(1) pro která j < n je [G : Gj] ≤ n! (to umíme vyjádøit pomocí invariantních
tvrzení). . Dále uva¾ujme J mno¾inu tìchto indexù j a máme koneèný horní
odhad na [

⋂
j∈J Gj :

⋂
i∈I Gi]) pro I ⊆ J ⊆ {0,...,n− 1}.

(2) proM ,b̄ "správná"(splnìná b̄ vM) booleovská kombinace pp-formulí, která
øíká je-li prùnik v¹ech mo¾ných kombinací uva¾ovaných Gi "posunutých do
b"(hned upøesníme formulí) prázdný nebo neprázdný. Myslíme tím v¹echny
"správné"±∃y

∧
k∈K ψk(y,b̄) pøípadnì i konjukce s ϕ(y,b̄)), kdeK ⊆ {0,...,n−

1}.

Podle lemmatu 12 máme pro jiné M ′, b̄′

M ′ |= αM,b̄(b̄
′)⇒M ′ |= ¬(∃y(ϕ(y,b̄) ∧

∧
i<n

¬ψi(y,b̄)))

Díky Neumannovu lemmatu máme

|{αM,b̄(x̄) : M |= ¬(∃y(ϕ(y,b̄) ∧
∧
i<n

¬ψi(y,b̄)))}| = m,m ∈ N

a vidíme, ¾e negace formule, z které jsme chtìli eliminovat kvanti�kátor, je kon-
jukcí koneènì mnoha vý¹e popsaných formulí.

2.3 Dùsledky pp-eliminace kvanti�kátorù

Dùkazy lze nalézt v kapitole 2.5 knihy Prest (1988)

Dùsledek 14. Ka¾dá sentence v jazyce R-modulù je modulo teorie R-modulù
ekvivalentní invariantnímu tvrzení.

Dùsledek 15. Ka¾dá formule v jazyce R-modulù je v nìjaké úplné teorii R-
modulù ekvivalentní nìjaké booleovské kombinaci pp-formulí.

Dùsledek 16. Dva modely M1,M2 teorie R-modulù jsou elementárnì ekviva-
lentní, pravì kdy¾ pro ka¾dé dvì pp-formule ψ,ρ takové, ¾e ψ → ρ platí Inv(M1,ρ,ψ) =
Inv(M2,ρ,ψ)
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Dùsledek 17. Pro Mi, i ∈ I moduly, ψ,ρ pp-formule

Inv(
⊕
i∈I

Mi,ρ,ψ) =
∏
i∈I

Inv(Mi,ρ,ψ)

Dùsledek 18. Pro M modul, κ nekoneèný kardinál

Mκ ≡Mℵ0

Pozorování 19. Buïte M , N , S moduly, ze M ≡ N , pak M ⊕ S ≡ N ⊕ S.

Dùkaz. Díky vìtì o eliminaci kvanti�kátorù víme, ¾e ka¾dá sentence teorie abe-
lovských grup je ekvivalentní invariantním tvrzením. Dále pro libovolné moduly
K, L platí Inv(K ⊕ L,ϕ,ψ) = Inv(K,ϕ,ψ)Inv(L,ϕ,ψ) mod ∞ z a odsud plyne
tvrzení.
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3. Moduly

V této kapitole budeme zkoumat strukturu algebraicky kompaktních modulù.
Hlavní výsledek bude, ¾e ka¾dý modul je elementárnì ekvivalentní direktní sumì
nerozlo¾itelných algebraicky kompaktních modulù.

Materiál této kapitoly je èerpán z Zieglerova èlánku Ziegler (1984). Dùkazy,
které zde nebudou uvedeny nebo budou nekompletní jsou k nalezení v tém¾e
èlánku.

Znaèení 2. V celé kapitole budeme pøedpokládat, ¾e R je okruh a M je levý
R−Modul.

De�nice 12. Buïte M,N moduly, øekneme, ¾e M je èistý podmodul N a ¾e N
je èistý nadmodul M , (budeme znaèit M ⊆p N) pokud M ⊆ N a pokud

N |= ϕ(a)⇔M |= ϕ(a)

pro ϕ pp-formuli a a ∈M .

Lemma 20. Buï M modul, potom

1. diretní sèítanec N modulu je jeho èistý podmodul.

2. jsou-li B,C èisté podmoduly M , potom je i B ⊕ C èistý podmodul M

De�nice 13. Buïte N,N ′ moduly , takové, ¾e N ′ ⊆p N . Potom øekneme, ¾e
modul M je algebraicky kompaktní (dále budeme øíkat jen kompaktní, nebo kom-
pakt), pokud se ka¾dý homomor�smus z N ′ do M dá roz¹íøit na homomor�smus
z N do M .

Znaèení 3. V této práci budeme pou¾ívat pojmenování u¾ité v Zieglerovì èlánku.
Termín "algebraicky kompaktní"(zkracovaný na "kompaktní") odkazuje na vlast-
nost (3) z vìty 21 tìchto modulù podobnou vlastnosti, která se obvykl uvádí jako
de�nice algebraicky kompaktních modulù: "Ka¾dá koneènì øe¹itelná soustava li-
neárních rovnic nad modulem je øe¹itelná". Koneènì øe¹itelná znamená, ¾e ka¾dá
koneèná podmno¾ina soustavy má øe¹ení a øe¹itelná znamená, ¾e má celá soustava
øe¹ení.

Bì¾neji se v literatuøe pou¾ívá pojmenování "pure-injective", které odkazuje
na vlastnost (1) z vìty 21, která je podobná jedné z mo¾ných de�nic injektivních
modulù ("Modul je injektivní, pokud je direktním sèítancem v ka¾dém nadmo-
dulu").

Vìta 21. Pro ka¾dý modul jsou následující podmínky ekvivalentní:

(1) M je direktní sèítanec v ka¾dém èistém nadmodulu.

(2) Ka¾dý konzistentní pp-typ p(x) nad A ⊆M , ¾e |A| ≤ |R|+ℵ0 je realizovaný
v M .

(3) Ka¾dý konzistentní pp-typ p(x) nad M je realizovaný v M .

(4) M je kompakt.
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Dùkaz je k nalezení v Ziegler (1984, Theorem 3.1.)

Lemma 22. Direktní sèítance kompakního modulu jsou kompaktní.

Dùkaz. Dùkaz analogický dùkazu implikace (1) =⇒ (3) vìty 21.

De�nice 14. Buï A podmno¾ina kompaktu M . V inkluzi minimální èistý kom-
paktní podmodul HM(A) modulu M , který je nadmno¾inou A, nazveme obalem
mno¾iny A v M . Pokud z kontextu bude jasné, v kterém kompaktním nadmodulu
je obal obsa¾en budeme psát pouze H(A).

De�nice 15. Buï M modul, a ∈ M . Øekneme, ¾e typ p tvaru {ϕ(x) : ϕ pp −
formule, M |= ϕ(a)} ∪ {ϕ(x) : ¬ϕ pp− formule, M |= ϕ(a)} je pp-úplný typ.

Pozorování 23. Ka¾dý pp-úplný typ daný prvkem a ∈ M urèuje celý typ prvku
a nad M . Díky eleminaci kvanti�kátorù a z vlastnosti obalu plyne, ¾e H(a) je a¾
na isomor�smus jednoznaènì zadán pp-úplným typem p, tedy mù¾eme psát H(p).

De�nice 16. Øekneme, ¾e pp-úplný typ p je nerozlo¾itelný, pokud H(p) je neroz-
lo¾itelný.

Pozorování 24. Ka¾dý nerozlo¾itelný modul U je izomorfní H(p) pro vhodný
nerozlo¾itelný typ p.

Vìta 25. Obal H(A) existuje a je urèen jednoznaènì.

Dùkaz k nalezení v Ziegler (1984, Theorem 3.6.)

Pozorování 26. Pøedpokládejme, ¾e ϕ/ψ(M) > 1, kde ϕ, ψ jsou pp-formule
takové, ¾e ψ(M) ⊆ ϕ(M). Potom existuje nerozlo¾itelný pp-úplný typ p, který
obsahuje ϕ,¬ψ.

De�nice 17. Buï M modul, øekneme, ¾e M̂ je èistý obal M pokud

(1) M̄ je èistý kompaktní nadmodul modulu M .

(2) pokud je N èistý kompaktní nadmodul modulu M , M̂ je nad M isomorfní
èistému podmodulu N .

Vìta 27. Ke ka¾dému modulu M existuje a¾ na isomor�smus jedineèný èistý
obal.

Vìta 28. Buï M modul, potom M̂ je elementární roz¹íøení M .

3.1 Nerozlo¾itelné kompakty

De�nice 18. Neprázdný kompaktní modul M , nazveme nerozlo¾itelným kompak-
tem, pokud není direktní sumou dvou neprázdných modulù.

Lemma 29. Nech» je U neprázdný kompakt, potom je U nerozlo¾itelný kompakt,
právì tehdy kdy¾ platí U = H(a) pro v¹echny a ∈ U \ 0.
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Dùkaz. Pokud je U = M ⊕ N nìjaký netriviální rozklad U a a ∈ M \ 0, potom
U 6= H(a) jeliko¾ z lemmatu 20 je M èistý podmodul U a z lemmatu 22 je M
kompaktní a pøitom M ( U .

Pokud a ∈ U \ 0, H(a) je podle (1) z vìty 21 netriviální direktní sèítanec v
U , proto¾e z de�nice je H(a) kompaktní èistý podmodul U .

Z tohoto lemmatu plyne následující lemma. Dùkaz lze nalézt v Ziegler (1984,
Corollary 4.2.)

Lemma 30.

(1) Existuje nejvý¹e 2|R|+ℵ0 neisomorfních nerozlo¾ielných R-modulù

(2) Nerozlo¾itelný kompakt má mohutnost nejvý¹e 2|R|+ℵ0.

Poznámka. Díky lemmatu 30 mù¾eme z ka¾dé tøídy ekvivalence isomor�smu ne-
rozlo¾itelných kompakt vybrat jednoho zástupce U a uva¾ovat mno¾inu v¹ech U .
Kdybychom nemìli horní dohad (1), museli bychom uva¾ovat jestli vùbec mohou
tvoøit mno¾inu.

3.2 Krull-Remak-Schmidt theorem

Vìta 31 (Krull-Remak-Schmidt). Buï M kompaktní modul, potom existuje roz-

klad M =
⊕̂

i∈I Ui⊕E, kde I je nìjaká indexová mno¾ina, Ui jsou nerozlo¾itelné
kompakty a E je modul, který nemá ¾ádný nerozlo¾itelný kompakt jako direktní
sèítanec.

Dùkaz je k nalezení v Ziegler (1984, Theorem 6.1.)

De�nice 19. Buï U nerozlo¾itelný kompakt a M kompaktní modul. Potom de�-
nujme U−dim(M) := |{i ∈ I : U ' Ui}|, kde Ui jsou z rozkladuM =

⊕̂
i∈I Ui⊕E

Pozorování 32. Buï M , N kompakty, kde M je slabì saturovaný. Pokud M ≡
N , pak

U − dim(N) ≤ U − dim(M) mod ∞

pro ka¾dý nerozlo¾itelný modul U .

Dùkaz. Buï U nerozlo¾itelný modul a p nerozlo¾itelný typ takový, ¾e U = H(p).
De�nujme typ

pn(x0,...,xn−1) :=
⋃
i<n

p(xi) ∪ {ϕ(x0,...,xi,...,xn−1)→ ϕ(x0,...,0,...,xn−1) :

ϕ(x̄) pp− formula, i < n}.

Pokud je U − dim(N) ≥ n pak je pn realizován v N a tedy je M−konzistentní,
proto¾e M ≡ N . Proto¾e M je slabì saturovaný je pn realizován i v M . Dále
platí, ¾e ∑

i<n

H(bi) =
⊕
i<n

H(bi) '
⊕
i<n

U,

tedy U − dim(M) ≥ n a tedy U − dim(N) ≤ U − dim(M).
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Vìta 33. Buï M slabì saturovaný a kompaktní modul. Dále buï

M =
⊕̂
i∈I

Ui ⊕ E

rozklad jako v pøedchozí vìtì. Potom M ≡
⊕̂

i∈I Ui.

V tomto dùkazu budeme pou¾ívat narozdíl od pøedchozí kapitoly Zieglerova
úspornìj¹ího znaèení pro invarianty. Místo Inv(M,ϕ,ψ budeme psát ϕ/ψ(M), pro
modul M

Dùkaz. Díky eliminaci kvanti�kátorù a obdobné úvaze jako v pozorování 19 staèí
dokázat, ¾e

ϕ/ψ(E) > 1 =⇒ ϕ/ψ(
⊕̂
i∈I

Ui) =∞.

Pøedpokládejme, ¾e ϕ/ψ(E) > 1. Z pozorovaní 26 víme, ¾e existuje E−konzistentní
nerozlo¾itelný typ p obsahující ϕ,¬ψ. Mìjme kompakt N , který realizuje p a
N ≡ E a de�nujeme U := H(p). Potom U − dim(N) > 0 a ϕ/ψ(N) > 1. Z
pozorovaní 19 a pozorování 32 potom vyplyne

U − dim(
⊕̂
i∈I

Ui) + U − dim(N) ≤ U − dim(M) = U − dim(
⊕̂
i∈I

Ui) mod ∞.

Tedy {i ∈ I : U ' Ui} je nekoneèná a podobnì jako v pozorování 19 by se dalo
ukázat, ¾e

ϕ/ψ(
⊕
i∈I

Ui) =
∏
i∈I

ϕ/ψ(Ui)

a tedy ϕ/ψ(
⊕̂

i∈I Ui) =∞.

Dùsledek 34. Ka¾dý modul je elementárnì ekvivalentní nìjaké direktní sumì
nerozlo¾itelných kompaktù

Dùkaz. Plyne z vìt 33 a 28
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4. Rozhodnutelnost teorie
komutativních grup

V této kapitole pou¾ijeme výsledky pøedchozích kapitol a uká¾eme, ¾e teorie
komutativních grup je rozhodnutelná. Vìt¹ina materiálu této kapitoly je èerpána
z èlánku Eklofa a Fishera Eklof a Fisher (1972)

Budeme chtít pou¾ít vìtu 33 a podle vìty 39 nerozlo¾itelné moduly nad Z
jsou právì grupy uvedené v následující de�nici.

De�nice 20. Buï p prvoèíslo, n ∈ N , G abelovská grupa

(1) Z(p∞) znaèí prüferovu grupu

(2) Z(p) aditivní grupu v¹ech racionálních èísel m
n
takových, ¾e NSD(p,n) = 1

(3) Zpn cyklickou grupu øádu pn

(4) Q znaèí aditivní grupu racionálních èísel

De�nice 21. Szmielew grupou S budeme znaèit ka¾dou grupu tvaru

S =
⊕
p,n

Z(αp,n)
pn ⊕

⊕
p

Z(βp)

(p) ⊕
⊕
p

Z(p∞)(γp) ⊕Q(δ)

kde exponenty αp,n, βp a γp jsou nejvý¹e spoèetné a δ je 0 nebo 1.

Øekneme, ¾e Szmielew grupa je koneèného ranku pokud jen koneènì exponentù
αp,n, βp a γp je nenulových a v¹echny jsou koneèné.

De�nice 22. Buï p prvoèíslo, n ∈ N , G abelovská grupa

(1) pnG := {g ∈ G : pn | g}

(2) pnG[p] := {g ∈ G : pg = 0 ∧ pn | g}

De�nice 23. Buï p prvoèíslo, n ∈ N , G abelovská grupa,
Szmielew invarianty budeme zvát invarianty

(1) U(p,n)(G) := |pnG[p]/pn+1G[p]|

(2) Tf(p,n)(G) := |pnG/pn+1G|

(3) D(p,n)(G) := |pnG[p]|

(4) Exp(p,n)(G) := |pnG|

Pozorování 35. Zápis pn | g je syntaktická zkratka pro ∃w(pnw − x = 0) a
(pg = 0) i ∃w(pnw − x = 0) jsou pp-formule. Szmielew invarianty tedy jsou
invarianty ve smyslu de�nice 11.

De�nice 24 (Szmielew invariantní tvrzení). Buïte n, k ∈ N, p prvoèíslo, G
abelovská grupa.

Szmielew kladná invariantní tvrzení budeme zvát následující tvrzení
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(1) U(p,n)(G) > k

(2) Tf(p,n)(G) > k

(3) D(p,n)(G) > k

(4) Exp(p,n)(G) > k

Jejich negacím budeme øíkat Szmielew záporná invariantní tvrzení.
Dohromady jim budeme Szmielew invariantní tvrzení.

K dùkazu následující vìty si je pouze tøeba uvìdomit de�nice zmínìných grup
a Szmielew invariantù.

Lemma 36. Buïte p, q prvoèísla m,n ∈ N potom

1. (a) U(p,n)(Zqm) =

{
p pokud p = q ∧ n = m− 1

1 jinak.

(b) U(p,n)(G) = 1, pro G ∈ {Z(q),Z(q∞),Q}

2. (a) Tf(p,n)(Z(q)) =

{
p pokud p = q

1 jinak.

(b) Tf(p,n)(Zqm) =

{
p pokud p = q ∧ n < m

1 jinak.

(c) Tf(p,n)(G) = 1, pro G ∈ {Z(q∞),Q}

3. (a) D(p,n)(Z(q∞)) =

{
p pokud p = q

1 jinak.

(b) D(p,n)(Zqm) =

{
p pokud p = q ∧ n < m

1 jinak.

(c) D(p,n)(G) = 1, pro G ∈ {Z(q),Z(q∞),Q}

4. (a) Exp(p,n)(G)(Zqm) =

{
p pokud p = q ∧m ≤ n

qm jinak.

(b) Exp(p,n)(G) =∞, pro G ∈ {Z(q),Z(q∞),Q}

Pozorování 37. Buï p prvoèíslo, n ∈ N , S Szmielew grupa

(1) Pro Szmielew invarianty platí vìta 17

(2) Pro vyjádøení toho, ¾e se nìjaká z grup Z(pn, Z(p), Z(p∞), v S vyskytuje
nekoneènìkrát pomocí Szmielew invariantních tvrzení jich potøebujeme ne-
koneènì mnoho.

(3)

(4)

Lemma 38. Szmielew grupa koneèného ranku je urèena Szmielew invarianty.
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Dùkaz následující vìty lze nalézt z vìt¹í èásti v knize Model Theory and
Modules Prest (1988, Corrollary 2Z.11)

Vìta 39. Nad Z jsou nerozlo¾itelné pouze moduly Z(p∞), Z̄(p), Z(pn) a Q, kde
p je prvoèíslo a n ∈ N.

Dùkaz následujícího lemmatu je k nalezení v Hodges (2008, Lemma A.2.4)

Lemma 40. Pro abelovskou grup G jsou následující podmínky ekvivalentní

1. Existuje pøirozené èíslo n, ¾e nG = 0

2. G ≡ G⊕Q

3. G ≡ G⊕Qℵ0

Vìta 41. Ka¾dá abelovská grupa je elementárnì ekvivalentní nìjaké Szmielew
grupì.

Dùkaz. Modul M je podle vìty 34 elementárnì ekvivalentní direktní sumì ne-
rozlo¾itelných kompaktù, kde se navíc podle vìt 18 a 19 ka¾dý direktní sèítanec
vyskytuje nejvý¹e spoèetnìkrát. Pro abelovské grupy máme s pou¾itím vìty 39 a
lemmatu 40 po¾adované.

Dùkaz k následující vìtì je k nalezení v Hodges (2008, Lemma A.2.4 - A.2.6)

Dùsledek 42. Abelovské grupy G, H si jsou elementárnì ekvivalentní, právì
kdy¾ mají stejné Szmielew invarianty.

Dùsledek 43. Ka¾dá sentence f ∈ Cons(T(AG)) je splnìna v nìjaké Szmielew
grupì.

Dùkaz. Známý výsledek z matematické logiky je, ¾e ka¾dá konzistentní teorie
má model. Buï tedy G model T(AG) ∪ f . Grupa G je podle vìty 41 elementárnì
ekvivalentní nìjaké Szmielew grupì S.

Dùsledek 44. Ka¾dá sentence f ∈ Cons(T(AG)) je dùsledkem T(AG) ∪S kde S je
koneèná mno¾ina Szmielew invariantních tvrzení.

Dùkaz. Tvrzení je zøejmý dùsledek dùsledku 43 a vìty o kompaktnosti z mate-
matické logiky.

Dùkaz následující vìty jen nastíníme

Dùsledek 45. Ka¾dá sentence f ∈ Cons(T(AG)) platí v nìjaké Szmielew grupì
koneèného ranku.

Dùkaz. Tvrzení je dùsledkem dùsledku 44, vìty 43 a toho, ¾e abychom øekli, ¾e
nìjaký Szmielew invariant je v dané grupì nekoneèný, potøebujeme nekoneènì
mnoho Szmielew invariantních tvrzení. Pro úplný dùkaz by bylo tøeba urèit ex-
ponenty hledané Szmielew grupy, analogicky jako v Eklof a Fisher (1972, Theorem
2.10.)

Dùsledek 46. Pro Szmielew grupu koneèného ranku S umíme popsat koneènou
mno¾inu tvrzení axiomatizující S a mno¾ina STrue v S platných tvrzení je rozpo-
znatelná.
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Dùkaz. Pro S máme koneèný poèet Szmielew kladných invariantních tvrzení S+
Inv,

které v S platí a koneèný poèet Szmielew záporných invariantních tvrzení S−Inv,
z nich¾ vyplývají v¹echna Szmielew záporná invariantní tvrzení, která v S platí.
Podle vìty 44 je ka¾dé tvrzení platné v S dùsledkem T(AG) ∪ S+

Inv ∪ S
−
Inv.

Nyní závìreèné tvrzení práce

Vìta 47. T(AG) je rozhodnutelná teorie.

Dùkaz. Podle poznámky 5 staèí ukázat, ¾e Cons(T(AG)) je rozpoznatelná.
Je jednoduché si rozmyslet, ¾e je rozpoznatelná mno¾ina koneèných posloup-

ností SInd := {〈αp, βp, γp, δ〉 : p ∈ F}, kde F je koneèná podmno¾ina prvoèísel, αp
je koneèná posloupnost 〈αp,1, . . . αp,n〉 pøirozených èísel, βp, γp jsou pøirozená èísla
a δ je buï 0 nebo 1. Promìnné jsou sugestivnì pojmenovány stejnì jako expo-
nenty v de�nici 21, aby bylo zøejmé, ¾e i mno¾ina Sfin Szmielew grup koneèného
ranku je rozpoznatelná.

Dále tedy pøedpokládejme, ¾e máme prvky mno¾iny Sfin nìjak oèíslované
pøirozenými èísly.

Podle vìty 46 je pro Si ∈ Sfin mno¾ina STvrzi tvrzení platných v Si rozpo-
znatelná a mù¾eme ji tedy oèíslovat pøirozenými èísly. Buï tedy fij j-tý prvek
STvrzi .

Nyní uva¾ujme bijekci π : N→ N×N, tøeba funkci inverzní Cantorovì párovací
funkci a mìjme k,i,j ∈ N, ¾e π(k) = (i,j). A de�nujme fk := fij. Podle vìty 45
se nám podaøilo oèíslovat v¹echny prvky Cons(T(AG)) a práce je u konce.
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