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Uvod

Téma této prace je na pomezi matematické logiky a algebry. Jak je vidét z
ptivodniho ¢lanku W. Szmielew dokonce ani k jeho diikazu neni tfeba znalosti jak
z logiky tak algebry. Tento pristup, kdy jsou veskeré nastroje zavedeny a popsany
na zacatku ¢lanku s sebou ovsem nese dlouhé pasaze technickych lemmat. V této
praci bude vyuzito postupi z teorie moduli, diky nimz bude cesta k cily rychlejsi
a elegantnéjsi.

Dale nastinim pribéh dikazu.

7 podkapitoly bude ziejmé, 7ze pro nalezeni rozhodovaciho postupu pro
teorii abelovskych grup Tiag) staci najit efektivni postup jak urcit, je-li dana
formule ¢ konzistentni s teorii T 4¢). Tedy nas problém: ”Je ¢ platnd v kazdém
modelu teorie T(4¢)?”se redukuje na problém: ”Existuje model teorie T{4¢q) ta-
kovy, ze v ném plati p?”V kapitole [4 ukdzeme, 7Ze existuje mnozina S abelovskych
grup takova, ze kazdd T aq)-konzistentni formule plati v néjaké grupé z S a ze
mnozina S je algoritmicky o¢islovatelna prirozenymi ¢isly (rekurzivné spocetnd).
Z existence této mnoziny uz relativné snadno vyvodime rozhodnutelnost T 4q).

K nalezeni mnoziny S z predchoziho odstavce se presuneme do teorie moduli,
kde dokazeme, ze kazdy modul je elementarné ekvivalentni diretktni sumé € M;
nerozlozitelnych ¢isté injektivnich modulii, kde se kopie kazdého sc¢itance vysky-
tuje nejvyse spocetnékrat. A dale, Ze nad Dedekindovskym okruhem R (tedy i
nad Z, jinymi slovy v abelovskych grupach) jsou nerozlozitelné ¢isté injektivni (az
na isomorfismus) jen moduly R/P", Q, Q/Rp) a m, kde P je maximalni ideal
R, R(p) je lokalizace okruhu v P, @ je podilové téleso R, R je uzavér vzhledem
nim dostali, ukdzeme, ze kazda formule je v teorii moduli elementarné ekviva-
lentni booleovské kombinaci formuli urc¢itého pomérné jednoduchého tvaru tzv.
pp-formuli a disledk tohoto. Odkud budeme pokracovat zkoumanim cisté injek-
tivnich moduli.

S témito vysledky piejdeme do teorie abelovskych grup, kde ukazeme, ze vyse
popsané direktni sumy @ M; jsou v teorii abelovskych grup axiomatizovatelné
pomoci sentenci ze spocetné mnoziny Szmielew invariantnich sentenci, které pred-
stavime pozdéji. Odsud pomoci (z logiky znamé) Véty o kompaktnosti vyvodime,
ze se dale mizeme omezit pouze na ty direktni sumy € M*;, kde se vyskytuje
pouze konec¢né mnoho riznych grup a kazda z nich pouze v kone¢né mnoha kopi-
ich. Poté si pomoci jednoduchych pozorovani uvédomime, ze mnozina direktnich
sum @ M*; uz je rekurzivné spocetna a budeme moci dokazat rozhodnutelnost



1. Logika prvniho radu a teorie
modelu

Tato kapitola je spiSe ptehledova. Bude zde uvedena pouze miniméalni sada
néastroji potfebnych k dosazeni naseho cile (vyjma téch zékladnich). Budeme se
spiSe snazit o pochopeni uvedenych pojmi, nez o jejich rigorézni vyklad, pro ten
budou uvedeny odkazy do literatury.

Od ctenafe se ocekava znalost zakladd prace s moduly, grupami, modely a za-
klady logiky prvniho fadu. Pro pitipadné doplnéni znalosti zde neuvedenych bych
odkazal na literaturu. Pro matematickou logiku na knihu Zaklady matematické
logiky |Sochor| (2001), pro teorii modeli na [Marker| (2002)), pro teorii moduli na
Anderson| (1992), pro teorii grup na Stanovsky (2010)

Definice 1. Teorie T je bezespornd mnozina sentenci. MnoZinu vsech sentenci
dokazatelngch z teorie T budeme znacit Thm(T), mnoZinu vsech sentenci spor-
niych s teorii T budeme znacit Cont(T) a mnoZinu vech sentenci konzistentnich
s teorit T budeme znacit Cons(T).

Nés bude zajimat teorie abelovskych grup
Tiac) = {identita, invers, asociativita, komutativita}
kde
identita =Vr O+zx=x+0=2
invers =Vr x4+ (—x)=0A(—z)4+2=0
asociativita =VaVyVz (z4+y)+z=x+ (y+ 2)
komutativita =VzVy z4+y=y+=x

1.1 Algoritmus a Turingtv stroj

Abychom mohli za¢it mluvit o rozhodnetulnosti budeme chvili mluvit o algo-
ritmech a turingovych strojich. Za¢neme s intuitivnim vymezenim algoritmu.

Kvazidefinice 1. Algoritmus je konecnd posloupnost jednoduchijch instrukci,
ktera vede k reseni zadané ulohy.

Formalné se algoritmus vétsinou definuje pomoci Turingovych stroji (budeme
zkracovat na TS). Jde o abstraktni velice jednoduché vypocetni stroje schopné
provést libovolny algoritmus (podle Church-Turing teze).

Teze 1 (Church-Turing). Ke kaZdému algoritmu v intuitivnim smyslu existuje
Turingtv stroj, ktery jej implementugje.

Vypocet TS probiha v krocich. TS se sklada z potencidlné nekonecné pasky
(na kterou se zapisuji symboly z predem zvolené koneéné mnoziny, tzv. abecedy,
kédujici mezivysledky), slouzici jako operacni pamét, hlavy, kterd se umi po pasce
pohybovat, ¢ist a prepisovat symboly z pasky a kone¢né mnoziny stavi.



Potencidlné nekonecnou paskou myslime, ze je paska dost velka pro vypocet
TS, ale vzdy je na ni zapsano jen kone¢né symbolu. Stav je instrukce, fikajici co
mé v daném kroku vypoc¢tu TS udéat (jestli a kam mé posunout hlavu po pasce,
jestli a jak ma prepsat policko pasky, nad kterym je zrovna hlava a na ktery stav
se ma posunout).

Stavy TS jsou napevno definovany pred zacatkem vypoctu. Pred zacatkem
vypoctu je na pasce zapsan kone¢ny pocet symboli, to je vstup vypoctu. Vypocet
TS zaciné na za¢ateénim poli¢ku pasky, dale probiha v krocich a bud skon¢i nebo
také skoncit nemusi. Pokud skonéi, TS se zastavi v terminalnim stavu, symboly
zapsané na pasce, kdyz je TS v terminalnim stavu jsou vystup.

Zevrubnéjsi a vice matematicky popis Turingovych stroji lze nalézt v dodatku
ke ¢tvrté kapitole v knize Sochor| (2001)

Pozorovani 2. Vypocet kaZdého Turingova stroje Ty pracugictho nad abecedou
mensi nez 28, kde k je prirozené cislo, se dd provést na néjakém Turingové stroji
Ty pracugicim nad abecedou 0,1.

To je proto, Ze kazZdy symbol z abecedy stroje Ty se dad zapsat v mazimalne k-
dlouhém binomickém zapisu. Aby stroj Ty precetl z pdsky stejnou informaci jako
stroj Ty precte misto jednoho 28 symboli a to jakému symbolu z abecedy stroje T,
je pravé cétend 2F-tice symbolii ekvivalentni si bude uklddat ve stavech.

1.1.1 Kodédovani formuli nad koneénym jazykem do ptiro-
zenych cisel

Abychom mohli uvazovat stroj pracujici s formulemi nad jazykem teorie ko-
mutativnich grup, musime umét dat stroji takovou formuli na vstup. Jelikoz pocet
proménnych v takové formuli neni shora omezen, konec¢nd abeceda T'S by nam pro
prosty zapis nestacila. Dale tedy ukazeme, ze se formule nad zvolenym kone¢nym
jazykem daji kédovat do prirozenych ¢isel. Tedy, ze se kazdé formuli f v daném
konec¢ném jazyce L da algoritmicky prifadit prirozené ¢islo n a zpétné dostaneme-
li ptirozené ¢islo m, kédujici néjakou formuli g v jazyce L, jde algoritmicky zjistit
jeji tvar.

Abychom toto ukazali, bude se nam hodit nasledujici pozorovani

Pozorovani 3. Funkce g: N x N — N definovand

(mn) = 0 pokud m=n =20
U= Y om-1(2 — 1) jinak.

je bijekce. To je proto, Ze kaZdé kladné prirozené cislo se da jednoznacné zapsat
jako soucin mocniny dvojky a lichého cisla.

Nyni popiseme kédovani:

Méjme kone¢ny jazyk L a formuli f v zdpisu = s1...s5; kde s; € L 1 €
{1,...,1}.

Ocislujme vSechny symboly az na proménné jazyka L ¢isly 1,...,k, kde k € N
a v8echny proménné vyskytujici se ve formuli f £k+1, ..., k+m Definujeme funkci
L: L —N

hs) k  pokud s je k-ty symbol, ktery neni proménna
s) =
2¢  pokud s je i-t4 proménna.

4



Priradime formuli f ¢islo n pomoci funkce g definované v predchozim pozo-
rovani 3} Definujeme ny = g(h(s1),h(s2)) a n; = g(n;_1,h(s;)) an =n.

Ptirozené ¢islo K = g(n,l) je vysledny kéd formule f.

Mame-li naopak ¢islo K € N kédujici néjakou formuli f v jazyce L, pomoci
k ¢ inverzni funkce g~ zjistime délku I zakédované formule: g~ 1(K) = (n,l). A
déle pouzitim ¢! I-krat nejspis jiz ziejmym zpiisobem postupné vsechny symboly
formule f.

1.2 Rozhodnutelnost

Definice 2. Teorie T' v jazyce L je rozhodnutelna, pokud existuje algoritmus ktery
urci, jestli je libovolnd sentence v jazyce L v dané teorii, ¢t nikoliv. Jinymi slovy,
pokud existuje turingiv stroj T'S jehoZ vypocet se vstupem formule f v jazyce L
se vZdy zastavi a jeho vystup bude 1 pokud f je dokazatelnd zT o 0 pokud f neni
dokazatelna T.

Definice 3. Rekneme, Ze mnozina formuli S v jazyce J je rozpoznatelnd pokud
existuje turinguv stroj T'S, jehoZ vypocet se vstupem f € S se zastavi po konecném
poctu krokid s vystupem 1 a jehoZ vypocet se vstupem f ¢ S se bud nezastavi po
konecném mnoZstvi kroki, nebo se zastavi s vystupem 0.

Pozorovani 4. Pro rozhodnutelnou teorii T je Thm(T') rozpoznatelnd mnoZina.

Dikaz. Rozhodnutelna teorie je spocetna a tedy i mnozina diikazl z ni zkonstru-
ovatelnych je spo¢etna. Mame-li tedy urcit je-li formule f € Thm(T), budeme po-
stupné prochazet vSechny diikazy a sledovat jestli nedokazuji f. Podobné bychom
mohli hledat dikaz formule —f a ukazat, Ze mnozina Cont(T) je také rozpozna-
telna. Pokud je T navic uplna, tento postup nam da rozhodovaci algoritmus. [

Pozorovani 5. Rozpoznatelnd teorie je rozhodnutelnd pokud T je Cons(T) je
rozpoznatelnd mnozina.

Dikaz. Pokud je Cons(T) rozpoznatelnd mizeme sestrojit 7S ktery dostane-li
sentenci f na vstupu, bude provadét stiidavé po jednom kroku z vypoctu turin-
guvych stroju pocitajicich zda-li je f € Thm(T), f € Cons(T), f € Cont(T) a
—f € Cons(T). Z téchto Etyr vypodti se vzdy aspon dva zastavi a z jejich vystupu
budu zfejmé do jaké z mnozin Thm(T'), Cont(T), Cons(T) f nalezi. Rozmyslet
si jaké moznosti mohou nastat a jaky vysledek z toho vyplyne je jednoduché. [

1.3 Teorie modelua

Zde pouze uvedeme definice a véty bez ditkazi potiebné v praci podle knihy
Model Theory: An Introduction Marker (2002)

Po celou tuto sekci bud T' uplné teorie ve spocetném jazyce, takova Ze mé
nekonec¢ny model.

Definice 4 (Typy). Bud L jazyk, M L-struktura a A C M. Bud Ly jazyk ziskany
priddnim symbolu pro konstantu do L pro kazdé a € A. Bud Tha(M) mnoZina
vSech L s-sentenci pravdivych v M. Bud p mnozina La-formuli se vsemi volngmi



proménnymi z vy, ...,v,. MnoZinu p nazveme n-typem pokud je p U Tha(M)
splnitelnd. Rekneme, Ze p je iplny n-typ pokud ¢ € p nebo —~¢ € p, pro kaZdou
L a-formuli ¢ s se vsemi volngmi proménnymi z vy, . . ., v,. MnoZinu vSech uplngch
n-typt budeme znacit SM(A).

Rekneme, Ze a € M™ realizuje n-typ p pokud M = @(a) pro kazdé o € p.
Pokud neexistuje a € M™ realizujici p, rekneme, Ze M vynechdvd p.

Definice 5 (Saturovany model). Bud k nekonecny kardindl. Rekneme, Ze model
M =T je k-saturovany, pokud pro kazZdou mnozinu A C M takovou, Ze |A| < K
ape SM(A), je p realizovany v M.

Definice 6 (Slabé saturovand sktruktura). Rekneme, Ze M je slabé saturovany,
pokud realizuje kazZdy 1-typ p.

Pozorovani 6. Pokud je M k-saturovany je i slabé saturovany.

Véta 7 (Existence saturovanych struktur). Bud k kardindl k > RXg, potom pro

kazdy model M existuje k™ -saturované elementdrni rozsiteni N takové, Ze |[N| <
|M|".



2. pp-formule v modulech

Hlavnim vysledkem této kapitoly je tvrzeni|13|a jeho disledky, diky kterym
budeme moci v ptisti kapitole popsat strukturu algebraicky kompaktnich moduli.
Material této kapitoly je cerpan z knihy Model Theory and Modules Prest| (1988)

V této kapitole budeme pracovat s otevienymi formulemi a mnozinami které
definuji. Abychom se vyhnuli neustalému komentovani poc¢tu volnych proménnych
ve formulich, zavedeme néasledujici znaceni, které bude jejich pocet ignorovat.
Mizeme si to dovolit, protoze nas ve vétsiné pripadl nebude zajimat. V ojediné-
lych pripadech, kdy tomu tak nebude, délku vektori proménnych samoziejmé
ignorovat nebudeme.

Znaceni 1. Zapisem T budeme myslet vektor promeénngch nebo prvki modulu
spravne delky. Zapis budeme pouZivat pouze v mistech, kde bude spravnd délka
zregmd.

Je-li M modul, zdpisem b € M budeme myslet b € M, kde | je délka vektoru b.

Definice 7.

Formule v jazyce moduli o(Z) je pp-formule (primitivné pozitivni) pokud je ekvi-
valentni formuli tvaru 3yy, ..., yn \j=y (O, Tijzi + 22:1 SkiYk)-

Definice 8. Bud M modul. Rekneme, Ze podgrupa A C M™ je pp-definovatelnd,
pokud existuji pp-formule ©(2,y) v jazyce moduli a a € M) takové, Ze A =
p(M,a) ={b: M = ¢(ba)}.

Dikaz nasledujiciho lemmatu lze nalézt v Prest| (1988, Corollary 2.2)
Lemma 8. Budte ¢(Z) a ¢¥(y) dvé pp-formule, M modul, potom
(1) mizeme BUNO predpoklddat, Ze 1(Z) = I(7),
(2) (T) N (y) je pp-formaule,
(3) M k= ¢(0),

(4) pp-definovatelnd mnoZina je, spolu se scitdnim definovanym po slozZkdch
podle M, abelovskd grupa,

(5) p(M,a) je prazdnd nebo coset grupy o(M,0) pro kazdé vhodné a € M,

(6) édastecné usporddand mnoZina v M pp-definovatelngch podrgup M' tvoii
podsvaz svazu viech podgrup M.
S prinikem a souctem definovanymi nasledovné:

p(M) N (M) = (¢ A ) (M)

p(M) + (M) = (¢ + ) (M),
kde (¢ +¢)(Z) = 3z3w(z +w = T) A p(w) AN(Z).



2.1 Neékolik predbéznosti z teorie grup

V diikazu, 7ze teorie moduli ma pp-eliminaci kvantifikatort ndm pozdéji po-
slouzi lemmata [9 [11] a [12] Napfed budeme muset zavést nékolik pojmi. Mnozi-
nam, kterym se v ¢eské literatute o teorii grup rika rozkladové t¥idy budeme fikat
anglickym nazvem coset. Ve zkratce pripomeneme jejich zakladni vlastnosti. Déle
budeme-li mluvit o pokryti grupy, budeme myslet pokryti nosné mnoziny dané
grupy. Dale zavedeme specidlni definici indexu cosetu, podobnou klasické definici
indexu podgrupy s nékolika ziejmymi vlastnostmi.

Definice 9 (coset). Bud G grupa a € G a H podgrupa G, mnoZinu a + H =
{a+h: h € H} nazveme cosetem grupy H v grupé G. Kardinalité mnoZiny coseti
H v G budeme fikat index H v G a budeme ho znacit [G: H|.

Lemma 9. Bud G grupa a H podgrupa G. Potom
(1) |G| = [H] - [G : H]
(2) Coset H v G md stejnou mohutnost jako H.
(8) Cosety H v G pokrjvaji G.
(4) Kazdé dva cosety H v G jsou bud disjunkini nebo sobé rouvny.
(5) Pokud je navic K podgrupa H plati [G: K| =[G: H|-[H: K].
(6) Pokud je navic K podgrupa G plati [G: HN K] <[G: H] - [G: K].

Definice 10 (Index cosetu). Budle X° C Y? C G, komutationi grupy pro i € I
kde I je néjakd mnoZina indexi. Dale bud Y = J,.,; Vi, kde Y; = a; + Y2 pro
néjaké a; € G a X néjaky coset X°. Potom definujeme [Y : X] jako nejmensi
pocet cosetu X potiebny k pokryti Y.

Pozorovani 10 (Vlastnosti indexu cosetu). Zachovejme znaceni z piedchozi de-
finice a predpoklidejme, Ze [Y : X] je spravné definovano, potom

1) pokud je navic 'Y coset néjaké podgrupy C G, plati |Y: = : .
kud icY ké pod YOC G, plati [Y: X Yo: X°

(2) pokud je navic Z coset néjaké podgrupy Z° C X°, plati [Y: Z] = [V : X]-
(X: Z].

(3) pokud je navic W coset néjaké podgrupy W° C G a [W: X] je sprdvné
definovdno, potom W UY: X|=[W: X|+[Y: X]|-[WnNY: X]|, jsou-li
obe strany rovnosti konecné.

Lemma 11 (Neumannovo lemma). Bud G grupa H, H; C G podgrupy, a,a; € G
pro i = 1,....n, takové, Ze a + H C |J._,a; + H;. Potom miZeme z tohoto
pokryti vynechat viechny cosety ay, + Hy, takové, Ze [H: H N Hy| > n!, aby zistalo
pokrytim.



Diikaz. Piedpokladejme BUNO, ze H = |J,a; + H; a tedy H, = H N Hg.
(K tomuto pfedpokladu lze od ptvodniho piejit prechodem od H; k podgrupam
H N H;, odec¢tenim od obou stran vzniklé rovnosti a a zménou znaceni. Nyni je
H; C H a tedy pokud pro h € H; méame a; + h ¢ H, plati a; + H; N H =0 a
a; + H; mizeme z pokryti vynechat).

Dale z predpokladu, ze pokryti podgrupy H cosety a; + H; je miniméalni,
vyvodime, Ze [H: H;] je koneéné pro vsechna i. Tedy, ze podgrupy a; + H;, které
tuto podminku nesplnuji jsou v pokryti navic.

Predpokladejme tedy, ze pokryti grupy H je minimalni a mezi grupami H; je
[ riznych grup. Dale budeme pokracovat indukci podle [.

Pro [ =1 je tvrzeni ziejmé z definice indexu a predpokladi.

Bud I > 1. Vyberme néjaky index 0 < j < n. Z minimality pokryti vime, Ze

. Potom
a tedy plati
Hj QU{ai—g—i—Hi: HZ%H]}

. Potom 1
ak+Hk§U{ak—g+ai+HiiHi%Hj}

pro kazdé k takové, ze Hy, = H;. Mame tedy, Ze Cast grupy H pokryta mnoZinami
ap + Hy, kde H, = H; se da pokryt mnozinami a; + H; kde H; # H; a tedy
totéz plati pro celou grupu H. Grup H; Ze H; # H; je | — 1, mizeme tedy pouzit
indukeni predpoklad a dostdvame tvrzeni pro vSechny podgrupy H; # H,. Index
7 jsme ale vybrali ndhodné, tedy je prvni slabsi tvrzeni dokazané.

Déle ukazeme, 7e pro néjaké i € {1,... ,n} plati [H: HN H;] <n

Bud K = (] H; am = [H: K]. Podle predchoziho je m konetné. Pro spor
predpokladejme, ze

[H: H))=[H: K|/[H;: K] >n

pro kazdé i € {1,...,n}. Potom [H;: K] <m/n a [a; + H;: K] <m/n.

Potom

(Jai+ Hi: K] <) [H;: K] < n(m/n) = [H: K]

a to je ve sporu s

H:UG,1+H1
1

a tvrzeni je dokazano.

Nakonec ukdzeme, 7e [H : H;| < n!

Diikaz provedeme indukci podle [, po¢tu riznych grup mezi grupami H;, je-
jichz cosety pokryvame H v nami uvazovaném pokryti. Pripad [ = 1 je dokdzany
z predchoziho. Provedme tedy indukéni krok a predpokladejme, ze [ > 2 a 7Ze
[H : H;] < n. Dale si zafixujme néjaké i > 2 a ukazme, 7e [H : H;] < nl. Pokud
H, = H; je tvrzeni dokazané, predpokladejme tedy opak.

Bud

ge H\| J{a; + H;: j #1}

9



. Podobné jako na zacatku dikazu vyvodime
g+ Hy €|\ J{ax + Hi: Hy # Hy}
. Z tohoto pokryti vybereme néjaké minimélni pokryti
C={ar+Hp: ke X, X C{1,...,n}}

. Mame a; + H; € C protoze g je pouze v tomto cosetu a navic vime, ze v
C figuruje maximéalné [ — 1 riznych podgrup. Odectenim g dostaneme pokryti
Hy C\J{ar — g+ Hy : k € X} a protnutim s H; dostaneme minimdlni pokryti.
V tomto pokryti je maximalné n — 1 cosetli. Pouzitim indukéniho predpokladu
dostavame, [Hy: Hy N Hg] < n! pro k € X. Protoze i € X mame

a tvrzeni je dokazané. O
Dikaz nasledujiciho lemmatu je k nalezeni v [Prest| (1988, Lemma 2.14)

Lemma 12. Bud G grupa a G4, ...,G, jeji podgrupy, H grupa a Hy, ..., H, jeji
podgrupy. Pro i = 1,...,n budte C; coset grupy G; a D; coset grupy H;, pokud
je Gy, respektive H; neprazdnd. Dale predpokladejme, Ze

(1) pro kazdé dve podmnoziny I C J C {1,...,n} jsou si indexy

MG (6]

i€l JEJ
a
i€l jeJ

rovné, pokud jsou konecné.

(2) pro kazdou podmnozinu I C {1,... n} plati

iel

Ni=s

iel

prave tehdy kdyZ

Potom
n 7

Jc:: NGil= 1D () Hi]

1
a specidlné G = |J; C; prave kdyz H = J| D;
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2.2 pp-eliminace kvantifikatort v modulech

Nyni zavedeme invarianty a invariantni tvrzeni a dokdzeme hlavni tvrzeni
kapitoly, v kterém ukazeme, ze je-li formule ¢(y,z) ekvivalentni néjaké booleovské
kombinaci pp-formuli, mé tuto vlastnost i formule 3z (x,7). Odsud indukei plyne,
ze kazda formule je ekvivalentni néjaké booleovské kombinaci pp-formuli.

Definice 11 (invarianty a invariantni tvrzeni). Bud M modul a v, ¢ pp-formule

(1) definujejeme Inv(M,p,0) = |p(M))/(e(M) N(M))|. Témto kardindlim

budeme fikat invarianty (modulu M, formule ¢ vzhledem k formuli 1) ).

(2) Bud « turzeni nasledujiciho tvaru
a =V, 75,3%(0(@) A \ (@ — 7))
1

Formule a 1ika, Ze invariant je vétsi nebo roven n. Booleovské kombinaci
torzeni tvaru o budeme Tikat invariantni tvrzent.

(3) Rekneme-li moduly specifikované invariantnim tvrzenim p, budeme myslet
tridu vsech moduld v kterych plati invariantni tvrzent p.

Poznamka. (1) Protoze o(M) i ((M) N1 (M)) jsou komutativni grupy,

Inv(Myp,p) = [p(M): (p(M) Np(M))]

Véta 13 (pp-eliminace kvantifikdtort). Kazdd formule v jazyce moduli je ekvi-
valentni néjaké booleovské kombinaci pp-formuli a invariantnich tvrzeni v teorii
moduli.

Dikaz. Formule budeme eliminovat indukeci podle slozitosti. Atomické formule
jsou ekvivalentni formulim tvaru ) r;z; = 0 a tedy zfejmé pp-formule. Dile z
indukce staci eliminovat formule tvaru Jyp(y,z), kde p(y,z) je booleovska kom-
binace pp-formuli a invariantnich tvrzeni. Protoze jsou invariantni tvrzeni uza-
viené formule, kvantifikitor dy se nevztahuje k proménnym v nich a muzeme
tedy uvazovat, ze p(y,z) je booleovska kombinace pp-formuli. Tedy po pfevedeni
do norméalniho tvaru miizeme ptedpokladat, ze

Jyo(y,z) = Ty \/(st (y,2) A /\ —thi; (y,%))

J

, kde ¢; a 1 jsou pp-formule. Dale z matematické logiky vime, Ze je moZné
prohodit 34 a V a dostavame, zZe pro dikaz lemmatu stac¢i eliminovat formule
tvaru

kde ,1); jsou pp-formule.

Déle muzeme predpokladat, 7e ¥;(y,z) = ¢(y,2) A ¥i(y,z), kde ¥i(y,z) je
pp-formule.

11



Dale bud M modul, H grupa takova, Ze
H:={acM:3eec M'D M E p(a,c)}

Gy = Gi(MD), G = p(M.D) jeji podgrupy a b€ M),
Potom mame, ze

M = =(Fy(e(y.b) A )\ ~vi(y.)))

<n

, pravé kdyz o(M,b) = U, ., ¥i(M.b).

Predpokladejme, ze @(M.,b) = |J,., ¥i(M,b). Podle Neumannova lemmatu,
muzeme 7 daného pokryti vynechat takové cosety, ze [G : G;] > nl.

Budeme chtit pouzit lemma [12|a k tomu pouZzijeme formule o, ;(Z), ktera je
booleovska kombinace pp-formuli a invariantnich tvrzeni a v které je

(1) pro kterd j < n je [G : G;] < n! (to umime vyjadfit pomoci invariantnich
tvrzeni).. Dale uvazujme J mnoZinu téchto indext j a mame koneény horni

odhad na [(;; G;j : Nie; Gi]) pro I € J C {0,....n — 1}

(2) pro M,b”spravna” (splnéna b v M) booleovska kombinace pp-formuli, ktera
iik4 je-li prinik v8ech moznych kombinaci uvazovanych G; ”posunutych do
b” (hned uptesnime formuli) prazdny nebo neprazdny. Myslime tim vSechny
"spravné” 3y A\, o Uy (y,b) pripadné i konjukee s p(y,b)), kde K C {0,...,n—
1}.

Podle lemmatu [12] mame pro jiné M’, v/

M ans) = M’ b= ~Ey(e(ud) A A (D)
Diky Neumannovu lemmatu mame
{eara(@) - M = =Cyle(yd) A\ ~ily.)} = m.m €N

a vidime, Ze negace formule, z které jsme chtéli eliminovat kvantifikator, je kon-
jukci kone¢né mnoha vyse popsanych formuli. O]

2.3 Disledky pp-eliminace kvantifikatora

Diikazy lze nalézt v kapitole 2.5 knihy [Prest| (1988)

Ddsledek 14. KaZdd sentence v jazyce R-moduli je modulo teorie R-moduli
ekvivalentni invariantnimu turzeni.

Disledek 15. Kazdd formule v jazyce R-modult je v néjaké uplné teorii R-
moduli ekvivalentni nejaké booleovské kombinact pp-formul.

Disledek 16. Dva modely My,Ms teorie R-moduli jsou elementdarné ekviva-
lentni, prave kdyz pro kazdé dvé pp-formule ¢, p takové, Ze p — p plati Inv(M;,p,)) =
]nU(M%PW)

12



Disledek 17. Pro M;, v € I moduly, 1,p pp-formule

Im)(@ M;,p)) = H Inv(M;,p.a)

iel icl
Disledek 18. Pro M modul, k nekonecny kardinal
M" =M™
Pozorovani 19. Budte M, N, S moduly, ze M = N, pak M &S =N& S.

Diikaz. Diky vété o eliminaci kvantifikdtor vime, ze kazda sentence teorie abe-
lovskych grup je ekvivalentni invariantnim tvrzenim. Déle pro libovolné moduly
K, L plati Inv(K & L,p,0) = Inv(K,p,0)Inv(L,p,) mod oo z a odsud plyne
tvrzeni. 0
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3. Moduly

V této kapitole budeme zkoumat strukturu algebraicky kompaktnich moduli.
Hlavni vysledek bude, ze kazdy modul je elementarné ekvivalentni direktni sumé
nerozlozitelnych algebraicky kompaktnich moduli.

Material této kapitoly je Cerpan z Zieglerova ¢lanku Ziegler| (1984). Dikazy,
které zde nebudou uvedeny nebo budou nekompletni jsou k nalezeni v témze
¢lanku.

Znaceni 2. V celé€ kapitole budeme predpokladat, Ze R je okruh a M je levy
R — Modul.

Definice 12. Budte M,N moduly, fekneme, Ze M je cisty podmodul N a Ze N
je cisty nadmodul M, (budeme znacit M C, N) pokud M C N a pokud

N ¢la) & M = o(a)
pro o pp-formuli a a € M.
Lemma 20. Bud M modul, potom
1. diretni scitanec N modulu je jeho cisty podmodul.
2. jsou-li B,C' cisté podmoduly M, potom je ©+ B ® C' cisty podmodul M

Definice 13. Budte N, N' moduly , takové, Ze N' C,, N. Potom tekneme, Ze
modul M je algebraicky kompaktni (ddle budeme Tikat jen kompakini, nebo kom-

pakt), pokud se kazdy homomorfismus z N' do M dd rozsirit na homomorfismus
z N do M.

Znaceni 3. V této praci budeme pouZivat pojmenovani uzité v Zieglerove clanku.
Termin "algebraicky kompakini” (zkracovany na "kompakini”) odkazuje na vlast-
nost z vety |21 téchto moduld podobnou vlastnosti, kterd se obvykl wvadi jako
definice algebraicky kompaktnich modulu: ”KaZda konecne resitelna soustava li-
nedrnich rovnic nad modulem je Tesitelna”. Konecné resitelnd znamend, Ze kaZda
konecnd podmmnoZina soustavy md reSeni a vesitelnd znamend, Ze ma celd soustava
resen.

Bézneji se v literature pouZiva pojmenovani “pure-injective”, které odkazuje
na vlastnost z véty ktera je podobna jedné z mozZnych definic injektivnich
moduli ("Modul je injektivni, pokud je direktnim scitancem v kaZdém nadmo-

dulu”).
Véta 21. Pro kazZdy modul jsou nasledujict podminky ekvivalentni:
(1) M je direkini sc¢itanec v kaZdém éistém nadmodulu.

(2) Kazdy konzistentni pp-typ p(z) nad A C M, Ze |A| < |R|+Ny je realizovany
v M.

(8) Kazdy konzistentni pp-typ p(x) nad M je realizovany v M.
(4) M je kompakt.

14



Diikaz je k nalezeni v [Ziegler| (1984, Theorem 3.1.)
Lemma 22. Direktni scitance kompakniho modulu jsou kompaktni.
Diikaz. Diikaz analogicky dikazu implikace — véty O]

Definice 14. Bud A podmnoZzina kompaktu M. V inkluzi minimdlni cisty kom-
paktni podmodul Hy(A) modulu M, ktery je nadmnozZinou A, nazveme obalem
mnozZiny A v M. Pokud z kontextu bude jasné, v kterém kompaktnim nadmodulu
je obal obsaZen budeme psat pouze H(A).

Definice 15. Bud M modul, a € M. Rekneme, Ze typ p tvaru {o(z) : ¢ pp —
formule, M = ¢(a)} U{p(x): —~p pp — formule, M [= ¢(a)} je pp-iplny typ.

Pozorovani 23. KaZdy pp-uplny typ dany prvkem a € M urcuje cely typ proku
a nad M. Diky eleminaci kvantifikatori a z vlastnosti obalu plyne, Ze H(a) je aZ
na isomorfismus jednoznacéné zadan pp-iplngm typem p, tedy miZeme psdit H(p).

Definice 16. Rekneme, Ze pp-iplng typ p je nerozloZitelny, pokud H(p) je neroz-
loZitelny).

Pozorovani 24. Kazdy nerozlozitelny modul U je izomorfni H(p) pro vhodny
nerozloZitelny typ p.

Véta 25. Obal H(A) existuje a je urcen jednoznacné.
Dikaz k nalezeni v Ziegler (1984, Theorem 3.6.)

Pozorovani 26. Predpoklidejme, Ze @/Y(M) > 1, kde @, 1 jsou pp-formule
takové, Ze (M) C p(M). Potom existuje nerozloZitelny pp-iplng typ p, ktery
obsahuje p,—).

Definice 17. Bud M modul, rekneme, Ze ]\//Tje cisty obal M pokud
(1) M je cisty kompaktni nadmodul modulu M.

(2) pokud je N cisty kompaktni nadmodul modulu M, M je nad M isomorfni
cistému podmodulu N.

Véta 27. Ke kazdému modulu M existuje aZ na isomorfismus jedinecny cisty
obal.

Véta 28. Bud M modul, potom ]/\/[\je elementarni rozsirent M.

3.1 NerozlozZitelné kompakty

Definice 18. Neprazdny kompaktni modul M, nazveme nerozloZitelnym kompak-
tem, pokud neni direkini sumou dvou neprdazdnych moduli.

Lemma 29. Necht je U neprazdny kompakt, potom je U nerozlozitelny kompakt,
prave tehdy kdyz plati U = H(a) pro vsechny a € U \ 0.
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Diikaz. Pokud je U = M @ N néjaky netrividlni rozklad U a a € M \ 0, potom
U # H(a) jelikoz z lemmatu [20] je M ¢isty podmodul U a z lemmatu 22 je M
kompaktni a pfitom M C U.

Pokud a € U \ 0, H(a) je podle z véty [21| netrividlni direktni s¢itanec v
U, protoze z definice je H(a) kompaktni ¢isty podmodul U. ]

Z tohoto lemmatu plyne nésledujici lemma. Dikaz lze nalézt v Ziegler (1984,
Corollary 4.2.)

Lemma 30.
(1) Eristuje nejvjse 280 neisomorfnich nerozloZielnsjch R-moduli
(2) NerozloZitelny kompakt md mohutnost nejugse 2170,

Pozndmka. Diky lemmatu 30| mizeme z kazdé tiidy ekvivalence isomorfismu ne-
rozlozitelnych kompakt vybrat jednoho zastupce U a uvazovat mnozinu vSech U.
Kdybychom neméli horni dohad , museli bychom uvazovat jestli viibec mohou
tvofit mnozinu.

3.2 Krull-Remak-Schmidt theorem

Véta 31 (Krull-Remak-Schmidt). Bud M kompaktni modul, potom existuje roz-

Klad M = @,., U; ® E, kde I je néjaka indexovd mnozina, U; jsou nerozloZitelné
kompakty a E je modul, ktery nemd Zadny nerozlozitelny kompakt jako direkini
scitanec.

Diikaz je k nalezeni v [Ziegler| (1984, Theorem 6.1.)

Definice 19. Bud U nerozloZitelny kompakt a M kompaktni modul. Potom defi-
nujme U—dim(M) = |{i € I : U ~ U,}|, kde U; jsou z rozkladu M = P,_; U, FE

el

Pozorovani 32. Bud M, N kompakty, kde M je slabé saturovany. Pokud M =
N, pak
U—dim(N) <U —dim(M) mod oo

pro kaZdy nerozlozitelny modul U.

Diikaz. Bud U nerozlozitelny modul a p nerozlozitelny typ takovy, ze U = H(p).
Definujme typ

Py Ty1) 1= Up(ml) U A{@(Z0yeesTiyees@i—1) = ©(T0yees 050 @p1)
<n
©(Z) pp — formula, i < n}.

Pokud je U — dim(N) > n pak je p, realizovin v N a tedy je M —konzistentni,
protoze M = N. Protoze M je slabé saturovany je p, realizovan i v M. Daéle

plati, ze
Y Hb) =P HMb) ~EPU.
i<n <n <n
tedy U — dim(M) > n a tedy U — dim(N) < U — dim(M). O
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Véta 33. Bud M slabé saturovany a kompaktni modul. Dale bud

V@
i€l

rozklad jako v predchozi vété. Potom M = @, , U.

V tomto diitkazu budeme pouzivat narozdil od predchozi kapitoly Zieglerova
tspornéjsiho znaceni pro invarianty. Misto Inv(M,p,1» budeme pséat ¢ /¢(M), pro
modul M

Diikaz. Diky eliminaci kvantifikatort a obdobné tvaze jako v pozorovani [19|staci
dokazat, ze

p/U(E) > 1 = /(@ Ui) = oo
iel
Predpokladejme, Ze ¢ /¢(E) > 1. Z pozorovani[26|vime, Ze existuje E—konzistentni
nerozlozitelny typ p obsahujici ¢,—. Méjme kompakt N, ktery realizuje p a
N = E a definujeme U = H(p). Potom U — dim(N) > 0 a ¢/¢(N) > 1. Z
pozorovani [19| a pozorovani [32] potom vyplyne

U —dim(@ U:) + U — dim(N) < U — dim(M) = U — dim(EP U;) mod o.
iel icl
Tedy {i € [ : U ~ U;} je nekonetna a podobné jako v pozorovani [19| by se dalo
ukazat, ze
@/¢(€B U;) = H o/ v(U;)
iel iel
a tedy @/w(@iel U;) = oo. [

Disledek 34. KazZdy modul je elementarné ekvivalentni néjaké direktni sumé
nerozloZitelnych kompaktu

Diikaz. Plyne z vét 33 a O
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4. Rozhodnutelnost teorie
komutativnich grup

V této kapitole pouzijeme vysledky predchozich kapitol a ukdzeme, 7e teorie
komutativnich grup je rozhodnutelnd. Vétsina materidlu této kapitoly je ¢erpana
z ¢lanku Eklofa a Fishera Eklof a Fisher| (1972)

Budeme chtit pouzit vétu a podle véty nerozlozitelné moduly nad Z
jsou pravé grupy uvedené v nasledujici definici.

Definice 20. Bud p prvocislo, n € N, G abelovska grupa
(1) Z(p™) znaci priferovu grupu
(2) Ly aditivni grupu viech raciondlnich cisel ™ takovych, Ze NSD(pn) =1
(3) Zpn cyklickou grupu Fadu p™
(4) Q znaci aditivni grupu raciondlnich cisel

Definice 21. Szmielew grupou S budeme znacit kaZdou grupu tvaru
- @i o Dzl o Py o ¢
p,n p p

kde exponenty o, ., By a 7, jsou nejuyse spocetné a 6 je 0 nebo 1.

Rekneme, Ze Szmielew grupa je konecného ranku pokud jen konecné exponenti
Qpns Bp a Yy je nenulovych a vsechny jsou konecné.

Definice 22. Bud p prvocislo, n € N, G abelovska grupa
(1) p"G ={g € G:p" | g}
(2) p"Glpl ={9 € G: pg=0Ap"| g}

Definice 23. Bud p prvocislo, n € N, G abelovskd grupa,
Szmielew invarianty budeme zvdt invarianty

(1) Ulp,n)(G) = [p"Gp)/p" " G[p]|
(2) Tf(pn)(G) = |[p"G/p"*'G]
(3) D(p;n)(G) = |p"G[p]|

(4) Exp(p,n)(G) = [p"G]|

Pozorovani 35. Zapis p" | g je syntaktickd zkratka pro Jw(p"w — z = 0) a
(pg = 0) i Jwp"w —x = 0) jsou pp-formule. Szmielew invarianty tedy jsou
invarianty ve smyslu definice[11]

Definice 24 (Szmielew invariantni tvrzeni). Budte n,k € N, p prvocislo, G
abelovskad grupa.
Szmielew kladnd invariantni tvrzeni budeme zvdt nasledugici tvrzeni
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(1) Ulpn)(G) > k
(2) Tf(pn)(G) >k
(3) D(pn)(G) > k
(4) Exp(pn)(G) >k

Jejich negacim budeme vikat Szmielew zdpornd invariantni tvrzend.
Dohromady jim budeme Szmielew invariantni tvrzend.

K dikazu nasledujici véty si je pouze tfeba uvédomit definice zminénych grup
a Szmielew invarianti.

Lemma 36. Budte p,q prvocisla m,n € N potom

p pokudp=qAn=m-—1
1. (a) U(p,n)(qu):{

1 jinak.
(b) Ulp,n)(G) =1, pro G € {Zy), Z(¢*),Q}

p pokudp=q
2. (a) Tf(pn)(Zy) = {1 3
Jinak.

okudp=qgAn<m
() Tf<p,n><zqm>:{p poruep =4
1 ginak.

(c) Tf(pn)(G) =1, pro G € {Z(¢™),Q}

N0 D<p,n><z<q°°>>={§’ pokudp =
jinak.

okudp=qgAn<m
() D<p,n><zqm>:{p porut b =4
1 jinak.

(¢c) D(pn)(G) =1, pro G € {Z,), Z(q>),Q}

p pokudp=qAm<n
qm
(b) Exp(pn)(G) = oo, pro G € {Z), Z(¢™), Q}

Pozorovani 37. Bud p prvocislo, n € N, S Szmielew grupa

4. (a) Exp(pn)(G)(Zgn) =

Jinak.

(1) Pro Szmielew invarianty plati véta [17

(2) Pro vyjddreni toho, Ze se néjakd z grup Zgm, Ly, Z(p™), v S vyskytuje
nekonecnékrat pomoci Szmielew invariantnich tvrzeni jich potrebujeme ne-
konecnée mnoho.

(3)
(4)

Lemma 38. Szmielew grupa konecného ranku je urcena Szmielew invarianty.
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Diikaz nésledujici véty lze nalézt z vétsi ¢asti v knize Model Theory and
Modules |Prest, (1988, Corrollary 27.11)

Véta 39. Nad 7Z jsou nerozloZitelné pouze moduly Z(p>), Zzp), Z(p") a Q, kde
p je prvocislo a n € N.

Diikaz nasledujictho lemmatu je k nalezeni v [Hodges| (2008, Lemma A.2.4)
Lemma 40. Pro abelovskou grup G jsou ndsledujici podminky ekvivalentni

1. Existuje prirozené cislo n, Ze nG = 0

2.G=GdQ

3. G=GapQF

Véta 41. KazZda abelovskd grupa je elementarné ekvivalentni néjaké Szmielew
grupe.

Dikaz. Modul M je podle véty elementarné ekvivalentni direktni sumé ne-
rozlozitelnych kompakt, kde se navic podle vét [18| a [19| kazdy direktni sc¢itanec
vyskytuje nejvyse spocetnékrat. Pro abelovské grupy mame s pouzitim véty |39 a
lemmatu [10] pozadované. O

Dikaz k nasledujici vété je k nalezeni v [Hodges| (2008, Lemma A.2.4 - A.2.6)

Disledek 42. Abelovské grupy G, H si jsou elementdrné ekvivalentni, prdvé
kdyZ maji stejné Szmielew invarianty.

Disledek 43. KaZda sentence [ € Cons(T(aq)) je splnéna v néjaké Szmielew
grupe.

Diikaz. Znamy vysledek z matematické logiky je, ze kazda konzistentni teorie
méa model. Bud tedy G model T{a¢) U f. Grupa G je podle véty 1] elementarné
ekvivalentni néjaké Szmielew grupé S. [

Dusledek 44. KaZdd sentence f € Cons(T(aq)) je disledkem TiacyU S kde S je
konecénd mmnozina Szmielew invariantnich tvrzeni.

Diikaz. Tvrzeni je ziejmy disledek diisledku a véty o kompaktnosti z mate-
matické logiky. O]

Dikaz nasledujici véty jen nastinime

Dusledek 45. KaZdd sentence f € Cons(T(ac)) plati v néjaké Szmielew grupé
konecného ranku.

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem disledku véty [43] a toho, Ze abychom fekli, ze
néjaky Szmielew invariant je v dané grupé nekonecny, potfebujeme nekonecéné
mnoho Szmielew invariantnich tvrzeni. Pro Gplny dikaz by bylo tfeba urcit ex-
ponenty hledané Szmielew grupy, analogicky jako v Eklof a Fisher| (1972, Theorem
2.10.) m

Disledek 46. Pro Szmielew grupu konecného ranku S umime popsat konecnou
mnoZinu turzeni axiomatizujict S a mnozina Stue v S platnych tvrzeni je rozpo-
znatelnd.
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Diikaz. Pro S mame konecény pocdet Szmielew kladnych invariantnich tvrzeni S} |

které v S plati a kone¢ny pocet Szmielew zdpornych invariantnich tvrzeni S, ,
z nichz vyplyvaji vSsechna Szmielew zaporna invariantni tvrzeni, kterd v .S plati.
Podle véty je kazdé tvrzeni platné v S disledkem T4y U S}, U ST, O

Inv Inv*

Nyni zavére¢né tvrzeni prace
Véta 47. Tiaqg) je rozhodnutelnd teorie.

Diikaz. Podle poznamky [5| staci ukazat, ze Cons(T(a¢)) je rozpoznatelna.

Je jednoduché si rozmyslet, Ze je rozpoznatelnd mnozina konec¢nych posloup-
nosti Srna = {(@, Bp, 1p,0): p € F'}, kde F' je kone¢nd podmnozina prvocisel, @,
je kone¢na posloupnost (a1, . ..y, plirozenych ¢isel, 8, +, jsou prirozena ¢isla
a ¢ je bud 0 nebo 1. Proménné jsou sugestivné pojmenovany stejné jako expo-
nenty v definici 21} aby bylo zfejmé, Ze i mnozina Sy, Szmielew grup koneéného
ranku je rozpoznatelna.

Déle tedy predpokladejme, Ze mame prvky mnoZziny Sy, néjak ocislované
prirozenymi ¢isly.

Podle véty 46| je pro S; € Spi, mnoZina SI"* tvrzeni platnych v S; rozpo-
znatelnd a mizeme ji tedy ocislovat pfirozenymi ¢isly. Bud tedy f;; j-ty prvek
SZ-TUTZ.

Nyni uvazujme bijekeci 7: N — Nx N, tfeba funkci inverzni Cantorové parovaci
funkci a mé&jme k,i,j € N, ze w(k) = (i,j). A definujme f; = fi;. Podle véty
se nam podafilo o¢islovat vSechny prvky Cons(T(aq)) a prace je u konce. O]
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