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Klicova slova: rozdéleni nahodné veli¢iny, distribu¢ni funkce, odhad, cenzorovana
data

Title: Estimation of probability distribution for censored data
Author: Zuzana Teichmannova
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: doc. RNDr. Petr Lachout, CSc., Department of Probability and
Mathematical Statistics

Abstract: In this thesis, we look into estimation of probability distribution for
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Uvod

Pti praci s redlnymi daty se casto stava, ze se mezi ziskanymi daty objevi
data netuplné, takova jez nebylo mozné dopozorovat celd, napt. jelikoz pozorovani
skoncilo nebo néjaky z pozorovanych subjektii prestal byt sledovan. Takova data
se pak nazyvaji cenzorovana. Typickym piikladem jsou lékaiské studie, které bézi
po néjakou presné danou dobu (pak se kyZeny vysledek nemusi objevit pfed kon-
cem studie), a pii kterych je snadné néjakého pacienta ztratit (pacient prestane
dochézet, odstéhuje se nebo zemie). V této praci se na fiktivnim numerickém
prikladé ukazuje, jak odhadnout rozdéleni, pokud mame takovato data. Budou
porovnany tii pristupy a to klasicky odhad, pfi kterém se pracuje jen s necenzo-
rovanymi daty, Kaplan-Meieruv odhad a Nelson-Aalentiv odhad.

V prvni casti této prace je seznameni s potfebnou teorii k cenzorovanym
dattim a jednotlivym odhadtiim, poté nasleduje provedeni odhadii a jejich porov-
nani. Cilem je pochopit zaklady odhadu rozdeéleni pii cenzorovanych datech a to
predevsim Kaplan-Meiertiv odhad a tento odhad porovnat s klasickym odhadem
a Nelson-Aalenovym odhadem.

Data v této praci jsou fiktivni a ndhodné vygenerovana a budou predstavovat
doby zivotnosti stroji, tedy studii, ve které pozorujeme deset tisic stroji po dobu
dvou set hodin a méfime, za jak dlouho stroje prestanou fungovat.



1. Klicové pojmy

1.1 Analyza preziti

Analyza preziti se zabyva metodami, které zkoumaji data mérici ¢as vyskytu
néjaké udélosti. Vyskyt takové udédlosti se nazyvéa selhani (¢asto selhani znadci
smrt, proto analyza preziti). Nicméné selhani nemusi vzdy byt negativni jev. tze
se jednat o jakoukoliv udalost, kterd nas zajima (mtzeme tfeba sledovat, po kolika
dnech od zasazeni vyroste rostlina). Na ¢as do vyskytu takové udélosti se mizeme
divat jako na nezapornou ndhodnou veli¢inu. Tuto veli¢cinu budeme znacit T a
nazyvat cas selhani.

1.2 Rozdéleni ¢asu selhani

Nyni se budeme zabyvat nezapornou nahodnou veli¢inou 7" a jejim rozdélent.

Néahodné velicina T miize byt diskrétni, spojita i kombinovana. Jeji rozdéleni
muze byt popsano mnoha zpisoby, nejcastéji vSak pomoci distribu¢ni funkce,
hustoty, funkce preziti a rizikové funkce.

Definice 1. Distribucni funkce ndhodné veliciny t > 0 je definovdna
F(t)=P(T <1, t>0.

Definice 2. Funkce preZiti nahodné veliciny T > 0 je definovdna
S(t) = P(T > t), t>0.

Lemma 1 (Vlastnosti funkce pfeziti). Pro funkci preziti S(t) ndhodné veliciny
T > 0 plati nasledujict tvrzent

(1) plati S(t) =1 — F(t) pro vSechna t € [0,00);
(i1) S(t) je merostouct, zprava spojitd funkce ¢asu t € [0,00);

(iii) S(0) =1 a limy_e0 S(t) = 0.

Dikaz.
(i) Madme S(t) = P(T >t)=1—P(T <t)=1— F(t).

(ii) Plyne z (i), protoze o distribu¢ni funkei F'(¢) vime, Ze je neklesajici, zprava
spojita funkce.

(iii) Jelikoz pro distribu¢ni funkeci nezaporné ndhodné veli¢iny plati F'(0) = 0
a lim; o F(t) = 1, z (i) snadno plyne S(0) =1 -0 =1 a lim;_,o S(t) =
limy oo 1 — F(t) = 0.

UJ
U cenzorovanych dat se vice pracuje s funkei preziti S(t), protoze S(t) vyja-
dfuje pravdépodobnost, Ze v intervalu [0,¢) nedojde k selhani.
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1.2.1 Spojita nahodna veli¢ina T
Definice 3. Hustotu spojité nahodné veliciny T > 0 definujeme

f(t) = —%f), t>0.

Plati f(t) = dF(t)/dt, f(t) > 0, [ f(t)dt = 1, F(t) = [, f(s)ds a S(t) =
ftoo f(s)ds.

Definice 4. Rizikovd funkce spojité nahodné veliciny T > 0 je definovina

t>0.

Pt<T<t+h|T>t
At) = lim ST <t+h|[T21)

h—0t h ’

Rizikova funkce je nezaporna a udava riziko, ze v case t nastane selhani. Né-

kdy se rizikové funkci také fikd intenzita, jelikoz ji mtzeme interpretovat jako
intezitu selhani béhem celého procesu.

Pro rizikovou funkci plati

_dlog S(1)
dt

Integraci a pouzitim S(0) = 1 se dostane

S(t) = exp|— /0 A(s)ds]
~ explA(D)]

(1.1)

Definice 5. Pro ndhodnou velicinu T > 0 s rizkovou funkci \(t) se funkce

nazyvd kumulationi rizikovd funkce.

Derivaci vyrazu (1.1 ziskdme
f(t) = A(t) exp[—A(t)]. (1.2)

Rovnéz plati, ze libovolna spojité funkce A(t) spliujici

/Ot A(s)ds < oo

/O " Ms)ds = oo,

je rizikovou funkci néjaké spojité ndhodné veliciny.

pro néjaké t > 0 a



Definice 6. Necht T je nezdpornd ndhodnd velic¢ina. Pak stvedni zbytkovou dobou

zZivota budeme rozumeét
r(t)=E(T —t|T >1).

Vsimnéme si, ze plati

Zintegrujeme-li funkei [ (s—t)f(s)ds per partes, ziskdme [(s—t)(—5S(s))]°+
[ S(s)ds. Protoze lim,_,o S(s) = 0, obdrzime

(1.3)
Dosadime-li ¢ = 0 do (1.3)), vidime, ze

E(T)=r(0) = /000 S(s)ds,
protoze r(0) = E(T|T > 0) a S(0) = 1.

1.2.2 Diskrétni nahodna veli¢ina T

Je-1i T' > 0 diskrétni nahodné veli¢ina, pak nabyva hodnot 0 < a; < as < ...
s prislusnou pravdépodobnostni funkci

f(&l):P(T:az)a i:1727"'7

kde funkce preziti ma tvar
St) =Y fla), t>0.

Definice 7. Ruizikovd funkce diskrétni nahodné veliciny T' > 0 v case a; je defino-
vdana jako podminénd pravdépodobnost selhani v case a; za podminky, Ze selhdni
nenastalo pred casem a;, tedy

f(ai)

kde S(a™) = limy .- S(t).

Obdobné jako v (L.1)) a v ([1.2) miZeme vyjadfit funkei preziti a pravdépo-
dobnost pomoci rizikové funkce (viz Kalbfleisch a Prentice, 2002)

sty =[] a-x)
tla; <t

flai) =N | (1 =)

j=1

Stejné jako ve spojitém piipadé plati, Ze rizikova funkce (N\;,i = 1,2,...)
jednoznacné urcuje rozdéleni diskrétni ndhodné veliciny 7'
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1.2.3 T s kombinovanym rozdélenim

Obecné mutze byt rozdéleni ndhodné veli¢iny T° > 0 zaroven jak diskrétni,
tak spojité. V takovém pfipadé mé rizikova funkce spojitou komponentu . (%)
a diskretni komponenty A;, Ao,... v diskrétnich ¢asech 0 < a; < ay < ....
Kalbfleisch a Prentice (2002) uvadi tvar celkové funkce preziti

S(t) = exp|— / Ae(u)du) TT (1= 2y)
0 Jla;<t

a tvar kumulativni rizikové funkce

A(t) :/Ot Ae(u)du+ » A;.

Jla;<t

Uvedené formule jsou pouze aproximace téchto funkei.

Kumulativni rizikova je zprava spojita, neklesajici funkce. Pomoci A(t) defi-
nujeme prirtstek

AAN(t) = At~ + At) — A(t7)
=P[Te[t,t+At)|T >t

. /\i, t:CLi7 i:1,2,...,
Ac(t)dt,  jinak.

Piirustek AA(t) specifikuje riziko selhani na nekone¢né malém intervalu [¢, t+At).

Funkci preziti pro ndhodnou veli¢inu s kombinovanym diskrétnim i spojitim
rozdélenim muzeme psat jako

S(t) = P21 — AA(u)].

& je soucinovy integral definovany zptisobem
P — ANw)] = lim [ [{1 = [A(wy) = Alug-1)]},
k=1

kde 0 = ug < u; < ... <wu, =t alimita je pro r — oo a max(u; — u;_1) — 0.

Pro spojity ptipad (A; = 0 pro vSechna i) mame
t
S(t) = 2L — AAN(u)] = PL[1 — Ae(u)du] = exp[—/ Ae(u)dul.
0

Pro diskrétni ptipad (A.(t) = 0 pro vSechna ¢) mame

S(t) = Zll - M) = [T @),

Jlaj<t

Reprezentaci funkce preziti pomoci sou¢inu si mtizeme predstavit na pokusu
s hody minci, ve kterém se pravdépodobnost rubu lisi v pritbéhu ¢asu. Mince je

6



hézena opakované a selhani je v tomto piipadé prvni padly lic. Tudiz je prav-
dépodobnost preziti v case t ziskana jako soucin podminénych pravdépodobnosti
pfeziti 1 — AA(u) na nekone¢né malych intervalech az do ¢asu ¢.

Funkee f(t), S(t) a F(t) jsou pouzivany k obecnému popisu rozdéleni ndhodné
veli¢iny. Rizikova funkce A(t) je vice specifickd charakterizace uzite¢né pfi mode-
lovani dat z analyzy preziti.

1.3 Pocatecni c¢as, cenzorovani a kraceni

1.3.1 Podatecni cas

Na zacatku je dtlezité spravné definovat, jaky cas je pro nas nulou. U Kkli-
nickych studii nékdy miizeme cas mérit jako vék subjektli, pak je pocatecni cas
jejich datum narozeni, jindy mtze jit o cas vyskytu néjaké udalosti, naptiklad
nastup do studie ¢i diagnostikovani nemoci.

1.3.2 Cenzorovani

Data casto obsahuji jedince, u nichz nejsme schopni urcit, kdy pozadovana
udalost nastala. Vime pouze, ze nastala v néjakém intervalu. Tomu se rika cen-
zorovani. RozliSujeme cenzorovani zleva, zprava a cenzorovani intervalové.

Vysvétlime si pravé a levé cenzorovani na jednoduchych prikladech.

Cenzorovani zprava

Mizeme rozlisit dva divody cenzorovani zprava. Prvnim z nich je uplynuti
doby pozorovani, to znamend, pro ¢ z né&jakého intervalu [0, M), kde M je Cas
ukonceni naseho pozorovani, nenastalo selhani. Potom je veli¢ina T > 0 cenzo-
rovand a Cas cenzorovani je roven M (cenzorovani typu I nebo také cenzorovani
¢asem). Druhym divodem k cenzorovani zprava je vyskyt néjaké jiné udalosti,
kvili které nejsme schopni subjekt dale pozorovat. Pak ¢asem cenzorovani je U,
kde U je ¢as vyskytu této jiné udélosti (cenzorovéani typu II nebo také cenzorovani
poruchou).

Predstavme si lékafskou studii trvajici jeden rok, ve které je nemocnym pa-
cientim podavan 1ék a ,cas selhani“ je zde cCas, kdy se pacient vyleci. Potom
mame tii moznosti: pacient se béhem roku vyléci, pacient je nemocny i ve chvili
ukonceni studie po celém roce a pacient v néjaké ¢asti roku prestane byt sledo-
van (odstéhuje se, prestane dochéazet,. .. ). U druhé a t¥eti moznost se jedna pravé
o cenzorovani zprava, kdy nevime, zda se pacient vylécil dvacet minut po ukonceni
sledovani, dvacet let nebo tfeba nikdy.

Cenzorovani zleva

Cenzorovani zleva je analogické cenzorovani zprava. Zména je v tom, ze uda-
lost mohla nastat predtim, nez jsme zacali viibec vyskyt udalosti sledovat. Tedy
v tom, Ze nase sledovani trva na intervalu (M, o) a selhéni nastalo pro néjaké
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t € [0, M].

Prikladem je nasledujici pokus: védci pozorovali skupinu paviant, ktera spi
kazdou noc na stromé a sledovanou udalosti byl moment, kdy vice jak polovina
pavianti po probuzeni slezla doli. Védci nicméné zacinali se sledovanim kazdy
den v urcity cas M. Nékdy k ,selhani“ doslo az poté a pfesny cas byl znamy,
nékdy ovSem byla vétsi ¢ast skupiny dole diiv nez sledovani zacalo a védci védéli
pouze, ze k ,selhani“ doslo nékdy pred casem M.

Znacdeni cenzorovani

Na cas pozorovani se opét mizeme divat jako na nezapornou nahodnou ve-
licinu, oznac¢me ji C. Rozdéleni C' lze také popsat distribu¢ni funkci a hustotou.
Miizeme Tici, ze ndhodna veli¢ina C' méri dobu pozorovani.

Pokud je doba pozorovani kratsi nez doba do selhani, pak neni ¢as selhani
napozorovan. Pokud mame 7' > 0 a C' > 0, mtzou nastat tyto dva piipady:

e T'<(C, T je napozorovano a C neni,

e T'> (C, C je napozorovano a T neni.
Piedpokladame, ze veliciny T a C jsou nezavislé.

Definice 8. Necht T je nezdpornd ndhodnd velicina popisujici c¢as selhdni a C' je
nezapornd nahodna velicina popisujici dobu pozorovani. Pak nahodnou velicinu
X = min(7,C), X > 0, nazveme cenzorovany cas selhdni a 6 = 1(T < C)
nazveme indikdtor selhani.

Nezavislé cenzorovani

Definice 9. Rekneme, Ze cenzorovani je nezdvislé, pokud je v kaZdém case t
rizikova funkce stejnd, jako kdyby k Zddnému cenzorovdni nedochdzelo. Tedy

P{T T > P{T T> >
i P €M T2 0 PTEft+n)|T>0C 210

h—0 h h—0 h (14)

kde T je nezdpornd ndhodnd velicina popisujici cas selhdni a C je nezdpornd
ndhodna velicina popoisujici dobu pozorovdni.

Pokud tedy mame n subjektd, T; ¢as selhani, C; ¢as cenzorovani i-tého sub-
jektu a predpokladéame, ze T; a C; jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny, tedy (7;, C;),
i =1,2,...,n jsou nezavislé, pak je (1.4 ekvivalentni

A > . > >
. P{T; € [t,t+ h)|T; >t} T P{T; € [t,t+h)|Tz_t,Cz_t}'
h—0 h h—0 h

1.3.3 Kraceni

Dalsim jevem, ktery miize nastat, je kraceni. O kraceni se jedna, pokud jsou
do studie zahrnuty pouze takové subjekty, u nichz udalost nastala v néjakém in-
tervalu (Kp, Ky). Pokud Ky = oo, fikdme, Ze se jedna o kraceni zleva a pokud



Kp = 0, tikdme, Ze jde o kraceni zprava. Jinymi slovy, kraceni zleva nastava,
pokud jsou subjekty pozorovany pouze v piipadé, Ze k udalosti doslo az po néja-
kém daném case t. Obdobné pro kraceni zprava, kde pozadujeme vyskyt udalosti
pred danym casem ¢.

Typictejsi je kraceni zleva. Prikladem je studie sledujici pacienty trpici cuk-
rovkou, ktefi museli brat pravidelné inzulin. Podle poc¢tu napsanych predpist
bylo na zacatku studie 1. ¢ervence 1973 n takovych pacienti. Tito pacienti byli
sledovéani az do 1. ledna 1982 za tcelem odhadnout timrtnost pacientti trpici cuk-
rovkou. Predpokladejme, ze chceme funkci timrtnosti sledovat jako funkci trvani
nemoci. Protoze pacienti byli zahrnuti pouze tehdy, pokud byli 1. ¢ervence 1973
nazivu, ptislusna distribu¢ni funkce pro casy preziti X;,i = 1,2,...,n je podmi-
néna distribuc¢ni funkce X s X > V| kde V je doba trvani nemoci k 1.¢ervenci
1973. Takova data jsou pak kracena zleva.

1.3.4 Priklad

Ukéazeme si jednoduchy priklad tykajici se cenzorovani zprava. Predstavme si,
ze mame n = 6 nemocnych pacientii, kterym podame 1ék, a po dobu deseti dni
sledujeme, za jak dlouho 1ék zacne tucinkovat. TTi nemocné pacienty, oznacme je
A, B, C, jsme méli jiz na zacatku studie. Pacient A se uzdravil po 8 dnech, pacient
B tfeti den ze studie odejde a pacient C se béhem deseti dni nevylédi.

Druhy den pfidame pacienta D, ten vsak Sesty den také ze studie odejde.
Treti a paty den ziskame dva nové pacienty, pacienta E a pacienta F. Pacient
E se béhem celé studie nevyléci, kdezto pacient F se vyléci hned den po podani
léku, tedy paty den nasi studie.

Pacient A B C D E
8 >3 >10 >5 >6
8 3 10 5 6
8 3 10 5 6
1 0 0 0 0

S QA
—| oo o ™

Tabulka 1.1: Cas selhdni (T'), ¢as cenzorovani (C'), cenzorovany ¢as selhani (X))
a indikator selhani (0) pro data napozorovana béhem studie.

Z tabulky mizeme vycist informace o nasbiranych datech. Pocate¢ni cas
v tomto prikladu je podani 1éku, sledovana udalost je vyléceni pacienta. Mame
dva vyskyty udalosti, dvé cenzorovani ¢asem a dvé cenzorovani poruchou. Z dat
jsme schopni uréit vSechny potiebné hodnoty: ¢as selhani (méfeny ve dnech)
zname pouze u pacienti A (8) a F (2), pro vSechny znadme dobu pozorovani
a minimem téchto dvou hodnot ziskdme cenzorovany cas selhani. Rovnéz si in-
dikétorem oznac¢ime, zda doslo k udélosti (A, F') nebo k cenzorovani (B, C, D, E).

Pro lepsi predstavu reprezentace dat se mizeme podivat na obréazek [1.1]



B Zacatek sledovani pacienta

(O Cenzorovani

@ Vyskyt udalosti

F iy
E [ ——— )
D I—— )
C | — )
B eesss—— )
A | ——

—

Zacatek studie Konec studie

Obrazek 1.1: Grafické znazornéni nasbiranych dat.
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2. Odhadovani

Méame tedy nasbirand data obsahujici data cenzorovana i necenzorovana a
snazime se odhadnout, z jakého rozdéleni pochéazi. Nabizi se jednoduché reseni, a
to pracovat pouze s témi daty, ktera cenzorovana nejsou. Potom mame nahodny
vybér s néjakou distribuc¢ni funkci, kterou mizeme odhadnout pomoci empirické
distribuc¢ni funkce.

Nicméné pokud chceme zahrnout i data cenzorovana, musime s nimi pracovat
jinak a pouzivat jiné odhady. Konkrétné se podivame na Kaplan-Meiertiv odhad,
na Nelson-Aalentiv odhad a na néjaké zakladni vlastnosti téchto odhad.

2.1 Empiricka distribu¢ni funkce

Definice 10. Necht X1, ...,X, je ndhodny vybér z rozdélent s distribucni funkci
Fx. Potom

. 1 —
Ey(x) = - Z L oo,a)(X0),
i=1
se nazyvd empirickd distribucni funkce.

Empiricka distribu¢ni funkce je jednoduchym odhadem distribu¢ni funkce
Fx(z) = P(X < x). Jeji graf vizualné reprezentuje napozorovana data a u-
moznuje pozorovat obecné vlastnosti rozdéleni, ze kterého napozorovana data
pochézi. Empiricka distribu¢ni funkce v bodé x je pomér poc¢tu namétrenych hod-
not mensich nebo rovnych x a vSech namérenych hodnot. Pro pevné x se na Fn(x)
mtzeme divat jako na relativni ¢etnost jevu [X; < 2] pocitanou z n pozorovani.
Pravdépodobnost jevu [X; < z] je P([X; < z]) = Fx(z).

Véta 2 (Vlastnosti empirické distribuéni funkce). Pro x € R plati

(i) EE,(z) = Fx(z) (nestrannost), varF,(z) = £x@)0-Fx@) .

n

(ii) F,(z) L Fx(x) pro n — oo (konzistence);

(iii) v/n(Fu(x) — Fx(x)) 2 N(0, Fx(z)(1 = Fx(2)));
(iv) nE,(x) ~ Bi(n, Fx(x)).

Dukaz. Protoze se na empirickou distribu¢ni funkci v kazdém bodé x miizeme
divat jako na relativni cetnost, k dikazu vySe uvedenych vlastnosti nam staci
vlastnosti relativni ¢etnosti a to, Ze pro X, = %22;1 X, X; ~ Alt(p) plati

(i) EX, = p, varX, = p—(ln_p);

(ii) Xp it P;
(iii) /n(X, —p) 2> N(0,p(1 - p));
(iv) nX, ~ Bi(n,p).

11
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V analyze preziti se castéji nez distribuc¢ni funkce odhaduje funkce preziti.

Odhad funkce preziti ziskdme z empirické distribucni funkce snadno. Protoze
S(z) =1 — F(x), mdme empirickou funkci pteziti

Su(a) =1 - Ey(a) =1 — %Z 1o (X)), (2.1)

Empiricka funkce preziti je nerostouci schodovita funkce se skoky o velikosti %
v kazdém napozorovaném case selhani.

2.2 Kaplan-Meieruv odhad

2.2.1 Odvozeni

Méjme tedy nezapornou nahodnou veli¢iny 7' popisujici ¢as selhani. Dale
méjme pozorovani 0 < t; < t9 < ... < t; reprezentujici casy selhani napozo-
rované na homogenni populaci o velikosti n = ny s néjakou nezndmou funkeci
preziti S.

Napozorované ¢asy selhéni definuji £+ 1 intervall, konkrétné intervaly [0, 1),

[t1,t2), ..., [tk, 00). Predpokladejme, ze d; selhani nastane v case t; a m; po-
zorovani je cenzorovanych v intervalu [t;,t;+1), j = 0,1,...,k, kde tp = 0 a
try1 = 00. Oznac¢me Casy cenzorovani v intervalu [t;,t;,1) jako t;1,50,.. ., tjm;,

j =0,1,... k. Dale polozme n; = (m; +d;) + --- + (my + di). n; znaci pocet
subjektli tésné pred ¢asem t;, u kterych jesté selhani nenastalo, neboli pocet téch
subjektl, kteii jsou pfed ¢asem t; stéle ,v riziku®.

Dle Kalbfleische a Prentice (2002) pravdépodobnost selhani v ¢ase ¢; mizeme
psat
P(T =t;) = 5(t;) — S(t;)

a prirtistek cenzorovaného casu preziti v Case t;; k pravdépodobnosti je
P(T > tjl) = S(t]l)

Za predpokladu nezavislého cenzorovani nam napozorovany cenzorovany c¢as
t; tika pouze to, Ze nenapozorovany cas selhani je vétsi nez ¢j;.

Pravdépodobnost dat P(t; <ty < ... <) je tvaru

L= TTHs) - s TT sy 22)

Funkci L mizeme brat jako funkci na prostoru vSech funkci preziti. Maxi-
malné vérohodny odhad funkce pfeziti je funkce S, ktera maximalizuje L. Zfejmé
S (t) je nespojita v napozorovanych bodech vyskytu selhani ¢;. V téchto bodech
je L nenulova, v ostatnich bodech je L = 0. Protoze plati t;; > t;, je S(t;;) ma-

ximalizovano pro S(tj;) = S(¢;), j=1,...,k, 1 =1,...,m;. Hledany maximalné

12



vérohodny odhad S (t) je tedy diskrétni funkce preziti s rizikovymi komponenty
A1, ..., Ap v bodech tq,..., t;. Proto

= H(l — )

j—1
Sit;) =T -,
1=1
kde \;, L =1,...,j jsou voleny tak, aby maximalizovaly funkci
k Jj—1 J k
d; : s d s —d
L0) = [T [T =204 [Ta-20m) = [TA7 A=) 6= (.. M),
j=1 1=1 1=1 j=1

kterou ziskame dosazenim S(t;) = [[7_, (1 — A) a 5’(75]_) =TI= (1 - \,) do vzorce

(2.2). Logaritmicka vérohodnostni funkce ma potom tvar

log L(0 Zdlog)\ —1—2 d;)log(1l — \;).

Podivame se na i-tou parcialni derivaci [(6), kterou polozime rovnu 0.

VDY TS VR WIS Wi

Plati, Ze (d; — ni\;)/(Mi(1 — ;) je rovna 0 pravé tehdy, kdyz A; = d;/n; pro
i=1,... k. '
Dosazenim do S(t;) = [[i_,(1—X;) ziskdme Kaplan-Meieriv odhad funkce pfeziti.

Definice 11. Definujeme Kaplan-Meieriv odhad funkce preziti jako

S(t) = H nﬂ__dJ, (2.3)

n
jltj<t /

kde d; je pocet selhdni, kterd nastala v case t;, m; je pocet pozorovdni cen-
zorovanych v intervalu [tj,t;41), j = 0,1,...,k, to = 0, tx11 = 00 a n; =
(dj +my) + -+ (di +ma).

V Kaplan-Meierové odhadu odhadnuté riziko nebo podminéna pravdépodob-
nost selhani v ¢ase ¢; pfesné koresponduje s napozorovanym pomeérem (d;/n;) pro
n; subjektt, které jsou v Case t; stale v riziku. Opét se na funkci pieziti divime
sekvencné a v kazdém case selhani odhadujeme riziko selhéni jako napozorované
mnozstvi selhani. V§imnéme si, ze S (t) je vzdy nenulova, pokud my; > 0. V ta-
kovém pripadé je nejvétsi napozorovand hodnota cenzorované a obvykle bereme
S (t) jako nedefinovanou pro t > tj,y, .

13



2.2.2 Vlastnosti

Véta 3 (Asymptotické rozdéleni Kaplan-Meierova odhadu). Necht distribucni
funkce F' casu selhdni T a distribucni funkce G c¢asu pozorovani C' jsou spojité.
Necht t > 0 je takové, Ze S(t) = 1 — F(t) > 0 a necht I je indikdtor selhdnd.
Potom

V(S = S(0) 2 NO.5%0) [ (1= Ple)(1 = Ga)] *dP(X <1 =),
Tuto vétu (viz Hurt 1984) nechdme bez dikazu.

V praxi je treba nahradit rozptyl uzity ve vété néjakym odhadem.

Véta 4 (Greenwoodova formule). Rozptyl Kaplan-Meierova odhadu funkce preZiti
S(t) je
~ N ~ d ]
Vs(t) = var[S(t)] = S*(t) ) ————-
n;(n; — dj)

jleg<t 7

(2.4)

Diikaz.  Uvazujme asymptotické rozdéleni S (t) v néjakém daném t. Rozptyl od-
hadu S(t) mtzeme ziskat, budeme-li se divat na vzorec

k j-1 J k
L, o) = [0 T =% TTa=am) =T A7 @ -
j=1 =1 =1 j=1
jako na vérohodnostni funkci parametrtt A, ..., Ag.
Heuristickym odvozenim ziskdme rozptyl odhadu A;, j =1,..., k. Jelikoz

82 10g L(>\17 ey )\k) —njA? — dj + 2dj)\j

ON2 RS T

po dosazeni \; = d;/n; obdrzime

n3(d; — ny)

K=—— =
T di(ny — d;)?

Odhad rozptylu mizeme ziskat jako

war(\) = = =
J J

Méme var();) = d;(n; — d;)/n} a protoze
. (n; —d) d. .
S =1] %: H(l—#): IT =%,
jlti<t J jltj<t J jltj<t

mame

logS(t) = log H (1-X)= Z log(1 — X;).

j|tj§t jltht
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Potom pro asymptoticky odhad rozptylu plati
var(logS(t)] = var[ Y log(1—A;)] = Y varllog(l — A;)]

j|tht j|tj§f
\) " 2var 3 d: _odi(n; —d;
- Z (1 —\)%var(1 - \)) = Z (1— —J)—2J(”3—39)
i<t Fre A n
_ d;
It <t ny (nj - dj)'

kde jsme v druhé rovnosti pouzili nezavislost a ve treti rovnosti transformaci
g(z) = log(z).

Pokud nyni pouZijeme transformaci h(z) = e*, dh/dx(x) = e a protoze e
F(t), ziskdme asymptoticky rozptyl

Ta(t) = TarlS(1)] = (1) 4

log F(t) —

2.2.3 Konfidené¢ni intervaly

P1i odhadovani distribu¢ni funkce je casto lepsi a praktictéjsi pouzivat konfi-
dencni intervaly. Stejné tak se pouzivaji konfidenc¢ni intervaly pfi odhadu funkce
preziti zalozené na Kaplan-Meierové odhadu.

Vyuzijeme toho, ze Kaplan-Meieriv odhad mé asymptoticky normalni roz-
déleni. Potom 95% konfiden¢ni interval pro odhad funkce pieziti S(t) je

(S(t) — 1,96[varS(4)]2, S(t) + 1,96[varS(t)]2).

Takovyto interval nicméné mutze obsahovat nesmyslné hodnoty, tedy hodnoty
mimo interval [0,1]. Tomu se miZzeme vyhnout, pouzijeme-li néjakou transformaci.
Zkusme se tedy podivat na rozptyl veli¢iny

H(t) = log[— log S(t)].

Transformace g(x) = log(—logz) zobrazuje interval (0,1) na interval (—oo0, 00).
ProtoZe zndme rozptyl var[log S(t)] = var[—log S(t)], mizeme rozptyl H spoci-
tat pomoci transformace h(z) = logz, pro kterou dh/dx(z) = 1/z, a tedy

~

dh/dz(—log(S(t))) = —1/log S(t). Ziskavame

varH(t) = M
[log S()]?

Oznaéme v(t) = varH (t), potom mame 95% konfidenéni interval H(t) + 1,96v(t)
pro H(t) = log[—log S(t)]. Aplikujeme-li g~'(z) = e~ *P* na interval H(t) +
1,96v(t), ziskdme 95% konfidenc¢ni interval pro S(t)

([S'(t)]e>(p[—1,96v(t)]7 [S’(t)]exp[-ﬁ-l,%v(tﬂ)'

P1i pocitani konfidencénich intervalti se castéji pouziva pravé tento postup.
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2.3 Nelson-Aalenuv odhad
Casto se prvné misto funkce pfeziti uvazuje kumulativni rizikova funkce A(t).
Protoze A(t) = fg Ac(u)du + 375, <, Aj, miZzeme snadno vytvoiit odhad A(t) =

> i<t ):j. Maximalné vérohodny odhad ):j = d;/n; jsme ziskali v pfedchozi ¢asti.
Definice 12. Definujme Neslon-Aalentiv odhad kumulativni rizikovée funkce jako
Alt) = 2 .
CED I (25)
Jjlt<t

kde d; je pocet selhdni, kterd nastala v case t;, m; je pocet pozorovdni cen-
zorovanych v intervalu [tj,t;v1), 7 = 0,1,...,k, to = 0, tpy1 = 00 a n; =
(dj +my) + -+ (d + M)

Funkce A(t) je zprava spojita schodovita funkce se skoky o velikosti odhadi 5\j.

Protoze je S(t) = Z{[1 — AA(u)], médme mezi Kaplan-Meierovym odhadem a
Neslon-Aalenovym odhadem nasledujici vztah:

S(t) = 21— Ahw)] = J] @ -N).

Jlt;<t
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3. Numerické priklady

Skripty pouzité k nésledujcim prikladim stejné jako pouzitd data mtizeme
nalézt v priloze.

3.1 Priklad 1

Nyni se podivame, jak tato teorie funguje na konkrétnim numerickém piikladé.
Podivame se na realny priklad, nicméné s daty uméle vygenerovanymi. Pro ta-
kova data zname presné rozdéleni a miizeme tedy lépe porovnat, jak jednotlivé
zpusoby odhadovani funguji.

Predstavme si, Ze pozorujeme Zivotnost néjakych stroji. Zivotnost budeme
méfit v hodinach. Stroju je pozorovano n = 10000 a to na rtznych mistech a
riznymi lidmi. Proto se miize snadno stat, ze se k nam nedostanou kompletni
data, nékdo néjaky stroj omylem vypne diiv nebo na néj zapomene, prestane ho
sledovat ¢i sdilet s nami informace. Zaroven chceme nékdy s pokusem skoncit,
proto si sami nastavime maximalni dobu sledovani a to M = 200 hodin. V nasem
prikladu se tedy objevuje cenzorovani zprava a to obojiho typu.

Data

Méame ndhodny vybér X = (X7, 61), ... ,(X10000, 910000) z neznamého rozdéleni.
Predpokladame, Ze toto rozdéleni je spojité, prestoze jsme schopni métit jen v dis-
krétnim case, a to jesté s chybami vzniklymi kvili zaokrouhlovani. Vsechno je
meéreno jen na jedno desetinné misto. Podivame se na néjaké zakladni popisné
statistiky.

Data Minimum Median Prumér Maximum n m
X 0,0 69,1 85,85 200,0 10000 1481

Tabulka 3.1: Zakladni popisné statistiky nahodného vektoru X, n je pocet slozek
vektoru a m je pocet cenzorovanych slozek vektoru.

Protoze jsme si data vygenerovali sami, zname jejich presné rozdéleni. Vektor
X je vybér z exponencialniho rozdéleni Fuzp(=), tedy ocekavana doba zivotnosti
stroje je 100 hodin. Distribuc¢ni funkce je

L
100

F(t)=1—¢ ' >0,

proto funkce preziti ma tvar

Protoze mame hustotu
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lze snadno dopocitat rizikova a kumultivni rizikova funkce pro ¢t > 0, tedy

Le 1(1JOt 1
() = 100 _
<) e 1(%0 100’
t 1 1
At) = —ds = —1.
o 100 100

Snadno muzeme dopocitat i stfedni zbytkovou dobu zivota, kterad je v tomto
pripadé konstantni. Pro ¢ € [0, 00) totiz méme
oo __L1g
e 100°ds
r(t) = ft—l = 100.

e 100t

3.1.1 Odhady
Empiricka funkce preziti

Z vektoru X miizeme snadno vytvorit vektor Y, ktery nebude obsahovat zadna
cenzorovana data. V tom pfipadé se nam zméni neékteré statistiky, jak muzeme
vidét v nasledujici tabulce [3.2]

Data Minimum Median Prumér Maximum n m

X 0,1 57,0 68,73 199,9 8514 0

Tabulka 3.2: Zakladni popisné statistiky nahodného vektoru Y, n je pocet slozek
vektoru a m je pocet cenzorovanych slozek vektoru.

Nicméné pro vektor Y mizeme velmi snadno spocitat empirickou distribuéni
funkei I a pomoci vzorce . ziskame empirickou funkci preziti S.

Podivame se na obrézek [3.1] jak tento odhad Vypada

Vidime, ze odhadujeme-li funkci preziti S(t) = e~ 10’ ale nepouzivame zadna
cenzorovana data, odhad pomoci empirické funkce se pro vétsi t vice vzdaluje
od realné hodnoty.

Kaplan Meieruv odhad funkce preziti

Zkusime tedy funkci preziti odhadnout Kaplan-Meierovym odhadem, viz vzo-
rec (2.3)), ktery ndm umoziiuje zahrnout vSechna naméfend data, a to i ta cenzo-
rova. Podivejme se tedy na obrazek [3.2] jak takovyto odhad vypadé a jak konfide-
ncni intervaly zalozené na Kaplan-Meierové odhadu pokryvaji opravdovou funkci
preziti.

Vidime, ze konfidenc¢ni intervaly pokryvaji funkci preziti pro vSechna ¢t €
[0,200], pro ¢ > 200 neni Kaplan-Meiertiv odhad funkce pteziti definovan, tedy
nemame ani konfidenc¢ni intervaly.

Nelson-Aalenuv odhad

Nelsontiv-Aalentiv odhad neodhaduje funkci pfeziti, nybrz kumulativni rizi-
kovou funkci, v nasem piipadé

A(t)— tid —Lt
= J, 100~ 100"
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1.0

—— Empiricka funkce preZiti
1 —— Funkce preziti Exp(-t/100)

0.8

0.4

0.2

0.0
|

Obrazek 3.1: Odhad funkce preziti pomoci empirické funkce preziti.

1.0

—— Kaplan-Meiertiv odhad funkce preZiti
—— Funkce preziti Exp(-t/100)

S(t)
0.6 0.8
|

0.4
|

0.2
|

0.0
|

0 50 100 150 200

Obrazek 3.2: Odhad funkce preziti pomoci Kaplan-Meierova odhadu a
konfidenc¢ni interval.
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Odhadovana kumulativni rizikova funkce je linearni a my ji budeme odhadovat

pomoci vzorce (2.5). Na vysledny odhad se mtizeme podivat na obrazku

o
N
—— Nelson-Aalentv odhad kumulativni
rizikové funkce

o —— Kumulativni rizikova funkce t/100
= <o |
< ~—

To]

g

o

S

0 50 100 150 200

Obrazek 3.3: Odhad kumulativni rizikové funkce pomoci Nelson-Aalenova

odhadu.

Z odhadu vidime, zZe je kumulativni rizikova funkce linearni, tedy rizikova
funkce bude konstantni. Protoze rizikova funkce je v tomto piipadé smérnici
kumulativni rizikové funkce, miizeme se ji pokusit odhadnout tak, ze vezmeme
primér poméri A(t)/t.

Tento odhad nam dava R
A(t) = 0,009942,

pricemz nase odhadovana funkce je

A(t) = 0,01.

~ 100

Pokud by kumulativni rizikova funkce nebyla linearni, neslo by tak snadno od-
hadnout rizikovou funkci pomoci A.

Jelikoz z (1.1)) vime, ze S(t) = exp(—A(t)), mizeme rovnéz snadno odhadnout
S(t) nésledujicim zpisobem

T(t) = exp(—A(1)).

Tento odhad je identicky Kaplan-Meierové odhadu, jak vidime na obrazku
Déle vime f(t) = A(t) exp[—A(t)], proto mizeme i velmi snadno odhadnout

hustotu
1 a1y,

fl#) = zooe
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Obrazek 3.4: Odhad funkce preziti pomoci Nelson-Aalenova odhadu a
Kaplan-Meiertiv odhad funkce preziti.
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S
© —— Odhad hustoty
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Obrazek 3.5: Odhad hustoty.

21



pomoci

A

Ft) = Ae™ 20 = 0,009942¢ -
Na obrazku [3.5] vidime, jak tento odhad vypada pro nas priklad.

3.1.2 Porovnani odhadu

Je zfejmé, ze odhad pomoci empirické distribuc¢ni funkce je vychyleny a neni
dobrym odhadem v analyze preziti. Kaplan-Meieruv odhad a Nelson-Aalanuv
odhad nicméné fungovali na nasem vzorku dat dobie, a protoze jsme méli data
z exponencialniho rozdéleni, bylo snadné odvodit veskeré dalsi funkce popisujici
rozdéleni.

V praxi ovSem nebyvaji rozdéleni takto jednoduché a rizikova funkce neni
obvykle konstantni. To ale nijak neovliviiuje kvalitu Kaplan-Meierova ani Nelson-
Aalanova odhadu, tyto odhady se daji s dobrym vysledkem pouzit v jakémkoliv
pripadé.

3.2 Priklad 2

vvvvvv

ponencialni rozdéleni, tedy takové, pro které rizikova funkce neni linearni.

Model

Volme
At) =12 t>0.

Z toho mizeme pro t > 0 odvodit kumulativni rizikovou funkci

t
1
Mo = [ st = 31 =

funkci preziti

(1) = exp(—)
a hustotu 153 .
f) = -3 -y = e s

Nésledujicim zpiisobem ovéiime, Ze se jedné o hustotu:

[ (=St = e Dl =~ =1

Budeme tedy generovat data z rozdéleni s hustotou ¢ exp(—t3/3).
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Data

Opét mame ndhodny vybér X = (X1,61),...,(X10000, 010000) z neznamého
rozdéleni. Predpokladame, Ze toto rozdéleni je spojité, prestoze jsme schopni
mérit jen v diskrétnim case, a to jesté s chybami vzniklymi kvili zaokrouhlo-
vani. V tomto pfipadé je vSechno méfeno na tfi desetinna mista.

I v tomto prikladé dochazi k obéma typtim cenzorovani, maximalni doba po-
zorovani je nastavnena jako M = 2. Nyni se podivame se na néjaké zakladni
popisné statistiky.

Data Minimum Median Prumér Maximum n m
X 0,048 1,272 1,269 2,000 10000 917

Tabulka 3.3: Zakladni popisné statistiky nahodného vektoru X, n je pocet slozek
vektoru a m je pocet cenzorovanych slozek vektoru.

3.2.1 Odhady
Empiricka funkce preziti

7 vektoru X snadno vytvorime vektor Y, ktery nebude obsahovat zadna cen-
zorovana data. Nékteré statistky se opét zméni, jak mizeme vidét v nésledujici

tabulce 3.4

Data Minimum Median Prumér Maximum n m
X 0,048 1,229 1,214 199,9 9083 0

Tabulka 3.4: Zakladni popisné statistiky nahodného vektoru Y, n je pocet slozek
vektoru a m je pocet cenzorovanych slozek vektoru.

Pro vektor Y umime spocitat empirickou distribu¢ni funkci F (viz vzorec
1} a ziskat empirickou funkei pieziti S. Na obrazku muzeme vidét, jak
tento odhad vypada.

Vidime, ze odhadujeme-li funkci preziti S(t) = e~3%" ale nepouzivame 7adna
cenzorovana data, odhad pomoci empirické funkce se rovnéz pro vétsi ¢ vice vzda-
luje od realné hodnoty.

Kaplan-Meierav odhad

Nyni odhadneme funkci preziti Kaplan-Meierovym odhadem, viz vzorec (2.3)),
ktery nam umoznuje zahrnout vSechna nameétrena data, a to i ta cenzorova. Na ob-
razku vidime, jak takovyto odhad vypada a jak konfidenc¢ni intervaly zalozené
na Kaplan-Meierové odhadu pokryvaji opravdovou funkci preziti.

Vidime, Ze konfidené¢ni intervaly pokryvaji funkei pteziti pro vSechna ¢ € [0,2],
pro t > 2 neni Kaplan-Meiertiv odhad funkce pteziti definovan, tedy nemame ani
konfiden¢ni intervaly.
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Obrazek 3.6: Odhad funkce preziti pomoci empirické funkce preziti.
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Obrazek 3.7: Odhad funkce preziti pomoci Kaplan-Meierova odhadu a
konfidenc¢ni interval.
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Nelson-Aalenuv odhad

Posledni odhad je opét Nelsontv-Aalentiv odhad, ktery neodhaduje funkci
preziti, nybrz kumulativni rizikovou funkci, v nasem ptipadé
t3
At) = —.
=73

Kumulativni rizikovou funkci budeme odhadovat pomoci vzorce (2.5). Vysledny
odhad vidime na obrazku 3.8

To]

©

o

<

—— Nelson-Aalentiv odhad kumulativni
rizikové funkce
o —— Kumulativni rizikova funkce t"3/3
=z

e

To]

©

o

S

Obrazek 3.8: Odhad kumulativni rizikové funkce pomoci Nelson-Aalenova
odhadu.

Jak vime z (L.1)), plati S(t) = exp(—A(t)). PouZijeme-li Nelson-Aalentiv od-
had A(t), ktery jsme pozorovali pfed chvili, mizeme snadno odhadnout S(t).
Nésledujicim odhad

~

T(t) = exp(~A(1))

je tedy odhad funkce preziti. Z obrazku lze vidét, Ze tento odhad je opét
identicky Kaplan-Meierové odhadu.

Podivéame-li se zpét na obrazek [3.8] vidime, Ze kumulativni rizikova funkce
neni linearni. Neni tedy mozné udélat stejny ,trik“ jako v pfedchozim piikladé a
pokusit se odhadnout rizikovou funkci A(¢) z odhadu kumulativni rizikové funkce.
Nemtizeme tedy ani vyuzit vzorce f (t) = Ae~AMD g pokusit se odhadnout hustotu
pomoci Nelson-Aalenova odhadu.
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Obrazek 3.9: Odhad funkce preziti pomoci Nelson-Aalenova odhadu a
Kaplan-Meieriiv odhad funkce preziti.

3.2.2 Porovnani odhadu

I v druhém piikladu je jasné vidét, ze vynechani cenzorovanych dat ma za na-
sledek vychyleni odhadu, kdezto Kaplan-Meieriiv odhad odhaduje funkci pfeziti
pomérné dobfe, stejné jako Nelson-Aaleniiv odhad odhaduje dobfe kumulativni
rizikovou funkci.

Diky vyrobenym odhadiim si mizeme udélat predstavu o rozdéleni nasbira-

nych dat. Je sice pravda, ze nad hranici M (cenzorovani ¢asem) jiZz nevime, jak
se funkce dale vyvyji, nicméné pro t < M odhady funguji spravné.
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Z.avér

V prvni kapitole jsme se seznamili se zdkladnimi pojmy potiebnymi k popisu
rozdeéleni veli¢iny. Toto rozdéleni miize byt spojité, diskrétni i kombinované. Zade-
finovali jsme si pfedevsim funkei pfeziti S(¢), rizikovou funkci A(¢) a kumulativni
rizikovou funkei A(t), které jsou v analyze preziti uzivany vice nez obvykla dis-
tribu¢ni funkce a hustota. V druhé ¢asti prvni kapitoly jsme si vysvétlili zakladni
principy cenzorovani a potfebné pojmy spojené s cenzorovanim.

V kapitole druhé se pak vénujeme jednotlivym odhadtim, konkrétné odhadu
pomoci empirické distribucni funkce, ktery s cenzorovanymi daty nepracuje, déle
Kaplan-Meierové odhadu a Nelson-Aalenové odhadu. Kaplan-Meiertiv odhad si
odvodime a rovnéz si dokazeme Greenwoodovu formuli, kterd popisuje rozptyl
Kaplan-Meierova odhadu. Diky tomu si dadle mtizeme odvodit konfiden¢ni inter-
valy zalozené na tomto odhadu, které se v praxi uzivaji castéji. V zavéru druhé
kapitoly si ukédzeme Nelson-Aalentiv odhad a jeho vztah ke Kaplan-Meierové od-
hadu.

Kapitola tfeti obsahuje dva piiklady, a to s daty vygenerovanymi z nami zna-
mého rozdéleni. Odhady nicméné provadime, jako kdybychom rozdéleni neznali.
Funkci preziti odhadujeme pomoci empirické funkce pteziti, Kaplan-Meireova od-
hadu i pomoci Nelson-Aalenova odhadu. Rovnéz odhadujeme kumulativni distri-
bucni funkci, a to pomoci Nelson-Aalenova odhadu. V prvnim prikladé jsou data
z klasického exponencialniho rozdéleni, v druhém pak z rozdéleni, které ma kvad-
ratickou rizikovou funkci. V obou piipadech je jasné vidét, ze odhad nepouzivajici
cenzorovana data nefunguje dobie, a ze odhady vhodné data obsahujici data cen-
zorovana odhaduji realné funkce pomérné presné.
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