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Abstrakt: Cilem této prace je zkoumat vliv perturbace hmotnym bodem na kaus-
tickou strukturu modelu Navarra, Frenka a Whitea aplikaci metody zpétného
sttileni paprski. Specidlni pozornost je zamétrena na popis prechodi mezi jednot-
livymi kaustickymi topologiemi pti zméné relativni hmotnosti a polohy hmotné-
ho bodu. Ukazuje se, ze pti kombinaci diskrétni a spojité hmoty se objevuji typy
prechodi, jako elipticka umbilika, lips a pravdépodobné i hyperbolickd umbilika,
které se v cisté diskrétnich modelech nevyskytuji. Hlavnim, a ponékud pirekvapi-
vym, vysledkem préce je zjisténi, e i pii relativni hmotnosti bodu 1074 — 1073 je
perturbace tak silnd, ze vyvola zmény v kaustické strukture velikostné srovnatelné
s puvodnimi kaustikami.
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Abstract: The aim of this work is to investigate the influence of perturbation
by point mass on the caustic structure of the Navarro-Frenk-White model using
the inverse ray shooting method. We specifically focus on the description of meta-
morphoses between different caustic topologies when changing the relative mass
and position of the point. It turns out that in the combined model of discrete and
continuous matter there appear some types of metamorphoses, such as elliptical
umbilic, lips and probably also hyperbolic umbilic, that do not exist in purely
discrete models. The main, and somewhat surprising, result of the work is the
finding that even at the relative mass of the point 107* — 1073 the perturbati-
on is strong enough to cause changes in the caustic structure which are in size
comparable to the original caustics.
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1. Uvod

Prvni tvahy o tom, ze by hmotné objekty mohly ,na dalku“ ohybat svételné
paprsky, vyslovil jiz Newton roku 1704 ve své knize Opticks. O témér sto let
pozdéji, v roce 1801, se pak némecky astronom J. Soldner zabyval urcenim chyby
pozic hvézd v dusledku ohybu svétla. Spocital pri tom trajektorii paprsku, ktery
projde blizko sféricky symetrického hmotného télesa.

Prelom pak nastal roku 1915, kdy Einstein z tehdy jiz témér hotové obecné
teorie relativity v clanku (Einstein, 1915) odvodil, Ze 1ihel, o ktery se ohne své-
telny paprsek, je dvakrat vétsi, nez predpovida Newtonova teorie gravitace. Ex-
perimentalné pak tento vysledek o ¢tyri roky pozdéji potvrdila vyprava Arthura
Eddingtona, kdy se jim podarilo zmétit zménu poloh nékterych hvézd v disledku
ohybu svétla okolo Slunce v pribéhu tuplného zatméni. Tento vysledek vyznam-
né poukazal na spravnost obecné teorie relativity a diky nému se stal Einstein
celosvétove znamym.

Einstein i dalsi si uvédomovali, ze pri priznivém postaveni hvézdy-c¢ocky a
hvézdy-zdroje by mohlo vzniknout vice obrazi hvézdy-zdroje a tyto obrazy by
byly zjasnény, coz je koncept gravitacni c¢ocky. Sam Einstein ale zastaval nazor,
ze takova konstelace je velmi nepravdépodobnd, navic by obrazy byly tak blizko,
ze by byly nerozlisitelné, nemélo tedy podle néj valny smysl se timto koncep-
tem déle zabyvat. Zminme zde znamou historku, kdy Einstein na popud ¢eského
elektroinzenyra Rudiho W. Mandla publikoval ¢ldnek (Einstein, 1936) o efektu
gravitacni ¢ocky, v poznamce editorovi casopisu ale napsal: ,,Dékuji Vam za spo-
lupraci s touto drobnou poznamkou, kterou ze mé pan Mandl vymamil. Nema
velkou cenu, ale uéini tomu hochovi radost ! Nagtést{ se Einstein mylil a my dnes
muzeme efekt gravitacni ¢ocky pozorovat u celé fady objekti.

Roku 1937 prisel Fritz Zwicky (Zwicky, 1937) s ndpadem, Ze efekt gravitac-
ni ¢ocky by mél byt pozorovatelny, pokud jako ¢ocku nepouzijeme hvézdu, ale
sextragalaktickou mlhovinu“, coz byl tehdejsi nazev pro galaxie. Na objev prvni
gravitacni cocky jsme si ale museli pockat az do roku 1979, kdy byl pozorovan
dvojity obraz kvasaru (Walsh a kol., 1979). Jako ¢ocka poslouzila mezilehla gala-
xie.

Od té doby se s gravitacnimi c¢oc¢kami takiikajic roztrhl pytel. Zahy byly po-
zorovany i vicenasobné obrazy nebo témér dokonalé Einsteinovy prstence, které
nastavaji, kdyz jsou zdroj, kruhové symetricka cocka a pozorovatel v jedné prim-
ce. Dnes jiz gravitacni ¢ockovani neni pouze zajimavym efektem, ale je prakticky
pouzivano jako néstroj v ruznych oblastech astronomie, od objevovani exoplanet,
az po kosmologické aplikace.

Jednou z dilezitych aplikaci je mapovani temné hmoty v kupach galaxii. Tem-
na hmota je elektromagneticky neinteragujici, ¢i jen velmi slabé interagujici latka,
jedinou moznosti, jak ji detekovat, je tedy jeji gravitacni ptisobeni. Pfi metodé
mapovani gravita¢nim c¢ockovanim piusobi kupa galaxii jako Cocka deformujici
obrazy galaxii v pozadi, z téchto deformaci je pak mozné urcit rozlozeni hmoty
v ¢occe, tedy v nasem pripadé v kupé. Kupy se pri tomto procesu modeluji spo-
jitymi modely hmoty, nicméné jednotlivé galaxie v kupé jsou natolik malé, ze by
mohly byt aproximovany hmotnymi body.

'Doslovné pievzato z (Bohadek, 1997).



Cilem nasi prace pak bylo zjistit, jak se lisi vlastnosti takovéhoto kombinova-
ného modelu spojité hmoty a hmotnych bodi od cisté spojitého modelu. Protoze
dle nasich informaci zatim zadny z této tridy kombinovanych modeli zkouméan
nebyl, je cilem prvné prozkoumat vlastnosti kombinace jednoho bodu a jednodu-
chého modelu spojité hmoty.

V kapitole 2 si predstavime formalismus a zakladni pojmy, na kterych je gra-
vita¢ni cockovani vybudovano. Specidlné se sezndmime s katastrofami prvniho
a druhého radu, které mohou v ¢ockovani nastat, protoze jejich vyskyt je diile-
zitou vlastnosti modelu. V kapitole 3 si ukdzeme nékolik jednoduchych model
spojité hmoty, mezi nimi i model Navarra, Frenka a Whitea (Navarro a kol., 1996),
ktery budeme déale pouzivat, a v nasledujici kapitole jej zkombinujeme s hmot-
nym bodem. Kapitola 5 pak pfedstavuje metodu zpétného sttileni paprski, coz je
jeden ze zpusobil vypoctu mapy zjasnéni. Kapitola 6 je pak stézejni kapitolou celé
prace, nebotf v ni rozebirame vlastnosti nami pouzitého kombinovaného modelu.
Praci pak uzavira diskuse v kapitole 7 a zavér v kapitole 8.



2. Zakladni principy gravitacniho
cockovani

2.1 Cockovacl rovnice

Vztahy v nasledujici kapitole byly prevza-
ty z prace Wambsganss (1998). Predpoklade;j- A
me tenkou cocku, tedy takovou cocku, kde je
jeji tloustka zanedbatelnd oproti jeji vzdale-
nosti od zdroje Dyg i od pozorovatele Dy,. Da-
le pro jednoduchost predpokladejme kruhove
symetricky pripad. Nacrt takové cocky vidi-
me na Obrazku 2.1. Vzdélenost ¢ je impaktni
parametr paprsku, 6 je thel mezi ¢ockou a ob-
razem z pohledu pozorovatele, 3 je tihel mezi
c¢ockou a zdrojem z pohledu pozorovatele, & je
tthel ohybu paprsku a « je tzv. redukovany
tthel ohybu paprsku, tedy tthel mezi zdrojem
a obrazem z pohledu pozorovatele.

Poznamenejme zde, ze vzdalenosti Dy,
Dys i vzdalenost zdroje od pozorovate-
le Dg jsou tzv. tthlové vzdalenosti®. Ta je defi- v
novana jako podil skutecné velikosti objektu,
jehoz vzdalenost mérime a jeho uhlové veli- Obrazek 2.1: Nacrt k vysvétlend
kosti, jak je vidéna z mista, odkud vzdalenost pojmii v ¢ockové rovnici. Vysvét-

mérime, zpravidla tedy ze Zemé. livky: S — zdroj, I — obraz, L —
Dle Obrazku 2.1 pak za piedpokla- ¢ocka, O — pozorovatel, tuéné —
du 6, B, & < 1 plati vztahy svételny paprsek.
5 = DLQ )
0Ds = fDs + aDys . (2.1)

Substituci Dga = Dyg@ pak ziskdame ¢ockovaci rovnici ve tvaru
g =0—«a0). (2.2)

Tu je mozné zobecnit i pro nesymetricky pripad

—

F=6-a). (2.3)
Vektory v tomto pripadé lezi v roviné nebe, tj. v roviné kolmé na smér cocka-
pozorovatel.

Pro 1ihel odklonu paprsku & pro kruhoveé symetricky pripad v prvni postnew-
tonovské aproximaci plati

(2.4)

! Anglicky angular diameter distance.



kde G je gravita¢ni konstanta, ¢ rychlost svétla a M (£) hmotnost pod polomé-
rem €.
Pro 1hel odklonu zpiisobeny obecné rozlozenou spojitou hmotou pak plati

§_ 4G [E-9%E) ,

(f) = ? |g_ 5—;|2 flv (2‘5>

Qy

—

kde X(€) je plogna hustota hmoty. Tu obdrZime integraci prostorové hustoty pres
tloustku cocky.
2.2 Einsteintv polomér a kriticka hustota

Dosazenim z rovnic (2.1) a (2.4) do rovnice (2.2) obdrzime ¢ockovaci rovnici
pro bodovou ¢ocku ve tvaru

Dis 4GM 1
B—f— LS -
DsDL Cg 0
kterou je vyhodné prepsat do tvaru
6)2
B=0-— ?E : (2.6)

o _ [ Dis AGM
B DsDL Cg

je tzv. Einsteintiv polomér. Jeho vyznam odhalime, pokud do rovnice (2.6) do-
sadime § = 0, tedy pripad, kdy je zdroj pfimo za ¢ockou. Vznikne pak jediny
obraz v podobé kruznice o poloméru fg. V této praci bude obdoba Einsteinova
polomeéru hrat predevsim roli prirozené tihlové skaly.

Uhel odklonu pro koneénou kruhovou ¢ocku o poloméru & s konstantni plos-
nou hustotou X je za predpokladu £ < &, roven

4G Dy g Ym&?
= ) 2.
o) = = (27)
Definujme kritickou hustotu vyrazem
Cg DS

e 471G DLSDL )

Pak muzeme vyraz (2.7) prepsat za pomoci vztahu (2.1) do tvaru

a(f) = EE 0= k0.

Nové zavedend veli¢ina k se nazyva konvergence a jde o plosnou hustotu v jed-
notkach kritické hustoty.



2.3 Zjasnéni a cockovaci potencial

Protoze plosna jasnost se pri cockovani zachovava, je zjasnéni urc¢eno ihlovym
zvétsenim obrazu, a je tedy definovano vztahem

6 do
=77
gdp
Zjasnéni muzeme taktéz popsat pomoci Jacobiho matice
d0; Oy
Ay =By e (2.8)

a0, a6,

kde jsme pri upraveé pouzili rovnici (2.3).
Pro praktické vypocty je vyhodné zavést cockovaci potencial ¢ tak, aby platilo
a = V. Z rovnice (2.5) lze s pouzitim definice konvergence odvodit vztah

—

() = i/n(@) | — | 20’ (2.9)

Aplikaci Laplaceova operatoru na rovnici (2.9) obdrzime vztah
Ap(0) = 2k(0) (2.10)
nebot plati Aln|Z| = 2nd(Z), kde 6(Z) je dvourozmérna §-funkce. Fakt, ze je ¢oc-
kovaci potencidl feSenim rovnice (2.10), je vyznamny mj. pro hleddni potencidlu
v kruhové symetrickych situacich.

S pouzitim ¢ockovaciho potencidlu pak muzeme rovnici (2.8) prepsat do tvaru

8%

(2.11)

Zjasnéni pak muzeme pomoci jakobianu A zapsat jako

o
H= qet A

Spocitame-li pro danou polohu zdroje 5 zjasnéni jeho obrazu ji;, celkové zjasnéni
ziskame ze vztahu
=2l
i

Zavislost p(f) nazyvame mapou zjasnéni. Udava celkové zjasnéni bodového zdroje
jako funkci jeho polohy S.
Pokud si zavedeme shear 4 = (71, 72) o slozkach

1( 9% 8% )

=95\ 96,00, ~ 96,00,
824
T 96,00, 212

muzeme pomoci rovnic (2.11) a (2.10) prepsat Jacobiho matici do tvaru

A = 1—fi—’71 ) ’
—2 l—r+m



kde v je velikost shearu.

Lze ukazat, jak je uvedeno napt. v (Schneider a kol., 1992, kap. 5.2), Ze ma-
tice A ma vlastni ¢isla \y =1 —k+ 7 a A\, =1 — k —~. Prislusné vlastni vektory
pak odpovidaji radidlnimu a tecnému sméru. A protoze det A = A\, projevi se
v mistech s nekonec¢nym zjasnénim jen jedno z téchto vlastnich ¢isel. Mnozina bo-
dia 5, pro které A\, = 0, tvori tzv. radialni kritické kiivky, body, pro které A\, = 0,
tvori tzv. tangencialni kritické kiivky.

2.3.1 Singularity zjasnéni

Specidlni vyznam pri analyze map zjasnéni maji tzv. kaustiky, mista, kde
zjasnéni bodového zdroje diverguje. Jejich divergentné zjasnéné obrazy se pak
nazyvaji kritické krivky. Prikladem miuze byt, v pripadé bodové cocky, bodova
kaustika ve stiedu a odpovidajici kriticka krivka ve tvaru kruznice o Einstei-
noveé poloméru. Zajimavou vlastnosti kaustik je, ze pokud pfes ni prejde zdroj,
vzniknou ¢i zaniknou dva obrazy.

Kaustiky casto nejsou hladké krivky, ale sestavaji z hladkych ¢asti, tzv. foldi
a jejich napojeni, tzv. cuspi, vizte Obrazky 2.2 a 2.3.

10*

10°

0,023 0,027 0,003 0,007
B Ba

HEN QEN

Obréazek 2.2: Detail mapy zjasnéni v okoli Obrazek 2.3: Detail mapy zjasnéni v okoli
foldu. Barevna skala udava celkové zjasnéni cuspu.

1. Poloha je udana v jednotkéach Einsteinova

poloméru fgy.

Kaustiky mezi sebou mohou pti zméné jednoho parametru modelu prechazet
dle (Schneider a kol., 1992, kap. 6.3) péti zakladnimi zptusoby. Prvnim z nich je
prechod beak-to-beak (Obrézek 2.5), kdy se dotknou dvé kaustiky, jejich ¢ésti se
prepoji do jinych dvou kaustik usporadanych kolmo k ptvodnim, a ty se zase
oddeli.

Druhym prechodem je swallowtail (Obrézek 2.4), pti kterém na foldu vyroste
kaustika tvarem pripominajici ocas vlastovky. Specidlnim pripadem tohoto pre-
chodu pak je butterfly, ktery se od obecného swallowtailu lisi tim, Ze vyroste na
cuspu.



Beak-to-beak a swallowtail jsou jediné prechody, které se vyskytuji v rovin-
nych cockach slozenych pouze z hmotnych bodi. Zbylé prechody vyzaduji slozi-
téjsi model nebo ¢ockovani ve vice rovindch. Tretim prechodem jsou lips, které
tvori kaustika o dvou foldech a dvou cuspech. Ta se s rostoucim parametrem
scvrkne do bodu a zanikne.

Poslednimi dvéma prechody jsou eliptickd umbilika (Obrazek 2.6) a hyperbo-
licka umbilika. Elipticka umbilika ma tvar trojcipé kaustiky, kterd se pri zméné
parametru hladce zmensi do bodu a déle znovu vyroste do trojcipé kaustiky.
Hyperbolicka umbilika sestava ze dvou kust kaustik, jednoho hladkého a druhé-
ho s jednim cuspem. Pti zméné parametru se kaustiky k sobé priblizi a projdou
bodem dotyku se vzajemnym prohozenim cuspu a foldu.

10*

10° 103
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—0,0282 —0,0273 —0,0282 —0,0273
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Obréazek 2.4: Swallowtail. Mapy zjasnéni odpovidaji kombinovanému NFW mo-
delu (vizte kapitolu 4) s parametry ¢ = 3,5, ry = 1,20gx, 0 = 1-107* a (zleva)
Op € {0,087; 0,091 } 0.
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Obrézek 2.5: Beak-to-beak prechod. Kritické kiivky a mapy zjasnéni odpovidaji
kombinovanému NFW modelu s parametry ¢ = 3,5, 7y = 1,20py, 0 = 1-1073
a (shora) fp € {0,1450;0,1512;0,1600}0gN.
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Obrézek 2.6: Eliptickd umbilika. Kritické kiivky a mapy zjasnéni odpovidaji kom-

binovanému NFW modelu s parametry ¢ = 3,5, r, =

1,20gN, 0 = 1-10% a (shora)
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3. Jednoduché modely cocek se
spojitou hmotou

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat popisem jednoduchych, s vyjimkou
elipsoidalniho modelu sféricky symetrickych modeli spojité hmoty z hlediska gra-
vitacniho ¢ockovani. Na téchto modelech ukazeme typicky postup pri analytickém
rozboru modelt gravitacniho ¢ockovani a ilustrujeme nékteré jejich vlastnosti. Ty-
to modely déle v praci srovndme s vlastnostmi modelu Navarra, Frenka a Whitea
kombinovaného s hmotnym bodem a ukazeme tak, které vlastnosti ,,dédi“ od
nékterého z jednodussich modelt a které vzniknou zcela nové.

3.1 Singularni izotermalni sféra

Jednoduchym prikladem sféricky symetrického modelu spojité hmoty je sin-
guldrni izotermélni sféra. Jak zminuje Narayan a Bartelmann (1999), jde o jed-
noduchy model galaxie, kdy se jednotlivé hvézdy chovaji jako ¢astice idealniho
plynu. Z tohoto modelu je odvozeno rozlozeni hustoty

o 1

Q(T) = 211‘&;7’727 (31)

kde o, je jednodimenzionalni rychlostni rozptyl.
Integraci (3.1) podél jedné z kartézskych os ziskdme plosnou hustotu

< g2 1 o1
Z — / v d = 7‘/7’ 32
O=) mermrer 2% ~ e (3:2)
kde & = /22 + y2. Rovnice (3.2) po preskalovani vede na konvergenci
QKO'QDLS
0) = ———-
/i( ) Dscge

Nyni vypocteme ¢ockovaci potencial, ze kterého jiz primocare odvodime ostat-
ni zékladni charakteristiky. A¢ bychom mohli pouzit primo vztah (2.9), je v tomto
pripadé diky stiedové symetrii problému vhodnéjsi fesit Poissonovu rovnici (2.10)

o ( &g((g )> ! 61288%0(29) =2l
165
"=

kde jsme v druhé tupravé vyuzili toho, ze z divodu symetrie zavisi ¢ockovaci
potencial explicitné pouze na thlové radialni vzdalenosti 6 a nikoliv uz na thlu ¢.

Nyni jiz dosazenim konvergence singularni izotermdlni sféry do vztahu (3.3)
obdrzime potenciél

0’
/ // 9// elldel (33)
0

%‘H

47T0\2,DLS

6.
Dscg

»(0) =
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Aplikaci gradientu pak ziskdme hel odklonu

. 47'[0\2/ DLS

0%
2
DS Cq

Zajimavym poznatkem je, ze ithel odklonu nezavisi na poloze obrazu . Dosazenim
do ¢ockovaci rovnice pak snadno zjistime, ze pro kazdou polohu zdroje 3 existuje
vzdy pravé jeden obraz.

Také miizeme nahlédnout, ze singuldrni izotermalni sféra ma jednu kaustiku
v bodé 8 = 0, ktera se zobrazuje na kruhovou kritickou ktivku o poloméru a. To,
ze jde skutecéné o kaustiku, mizeme potvrdit vypoctenim zjasnéni, které by melo
v takovém pripadé divergovat.

Dle vztahu (2.11) plati
a

5 )

ktery je skutecné pro 6 = « roven nule, a tedy zde lezi kriticka kiivka.

det A(A) =1 —

3.2 Model Navarra, Frenka a Whitea (NFW)

Jak bylo ukdzano v préci Navarra, Frenka a Whitea (Navarro a kol., 1996),
tento model rozlozeni hmoty dobie popisuje strukturu chladné temné hmoty v ha-
lech kup galaxii i v halech jednotlivych galaxii. Presto je relativné jednoduchy,
proto byl vybran pro ucely této prace jako vhodny kandidét pro analyzu jeho
vlastnosti pti kombinaci s bodovou hmotou.

Prostorova hustota dle NFW modelu je

Q(?") = % )
s+)
kde ry a gg jsou parametry modelu.

Projekei do roviny pak dostaneme konvergenci

W@ = o [ ol )ds = ot T (3.4)

kde z = &/, ks = 0575/ 2 & F(2) je pomocna funkce definovana vztahem

ﬁarctg\/aﬁ— 1 prox>1,
F(z) = ﬁargtgh\/l—ﬁ prox < 1,
1 prox =1.

Znaceni parametri gg, kg, rs a pomocnd funkce F(z) byly pfevzaty z prace
Keeton (2001).
Dosazenim do vztahu (3.3) pak ziskdme ¢ockovaci potencidl

2
Y(§) = 2k 17;52 (ln2 g — argtgh® V1 — :L‘Z)
L

a aplikaci gradientu pak ziskame thel odklonu

rs In§ + F(x)

ale) = 2
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7 néj pak uréime prevracenou hodnotu zjasnéni

2
detd = 1 — an - F@) o (1-F(2)) (In§ + F(x)) B (Ing + F(x))

2 —1 ® 22 (22 —1) xt
Na Obrazku 3.1 jsou pak vyznaceny kiivky, pro néz plati det A = 0. Hodnoty na
svislé ose pak odpovidaji polomértim kruznic, které predstavuji kritické krivky
pro dany parametr k.

7 grafu je patrné, ze pro dostatecné mald kg zadna kriticka krivka nevznika,
od urcité kritické hodnoty k¢ pak existuji dvé kritické kiivky. Pokud poloméry
kritickych krivek dosadime do rovnice (3.5), a tedy zjistime poloméry kaustik,
zjistime, ze vnéjsi kriticka krivka odpovida bodové kaustice ve stfedu. Druha
z kritickych krivek pak odpovida kruhové kaustice, jejiz polomér se vzrustajicim
K¢ TOSte.

0,5

02 L

Rs

Obrézek 3.1: Polohy kritickych kiivek NFW modelu.

3.3 Elipsoidalni model

Poslednim jednoduchym modelem spojité hmoty, kterym se v této kapitole
budeme zabyvat, je elipsoidalni model. Konkrétné pouzijeme model, ktery zmi-
nuje Narayan a Bartelmann (1999, kap. 1.3.5.1), jenz je definovan ¢ockovacim
potencialem

D(0,,05) = n—fwz (1— )62 + (1 +¢2)62,

kde 6; a 65 jsou slozky polohového vektoru, € je excentricita a o, a 6. jsou para-
metry modelu.
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Dle definice opét urc¢ime thel odklonu

DLS 0'\2, 1

a=4n —
Ds ¢\ /02 + (1 - )63 + (1 +¢)63

(1 —¢e)b1,(1 +¢)62)

a prevracenou hodnotu zjasnéni

DLS 0"2/ (9% +6%)(1 —62) +262
Ds 2 (g2 + (1 — )02 + (1 + £)62)
Diqod0i(1—e?) +602(1 —e*)(02(1 —e) + 02(1 + ¢))
Df ¢t (62 + (1= )67 + (1 +2)63)°

det A=1—14x

3
2

+ 1672

—

Se znalosti det A(6) je mozné vykreslit kritické kiivky. Pro ndmi zvolené pa-
rametry 4218 % =5 0, = 1 a e = 0,2 mé elipticky model dvé kritické kfivky,
jak je vidét na Obrazku 3.2.

Mizeme téz znézornit kaustiky, resp. mapu zjasnéni ve zdrojové roviné, vizte
Obrazek 3.3. K jeho vytvoreni byla pouzita metoda zpétného strileni paprski,
kterd je popsana dale v praci.

Na mapé zjasnéni jsou patrné dvé kaustiky, jedna ovalna a jedna ve tvaru
ctytcipé hvézdy. Tento klasicky priklad je ukazkou, ze i pouhou elipsoidalni de-
formaci modelu jsme schopni docilit netrivialniho tvaru kaustiky. Cipy zminéné
astroidy se nazyvaji cuspy. Hladké ¢asti kaustik se pak nazyvaji foldy.

| | 102
< | 3
0 By
! 10"
_5 L 5
| |
—3 3

Qa: /8.%'

Obrazek 3.2: Kritické kiivky elipsoi- Obrazek 3.3: Mapa zjasnéni elipsoi-
dalnitho modelu. dalniho modelu.
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4. Kombinace NFW modelu
a hmotného bodu

Parametr ks v NFW modelu je neprakticky z toho hlediska, ze ¢lovék intuitiv-
Problém ale je, ze hustota v NFW modelu klesa jako r—2, hmotnost, jako prosto-
rovy integral hustoty, tedy nekonverguje. Resenfm je model v urcité vzdalenosti
useknout.

Poznamenejme, ze se zde dopoustime nekonzistence, nebot pri odvozovani
konvergence v rovnici (3.4) jsme pii integraci model neusekavali. Predpokldadame,
ze ve velkych vzdéalenostech od stfedu je vliv jiz natolik maly, Ze viditelné neovlivni
zkoumané jevy.

Dle (Schneider, 2014, kap. 7.6) je vhodna vzdalenost rqgg takova, pod kterou
je prumérnd hustota dvousetndsobkem kritické hustoty vesmiru g (z) pii daném
¢erveném posuvu z. Je ziejmé, ze hmotnost pod timto polomérem je

4
M = gnrg’OOQOOch(z) :

Zaroven Schneider (2014, kap. 7.6) pro NFW model odvozuje vztah

200 o

&= Tgcr(z)ln(l +o) - 15

kde ¢ = rog /75 je koncentracni parametr.
Kombinaci téchto vztahti dostavame pro hmotnost NF'W modelu vyraz

C
Mupw = 4 33(1 14¢)— >
NFW ry O Tl( +C) T+ec

a odtud uz dostavame thel odklonu

o _ Mypw 1 In 3 + F(z) (4.1)
NEW s DY In(1 + ¢) — T x ‘
_ 02 Ing + F(x)
In(1+¢) — % 6 ’

kde gy je Einsteintiv polomér NFW modelu.
Diky aditivité thlu odklonu méa ¢ockovaci rovnice tvar

0 — Op , Ing+ F(x) 0

F=— 6o~ =
SO op (L) = 5 o2

kde fgp je Einsteiniv polomér bodové ¢ocky a Op pozice bodové cocky. Oznac-
me o podil hmotnosti bodové ¢ocky a NFW modelu. Zaroven zavedme umluvu,
ze veliciny (3, € a rs budou nadale v jednotkach fgy. Pak ¢ockovaci rovnice prejde
do tvaru

—

529—»_05—9; Ing + F(x) g

— (4.2)

6 —fp2  I(1+c) =g |d2

kde = = 0/r,.
Vzhledem k predpokladiim pouzitym v odvozeni je ziejmé, zZe ¢ockovaci rov-
nice (4.2) plati pouze pro 6 < crs.
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5. Numericky vypocet map
zjasnéni

Nasim cﬂem je vypoéitat mapy zjasnéni ve zdrojové roviné, tedy v zévislos—
je nemozné analytmky nalézt inverzi ¢ockovaci rovnice, aby bylo mozno provést
prechod od souradnic 0 k soutadnicim 6 Proto je nutné pristoupit k nékteré
z numerickych metod.

5.1 Metoda zpétného strileni paprsku

Metoda, ktera byla pouzita v této praci se nazyva metoda zpétného sttileni
paprskiil. Jde o metodu Monte Carlo, kdy ndhodné zvolime soufadnice paprsku 0
v ¢ockové roviné, pro ktery pomoci ¢ockovaci rovnice nasledné nalezneme sou-
fadnice zdroje B’ Ve zdrojové roviné pak mame vytvorenou mrizku pixeli, do
kterych paprsky binujeme.

Protoze soutradnice paprskti v ¢ockové roviné volime rovnomérné, je pocet
paprski v pixelu mrizky primo tmeérny velikosti plochy v cockové roviné, na
kterou se tento pixel zobrazuje. Dle definice zjasnéni tedy relativni pocet paprski
v pixelu je pfimo zjasnéni daného pixelu.

Kladem této metody je jednoduchost, nebot je tfeba znat pouze tvar cockovaci
rovnice. Negativnim aspektem je pak skutecnost, ze jde o pravdépodobnostni
metodu, je tedy nutné vygenerovat zna¢né mnozstvi paprskii, aby se chyba snizila
pod tnosnou mez.

V nasem ptipadé byl pro generovani poloh paprskii pouzit generator pseu-
dondhodnych ¢isel Ran prevzaty z (Press a kol., 2007, kap. 7.1). Perioda tohoto
generatoru je fadové 10°7, pro nase ucely, kdy pouzivame fadové 10'° pseudoné-
hodnych ¢isel tedy plné dostacuje. Generator je vyclenén v samostatném souboru
rayshooter/nr.h, ktery z licencnich divodi neni pfilozen. Paprsky pak byly
zachytavany do rovnomeérné ¢tvercové mrizky.

Dilezitym aspektem, ktery je treba pti pouziti této metody podchytit, je,
abychom pro zvolenou oblast ve zdrojové roviné generovali paprsky v cockové
roviné z oblasti tak velké, aby obsahovala vsechny obrazy oblasti ve zdrojové ro-
viné. V opacném pripadé bychom dostali zkreslenou mapu zjasnéni. Ovérili jsme,
ze v pripadé nami studovaného modelu se poruseni tohoto pravidla projevi vy-
raznymi laloky v mapé zjasnéni sificimi se od roht mapy. Existenci téchto lalokt
jsme tedy pouzili jako jednoduchy indikator poruseni vyse zminéného pravidla
a oblast, ze které se strili, jsme v takovém pripadé zvétsili.

Pokud ale potiebujeme pouze maly detail z mapy zjasnéni, je stiileni z velké
oblasti v ¢ockové roviné zbytecnym plytvanim paprski, nebof vétsina jich do-
padne mimo chtény detail. Zaroven ale nemizeme oblast zmensit, nebot bychom
tak minuli nékteré obrazy nasecho detailu. Resenim, které jsme pouzili, je rozdélit
oblast v ¢ockové roviné na mnoho malych stejné velkych obdélnikt. Z prostiedka
kazdého obdélniku vystrelime paprsek, a pokud dopadne do detailu mapy, ktery

langlicky inverse ray shooting method.
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vykreslujeme, nebo do jeho okoli, pak tento obdélnik a vSechny obdélniky s nim
sousedici pouzijeme k vysledné stielbé. Timto pristupem byl zrychlen vypocet
nekterych pouzitych map az o tii rady pri zachovani presnosti.

5.2 Hlavni simulac¢ni program

Hlavni simulac¢ni program byl napsan v programovacim jazyce C a jeho tikolem
je spocitat mapu zjasnéni pomoci metody zpétného strileni paprskii. Jako jediny
parametr ocekava cestu k souboru se vstupnimi daty a vysledek vypisuje na
standardni vystup.

Zdrojovy kdéd programu je prilozen v souboru rayshooter/main.c, pro pre-
klad je nutné mit nainstalovanou knihovnu libconfig.

Vypocet je mozné paralelizovat nastavenim riznych seedit generatoru pseu-
donahodnych ¢isel na jednotlivych vypocetnich uzlech a naslednym souctem vy-
sledkt jednotlivych uzli.

Format vstupu syntakticky vychézi z formatu knihovny libconfig. Ukazkovy
soubor se vstupnimi daty lze nalézt v priloze na cesté rayshooter/config.txt.
Format tvori nasledujici polozky:

e rayCount — pocet paprski pouzitych pro metodu rayshootingu

« seed (nepovinné) — seed generatoru pseudondhodnych ¢isel, pokud neuve-

den, pouzije se aktualni cas

e source — nastaveni parametri vysledné mapy zjasnéni

— resolution — rozliSeni mapy zjasnéni v pixelech
— size — velikost mapy zjasnéni v fgN
— 1llcorner — soutadnice levého spodniho rohu mapy zjasnéni v fgn
e image — nastaveni parametrii ¢ockové roviny
— size — velikost ¢ockové roviny v Ogn
— 1llcorner — souradnice levého spodniho rohu ¢ockové roviny v fOgn
— rectangles — pocet obdélnikl, na které se rozdéli cockova rovina,
vychozi hodnota je 1 v kazdém sméru
* sourceSizeMultiplicator — velikost okoli mapy zjasnéni pouzita
pri vybéru obdélnikii, ze kterych se sttili, vychozi hodnota je 2
e background — nastaveni parametri NF'W modelu
— ¢ — parametr ¢ z rovnice (4.2)
— rS — parametr rg v jednotkach gy
e points — nastaveni parametrii hmotnych bodt
— X,y — pozice hmotného bodu 9; v 0N
— sigma — pomérnd hmotnost bodu vii¢i hmotnosti NFW modelu

Vystup hlavniho simula¢niho programu sestava z hlavicky a téla. Hlavic-
ka obsahuje vstupni data, ktera vedla k danému vysledku, ve formatu popsa-
ném vyse. Je ukoncena fddkem ====header end====. Té€lo je tvoreno daty ve
formatu CSV, obsahuje source.resolution.x tadkli a kazdy radek obsahuje
source.resolution.y hodnot.
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6. Vlastnosti kombinace NFW
modelu a hmotného bodu

6.1 Volba parametri modelu

Jak je patrné z rovnice (4.2), kombinovany model NFW a hmotného bodu ma
CtyTi parametry, a to koncentracni parametr ¢, parametr rg, relativni hmotnost
bodu ¢ a jeho polohu Op. Protoze prochazeni ¢tyfrozmérného prostoru parametri
by bylo naroc¢né, je vhodné se omezit na prochazeni méné parametri a nékteré
se pokusit vhodné zafixovat.

Pokud se podrobnéji zamyslime nad vyznamem parametri, zjistime, ze zatim-
co parametry c a ry popisuji pouze vlastnosti spojité ¢asti modelu, parametry 9;)
a o popisuji vztah mezi spojitou a diskrétni ¢asti modelu, bude tedy spiSe zaji-
mavé zkoumat vlastnosti modelu na dvou pozdéji zminénych parametrech.

Jak jiz bylo zminéno, NFW model 1ze pouzit k modelovani hal kup galaxii, je
tedy rozumné, pokud budeme kombinovany model zkoumat pro parametry c a r;
odpovidajici typické kupé galaxii. Merten a kol. (2015) ve své préci uvadi namé-
rené parametry 20 kup galaxii, které nasledné fituji NFW modelem. Nas zajimaji
predevsim koncentrac¢ni parametr cogg., ktery odpovida nasi definici hmotnosti
NFW modelu a parametr r,. Pokud si vyneseme parametr rg v jednotkach 6gn
a koncentracéni parametr ¢ (viz Obrazek 6.1), zjistime, Ze tyto dvé veli¢iny spolu
koreluji a jako reprezentativni hodnoty parametri lze pouzit ¢ = 3,5 a ry =
= 1,2 0gn. Pokud nebude explicitné uvedeno jinak, je nadale zkoumanym mode-
lem myslen kombinovany model NF'W a hmotného bodu s témito parametry c
a T.

Diky této volbé je nas model platny az do vzdalenosti cry = 4,2 0gn v ¢ockové
roviné. Tim mame shora omezenu i maximalni velikost 9_;:. Zbyva zvolit rozsah
relativni hmotnosti bodu o, coz uc¢inime v néasledujicim odstavci analytickym
rozborem situace pro bp = 0.

6.2 Analyticka limita pro centralni polohu bodu

Za podminky 0p =0 prejde ¢ockovaci rovnice do tvaru

1
=0—--— 2 — 6.1
& 0 In(l+c)—750 (6.1)
Pro prevracenou hodnotu zjasnéni pak plati
1 1—F(z) (o 1 In$ + F(z)
det A=1 — 2 -1
¢ +1n(1—|—c)—1%rc 62 —r2 (92+ln(1+c)—1ic 62
(o 1 In§ + F(x) ?
02 In(l1+c)— e 62 '

Pokud pro kazdé /3 nalezneme vSechny obrazy jako koreny rovnice (6.1) a se-
¢teme zjasnéni téchto obrazli, dostaneme Tez mapou zjasnéni. Vyhodou oproti
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Obrézek 6.1: Hodnoty parametri ¢ a rg pro kupy z élanku autortt Merten a kol.
(2015). Kupa Abell 1423 byla z divodu netplnych dat vypusténa.

metodé zpétného stiileni paprski je, Ze a¢ byly kofeny rovnice (6.1) zjistény nu-
mericky, nejde o pravdépodobnostni metodu, a tedy je vypocteny profil daleko
presnéjsi.

Pro tspéch této metody je nutné zajistit, aby byly detekovany vSechny obrazy.
Dilezitym voditkem je, ze pocet obrazii se méni pouze pri prekroceni kaustiky,
a to vzdy o dva. Tvrzeni vyplyva ze spojitosti funkce £(0).

Nejprve se ale podivejme na situaci z hlediska kritickych krivek. Z Obrazku 6.2
je patrné, ze pro o0 = 0 vymizi i¢inek hmotného bodu a zkoumany model prechazi
v. NFW model, ktery ma dvé kritické krivky. Nicméné ukazuje se, ze uz pro
libovolné malou relativni hmotnost bodu ¢ ma model kritické k¥ivky tri. Toto
tvrzeni 1ze podporit faktem, ze pro ¢ > 0 plati

lim det A(f) = —oc0.
0—0

Pokud déle zvétsujeme hmotnost bodu, dosdhneme v urcitém okamziku kritické-
ho bodu, kdy dvé kritické kiivky splynou do jedné, ktera nasledné zmizi. Model
ma tedy nadale jiz jen jednu kritickou krivku. Pulenim intervalu jsme urcili, ze
pro parametry ¢ = 3,5 a rs = 1,2 je touto kritickou hodnotou o = 3,9 - 1074
Je zajimavé, Ze i takto slaba perturbace NFW modelu hmotnym bodem dokéze
zasadnim zpusobem ovlivnit vlastnosti vysledné ¢ocky. Protoze je rozumné pred-
pokladat, Ze nejzajimaveéjsi jevy se objevi praveé kolem této hodnoty, zamérime se
dale na interval o € (1-107%,1-1073).

Nyni se na situaci podivejme z hlediska profilu mapy zjasnéni v ¢oc¢kové roviné.
Jak je patrné z Obrazkt 6.3, 6.4 a 6.5, model ma jednu bodovou kaustiku ve
sttedu a dvé kruhové, které se s rostoucim o k sobé priblizuji, az pri dosazeni
kritické meze splynou a zmizi. Také je pfi pozornéjsim pohledu patrné, ze peaky
zjasnéni kolem kaustik se s rostoucim o zuzuji, pricemz peak kolem kaustiky
blize ke stfedu je uzsi nez kolem kaustiky vzdalenéjsi. To je nutné vzit v potaz pri
analyze pomoci zpétného stiileni paprskii, nebot paprsky chytdme do nebodovych
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Obrazek 6.2: Hodnoty det A kombinovaného modelu pro rizné hodnoty o pii ¢ =
=35ars=12

pixeli a tedy zachyceni vnitini kaustiky muze pusobit potize. Posledni véci, na
kterou bychom chtéli upozornit v souvislosti s Obrazkem 6.5 je, Ze i po zmizeni
kruhovych kaustik ziistalo jakési plato, které se svazuje strméji v mistech, kde se
pri malych hodnotach o nachazely kaustiky. A¢ ma tedy kombinovany model pti
nadkritickych hodnotach o stejny pocet kaustik jako bodova ¢ocka, profil zjasnéni
je v tomto rezimu odliSny.

Nakonec se zaméfme na pocet obrazi. Protoze vnitini kruhova kaustika pri
zmensovani o zmensuje svij polomér, zatimco polomér vnéjsi kaustiky se méni
daleko pomaleji, je diivod se domnivat, ze vnéjsi kaustika je kruhovou kaustikou
NFW modelu. Diky tomu bychom ocekavali, ze pokud piijdeme smérem ke stie-
du pres vnéjsi kaustiku, dalsi dva obrazy se objevi, nebot tak se chova i kruhova
kaustika v NFW modelu. Je ale otazka, pokud prejdeme pres vnitini kaustiku
smérem ke stiedu, jestli se objevi dalsi dva obrazy, nebo dva obrazy zmizi. Spise
bychom ocekavali, ze v tomto pripadé zmizi, nebot pro nadkritickou hodnotu o
zadné kruhové kaustiky nemame, a tedy i ve vnitini oblasti mame stejny po-
¢et obrazii. Odpovéd dostaneme, pokud si vyneseme zavislost po¢tu obrazi na
thlu 3 pii podkritické hodnoté o, napiiklad o = 1 - 107*, viz Obrazek 6.6. Nyni
muzeme potvrdit nasi domnénku, Ze oblasti pod vnitini kaustikou a nad vné;jsi
kaustikou se shodné promitaji do dvou obraz. Vnitini a vnéjsi kruhova kaustika
tedy z tohoto pohledu nejsou dvé nezavislé kaustiky, ale spise dvé c¢asti jedné
kaustiky ohranicujici prstencovou oblast.
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Obrézek 6.3: Profil mapy zjasnéni kombinovaného modelu pfi o = 1-107%, ¢ = 3,5
ars=12.
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Obrézek 6.4: Profil mapy zjasnéni kombinovaného modelu pfi o = 3-107%, ¢ = 3,5
ars =12
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Obrézek 6.5: Profil mapy zjasnéni kombinovaného modelu pfi o = 1-1073, ¢ = 3,5
ars=12.
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Obrézek 6.6: Zavislost poctu obrazi kombinovaného modelu na [ pri paramet-
recho=1-10"%c=35ar,=12.
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6.3 Mapa kaustickych prechodu

Na Obrazku 6.7 vidime prehled vyvoje kaustik pri zméné parametri. Je zde
patrnd hranice kritické o, nad kterou v centralnim pripadé vymizi kruhové kaus-
tiky. Popisme nyni déje probihajici v kaustické mapé pti rostoucim 0p. Nejprve se
ve stiedu z bodové kaustiky vyvine Ctyrcipa kaustika. Zaroven se pro podkritic-
kou hmotnost vnitini kruhova kaustika spoji s vnéjsi za vzniku kaustiky o dvou
foldech a dvou cuspech. Pro nadkritickou hmotnost se tato kaustika v jistém
okamziku objevi, timto jevem se budeme zabyvat pozdéji.

Déle se blizko cuspt vnéjsi kaustiky objevi swallowtaily. Z nich se poté sta-
nou trojcipé kaustiky, které se oddéli od vnéjsi, nyni jiz opét kruhové, kaustiky
a pripoji se k ¢tyrcipé kaustice, ze které se stane Sesticipa.

Odted se sesticipa kaustika chova kvalitativné jako dvojcocka, tedy se rozdeé-
li na dvé ctyrcipé kaustiky, které se postupné zmensuji do bodu. Jedna z nich
ptjde ke stiedu kruhové kaustiky, zatimco druha k poloze hmotného bodu. V li-
mité fp — oo tedy dostaneme zvlast NF'W model a bodovou c¢ocku, jak bychom
ocekavali.

Situaci je mozné také nahlédnout z Obrazku 6.8, ktery znazornuje mapu ty-
pt kaustik a rozhrani mezi nimi. Na Obrazku nejsou vyznaceny prechody typu
swallowtail, nebof jsme nebyli schopni urcit jejich polohu s dostate¢nou presnosti.
Na Obrazku si dale vsimnéme vyznacenych bodi C1, C2 a X, ke kterym v limit-
nim piipadé o = 0, resp. fp = 0 jednotliva rozhrani konverguji. Body C1 a C2
znaci poloméry kritickych ktivek v ¢istém NFW modelu o ndmi zvolenych para-
metrech rg a ¢. Bod X pak znaci kritickou o. Dale se v textu budeme zabyvat
rozborem jednotlivych typi.

6.4 Teoreticka predpovéd dvojcockovych precho-
da

V modelu dvojcocky existuji tfi rizné topologie kaustik, mezi kterymi jsou
dva prechody. V nasledujici kapitole ukazeme, Ze oba tyto prechody odpovidaji
prechodim ve zkoumaném kombinovaném modelu.

Prvnim prechodem, ktery podrobime analyze, je rozdéleni Sesticipé kausti-
ky na dvé trojcipé, které dle Obrazku 6.8 nastava pro nami zkoumany rozsah o
zhruba pti fp = 0,3. Jak uz bylo zminéno, tento prechod kvalitativné pripomi-
na chovani dvojc¢ocky. Nyni si ukazeme, ze dvojcocce v jistém smyslu odpovida
i kvantitativneé.

Dle (Schneider a kol., 1992, kap. 8.3.2) nastane dvojcockovy prechod ve chvili,
kdy je splnéna rovnost

3
d? = (\3/1—u+\3/ﬁ> ,

kde d je vzdalenost hmotnych bodu v jednotkach Einsteinova poloméru celé ¢ocky

a i je pomér hmotnosti jednoho bodu a celkové hmotnosti.

Pokud se pokusime pouzit tuto analogii v pripadé naseho kombinovaného
modelu, pak primocare

(6.2)
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d  Oen Mxpw
Oplpn = dbpr , — = =
PUEN BT o = My

kde Ogr je urcity Einsteinuv polomér kombinovaného modelu, Mypw hmotnost
NFW modelu a Mt urc¢ita hmotnost kombinovaného modelu. Ukazuje se, Ze tato
predpovéd sedi, pokud

Mt = Mp + Mxrwey ,

kde Myrweyr je hmotnost NF'W modelu ve vélci o poloméru 6.

Urcity néhled, pro¢ by tomu tak mohlo byt, ndm dava rovnice (2.4), ze které
je patrné, ze ohyb paprsku je v symetrickém pripadé ovlivnén pouze hmotou pod
danym polomérem. Méné jasné je ovSem to, pro¢ v rovnici (6.2) vystupuje o jako
pomeér hmotnosti bodu ku hmotnosti celého NF'W modelu, a ne jen ku hmotnosti
pod polomérem.

Dosazenim rovnice (4.1) do vztahu (2.4) pak dostaneme

InZ + F(x)

In(1+¢) — s

Mypweyi(0) = Mypw

)

coz po dosazeni do vyse uvedenych vztahti dava rovnici

(e () (i)

Numerické feseni této rovnice je znazornéno v Obrazku 6.8.

Druhym ptrechodem, kterym se budeme zabyvat, je pripojeni dvou trojcipych
kaustik ke ¢tyrcipé kaustice za vzniku Sesticipé kaustiky. Podobnost tohoto pre-
chodu s prechodem ve dvojcocce neni tak intuitivni jako v predchozim pripadé.
Narozdil od nasi situace, kdy trojcipé kaustiky vzniknou odpojenim z jiné kaus-
tiky, ve dvojcocce trojcipé kaustiky prileti z nekonecna. Také zde oproti predcho-
zimu pripadu nelze argumentovat tim, Ze se jedna o posledni kausticky prechod,
dale by se tedy mél systém chovat diky limité jako dvojc¢ocka. Presto se ukazuje,
ze, podobné jako v predchozim pripadé, tento prechod odpovida dvojcockovému
i kvantitativné.

Dle (Schneider a kol., 1992, kap. 8.3.2) nastane tento dvojéockovy piechod,
pokud je splnéna rovnost

o (1—aty?
M(l—ﬂ)—wa

kterou Ize dle (Danék a Heyrovsky, 2015) prepsat do tvaru
d=(ya+yT=p .

Pokud do ni dosadime za p a d obdobné jako v ptipadé prvniho prechodu, dosta-

neme rovnici
In 22 + F 9? /7
o+
1(1+c)—m o+1 \lo—i—

jejiz numerické feseni je znazornéno v Obrazku 6.8.
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Obrazek  6.7: Piehled vybranych map zjasnéni. Smérem  dopra-
va roste o € {10 - 107455 - 107%1,0 - 1073}, smérem nahoru
pak 0p € {0;0,0375;0,075;0,12;0,15; 0,18 }0N.
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Obrézek 6.9: Kritické krivky a mapy zjasnéni vzdalenéjsiho dvojcockové-

ho prechodu pro o =

11074

Hmotny bod je ve vzdalenosti (shora)

Op € {0,23;0,253;0,27}0gN. VSimnéme si, ze na spodnim obrazku jiz kaustiky

nejsou propojeny.
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Obrézek 6.10: Kritické kiivky a mapy zjasnéni blizsiho dvojcockového prechodu
pro o = 1-107*. Hmotny bod je ve vzdalenosti (shora) fp € {0,15;0,16;0,17}0px.
Vsimnéme si, Ze na vrchnim obrazku nejsou kaustiky propojeny.
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6.5 Elipticka umbilika a trojcipé kaustiky

Pokud ptijdeme s parametrem #p déle k nule, narazime na eliptickou umbiliku,
kdy se trojcipé kaustiky zmensi do bodu a poté se opét objevi. Je zajimavé, ze
tento typ prechodu nastava i v nasem rovinném modelu kombinované hmoty,
nebof tento typ prechodu byl doposud pozorovan spise v modelech ¢ockovani ve
vice rovinach.

Dalsi zajimavy jev na tomto typu prechodu mizeme pozorovat, pokud si zvlast
vyneseme radialni a tangencialni kritické kiivky, jak je provedeno v Obrazku 6.11.
Je vidét, ze kombinovany model mé jednu tangencidlni kritickou k¥ivku odpovida-
jici kaustice uprostred a dvé radialni kritické kiivky. Pfi zvétSovani parametru 6p
se odpoji radialni kritické k¥ivky odpovidajici trojcipym kaustikdm od vnéjsi ra-
dialni kritické kiivky, pripojit se ale maji k tangencialni kaustice, mély by tedy
byt také tangencialni. Tato zména z radidlni na tangencialni kritickou krivku
probéhne pravé pti umbilice, jak je patrné z Obrazku 6.12.

Dalsim prechodem, na ktery narazime, pokud s hmotnym bodem ptijdeme bli-
ze stiedu, je tvorba a odtrzeni trojcipych kaustik. Nejprve se vytvori swallowtai-
ly, které déle rostou. Ve chvili, kdy se cuspy na swallowtailech dotknou kaustiky,
dojde k dalsimu prechodu, kdy se vytvori a odtrhnou trojcipé kaustiky. Detail
tohoto okamziku je zachycen na Obrazku 6.13. Lokalnim chovanim tento prechod
pripominad hyperbolickou umbiliku. Ovéfeni, jestli nejde o néjaky vzacnéjsi typ
prechodu, by vyzadovalo podrobnéjsi algebraicky rozbor.

tafngenciéulni
radialni
02 + -
by
ZoN
—02 | -
| |
—-0,2 0,2
0:
ZoN

Obrézek 6.11: Radialni a tangencialni kritické ktivky kombinovaného modelu
profp=0ac=1-10"%

6.6 Prechody pri malém 0p

Pro mala fp nastavaji pti témeér kazdé o tii prechody. Charakter téchto pre-
chodti ovSsem zavisi na tom, jestli je o podkriticka nebo nadkriticka, coz je zasadni
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rozdil oproti ostatnim pfechodtm.

Nejprve se zamérme na prechod tdhnouci se mezi body C1 a X, tedy odehra-
vajici se pouze pro podkritickou o. Tento prechod je beak-to-beak prechodem, pri
kterém se dvé kruhové kaustiky spoji v jednu o dvou foldech a dvou cuspech, jak
je znazornéno na Obrazku 6.17.

Zbylé prechody jiz spolu velmi tizce souvisi, nebot se tykaji zmén na stejnych
oblastech kaustik. Nejprve se s klesajicim 6p objevi lips a dva swallowtaily na
nejvnitinéjsi kaustice. Poté probéhne beak-to-beak mezi cuspy na lips kaustice
a cuspy na swallowtailech. Prechody lips a beak-to-beak jsou v Obrazku 6.8 zna-
zornény jednou tlustou ¢arou, nebot nastavaji zahy po sobé. Vzdalenost mezi nimi
v prostoru parametrii fp a o se zda byt konstantni, nebo se méni jen velmi po-
malu a tuto zménu jsme neodhalili. Zminény beak-to-beak prechod je znazornén
v Obrazku 6.18 pro podkritickou o, resp. v Obrazku 6.19 pro nadkritickou o.
Kaustiky byly na téchto Obrézcich sestrojeny zobrazenim kritickych kiivek ¢oc-
kovaci rovnici, protoze mapy zjasnéni ziskané metodou zpétného strileni paprsku
byly znacné zasumélé.

Po beak-to-beak prechodu néasleduje dalsi lips prechod, ve kterém zanikne
jedna z kaustik vznikla pri beak-to-beak prechodu. Na Obrazcich 6.18 a 6.19
nahote jde o mensi ze dvou kaustik. Podivejme se ale na zavislost charakteristické
velikosti prislusné kritické kiivky na 6p, kterda je na Obrazku 6.15. Vidime, ze
kriticka kiivka se nejprve rychle zmensi, dale ale zanikd velmi pomalu, z toho
usuzujeme, ze pravdépodobné zanikne az pri fp = 0. Tuto domnénku by ale
potvrdilo az algebraické urceni poloh a vlastnosti jednotlivych prechodi.

P1i nadkritické o pak zanikne i druha z kaustik vzniklych pri beak-to-beak
prechodu, a to pomoci prechodu lips. Narozdil od predchoziho pripadu, tato kaus-
tika zanika rychle, jak je vidét v Obrazku 6.16. Tim je mozné pomérné presné
numericky urcit okamzik zaniku. Obdobny pribéh ma i prvni zminény lips pre-

chod.

5N

tange

0,12 + . 0,12 +
y by

25N
0,04 | . 0,04 b

1
0,08
GoN oS

Obréazek 6.12: Kritické krivky kombinovaného modelu pred umbilikou a po ni
pro o = 1-107%. Hmotny bod je ve vzdalenosti fp € {0,10;0,13}0gx.
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Obrézek 6.13: Detail trojcipé kaustiky pfi jejim odtrZeni pro o = 1-107%.
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Obrézek 6.14: Kritické kiivky a mapy zjasnéni okolo tvorby swallowtailu a troj-
cipé kaustiky pro ¢ = 1 - 107* Hmotny bod je ve vzdalenosti (shora)
Op € {0,087;0,092; 0,095} 0.
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Obrézek 6.15: Zavislost charakteristického rozméru kritické k¥ivky pred pomalu
konvergujicim pfechodem lips na 0p pii o = 1-1073.
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Obréazek 6.16: Zavislost charakteristického rozméru kritické krivky pred rychle
konvergujicim piechodem lips na p pii o =1-1073.
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Obréazek 6.17: Kritické kfivky a mapy zjasnéni kolem prechodu mezi body C'1
a X, kdy probiha spojeni dvou kruhovych kaustik v jednu ,srpkovitou®, pro o =
=1-107%. Hmotny bod je ve vzdalenosti (shora) fp € {0,015;0,023; 0,030 }0gx.
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Obrézek 6.18: Vyrez kritickych kiivek a kaustik kolem beak-to-beak pfte-
chodu pro ¢ = 1 - 107" Hmotny bod je ve vzdélenosti (shora)
Op € {5,95;6,03;6,06} - 1030gx. U prostfedniho obrazku si viimnéme vycénélka —
swallowtaili na levé kaustice. Obrazky kaustik nemaji na osach stejné méritko!
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Obrézek 6.19: Vyrtez kritickych kiivek a kaustik kolem beak-to-beak pfTe-
chodu pro ¢ = 1 - 1073, Hmotny bod je ve vzdélenosti (shora)

Op € {0,0233;0,0234;0,0235}0gN. U prostredniho a spodniho obrazku si v§imné-
me vycnélki — swallowtailit na vnéjsi kaustice. Obrazky kaustik nemaji na osach
stejné meéritko!
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7. Diskuse

Pojdme se nyni zabyvat otazkou vyskytu realnych objekt, které by odpovida-
ly nami zkoumanému kombinovanému modelu, a jejich pozorovatelnosti. Pomér
hmot ~ 107, ktery je na spodni hranici ndmi zkoumaného intervalu, nachézime
u fady dvojic nebeskych téles. Nejslibnéjsi pro pripadné pozorovani se ziejmé jevi
kupa galaxii o typické hmotnosti ~ 10*° kg s velkymi galaxiemi jako aproximaci
hmotnych bodit o hmotnostech ~ 10* — 10*! kg. Tyto objekty jsou dle ndzoru
autora vhodné pro hledani vyskytu tohoto jevu ze tii davodi.

Prvnim diavodem je, Ze spojita hmota, reprezentovana temnou hmotou, je po-
pisovana NFW modelem, kterym se tato prace zabyvala. Nelze ale vyloucit, ze
podobné chovani pii perturbaci bude popsano i u jinych modeli spojité hmo-
ty. Druhym dtvodem je, Ze tyto objekty jsou jiz v soucasnosti zkoumany jako
gravitacni cocky pfi mapovani temné hmoty. Pti hledani tohoto jevu lze tedy
pouzit jiz jednou nameérena data. Tretim divodem pak je, ze kupy galaxii jsou
velmi hmotné, perturbace v silném cockovani by zde tedy mély byt nejsnaze pa-
trné. Pro kupy galaxif z ¢lanku (Merten a kol., 2015) vychézi velikost Einsteinova
poloméru v rozmezi 1,0 — 2,5". Typicky rozmér kaustik tedy je fadové desetiny
uhlové vteriny, rozmeér kritickych kfivek pak o tad veétsi. Jev by tedy mél byt
pozorovatelny dnesnimi pristroji za predpokladu, ze takovou vhodnou konstelaci
objevime.

Kupy galaxii ale nejsou jedinym objektem s prihodnym pomérem hmotnosti.
Napiiklad galaxie M87 mé uprostfed ¢ernou diru o hmotnosti ~ 103 kg, tedy
velké galaxie se supermasivni cernou dirou by mohly byt dalsim kandidatem.
Podobnou hmotnost, jako zminéna supermasivni ¢erna dira, pak maji napriklad
nekteré trpaslici galaxie, které jsou castymi souputniky velkych galaxii. Podobné
pomeéry hmot bychom pak mohli najit i u dalsich objekt, nicméné dvojice ku-
pa galaxii-galaxie, pfipadné galaxie-cerna dira nebo galaxie-trpasli¢i galaxie jsou
diky své velké hmotnosti pravdépodobné nejslibnéjsimi kandidaty k pozorova-
hmotnych bodi.

Jak jiz bylo Teceno, v této praci byla zkouména zavislost kombinovaného mo-
delu pouze na dvou ze ¢tyr parametri modelu. Bylo by jisté zajimavé zjistit
chovani modelu i pri zméné parametri c a rg. Protoze tyto parametry koduji pre-
vazné strmost modelu Navarra, Frenka a Whitea, dochazelo by pravdépodobné
se zvétsujicim se rg, resp. se zmensujicim se ¢ k posilovani vlivu spojité hmoty na
ukor hmotného bodu. Jde ale pouze o ni¢im nepodlozeny odhad, je tedy mozné,
ze by se model choval jinym zptisobem, ¢i se zde dokonce objevily nové jevy. Pri
pohledu na Obrazek 6.1 navic zjistime, ze zadna z odkazovanych kup galaxii ne-
ma hodnoty parametri ¢ a rg presné takové, jaké byly pouzity v této praci. Bylo
by tedy zajimavé zjistit, jak moc lze vysledky nasi prace prenést na tyto kupy
galaxii.

I v parametrech, které byly ménény, jsme se omezili pouze na urcitou malou
oblast. Jeji volba byla odivodnénd, nicméné i mimo ni by se mohly vyskytovat
nové jevy. Napiiklad pokud se podivame na blizsi dvojcockovy prechod, umbi-
liku a odtrzeni trojcipych kaustik, zjistime, Ze s rostoucim o se tyto prechody
k sobé priblizuji. Je otazkou, jestli se toto chovani pro vyssi ¢ zméni a prechody
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se od sebe zacnou vzdalovat, nebo jestli se potkaji pro néjaké konecné o. Tento
bod, pokud existuje, by byl nesmirné zajimavy, nebot vsechny tii prechody ob-
sahuji interakci s trojcipymi kaustikami, v tomto bodé by tedy pravdépodobné
dochézelo k néjakému slozitému a vzacnému prechodu. Naopak pro vyssi 6p jiz
pravdépodobné zadné nové jevy nenastanou, nebot jsme v tomto sméru prozkou-
mali prostor parametri az do oblasti, kde se kombinovany model jiz chova jako
dva témér neinteragujici modely diskrétniho hmotného bodu a spojitého Navarra,
Frenka a Whitea.

V kombinovaném modelu bylo pozorovano mnoho prechodi, u vétsiny z nich
jsme jejich typ urc¢ili na zakladé podobnosti vzhledu a chovani s nékterym ze
zakladnich typii. Je nicméné mozné, a¢ nepravdépodobné, ze by se ve skutecnosti
jednalo o néjaké vzacnéjsi prechody vyssiho tadu. Jistotu u vsech téchto prechodii
bychom ziskali az klasifikaci na zakladé algebraickych vlastnosti téchto prechodt.
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8. Zavér

Cilem této préace bylo zkoumat vliv perturbace hmotnym bodem na kaustickou
strukturu modelu spojité hmoty, konkrétné modelu Navarra, Frenka a Whitea.
Tento model byl vybran, protoze jde o jednoduchy sféricky symetricky model
spojité hmoty, pro ktery zname analyticky vztah pro thel odklonu paprsku. Za-
roven je ale realisticky a skuteéné se pomoci néj popisuje rozlozeni temné hmoty
v halech kup galaxii. Z divodu jednoduchosti byl NFW model perturbovan pouze
jednim hmotnym bodem. Vysledny kombinovany model spojité a diskrétni hmoty
pak ma Ctyri parametry, z toho dva parametry, tykajici se spojité ¢asti modelu,
byly pro potreby této prace pevné zvoleny dle hodnot typickych pro hala kup
galaxii.

Zbyvajici dva parametry, poloha hmotného bodu a pomér hmotnosti diskrétni
a spojité casti, byly ponechany volné a byla zkoumana podoba kaustik a kritic-
kych krivek v zavislosti na nich. Pomér hmotnosti diskrétni a spojité casti byl
ale ménén pouze v rozsahu 10~* — 1073, kdy model pfi poloze hmotného bodu
blizko stredu spojité ¢asti vyrazné méni svoje vlastnosti. Shodou okolnosti ten-
to pomér hmotnosti odpovida nékolika redlnym astrofyzikalnim situacim, jako
je napr. pomér hmotnosti velké galaxie ku hmotnosti kupy galaxii. Ke zkoumé-
ni modelu bylo pouzito nékolik riznych numerickych i semianalytickych metod,
z nichz byla nejcastéji pouzita metoda zpétného strileni paprskii. Ta totiz jako
jedinad z pouzitych metod dokaze zobrazit nejen kaustiky, ale kompletni mapu
zjasnéni.

Bylo zjisténo, ze v ramci zkoumaného rozsahu parametrii se kombinovany
model mize vyskytovat minimalné v osmi riznych kaustickych topologiich, mezi
kterymi existuje sedm prechodt. Navic v tomto vy¢tu nejsou zahrnuty prechody
typu swallowtail a eliptickda umbilika a topologie jimi se lisici a prechody zptisobe-
né prekryvem nékolika neinteragujicich kusi kaustik. V jedné z téchto topologii se
pak vyskytuji ¢tyri kusy kaustik s celkem jedenécti foldy a deseti cuspy, zatimco
neperturbovany model Navarra, Frenka a Whitea obsahuje pouze jednu bodovou
a jednu kruhovou kaustiku.

Na prechodech v kombinovaném modelu také zaujme bohatost jejich typ.
Vyskytuji se zde nejen prechody typu beak-to-beak a swallowtail, které najdeme
i u rovinnych cocek slozenych pouze z hmotnych bodi, ale i vzacnéjsi prechody ty-
pu lips a elipticka, ¢i hyperbolickd umbilika. Posledni zminény prechod byl pritom
Potvrzeni charakteru téchto vzacnéjsich prechodt by vsak poskytl az algebraicky
rozbor.

V kombinovaném modelu se také vyskytuji dva beak-to-beak prechody, kte-
ré svym chovanim pripominaji beak-to-beak prechody v modelu dvojc¢ocky, tedy
dvou hmotnych bodl. Bylo ukazano, ze pii vhodné interpretaci parametri kom-
binovaného modelu existuje i kvantitativni shoda v poloze prechodt v prostoru
parametru.

Velmi zajimavym jevem v kombinovaném modelu pak je, Ze i takto mala
perturbace modelu spojité hmoty dokéaze zplsobit zmény v kaustické struktu-
fe a strukture kritickych krivek, které jsou velikostné srovnatelné s kaustikami
a kritickymi kfivkami ptivodniho neperturbovaného modelu spojité hmoty. Tato
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vlastnost spolu s prihodnym pomérem hmotnosti, ktery odpovida redlnym astro-
fyzikalnim situacim, dava jistou nadéji na pozorovani jevi zptusobenych takovouto
perturbaci.
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