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Úvod
Jordanova věta o kružnici je typickým příkladem matematického tvrzení, které

se na první pohled intuitivně jeví jako očividné, přestože vůbec očividné není.
Nikdo nepochybuje o tom, že kružnice dělí rovinu právě na dvě oddělené ob-
lasti, totiž na vnitřek a vnějšek, a zdá se být zřejmé, že tuto vlastnost si kruž-
nice zachová i poté, co je „šetrným způsobem“ (homeomorfismem) zdeformována.
Jednou z příčin takto unáhleného úsudku je pravděpodobně neschopnost člověka
vizuálně si představit, jak „divoká“ a „ošklivá“ může ta „šetrná“ deformace být.
V matematice už bylo objeveno mnoho nepravdivých tvrzení, jejichž pravdivost
se zdála být do očí bijící. Je tedy pochopitelné a správné, že přesné důkazy jsou
v dnešním matematickém světě považovány za naprostou nezbytnost.

V základních přednáškách z matematické analýzy na MFF UK se posluchač
s Jordanovou větou setkává jakožto s podstatnou ingrediencí pro Greenovu větu.
Důkaz však pro svou obtížnost a časovou náročnost na samotné přednášce podá-
ván není. Cílem této práce tedy bude důkaz podat. Měl by být detailní, precizní,
soběstačný a neměl by se opírat o žádné hlubší poznatky z topologie.

Jordanova věta je pojmenována po francouzském matematiku Camille Jorda-
novi (*1838; †1921), který jako první publikoval její důkaz. Dnes je již známo
mnoho různých důkazů Jordanovy věty. Důkaz, který bude podán v této práci,
je založen na důkazu uvedeném v článku [4], kde je klíčovým argumentačním
nástrojem slavná Brouwerova věta o pevném bodu. Ta zde bude také dokázána
(byť jen v dimenzi 2), přičemž důkaz bude veden podle [5].

Stručný seznam vlastní práce:
Zavedení pro práci důležitých definic, poznámky za definicí 6, formulace a důkaz
tvrzení 1, formulace a důkaz tvrzení 2, formulace a důkaz lemmatu 3, formulace
a důkaz lemmatu 4, formulace a důkaz lemmatu 5, zavedení vhodného aparátu
potřebného k detailnímu důkazu Brouwerovy věty (tj. připomenutí znalostí z
komplexní analýzy ve větě 6, formulace a důkaz důsledku 7, definice 9), doplnění
důkazu Brouwerovy věty uvedeného v článku [5] (Case n=2) o mnoho detailů (v
této práci věta 8), podrobné zdůvodnění, proč zobrazení F definované
v článku [4] v důkazu „Lemma 2“ nemá pevný bod (v této práci důsledek 9), for-
mulace a důkaz důsledku 10, formulace a důkaz lemmatu 11, formulace a důkaz
lemmatu 12, poznámka za lemmatem 13 (spojité rozšíření bez Tietzeho věty),
zavedení definice 10 pro potřeby důkazu Jordanovy věty, doplnění důkazu Jor-
danovy věty podaného v článku [4] (str. 642, 643) o mnoho detailů (v této práci
věta 14) a zdůvodnění úvodního „BÚNO“, poznámka za větou 16.
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1. Křivky a oblouky
Ve formulacích a důkazech většiny tvrzení v této práci se bude hojně vysky-

tovat pojem křivky nebo oblouku. V běžné řeči mají tato slova poměrně jasný,
intuitivní význam, ale v matematice se lze setkat s mnoha jejich různými (neekvi-
valentními) definicemi. Zejména problematika definování pojmu křivka je natolik
bohatá, že by snadno vydala na samostatnou práci. Cílem první kapitoly tedy
bude zavést pro potřeby této práce jasné a pevné definice těchto základních po-
jmů (a také pojmu Jordanova křivka a některých dalších souvisejících pojmů).
Dále budou v této kapitole ukázány některé jejich vlastnosti, o které se budeme
často opírat v dalších kapitolách.

Značení
Buďte n P N, R P R, R ą 0, p P Rn. Potom symbolem Upp, Rq značíme otevřenou
kouli se středem v bodě p a poloměrem R, tj. množinu tx P Rn; ||x´ p|| ă Ru.

Za stejných předpokladů značíme symbolem Bpp, Rq uzavřenou kouli se středem
v bodě p a poloměrem R, tj. množinu tx P Rn; ||x´ p|| ĺ Ru.

Symbolem S značíme jednotkovou kružnici pv rovině R2q se středem v počátku, tj.
množinu tpx,yq P R2; x2 ` y2 “ 1u.

Definice 1
Buďte a, b P R, n P N, a ă b. Nechť ϕ : ra, bs Ñ Rn pnebo ϕ : ra, bs Ñ Cq je
spojité zobrazení. Pak řekneme, že zobrazení ϕ je křivka.

Definice 2
Je-li zobrazení ϕ : ra, bs Ñ Rn křivka, pak symbolem ´ϕ značíme křivku danou
předpisem ´ϕptq “ ϕp´tq pro každé t P r´b,´as.

Definice 3
Jsou-li ϕ : ra, bs Ñ Rn, ψ : rc, ds Ñ Rn křivky takové, že ϕpbq “ ψpcq, potom
definujeme křivku ϕ 9̀ ψ předpisem pϕ 9̀ ψqptq “ ϕptq pro t P ra, bs a předpisem
pϕ 9̀ ψqptq “ ψpt ´ b ` cq pro t P rb, b ´ c ` ds. Křivku ϕ 9̀ ψ nazýváme spojením
křivek ϕ a ψ.

Definice 4
Jsou-li ϕ : ra, bs Ñ Rn, ψ : rc, ds Ñ Rn křivky takové, že ϕpbq “ ψpdq, potom
definujeme křivku ϕ´ ψ rovností ϕ´ ψ :“ ϕ 9̀ p´ψq.

Definice 5
Buď n P N, A Ď Rn. Pak řekneme, že množina A je oblouk, jestliže A je homeo-
morfní s intervalem r0, 1s, tj. existuje-li homeomorfismus H : r0, 1s� A.

Definice 6
Buď n P N, J Ď Rn. Pak řekneme, že množina J je Jordanova křivka, jestliže
J je homeomorfní s kružnicí S, tj. existuje-li homeomorfismus H : S � J .

Poznámka: Z předchozích dvou definic je zřejmé, že Jordanova křivka i oblouk
jsou kompaktní množiny (jsou to totiž spojité obrazy kompaktních množin).
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Poznámka: Z teorie metrických prostorů je známé jednoduché tvrzení, že jsou-li
X, Y metrické prostory, X je kompaktní a f : X Ñ Y je prosté spojité zobra-
zení, pak f je homeomorfismus X na rngpfq. Z tohoto tvrzení snadno plyne, že
množina J Ď Rn je Jordanova křivka právě tehdy, když je prostým spojitým ob-
razem kružnice S. Podobná ekvivalence platí i pro oblouk: množina A Ď Rn je
oblouk právě tehdy, když je prostým spojitým obrazem intervalu r0, 1s.

Jordanovu větu budeme v kapitole 3 formulovat za použití pojmu Jordanova
křivka. Lze se však setkat i s formulacemi, které se opírají o jiný pojem, a sice o
pojem jednoduchá uzavřená křivka. Proto zde definujeme také tento pojem
a ukážeme, jaká je jeho souvislost s Jordanovou křivkou.

Definice 7
Buďte a, b P R, n P N, a ă b. Nechť ϕ : ra, bs Ñ Rn je spojité zobrazení. Pak
řekneme, že zobrazení ϕ je jednoduchá uzavřená křivka, jestliže platí ϕpaq “ ϕpbq
a zobrazení ϕæra,bq je prosté.

Tvrzení 1

Buď n P N a nechť J Ď Rn je libovolná množina. Pak J je Jordanova křivka právě
tehdy, když existuje jednoduchá uzavřená křivka ϕ taková, že rngpϕq “ J .

Důkaz : Nejdříve předpokládejme, že J je Jordanova křivka. Pak existuje nějaký
homeomorfismus H : S � J . Uvažme zobrazení ξ : r0, 2πs Ñ S dané pro každé
t P r0, 2πs předpisem ξptq “ pcos t, sin tq a položme ϕ :“ H ˝ ξ. Jelikož H, ξ jsou
spojitá zobrazení a H, ξær0,2πq jsou prostá zobrazení, je spojité i zobrazení ϕ a jeho
restrikce na interval r0, 2πq je prostá. Zřejmě také platí ϕp0q “ ϕp2πq. Zobrazení
ϕ je tedy jednoduchá uzavřená křivka a navíc pro ně platí

rngpϕq “ H prngpξqq “ H pSq “ rngpHq “ J.

Nyní naopak nechť ϕ : ra, bs Ñ Rn je jednoduchá uzavřená křivka taková, že
rngpϕq “ J . Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ra, bs “ r0, 2πs.
Kdyby ra, bs ‰ r0, 2πs, provedli bychom lineární reparametrizaci křivky ϕ.

Položme ψ :“ ξær0,2πq a definujme zobrazení H : SÑ J vztahem H :“ ϕ ˝ ψ´1.
Toto zobrazení je jistě dobře definované, prosté a platí pro ně

rngpHq “ ϕ
`

rng
`

ψ´1
˘˘

“ ϕ pr0, 2πqq “ ϕ pr0, 2πsq “ rngpϕq “ J.

Zobrazení H je tedy bijekce množiny S na množinu J a podle poznámek za definicí
6 tak stačí dokázat, že zobrazení H je spojité.

Nechť x P Sz tp1, 0qu je libovolný bod. Ukážeme, že zobrazení H je v bodě x
spojité (samozřejmě myšleno vzhledem k množině S). Buď tedy ε ą 0 libovolné
číslo a označme t0 :“ ψ´1pxq. Jelikož x ‰ p1, 0q, platí 0 ă t0 ă 2π. Zobrazení ϕ
je spojité, takže existuje číslo ∆ ą 0 takové, že pt0 ´∆, t0 `∆q Ď p0, 2πq a pro
každé t P pt0 ´∆, t0 `∆q platí ||ϕpt0q ´ ϕptq|| ă ε.
Jelikož ψ “ ξær0,2πq, ξp0q “ ξp2πq a zobrazení ξ je spojité, je množina

A :“ ψ pr0, 2πqzpt0 ´∆, t0 `∆qq “ ξ pr0, 2πszpt0 ´∆, t0 `∆qq
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kompaktní, a tedy platí distpx, Aq ą 0. Volme δ ą 0 tak, aby δ ă distpx, Aq.
Potom pro každé y P SX Upx, δq platí y R A, z čehož dostáváme (neboť ψ je
bijekce intervalu r0, 2πq na kružnici S), že platí ψ´1pyq P pt0´∆, t0`∆q, a tedy
||Hpxq ´ Hpyq|| “ ||ϕpt0q ´ ϕpψ

´1pyqq|| ă ε.

Zbývá ukázat spojitost zobrazení H v bodě p1, 0q. Volme číslo ε ą 0 libovolně.
Víme, že zobrazení ϕ je spojité a platí ϕp0q “ ϕp2πq. Existuje tedy kladné číslo
∆ ă π takové, že pro každé t P r0,∆q Y p2π ´∆, 2πs platí ||ϕptq ´ ϕp0q|| ă ε.
Zobrazení ψ je spojité, a tak je množina A :“ ψ pr∆, 2π ´∆sq kompaktní.
Speciálně, číslo distpp1, 0q, Aq je kladné. Volme číslo δ ą 0 tak, aby platilo
δ ă distpp1, 0q, Aq. Potom pro každé y P SXUpp1, 0q, δq platí y R A, a tedy platí
ψ´1pyq P r0,∆q Y p2π ´∆, 2πq, z čehož dostáváme ||Hpyq ´ Hp1, 0q|| “
“ ||ϕpψ´1pyqq ´ ϕp0q|| ă ε.

˝

Definice 8
Buď n P N, nechť A Ď Rn je oblouk a p P A je libovolný bod. Pak řekneme, že bod
p je krajním bodem oblouku A, jestliže existuje homeomorfismus H : r0, 1s � A
takový, že Hp0q “ p nebo Hp1q “ p.

Tvrzení 2

Každý oblouk má právě dva krajní body.

Důkaz : Buď n P N a nechť A Ď Rn je libovolný oblouk. Pak existuje nějaký
homeomorfismus H : r0, 1s � A. Jelikož zobrazení H je prosté, jsou Hp0q, Hp1q
dva různé krajní body oblouku A. Zbývá ukázat, že žádné další krajní body tento
oblouk nemá. Buď rH : r0, 1s � A libovolný homeomorfismus. Pak zobrazení
ξ :“ rH´1 ˝ H je automorfismus intervalu r0, 1s, a tedy platí buď ξp0q “ 0 a
ξp1q “ 1, nebo ξp0q “ 1 a ξp1q “ 0. V prvním případě dostáváme rHp0q “ Hp0q,
rHp1q “ Hp1q a ve druhém rHp0q “ Hp1q, rHp1q “ Hp0q.

˝

Lemma 3

Buď n P N. Nechť A Ď Rn je oblouk, p, q P A, p ‰ q a ani jeden z bodů
p, q není krajním bodem oblouku A. Pak existují reálná čísla m1 ă m2 a křivka
ϕ : rm1,m2s Ñ Rn taková, že ϕpm1q “ p, ϕpm2q “ q, rngpϕq Ď A a ani jeden
z krajních bodů oblouku A neleží v rngpϕq.

Důkaz : A je oblouk, zvolme tedy nějaký homeomorfismus H : r0, 1s� A.
Označme t1 :“ H´1ppq, t2 :“ H´1pqq. Podle tvrzení 2 má oblouk A právě dva
krajní body, a sice body Hp0q, Hp1q. Proto platí t1, t2 P p0, 1q.
Jestliže t1 ă t2, položíme m1 :“ t1, m2 :“ t2 a definujeme křivku ϕ předpisem
ϕptq “ Hptq, t P rm1,m2s.
Pokud t1 ą t2, položíme m1 :“ ´t1, m2 :“ ´t2 a definujeme křivku ϕ předpisem
ϕptq “ Hp´tq, t P rm1,m2s.
Zřejmě ani jeden z bodů Hp0q, Hp1q neleží v oboru hodnot zobrazení ϕ.

˝
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Lemma 4

Buď n P N. Nechť J Ď Rn je Jordanova křivka a F je její vlastní, neprázdná,
uzavřená podmnožina. Pak existuje oblouk A Ď Rn takový, že platí F Ď A Ď J .

Důkaz : Jelikož J je Jordanova křivka, můžeme zvolit nějaký homeomorfismus
H : S � J . Položme G :“ JzF . Pak G je otevřená množina v J , G ‰ Ø,
G ‰ J . Ze spojitosti zobrazení H tak dostáváme, že množina H´1pGq je otevřená
v kružnici S, H´1pGq ‰ Ø, H´1pGq ‰ S. Zvolíme libovolně bod x P H´1pGq a
najdeme k němu reálné číslo ε ą 0 tak, aby platilo SXUpx, εq Ď H´1pGq. Jelikož
zobrazení H je homeomorfismus a množina SzUpx, εq je (zřejmě) homeomorfní
s intervalem r0, 1s, je snadné se přesvědčit, že množina A :“ H pSzUpx, εqq je
oblouk s požadovanými vlastnostmi.

˝

Lemma 5

Buď n P N. Nechť J Ď Rn je Jordanova křivka, u, v P J , u ‰ v. Pak existují
oblouky A1, A2 Ď Rn takové, že A1 Y A2 “ J , A1 X A2 “ tu,vu a body u, v
jsou krajními body oblouků A1, A2.

Důkaz : Zvolme nějaký homeomorfismus H : S � J a položme a :“ H´1puq,
b :“ H´1pvq. Uvažme zobrazení ξ : R Ñ S dané předpisem ξptq “ pcos t, sin tq,
t P R. Jelikož body a, b leží na kružnici S, existují čísla t1, t2 P r0, 2πq, pro která
platí ξpt1q “ a, ξpt2q “ b.

Jestliže t1 ă t2, definujeme

ϕ :“ pH ˝ ξq ært1,t2s, ψ :“ pH ˝ ξq ært2,t1`2πs.

Pokud naopak t1 ą t2, položíme

ϕ :“ pH ˝ ξq ært2,t1s, ψ :“ pH ˝ ξq ært1,t2`2πs.

V obou případech je snadné se přesvědčit, že množiny A1 :“ rng pϕq,
A2 :“ rng pψq jsou oblouky s požadovanými vlastnostmi.

˝
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2. Brouwerova věta o pevném
bodu

Brouwerova věta o pevném bodu v obecnější formulaci říká, že je-li X topolo-
gický prostor homeomorfní s nějakou konvexní kompaktní podmnožinou euklei-
dovského prostoru (Rn), pak má každé spojité zobrazení f : X Ñ X alespoň jeden
pevný bod (tj. bod, který se zobrazí sám na sebe). Pro důkaz Jordanovy věty nám
však bude stačit méně obecná verze tohoto tvrzení, a sice verze předpokládající,
že prostor X je homeomorfní s uzavřeným jednotkovým kruhem. Hlavním cílem
této kapitoly je toto tvrzení dokázat. Ještě před tím je však třeba připomenout
jednu známou větu (a její důsledek a na něj následující definici) z komplexní ana-
lýzy.

Věta 6

Buďte a, b P R, a ă b. Nechť f : ra, bs Ñ C je spojitá funkce, která v žádném
bodě nenabývá nulové hodnoty. Pak existuje spojitá funkce L : ra, bs Ñ C taková,
že pro každé t P ra, bs platí fptq “ eLptq.
Důkaz lze najít v [6] na straně 75.

Důsledek 7

Nechť a, b jsou reálná čísla, a ă b, ϕ : ra, bs Ñ C je křivka a g : rngpϕq Ñ C je
spojitá funkce, která v žádném bodě nenabývá nulové hodnoty.
Potom existuje spojitá funkce Arg : ra, bs Ñ R taková, že pro každé t P ra, bs je
číslo Argptq argumentem komplexního čísla g pϕptqq.
Navíc jsou-li Arg1,Arg2 dvě takové funkce, pak existuje číslo k P Z takové, že pro
každé t P ra, bs platí Arg1ptq ´ Arg2ptq “ 2kπ.

Důkaz : Definujme funkci f : ra, bs Ñ C vztahem f :“ g ˝ ϕ.
Tato funkce je zřejmě spojitá a v žádném bodě nenabývá nulové hodnoty. Podle
věty 6 tak existuje spojitá funkce L : ra, bs Ñ C taková, že pro každé t P ra, bs
platí fptq “ eLptq. Pak stačí položit Arg :“ ImL.
Zbývá ukázat jednoznačnost až na celočíselný násobek 2π.

Položme h :“ 1
2π
pArg1 ´ Arg2q. Pak h je zřejmě spojitá funkce na intervalu ra, bs

nabývající pouze celočíselných hodnot. Potom ale h nutně musí být konstantní
funkce, a tedy existuje k P Z takové, že pro každé t P ra, bs platí hptq “ k, neboli
Arg1ptq ´ Arg2ptq “ 2kπ.

˝

Definice 9
Nechť a, b jsou reálná čísla, a ă b, ϕ : ra, bs Ñ C je křivka a f : rngpϕq Ñ C je
spojitá funkce, která v žádném bodě nenabývá nulové hodnoty.
Nechť Arg : ra, bs Ñ R je libovolná spojitá funkce taková, že pro každé t P ra, bs
je číslo Argptq argumentem komplexního čísla fpϕptqq. Pak číslo Argpbq´Argpaq
nazýváme přírůstkem argumentu funkce f podél křivky ϕ.
Díky předchozímu důsledku je přírůstek argumentu funkce f podél křivky ϕ určen
jednoznačně. Budeme jej značit argϕf .
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Věta 8 (Brouwerova)

Označme D :“ tpx, yq P R2; x2 ` y2 ĺ 1u. Nechť X je libovolný topologický
prostor, který je homeomorfní s diskem D. Pak každé spojité zobrazení f : X Ñ X
má alespoň jeden pevný bod.

Důkaz : Označme písmenem K čtverec tz P C; ´1 ĺ Re z ĺ 1, ´1 ĺ Im z ĺ 1u.
Tento čtverec je jistě homeomorfní s diskem D.
Nejdříve větu dokážeme proX “ K a obecný případ už pak získáme velmi snadno.

Buď f : K Ñ K libovolná spojitá funkce a pro spor předpokládejme, že f nemá
žádný pevný bod. Pak funkce g : K Ñ C definovaná pro každé z P K předpisem
gpzq “ z ´ fpzq je spojitá a v žádném bodě nenabývá nulové hodnoty.
Nyní parametrizujeme hranici čtverce K. Pro jednoduchost zvolíme parametrizaci
délkou křivky od levého dolního vrcholu v kladném směru, tj. parametrizaci ϕ :
r0, 8s Ñ C danou následujícími vztahy:

ϕptq “ t´ 1´ i, t P r0, 2q ϕptq “ 1´ 3i` ti, t P r2, 4q

ϕptq “ 5´ t` i, t P r4, 6q ϕptq “ 7i´ 1´ ti, t P r6, 8q.

Jelikož 0 R rngpgq, plyne z důsledku 7 existence spojité funkce Arg1 : r0, 8s Ñ R
takové, že pro každé t P r0, 8s je číslo Arg1ptq argumentem komplexního čísla
gpϕptqq.
Navíc můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že číslo Arg1p0q leží v
intervalu r´7π

4
, π
4
q. Kdyby tomu tak nebylo, přešli bychom k funkci

ĆArg1 :“ Arg1 ` 2kπ pro vhodné celé číslo k.

Přírůstek argumentu funkce g podél křivky ϕ je roven argϕg “ Arg1p8q´Arg1p0q.
Toto číslo musí být celočíselným násobkem 2π, neboť ϕp0q “ ϕp8q.

Nyní položíme Arg2p0q :“ ´3π
4

, Arg2p8q :“ 5π
4

a pro každé t P p0,8q nechť je číslo
Arg2ptq argument komplexního čísla ϕptq volený z intervalu p´3π

4
, 5π

4
q. Pak funkce

Arg2 : r0, 8s Ñ R je zřejmě spojitá a přírůstek argumentu identického zobrazení
Id : CÑ C podél křivky ϕ je tedy roven argϕId “ Arg2p8q ´ Arg2p0q “ 2π.

Definujme funkci ∆ : r0, 8s Ñ R rovností ∆ :“ Arg1´Arg2. Jelikož jsme předpo-
kládali, že číslo Arg1p0q leží v intervalu r´7π

4
, π
4
q, musí číslo ∆p0q ležet v intervalu

r´π, πq. Nyní ukážeme, že pro každé t P r0, 8s platí ∆ptq P p´π, πq:

Kdyby existovalo t P r0, 8s takové, že ∆ptq P Rzp´π, πq, pak by ze spojitosti
funkce ∆ a z toho, že ∆p0q P r´π, πq, plynula existence čísla s P r0, 8s splňují-
cího ∆psq “ π nebo ∆psq “ ´π. To by z definice funkce ∆ znamenalo, že hlavní
hodnota argumentu komplexního čísla gpϕpsqq se od hlavní hodnoty argumentu
komplexního čísla ϕpsq liší o π. Jelikož gpϕpsqq “ ϕpsq ´ fpϕpsqq, muselo by mít
číslo fpϕpsqq stejnou hlavní hodnotu argumentu jako číslo ϕpsq, ale větší abso-
lutní hodnotu. Avšak číslo ϕpsq leží na hranici čtverce K, a tedy by číslo fpϕpsqq
muselo ležet vně čtverce K, což není možné, neboť f je zobrazení K do K.

Dokázali jsme, že pro každé t P r0, 8s platí ∆ptq P p´π, πq.
Speciálně tedy platí ´2π ă ∆p8q ´∆p0q ă 2π, z čehož podle definice funkce ∆
dostáváme ´2π ă Arg1p8q ´ Arg2p8q ´ Arg1p0q ` Arg2p0q ă 2π, tedy
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´2π ă pArg1p8q ´ Arg1p0qq ´ pArg2p8q ´ Arg2p0qq ă 2π. Jelikož víme, že platí
Arg2p8q ´ Arg2p0q “ 2π, můžeme uvedené nerovnosti zjednodušit na tvar
0 ă Arg1p8q´Arg1p0q ă 4π. Číslo Arg1p8q´Arg1p0q je však přírůstek argumentu
funkce g podél křivky ϕ, což je celočíselný násobek 2π. Z toho už nevyhnutelně
plyne, že argϕg “ 2π.

Funkce g : K Ñ C je spojitá a množina K je kompaktní. Množina gpKq je tedy
také kompaktní a funkce g je stejnoměrně spojitá. Navíc víme, že množina gpKq
neobsahuje nulu, takže distp0, gpKqq ą 0. Ze stejnoměrné spojitosti pak plyne,
že existuje číslo δ ą 0 takové, že pro každá dvě komplexní čísla z1, z2 splňující
nerovnost |z1 ´ z2| ă δ platí |gpz1q ´ gpz2q| ă distp0,gpKqq.

Nyní zvolme přirozené číslo n tak, aby délka uhlopříčky čtverce o straně délky 2{n
byla menší než δ. Rozdělíme čtverec K na n2 čtverečků s hranou délky 2{n a čtve-
rečky označíme (v libovolném pořadí) K1, K2, . . ., Kn2 . Pro každé k P t1,2,...,n2u

označme ϕk parametrizaci hranice čtverce Kk sestrojenou stejným způsobem,
jako byla výše sestrojena parametrizace ϕ hranice čtverce K.

Není těžké si rozmyslet, že přírůstek argumentu funkce g podél křivky ϕ je roven
součtu přírůstků argumentů funkce g podél křivek ϕk, tj. že platí

argϕg “
n2
ÿ

k“1

argϕk
g. (˚)

Volme k P t1,2,...,n2u libovolně. Jelikož je délka uhlopříčky čtverce Kk menší než
δ, platí diam pg pKkqq ĺ distp0,gpKqq, což speciálně znamená, že existuje číslo
θ P t0,πu takové, že θ není argumentem žádného komplexního čísla z množiny
g pKkq. Kdyby takové θ neexistovalo, pak by existovalo nějaké kladné reálné číslo
α P g pKkq a záporné reálné číslo β P g pKkq. Jelikož je však každý prvek množiny
g pKkq v absolutní hodnotě větší nebo roven číslu distp0, gpKqq, byla by vzdále-
nost čísel α, β (tj. α´ β) větší nebo rovna 2 distp0, gpKqq, což by byl spor s tím,
že diam pg pKkqq ĺ distp0, gpKqq. Proto takové θ musí existovat.

Je-li θ “ 0, položíme I :“ p0, 2πq. Pokud θ “ π, zvolíme I :“ p0, 2πq. Definujeme
funkci Arg3 : r0, 8

n
s Ñ R tak, že pro každé t P r0, 8

n
s je číslo Arg3ptq argument

komplexního čísla g pϕkptqq volený z intervalu I. Tato funkce je jistě spojitá, takže
lze její pomocí počítat přírůstek argumentu funkce g podél křivky ϕk. Dostáváme
argϕk

g “ Arg3

`

8
n

˘

´ Arg3p0q P p´2π, 2πq, avšak tento přírůstek musí být ce-
ločíselným násobkem 2π. Přírůstek argumentu funkce g podél křivky ϕk je tedy
roven nule pro každé k P t1,2,...,n2u. Ze vztahu (˚) potom plyne, že také přírůstek
argumentu funkce g podél křivky ϕ je roven nule. My jsme však výše ukázali, že
tento přírůstek je roven 2π.

Zbývá odvodit obecný případ:
Nechť X je libovolný topologický prostor, který je homeomorfní s diskem D.
Buď f : X Ñ X libovolné spojité zobrazení. Zvolme nějaké homeomorfismy
H1 : X � D, H2 : D � K a položme

g :“ H2 ˝ H1 ˝ f ˝ H1
´1
˝ H2

´1.
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Jelikož jsou zobrazení H1, H2 homeomorfismy, je funkce g : K Ñ K dobře
definovaná a spojitá. Existuje tedy komplexní číslo z P K takové, že gpzq “ z.
Položme x :“ H1

´1
`

H2
´1
pzq

˘

. Potom z definice zobrazení g dostáváme, že platí
H2 pH1 pf pxqqq “ z, tedy f pxq “ H1

´1
`

H2
´1
pzq

˘

“ x. Ukázali jsme, že x je
pevný bod zobrazení f , a věta je tedy dokázána. (Důkaz byl veden podle [5].)

˝

Na závěr této kapitoly ještě zformulujeme a dokážeme dva důsledky Brouwerovy
věty, které později využijeme v důkazu Jordanovy věty.

Nadále budeme používat následující značení: Je-li ϕ : ra, bs Ñ Rn křivka,
k P t1,2,...,nu, pak ϕk je zobrazení, které každému t P ra, bs přiřazuje k-tou složku
vektoru ϕptq.

Důsledek 9

Nechť a, b, c, d, v1, v2, v3, v4 jsou reálná čísla splňující nerovnosti
a ă b, c ă d, v1 ă v2, v3 ă v4.
Buďte ϕ : ra, bs Ñ rv1, v2s ˆ rv3, v4s, ψ : rc, ds Ñ rv1, v2s ˆ rv3, v4s křivky takové,
že ϕ1paq “ v1, ϕ1pbq “ v2, ψ2pcq “ v3, ψ2pdq “ v4.
Pak existuje alespoň jeden bod, ve kterém se křivky ϕ, ψ setkávají, tj. existují
t P ra, bs, s P rc, ds takové, že platí ϕptq “ ψpsq.

Důkaz : Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ra, bs “ rc, ds “ r´1, 1s.
Pro spor nechť pro každé t,s P r´1, 1s platí ϕptq ‰ ψpsq. Pak pro každé t, s P
r´1, 1s platí ||ϕptq ´ ψpsq||max ą 0. Můžeme tedy definovat spojité zobrazení
F : r´1, 1s2 Ñ r´1, 1s2 předpisem

F ps, tq “

ˆ

ψ1ptq ´ ϕ1psq

||ψptq ´ ϕpsq||max

,
ϕ2psq ´ ψ2ptq

||ϕpsq ´ ψptq||max

˙

, ps, tq P r´1, 1s2.

Ukážeme, že toto zobrazení nemá pevný bod.
Obor hodnot zobrazení F je zřejmě podmnožina hranice čtverce r´1, 1s2. Jedi-
nými kandidáty na pevný bod jsou proto body, jejichž maximová norma je rovna
jedné. Volme tedy libovolně bod ps, tq P r´1, 1s2 splňující ||ps, tq||max “ 1. Pak
máme čtyři možnosti:

Jestliže s “ ´1, pak ϕ1psq “ v1, takže číslo ψ1ptq´ϕ1psq je nezáporné, tedy první
složka vektoru F ps, tq je také nezáporná, a tedy F ps, tq ‰ p´1, tq “ ps, tq.

Jestliže s “ 1, pak ϕ1psq “ v2, takže číslo ψ1ptq ´ ϕ1psq je nekladné, tedy první
složka vektoru F ps, tq je také nekladná, a tedy F ps, tq ‰ p1, tq “ ps, tq.

Jestliže t “ ´1, pak ψ2ptq “ v3, takže číslo ϕ2psq´ψ2ptq je nezáporné, tedy druhá
složka vektoru F ps, tq je také nezáporná, a tedy F ps, tq ‰ ps,´ 1q “ ps, tq.

Jestliže t “ 1, pak ψ2ptq “ v4, takže číslo ϕ2psq ´ ψ2ptq je nekladné, tedy druhá
složka vektoru F ps, tq je také nekladná, a tedy F ps, tq ‰ ps, 1q “ ps, tq.

Ukázali jsme, že zobrazení F nemá pevný bod. To je však v rozporu s Brouwerovou
větou, neboť čtverec r´1, 1s2 je homeomorfní s diskem tpx, yq P R2; x2 ` y2 ĺ 1u
a zobrazení F : r´1, 1s2 Ñ r´1, 1s2 je spojité. (Důkaz byl veden podle [4].)

˝
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Důsledek 10

Nechť c, d, v1, v2, v3, v4 jsou reálná čísla, pro která platí c ă d, v1 ă v2, v3 ă v4.
Buď ψ : rc, ds Ñ rv1, v2s ˆ rv3, v4s křivka taková, že ψ2pcq “ v3, ψ2pdq “ v4. Nechť
A je oblouk ležící v obdélníku rv1, v2s ˆ rv3, v4s a předpokládejme, že existují body
p “ pp1,p2q, q “ pq1,q2q v oblouku A takové, že p1 “ v1, q1 “ v2. Pak mají
množiny A, rngpψq neprázdný průnik.

Důkaz : A je oblouk, můžeme tedy zvolit nějaký homeomorfismus H : r0, 1s� A.
Označme t1 :“ H´1ppq, t2 :“ H´1pqq.
Jestliže t1 ă t2, položíme a :“ t1, b :“ t2 a definujeme ϕptq :“ Hptq pro každé
t P ra, bs.
Pokud naopak t1 ą t2, položíme a :“ ´t1, b :“ ´t2 a definujeme ϕptq “ Hp´tq,
t P ra, bs.
V obou případech je zobrazení ϕ : ra, bs Ñ R2 křivka a platí rngpϕq Ď A. Navíc
ϕ1paq “ v1, ϕ1pbq “ v2, takže podle důsledku 9 mají množiny rngpϕq, rngpψq
neprázdný průnik. Speciálně tedy platí AX rngpψq ‰ Ø.

˝
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3. Jordanova věta
Nyní máme vše připraveno pro důkaz samotné Jordanovy věty o kružnici.

Pro přehlednost však některé její snazší části zformulujeme a dokážeme v samo-
statných lemmatech a následně je využijeme k důkazu Jordanovy věty v plném
znění.

Lemma 11

Je-li J Ď R2 Jordanova křivka, pak má množina R2zJ právě jednu neomezenou
komponentu souvislosti.

Důkaz : Množina J je kompaktní, a tedy omezená. Proto existuje reálné číslo
r ą 0 takové, že J Ď Bp0, rq. Jelikož je množina R2zBp0, rq souvislá, neome-
zená a disjunktní s J , existuje komponenta souvislosti K množiny R2zJ taková,
že R2zBp0, rq Ď K. Speciálně je tedy komponenta K neomezená. Každá další
případná komponenta souvislosti množiny R2zJ však musí být částí omezené
množiny Bp0, rq, a tedy musí být sama omezená.

˝

Lemma 12

Buď n P N a nechť F Ď Rn je uzavřená množina, Ø ‰ F ‰ Rn. Potom je každá
komponenta souvislosti množiny RnzF otevřená v Rn.

Důkaz : Nechť K je libovolná komponenta souvislosti množiny RnzF a buď
x P K libovolný bod. Z uzavřenosti množiny F plyne, že existuje reálné číslo
r ą 0 takové, že Upx, rq Ď RnzF . Koule Upx, rq je však souvislá množina mající
neprázdný průnik s komponentou K, a tedy musí platit Upx, rq Ď K.
Ukázali jsme, že každý bod ležící v množině K je automaticky jejím vnitřním
bodem, tedy K je otevřená množina.

˝

Lemma 13

Je-li J Ď R2 Jordanova křivka a množina R2zJ je nesouvislá, pak J je hranicí
každé komponenty souvislosti množiny R2zJ .

Důkaz : Nechť K je libovolná komponenta souvislosti množiny R2zJ . Každé dvě
různé komponenty R2zJ jsou disjunktní a podle lemmatu 12 také otevřené. Proto
musí být uzávěr komponenty K disjunktní s každou jinou komponentou souvis-
losti množiny R2zJ . Vzhledem k otevřenosti množiny K tedy platí BK Ď J .

Pro spor předpokládejme, že BK ‰ J . Protože BK ‰ Ø je uzavřená podmnožina
J , existuje podle lemmatu 4 oblouk A Ď R2 takový, že platí BK Ď A Ď J .
Z nesouvislosti množiny R2zJ a z lemmatu 11 plyne, že množina R2zJ má alespoň
jednu omezenou komponentu souvislosti. Zvolme tedy nějakou takovou kompo-
nentu a označme ji K2. Je-li komponenta K sama omezená, zvolíme K2 :“ K.
Nechť x P K2 je libovolný bod a D Ď R2 je uzavřený kruh se středem v bodě x ta-
kový, že platí J Ď IntpDq (takový kruh existuje, protože množina J je kompaktní,
a tedy omezená). Potom je zřejmě hranice kruhu D obsažena v neomezené kompo-
nentě souvislosti množiny R2zJ . Uvažme identické zobrazení Id : AÑ A. Jelikož
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lze kruh D chápat jako Hausdorffův normální topologický prostor a oblouk A
jako jeho uzavřenou podmnožinu homeomorfní s intervalem r0, 1s, existuje podle
Tietzeho věty spojité zobrazení f : D Ñ A rozšiřující zobrazení Id, tj. fæA “ Id.
Chceme-li existenci takového zobrazení f dokázat elementárněji, můžeme postu-
povat například tak, jak je uvedeno v poznámce níže.

Nyní definujeme jisté zobrazení g : D Ñ Dztxu.
Jestliže je komponenta K omezená (a tedy x P K2 “ K), definujeme gpzq :“ fpzq
pro z P K a gpzq :“ z pro z P DzK.
Pokud komponenta K není omezená (a tedy x P K2, K XK2 “ Ø), definujeme
gpzq :“ z pro z P DXK a gpzq :“ fpzq pro z P DzK.

Jelikož je komponenta K otevřená, platí KzK “ BK. Zároveň máme BK Ď A,
takže pro každé z P BK platí fpzq “ z, neboť f je rozšíření zobrazení Id. Z toho
už je zřejmé, že zobrazení g je spojité.

Nechť p : Dztxu Ñ BD je projekce na nejbližší bod, tj. zobrazení, které každému
bodu množiny Dztxu přiřadí právě ten bod množiny (kružnice) BD, který je
k němu nejblíž. Buď t : BD Ñ BD středová souměrnost se středem v bodě x. Pak
zobrazení h :“ t ˝ p ˝ g je zřejmě spojité. Zbývá si uvědomit, že zobrazení h nemá
pevný bod:
Pro každé z P D platí hpzq P BD, takže kandidáty na pevný bod jsou pouze body
kružnice BD. Z definice zobrazení g je vidět, že pro každé z P BD platí gpzq “ z,
takže ppgpzqq “ z, a tedy hpzq “ tpppgpzqqq “ tpzq ‰ z. Tím jsme dostali spor
s Brouwerovou větou a důkaz je tedy dokončen. (Důkaz byl veden podle [4].)

˝

Poznámka: Elementárně lze zdůvodnit existenci zobrazení f používaného v dů-
kazu lemmatu 13 např. následujícím způsobem:

Oblouk A je podle definice homeomorfní s intervalem r0, 1s, nechť tedy
H : r0, 1s � A je nějaký homeomorfismus. Definujeme zobrazení f1 : D Ñ r0, 1s
předpisem f1pzq :“ H´1pzq pro z P A a předpisem

f1pzq :“ 1` sup

"

H´1paq ´
||z ´ a||

distpz,Aq
; a P A

*

pro z P DzA.

Není těžké ověřit, že zobrazení f1 je dobře definované a spojité. Pak stačí položit
f :“ H ˝ f1.

Definice 10
Buďte x, y dva různé body v rovině R2. Pak symbolem rx |ys značíme křivku
danou předpisem rx |ys ptq “ x` tpy´ xq, t P r0, 1s a nazýváme ji základní para-
metrizací úsečky xy.

Nyní už přijde na řadu samotná Jordanova věta. Pro lepší orientaci v jejím dů-
kazu je vhodné průběžně věnovat pozornost obrázkům I, II, III, které se nacházejí
na straně 17.
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Věta 14 (Jordanova)

Nechť J Ď R2 je Jordanova křivka. Pak má množina R2zJ právě dvě komponenty
souvislosti, přičemž jedna z nich je omezená, jedna neomezená a množina J je
hranicí obou z nich.

Důkaz : Podle lemmatu 11 má množina R2zJ právě jednu neomezenou kompo-
nentu souvislosti. Vzhledem k tomu, že už máme dokázané lemma 13, tak zbývá
dokázat už pouze to, že množina R2zJ má právě jednu omezenou komponentu
souvislosti.

Uvažme zobrazení px,yq ÞÑ ||x ´ y||, px,yq P J ˆ J . Toto zobrazení je zřejmě
spojité, takže z kompaktnosti množiny J ˆ J (neboť J je kompaktní) plyne, že
existují body a, b P J takové, že ||a´ b|| “ diampJq.

Nyní zdůvodníme, proč lze bez újmy na obecnosti předpokládat, že pro tyto body
platí a “ p´1, 0q, b “ p1, 0q.
Transformujeme rovinu R2 pomocí vhodného posunutí, stejnolehlosti a otočení.
Přesněji: definujeme posunutí f1 : R2 Ñ R2 a stejnolehlost f2 : R2 Ñ R2 předpisy

f1pxq “ x´
a` b

2
, f2pxq “

2x

||a´ b||
, x P R2.

Potom platí

pf2 ˝ f1q paq “ f2

ˆ

a´ b

2

˙

“
a´ b

||a´ b||
, pf2 ˝ f1q pbq “ f2

ˆ

b´ a

2

˙

“
b´ a

||a´ b||
.

Speciálně, pf2 ˝ f1q pbq “ ´ pf2 ˝ f1q paq, || pf2 ˝ f1q paq|| “ 1.
Existuje tedy rotace f3 : R2 Ñ R2 (se středem v počátku), která zobrazí bod
pf2 ˝ f1q paq na bod p´1,0q. Položíme f :“ f3 ˝ f2 ˝ f1, rJ :“ fpJq.
Pak platí fpaq, fpbq P rJ , fpaq “ p´1, 0q, fpbq “ p1, 0q.
Zobrazení f je zřejmě homeomorfismus R2 na R2 a pro všechna x, y P R2 platí
2 ¨ ||x´ y|| “ ||a´ b|| ¨ ||fpxq ´ fpyq||. Z toho mimo jiné plyne, že množina rJ

je Jordanova křivka, diamp rJq “ ||fpaq ´ fpbq|| “ 2 a množina R2z rJ má stejný
počet omezených komponent souvislosti jako množina R2zJ .

Nadále tedy skutečně můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že
a “ p´1, 0q, b “ p1, 0q.

Jelikož diampJq “ ||a ´ b|| “ ||p´2, 0q|| “ 2, musí být Jordanova křivka J částí
obdélníku O :“ r´1, 1sˆ r´2, 2s a musí platit BOX J “ ta, bu. Označme cH , cD
středy horní a dolní strany obdélníku O, tj. cH “ p0, 2q, cD “ p0,´2q. Podle lem-
matu 5 můžeme zvolit oblouky A1, A2 takové, že A1YA2 “ J , A1XA2 “ ta, bu
a body a, b jsou krajními body oblouků A1, A2. Aplikací důsledku 10 na křivku
rcD | cHs a oblouk A1 dostáváme, že úsečka cDcH má s obloukem A1 neprázdný
průnik (totéž samozřejmě platí i pro oblouk A2). Speciálně je tedy neprázdný
také průnik úsečky cDcH s Jordanovou křivkou J . Označme p1 „nejsevernější“
bod tohoto průniku, tj. bod s největší y-ovou souřadnicí (takový bod existuje
díky uzavřenosti množiny J). Pak bod p1 leží právě v jednom z oblouků A1, A2.
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že p1 P A1.
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Označme p2 „nejjižnější“ bod průniku úsečky cDcH s obloukem A1.

Pokud p1 ‰ p2, existuje podle lemmatu 3 křivka ϕ v oblouku A1 jdoucí z bodu p2

do bodu p1, která neprochází ani jedním z bodů a, b. Potom podle důsledku 10
musí křivka rcD |p2s 9̀ ϕ 9̀ rp1 | cHs někde protínat oblouk A2. Je zřejmé, že křivky
ϕ, rp1 | cHs oblouk A2 neprotínají, a proto jej musí protínat křivka rcD |p2s.

Pokud jsou body p1, p2 totožné, pak je křivka rcD |p2s 9̀ rp1 | cHs dobře defino-
vaná a podle důsledku 10 musí někde protínat oblouk A2. Křivka rp1 | cHs však
tento oblouk určitě neprotíná, a tak jej musí protínat křivka rcD |p2s.

V obou případech jsme došli k tomu, že úsečka cDp2 má s obloukem A2 neprázdný
průnik. Označme p3 „nejsevernější“ bod tohoto průniku a p4 „nejjižnější“. Nechť
z je střed úsečky p2p3. Současnou situaci ilustruje obrázek I na straně 17.

Ukážeme, že komponenta (označme ji Kz) souvislosti množiny R2zJ , která obsa-
huje bod z, je omezená.

Pro spor předpokládejme, že množina Kz je neomezená. Jelikož J Ď O a množina
R2zO je souvislá a neomezená, musí podle lemmatu 11 platit R2zO Ď Kz. Zvolme
libovolně bod w P R2zO. Množina Kz je křivkově souvislá, neboť je souvislá
a podle lemmatu 12 také otevřená. Existuje tedy křivka ψ : r0, 1s Ñ Kz taková,
že ψp0q “ z, ψp1q “ w. Položme t0 :“ sup tt P r0, 1s; ψptq P Ou. Pak ze spojitosti
zobrazení ψ snadno plyne, že 0 ă t0 ă 1, ψpt0q P BO. Nechť ξ je restrikce křivky
ψ na interval r0, t0s. Označme x :“ ψpt0q, x “ px1, x2q. Další postup důkazu
rozdělíme podle toho, na které straně hranice obdélníku O se bod x nachází.
K ilustrování důkazu se nyní bude hodit obrázek II na straně 17.

Pokud platí x2 “ 2, pak křivka rcD | zs 9̀ ξ neprotíná oblouk A1, což je spor
s důsledkem 10.

Pokud x2 “ ´2, pak křivka ´ξ 9̀ rz |p2s 9̀ ϕ 9̀ rp1 | cHs neprotíná oblouk A2, což
je spor s důsledkem 10 (v případě, že p1 “ p2, použijeme křivku ´ξ 9̀ rz | cHs).

Pokud platí 0 ĺ x2 ă 2, pak musí být x1 “ 1 nebo x1 “ ´1. Jelikož body
p´1, 0q, p1, 0q leží v množině J , musí platit x2 ą 0 (jinak by bod x ležel v množině
J , což není možné, neboť x P rngpψq Ď R2zJ).
Jestliže x1 “ 1, označíme symbolem v pravý horní vrchol obdélníku O, tedy
v :“ p1, 2q. V opačném případě nechť v značí levý horní vrchol obdélníku O, tedy
v :“ p´1, 2q.
Pak ani v jedné z těchto dvou situací křivka rcD | zs 9̀ ξ 9̀ rx |vs neprotíná oblouk
A1, což je spor s důsledkem 10.

Pokud platí ´2 ă x2 ă 0, pak musí být x1 “ 1 nebo x1 “ ´1.
V prvním případě označíme symbolem v pravý dolní vrchol obdélníku O, tedy
v :“ p1, ´ 2q. Ve druhém případě nechť v značí levý dolní vrchol obdélníku O,
tedy v :“ p´1,´ 2q.
Pak bez ohledu na to, která z těchto dvou situací nastává, neprotíná křivka
rv |xs´ ξ 9̀ rz |p2s 9̀ ϕ 9̀ rp1 | cHs oblouk A2, což je opět spor s důsledkem 10
(v případě, že p1 “ p2, použijeme křivku rv |xs´ ξ 9̀ rz | cHs).
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Ve všech případech jsme došli ke sporu, a tak musí být množina Kz omezená.
Zbývá ukázat, že Kz je jediná omezená komponenta souvislosti množiny R2zJ .
K ilustraci důkazu tohoto tvrzení slouží obrázek III na straně 17.

Pro spor nechť L je omezená komponenta souvislosti množiny R2zJ taková, že
L ‰ Kz. Pokud p3 ‰ p4, existuje podle lemmatu 3 křivka ζ v oblouku A2 jdoucí
z bodu p4 do bodu p3, která neprochází ani jedním z bodů a, b.
Nyní v závislosti na tom, zda body p1, p2 nebo p3, p4 splývají, definujeme jistou
křivku α.

Pokud p1 ‰ p2 a p3 ‰ p4, definujeme α :“ rcD |p4s 9̀ ζ 9̀ rp3 |p2s 9̀ ϕ 9̀ rp1 | cHs.

Pokud p1 ‰ p2 a p3 “ p4, definujeme α :“ rcD |p2s 9̀ ϕ 9̀ rp1 | cHs.

Pokud p1 “ p2 a p3 ‰ p4, definujeme α :“ rcD |p4s 9̀ ζ 9̀ rp3 | cHs.

Pokud p1 “ p2 a p3 “ p4, definujeme α :“ rcD | cHs.

Bez ohledu na to, která z těchto čtyř možností nastává, nezasahuje zřejmě ani
jedna z křivek, jejichž spojením křivka α vznikla, do komponenty L, a tak do
ní nezasahuje ani samotná křivka α. Jelikož a, b R rngpαq, existuje díky uza-
vřenosti množiny rngpαq reálné číslo ε ą 0 takové, že rngpαq X Upa, εq “ Ø,
rngpαqX Upb, εq “ Ø. Podle lemmatu 13 je množina J hranicí komponenty L, a
tak můžeme najít nějaké body q1, q2 P L takové, že q1 P Upa, εq, q2 P Upb, εq.
Komponenta L je podle lemmatu 12 otevřená, a tedy také křivkově souvislá. Proto
musí existovat nějaká křivka η v komponentě L jdoucí z bodu q1 do bodu q2.
Definujeme křivku β :“ ra | q1s 9̀ η 9̀ rq2 | bs. Jelikož křivka α nezasahuje do kom-
ponenty L, nemůže se nikde setkat s křivkou η. Také platí rng pra | q1sq Ď Upa, εq,
rng prq2 | bsq Ď Upb, εq. Celkem tak docházíme k tomu, že křivky α, β se v žád-
ném bodě nesetkávají, což je spor s důsledkem 9. Komponenta L tedy neexistuje
a Jordanova věta je dokázána. (Důkaz byl veden podle [4].)

˝
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4. Zobecnění Jordanovy věty
V poslední kapitole se stručně a bez důkazů zmíníme o známých zobecně-

ních či zesíleních Jordanovy věty o kružnici. Přirozenou otázkou po dokázání
Jordanovy věty je, zda podobné tvrzení neplatí obecně v Rn, kde bychom místo
Jordanovy křivky uvažovali „Jordanovu sféru“. Přesněji, nabízí se zkoumat, zda
platí následující věta:

Věta 15

Nechť n P N, n ą 1 a S Ď Rn je množina, která je homeomorfní s jednotkovou
sférou tx P Rn; ||x|| “ 1u. Potom má množina RnzS právě dvě komponenty sou-
vislosti, přičemž jedna z nich je omezená, jedna je neomezená a množina S je
hranicí obou z nich.

Tato věta skutečně platí. Pro více informací a důkaz viz [3], zejména Corollary
9.8.7.

Namísto zobecňování Jordanovy věty do vyšších dimenzí se můžeme snažit zesílit
závěr původní Jordanovy věty. V tomto směru je úspěšná následující věta:

Věta 16 (Jordanova-Schoenfliesova)

Nechť J Ď R2 je Jordanova křivka. Pak existuje homeomorfismus H : R2 � R2

takový, že HpSq “ J .

Důkaz lze najít v [1].

Poznámka: Je snadné si uvědomit, že závěr Jordanovy-Schoenfliesovy věty
skutečně říká více než závěr Jordanovy věty:

Množiny G1 :“ tpx, yq P R2; x2 ` y2 ă 1u, G2 :“ tpx, yq P R2; x2 ` y2 ą 1u jsou
otevřené a souvislé. Proto jsou také množiny HpG1q, HpG2q otevřené a souvislé
a zřejmě pro ně platí HpG1q X HpG2q “ Ø, HpG1q Y HpG2q “ R2zJ .
Množina R2zJ je tedy nesouvislá a má právě dvě komponenty souvislosti, totiž
množiny HpG1q, HpG2q. Díky lemmatu 11 navíc víme, že právě jedna z těchto
dvou komponent je neomezená.
Jelikož BG1 “ BG2 “ S, platí také BHpG1q “ BHpG2q “ HpSq “ J .

Samozřejmě nyní vyvstává otázka, zda je možné Jordanovu-Schoenfliesovu
větu přímo (bez dodatečných předpokladů) zobecnit i do vyšších dimenzí, tj. zda
pro každé n P Nz t1u a pro každou množinu S Ď Rn takovou, že S je homeomorfní
s jednotkovou sférou tx P Rn; ||x|| “ 1u “: Sn´1, existuje homeomorfismus
H : Rn � Rn takový, že HpSn´1q “ S.
Ukázalo se, že tomu tak není. Podrobnosti se lze dozvědět např. v knize [2],
zejména na stranách 170, 171.
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