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Uvod

Jordanova véta o kruznici je typickym prikladem matematického tvrzeni, které
se na prvni pohled intuitivné jevi jako ocividné, prestoze viibec oc¢ividné neni.
Nikdo nepochybuje o tom, ze kruznice déli rovinu pravé na dvé oddélené ob-
lasti, totiz na vnitfek a vnéjsek, a zda se byt ziejmé, ze tuto vlastnost si kruz-
nice zachova 1 poté, co je ,Setrnym zpisobem“ (homeomorfismem) zdeformovana.
Jednou z pricin takto unahleného tsudku je pravdépodobné neschopnost cloveéka
vizualné si predstavit, jak ,divoka“ a ,08kliva“ muize ta ,Setrna“ deformace byt.
V matematice uz bylo objeveno mnoho nepravdivych tvrzeni, jejichz pravdivost
se zdala byt do oc¢i bijici. Je tedy pochopitelné a spravné, ze presné ditkazy jsou
v dnesnim matematickém svété povazovany za naprostou nezbytnost.

V zékladnich prednaskach z matematické analyzy na MFF UK se posluchac
s Jordanovou vétou setkava jakozto s podstatnou ingredienci pro Greenovu vétu.
Dtikaz vsak pro svou obtiznost a ¢asovou naroc¢nost na samotné prednasce poda-
van neni. Cilem této prace tedy bude diikaz podat. Mél by byt detailni, precizni,
sobéstacny a nemél by se opirat o zadné hlubsi poznatky z topologie.

Jordanova véta je pojmenovana po francouzském matematiku Camille Jorda-
novi (*1838; 11921), ktery jako prvni publikoval jeji dikaz. Dnes je jiz znamo
mnoho riznych dikazt Jordanovy véty. Dukaz, ktery bude podan v této praci,
je zaloZen na dikazu uvedeném v ¢lanku [4], kde je klicovym argumenta¢nim
nastrojem slavna Brouwerova véta o pevném bodu. Ta zde bude také dokazana
(byt jen v dimenzi 2), pfi¢emz dikaz bude veden podle [5].

Stru¢ny seznam vlastni prace:

Zavedeni pro praci dilezitych definic, poznamky za definici 6, formulace a dikaz
tvrzeni 1, formulace a dikaz tvrzeni 2, formulace a ditkaz lemmatu 3, formulace
a dikaz lemmatu 4, formulace a dikaz lemmatu 5, zavedeni vhodného aparatu
potiebného k detailnimu dikazu Brouwerovy véty (tj. pfipomenuti znalosti z
komplexni analyzy ve vété 6, formulace a dikaz dusledku 7, definice 9), doplnéni
dikazu Brouwerovy véty uvedeného v ¢lanku [5] (Case n=2) o mnoho detailti (v
této praci véta 8), podrobné zdtvodnéni, pro¢ zobrazeni F' definované

v ¢lanku [4] v diikazu ,,Lemma 2“ nemé pevny bod (v této praci disledek 9), for-
mulace a dikaz disledku 10, formulace a dikaz lemmatu 11, formulace a dikaz
lemmatu 12, poznamka za lemmatem 13 (spojité rozsifeni bez Tietzeho véty),
zavedeni definice 10 pro potfeby dikazu Jordanovy véty, doplnéni dikazu Jor-
danovy véty podaného v ¢lanku [4] (str. 642, 643) o mnoho detailt (v této praci
véta 14) a zd@vodnéni tivodniho ,BUNO¥, pozndmka za vétou 16.



1. Krivky a oblouky

Ve formulacich a dikazech vétsiny tvrzeni v této praci se bude hojné vysky-
tovat pojem kiivky nebo oblouku. V bézné feci maji tato slova pomérné jasny,
intuitivni vyznam, ale v matematice se lze setkat s mnoha jejich riznymi (neekvi-
valentnimi) definicemi. Zejména problematika definovani pojmu kfivka je natolik
bohat4, ze by snadno vydala na samostatnou praci. Cilem prvni kapitoly tedy
bude zavést pro potfeby této prace jasné a pevné definice téchto zakladnich po-
jmu (a také pojmu Jordanova kiivka a nékterych dalsich souvisejicich pojmi).
Dale budou v této kapitole ukazany nékteré jejich vlastnosti, o které se budeme
casto opirat v dalsich kapitolach.

Znaceni
Budtene N, Re R, R > 0, p e R". Potom symbolem U(p, R) znacime otevienou
kouli se stiedem v bodé p a polomérem R, tj. mnoZinu {x € R™; || — p|| < R}.

Za stejnych predpokladi znacime symbolem B(p, R) uzavienou kouli se stiedem
v bodé p a polomérem R, tj. mnozinu {x € R™; || — p|| < R}.

Symbolem S znacime jednotkovou kruznici (v roviné R?) se stredem v poédtku, tj.
mnoZinu {(x,y) € R* 22 +y? = 1}.

Definice 1
Budte a, b € R, n € N, a < b. Necht ¢ : [a,b] — R™ (nebo ¢ : [a,b] — C) je
spojité zobrazeni. Pak Tekneme, Ze zobrazeni ¢ je krivka.

Definice 2
Je-li zobrazeni ¢ : [a,b] — R™ krivka, pak symbolem —p znacime kiivku danou
predpisem —p(t) = o(—t) pro kazdé t € [—b, —al].

Definice 3

Jsou-li ¢ : [a,b] — R™, ¥ : [¢,d] — R™ krivky takové, Ze p(b) = ¥(c), potom
definujeme kiivku o-+1 predpisem (o+)(t) = @(t) pro t € [a,b] a predpisem
(o+U)(t) = Y(t —b+c) prot e [b, b—c+ d]. KFivku o+ nazgvime spojenim
krivek ¢ a 1.

Definice 4

Jsou-li ¢ : [a,b] — R"™, ¢ : [¢,d] — R" kfivky takové, Ze p(b) = ¢ (d), potom
definujeme kiivku o = 1 rovnosti ¢ =1 1= @+(=1).

Definice 5

Budn e N, A< R™. Pak tekneme, Ze mnoZina A je oblouk, jestlize A je homeo-
morfni s intervalem [0, 1], tj. existuje-li homeomorfismus H : [0,1] — A.

Definice 6
Bud'n e N, J < R". Pak rekneme, Ze mnozina J je Jordanova kFivka, jestlize
J je homeomorfni s kruznici S, tj. existuje-li homeomorfismus H : S — J.

Poznamka: Z predchozich dvou definic je zrejmé, Ze Jordanova kfivka i oblouk
gsou kompaktni mnoZiny (jsou to totiZ spojité obrazy kompaktnich mnozin).
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Poznamka: Z teorie metrickych prostori je zndmé jednoduché tvrzeni, Ze jsou-li
X, Y metrické prostory, X je kompaktni a f : X — Y je prosté spojité zobra-
zend, pak f je homeomorfismus X na rng(f). Z tohoto turzeni snadno plyne, Ze
mnozina J < R" je Jordanova krivka prdvée tehdy, kdyz je prostym spojitym ob-
razem kruznice S. Podobnd ekvivalence plati i pro oblouk: mnozina A < R" je
oblouk prdvé tehdy, kdyz je prostym spojitym obrazem intervalu [0, 1].

Jordanovu vétu budeme v kapitole 3 formulovat za pouziti pojmu Jordanova
krivka. Lze se vSak setkat i s formulacemi, které se opiraji o jiny pojem, a sice o
pojem jednoduché uzaviena kiivka. Proto zde definujeme také tento pojem
a ukazeme, jaka je jeho souvislost s Jordanovou kfivkou.

Definice 7

Budte a, b € R, n € N, a < b. Necht ¢ : [a,b] — R"™ je spojité zobrazeni. Pak
rekneme, Ze zobrazeni ¢ je jednoduchd uzaviend kiivka, jestlize plati p(a) = p(b)
a zobrazeni 1y, je proste.

Tvrzeni 1

Bud'n € N a necht J < R™ je libovolnd mnozina. Pak J je Jordanova kiivka prdvé
tehdy, kdyz existuje jednoduchd uzaviend krivka ¢ takovd, Ze rng(yp) = J.

Ddikaz: Nejdiive predpokladejme, Ze J je Jordanova kiivka. Pak existuje néjaky
homeomorfismus H : S — J. Uvazme zobrazeni ¢ : [0,27] — S dané pro kazdé
t € [0, 27] predpisem £(t) = (cost, sint) a polozme ¢ := H o &. Jelikoz H, & jsou
spojita zobrazeni a H, {[ g or) jsou prosta zobrazeni, je spojité i zobrazeni ¢ a jeho
restrikce na interval [0, 27) je prosta. Ziejmé také plati ¢(0) = ¢(27). Zobrazeni
v je tedy jednoduché uzaviena kiivka a navic pro né plati

rng(¢) = H (mg(¢)) = H(S) = mg(H) = J.

Nyni naopak necht ¢ : [a,b] — R” je jednoducha uzaviend kiivka takova, Ze
mg(p) = J. Bez 4jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze [a,b] = [0, 27].
Kdyby [a, b] # [0, 27], provedli bychom linedrni reparametrizaci kiivky .

Polozme 9 := [y o) & definujme zobrazeni H : S — J vztahem H := ¢ o Pt
Toto zobrazenti je jisté dobfe definované, prosté a plati pro né

rg(H) = ¢ (g (¥7)) = ¢ ([0,27)) = ¢ ([0, 27]) = mg(p) = J.

Zobrazeni H je tedy bijekce mnoziny S na mnozinu .J a podle poznamek za definici
0] tak stac¢i dokazat, Ze zobrazeni H je spojité.

Necht « € S\{(1,0)} je libovolny bod. UkéaZzeme, Ze zobrazeni H je v bodé x
spojité (samoziejmé mysleno vzhledem k mnoziné S). Bud tedy € > 0 libovolné
¢islo a oznacme to := ¢~ (x). Jelikoz @ # (1,0), plati 0 < ty < 27. Zobrazeni ¢
je spojité, takze existuje ¢islo A > 0 takové, ze (tg — A, to + A) < (0,27) a pro
kazdé t € (to — A, to + A) plati ||p(to) — p(t)]] < e.

JelikoZ 1 = €[y ar), £(0) = £(27) a zobrazeni § je spojité, je mnoZina

A= ([0,2m\(to = A, to + A)) = £([0,2m]\(to — A, 1o + A))
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kompaktni, a tedy plati dist(z, A) > 0. Volme 0 > 0 tak, aby 0 < dist(x, A).
Potom pro kazdé y € S N U(x,d) plati y ¢ A, z ¢ehoz dostavame (nebot 9 je
bijekce intervalu [0, 27) na kruznici S), Ze plati v~ (y) € (to — A, to + A), a tedy
| H(z) — H(y)ll = l|e(to) — (@ (@)l <e.

Zbyvéa ukézat spojitost zobrazeni H v bodé (1,0). Volme ¢islo € > 0 libovolné.
Vime, Ze zobrazeni ¢ je spojité a plati ¢(0) = p(27). Existuje tedy kladné ¢islo
A < 7 takové, Ze pro kazdé t € [0, A) U (2 — A, 27] plati ||o(t) — ¢(0)]| < e.
Zobrazeni 1 je spojité, a tak je mnozina A := 1 ([A, 271 — A]) kompaktni.
Speciélné, ¢islo dist((1,0), A) je kladné. Volme ¢islo 0 > 0 tak, aby platilo

d < dist((1,0), A). Potom pro kazdé y € S N U((1,0),9) plati y ¢ A, a tedy plati
vl (y) € [0,A) U (21 — A, 27), z éehoz dostavame |[H(y) — H(1,0)|| =

= [l (y)) = p(0)]| <e.

Definice 8
Budn € N, necht A < R" je oblouk a p € A je libovolny bod. Pak Tekneme, Ze bod

p je krajnim bodem oblouku A, jestliZe existuje homeomorfismus H : [0,1] — A
takovy, Ze H(0) = p nebo H(1) = p.

Tvrzeni 2

Kazdy oblouk ma prdve dva krajni body.

Diukaz: Bud n € N a necht A < R" je libovolny oblouk. Pak existuje néjaky
homeomorfismus H : [0,1] — A. Jelikoz zobrazeni H je prosté, jsou H(0), H(1)
dva rtzné krajni body oblouku A. Zbyva ukazat, ze zadné dalsi krajni body tento
oblouk nema. Bud H : [0,1] — A libovolny homeomorfismus. Pak zobrazeni
¢ := H' o H je automorfismus intervalu [0,1], a tedy plati bud £(0) = 0 a
(1) = 1, nebo £(0) = 1 a £(1) = 0. V prvnim pripadé dostavame H(0) = H(0),
H(1) = H(1) a ve druhém H(0) = H(1), H(1) = H(0).

Lemma 3

Bud'n € N. Necht A < R" je oblouk, p, q € A, p # q a ani jeden z bodi

P, q nent krajnim bodem oblouku A. Pak existuji redlnd cisla my < mso a krivka
@ : [my1,me] — R" takovd, Ze o(my) = p, (m2) = q, rng(v) < A a ani jeden

z kragnich bodi oblouku A nelezi v rng(yp).

Ddikaz: A je oblouk, zvolme tedy néjaky homeomorfismus H : [0, 1] — A.
Ozna¢me t; := H(p), to := H !(q). Podle tvrzeni [2 ma oblouk A pravé dva
krajni body, a sice body H(0), H(1). Proto plati ¢;,t, € (0, 1).

Jestlize t; < t9, polozime my := t;, mo := t5 a definujeme kiivku ¢ predpisem
o(t) = H(t), t € [mq, ma].

Pokud t; > tq, polozime m; := —ty, my := —t5 a definujeme kiivku ¢ predpisem
o(t) = H(—t), t € [my, ms].

Ziejmé ani jeden z bodt H(0), H(1) nelezi v oboru hodnot zobrazeni ¢.



Lemma 4

Bud'n € N. Necht J < R" je Jordanova krivka a I je jeji vlastni, neprdazdnd,
uzavrend podmnozina. Pak existuje oblouk A < R™ takovy, Ze plati F < A < J.

Ddikaz: Jelikoz J je Jordanova krivka, mizeme zvolit néjaky homeomorfismus
H:S — J. Polozme G := J\F. Pak G je oteviend mnozina v J, G # O,
G # J. Ze spojitosti zobrazeni H tak dostavame, ze mnozina H™'(G) je oteviena
v kruznici S, H"Y(G) # @, HY(G) # S. Zvolime libovolné bod & € H'(G) a
najdeme k nému reélné ¢islo € > 0 tak, aby platilo SN U(x,e) <€ H!(G). Jelikoz
zobrazeni H je homeomorfismus a mnozina S\U(x, ¢) je (zfejmé) homeomorfni
s intervalem [0, 1], je snadné se presvédéit, ze mnozina A := H (S\U(x,¢)) je
oblouk s pozadovanymi vlastnostmi.

Lemma 5

Bud n € N. Necht J < R"™ je Jordanova krivka, w, v € J, uw # v. Pak existuji
oblouky Ay, Ay € R" takové, Ze Ay U Ay = J, A1 N Ay = {u,v} a body u, v
jsou krajnimi body oblouku Aq, As.

Dikaz: Zvolme n&jaky homeomorfismus H : S — J a polozme a := H™!(u),

b := H!(v). UvaZme zobrazeni ¢ : R — S dané predpisem &(¢) = (cost, sint),
t € R. Jelikoz body a, b lezi na kruznici S, existuji ¢isla ¢y, t5 € [0, 27), pro kterd
plati £(t1) = a, £(t2) = b.

Jestlize t; < ty, definujeme

p:=(Hol) f[tl,tQ]a Y= (Ho¢) r[tg,t1+27r]'
Pokud naopak t; > t5, polozime

p:=(Hol) r[tg,tl]v Y= (Ho¢) r[tl,t2+27r]'

V obou pfipadech je snadné se presvédéit, ze mnoziny A; := rng (),
Ay :=rng (1) jsou oblouky s pozadovanymi vlastnostmi.



2. Brouwerova véta o pevném

bodu

Brouwerova véta o pevném bodu v obecnéjsi formulaci fiké, ze je-li X topolo-
gicky prostor homeomorfni s néjakou konvexni kompaktni podmnozinou euklei-
dovského prostoru (R™), pak ma kazdé spojité zobrazeni f : X — X alespoti jeden
pevny bod (tj. bod, ktery se zobrazi sim na sebe). Pro dikaz Jordanovy véty nam
vsak bude stacit méné obecna verze tohoto tvrzeni, a sice verze predpokladajici,
ze prostor X je homeomorfni s uzavienym jednotkovym kruhem. Hlavnim cilem
této kapitoly je toto tvrzeni dokézat. Jesté pred tim je vSak tfeba pripomenout
jednu zndmou vétu (a jeji disledek a na néj nasledujici definici) z komplexni ana-

Iyzy.

Véta 6

Budte a, b € R, a < b. Necht f : [a,b] — C je spojitd funkce, kterd v Zddném
bodé nenabyvd nulové hodnoty. Pak existuje spojitd funkce L : [a,b] — C takovd,
Ze pro kaZdé t € [a,b] plati f(t) = eF®.

Dikaz lze najit v [6] na strané 75.

Disledek 7

Necht a,b jsou redlnd cisla, a < b, ¢ : |a,b] — C je kfivka a g : rng(p) — C je
spojita funkce, kterd v Zadném bodé nenabyvd nulové hodnoty.

Potom existuje spojitd funkce Arg : [a,b] — R takovd, Ze pro kaZdé t € [a,b] je
¢islo Arg(t) argumentem komplexniho cisla g (¢(t)).

Navic jsou-li Arg,, Arg, dvé takové funkce, pak existuje cislo k € Z takové, Ze pro
kazdé t € a,b] plati Arg, (t) — Arg,(t) = 2km.

Ddikaz: Definujme funkci f : [a,b] — C vztahem f := go ¢.

Tato funkce je zfejmé spojitda a v zadném bodé nenabyjva nulové hodnoty. Podle
véty [0] tak existuje spojitd funkce L : [a,b] — C takova, Ze pro kazdé t € [a, b]
plati f(t) = e/®. Pak sta¢i polozit Arg := Im L.

Zbyva ukazat jednoznacnost az na celociselny nasobek 27.

Polozme h := % (Arg, — Arg,). Pak h je zfejmé spojita funkce na intervalu [a, b]
nabyvajici pouze celo¢iselnych hodnot. Potom ale A nutné musi byt konstantni
funkce, a tedy existuje k € Z takové, ze pro kazdé t € [a,b| plati h(t) = k, neboli
Arg, (t) — Argy(t) = 2km.

Definice 9

Necht a,b jsou redlnd ¢isla, a < b, ¢ : [a,b] — C je krivka a f : rng(p) — C je
spojitd funkce, kterda v Zadném bodé nenabyvd nulové hodnoty.

Necht Arg : [a,b] — R je libovolnd spojitd funkce takovd, Ze pro kaZdé t € [a,b|
je cislo Arg(t) argumentem komplexniho cisla f(p(t)). Pak ¢islo Arg(b) — Arg(a)
nazyvame pririustkem argumentu funkce [ podél krivky .

Diky predchozimu dusledku je priristek argumentu funkce f podél krivky ¢ urcen
Jednoznacné. Budeme jej znacit arg,, f.



Véta 8 (Brouwerova)

Oznacme D := {(z,y) € R? 2% + y?> < 1}. Necht X je libovolny topologicky
prostor, ktery je homeomorfni s diskem D. Pak kaZdé spojité zobrazeni f : X — X
md alespon jeden pevny bod.

Dikaz: Oznacme pismenem K ¢tverec {z€ C; —1 < Rez <1, -1 <Imz < 1}.
Tento Ctverec je jisté homeomorfni s diskem D.
Nejdrive vétu dokazeme pro X = K a obecny ptipad uz pak ziskame velmi snadno.

Bud f : K — K libovolnd spojita funkce a pro spor pfedpokladejme, Ze f nema
zadny pevny bod. Pak funkce g : K — C definované pro kazdé z € K predpisem
g(z) = z — f(z) je spojitd a v zddném bodé nenabyva nulové hodnoty.

Nyni parametrizujeme hranici ¢tverce K. Pro jednoduchost zvolime parametrizaci
délkou kiivky od levého dolniho vrcholu v kladném sméru, tj. parametrizaci ¢ :
[0,8] — C danou nésledujicimi vztahy:

p(t)=t—1—1, te]0,2) o(t) =1 —3i+ti, te[2,4)

o(t) =5—t+1, te[4,6) o(t)=Ti—1—ti, tel6,8).

Jelikoz 0 ¢ rng(g), plyne z dtsledku [7] existence spojité funkce Arg; : [0,8] — R
takové, ze pro kazdé t € [0,8] je ¢islo Arg;(t) argumentem komplexniho ¢isla

9(p(1)).

Navic mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze ¢islo Arg;(0) lezi v
r =

intervalu [—7F, 7). Kdyby tomu tak nebylo, pfesli bychom k funkci

Arg; := Arg; + 2k pro vhodné celé &slo k.

Pririistek argumentu funkce g podél kfivky ¢ je roven arg,g = Arg; (8) — Arg: (0).
Toto ¢islo musi byt celo¢iselnym nasobkem 27, nebot ¢(0) = ¢(8).

Nyni polozime Argy(0) := —3T, Arg,(8) := 2F a pro kazdé ¢ € (0,8) necht je &islo
Arg,(t) argument komplexniho ¢isla ¢(t) voleny z intervalu (—2F, 7). Pak funkce

Argy : [0,8] — R je zfejmé spojita a prirtstek argumentu identického zobrazeni
Id : C — C podél kiivky ¢ je tedy roven arg Id = Argy(8) — Argy(0) = 27.

Definujme funkci A : [0,8] — R rovnosti A := Arg; — Argy. Jelikoz jsme predpo-

kladali, ze ¢islo Arg;(0) lezi v intervalu [—ZF, ), musi ¢islo A(0) lezet v intervalu

[—7, 7). Nyni ukdZzeme, Ze pro kazdé ¢ € [0, 8] plati A(t) € (—x, 7):

Kdyby existovalo ¢t € [0,8] takové, ze A(t) € R\(—m,7), pak by ze spojitosti
funkce A a z toho, ze A(0) € [—m, 7), plynula existence ¢isla s € [0, 8] spliiuji-
citho A(s) = m nebo A(s) = —x. To by z definice funkce A znamenalo, Ze hlavni
hodnota argumentu komplexniho ¢isla g(¢(s)) se od hlavni hodnoty argumentu
komplexniho ¢isla (s) lisi o 7. Jelikoz g(¢(s)) = ¢(s) — f(v(s)), muselo by mit
Cislo f(p(s)) stejnou hlavni hodnotu argumentu jako ¢islo ¢(s), ale vétsi abso-
lutni hodnotu. Avsak ¢islo ¢(s) lezi na hranici ¢tverce K, a tedy by ¢islo f(p(s))
muselo leZzet vné ¢tverce K, coZ neni mozné, nebot f je zobrazeni K do K.

Dokézali jsme, Ze pro kazdé t € [0, 8] plati A(t) € (—m, 7).

Speciélné tedy plati —27 < A(8) — A(0) < 27, z ¢ehoz podle definice funkce A
dostavame —27m < Arg;(8) — Argy(8) — Arg;(0) + Argy(0) < 27, tedy
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—27m < (Arg;(8) — Argy(0)) — (Arga(8) — Args(0)) < 27. Jelikoz vime, zZe plati
Argy(8) — Argy(0) = 27, mizeme uvedené nerovnosti zjednodusit na tvar

0 < Arg;(8) — Arg; (0) < 4. Cislo Arg;(8) — Arg;(0) je vak pfiriistek argumentu
funkce g podél krivky ¢, coz je celociselny nasobek 27. Z toho uz nevyhnutelné
plyne, Ze arg,g = 2m.

Funkce g : K — C je spojitda a mnozina K je kompaktni. MnozZina g(K) je tedy
také kompaktni a funkce g je stejnomérné spojita. Navic vime, Ze mnozina g(K)
neobsahuje nulu, takze dist(0, g(K)) > 0. Ze stejnomérné spojitosti pak plyne,
ze existuje ¢islo 6 > 0 takové, ze pro kazda dvé komplexni ¢isla zq, zo spliiujici
nerovnost |z — 2a| < ¢ plati [g(z1) — g(22)| < dist(0,9(K)).

Nyni zvolme pfirozené ¢islo n tak, aby délka uhlopticky ¢tverce o strané délky 2/n
byla mensi nez §. Rozdélime ¢tverec K na n? ¢tvereckt s hranou délky 2/n a &tve-
recky ozna¢ime (v libovolném potadi) K1, Ko, ..., K,2. Pro kazdé k € {1,2,...,n%}
ozna¢me ¢, parametrizaci hranice ctverce Kj sestrojenou stejnym zptisobem,
jako byla vyse sestrojena parametrizace ¢ hranice ¢tverce K.

Neni tézké si rozmyslet, ze priristek argumentu funkce g podél kiivky ¢ je roven
souctu prirtstki argumentt funkce g podél kiivek ¢y, tj. ze plati

2

arg,g = Y arg,g. (+)
k=1

Volme k € {1,2,...,n%} libovolng. JelikoZ je délka uhlopticky ¢tverce K mensi nez
9, plati diam (g (Kx)) < dist(0,9(K)), coz specialné znamena, Ze existuje ¢islo
0 € {0,r} takové, Ze 0 neni argumentem zadného komplexniho ¢isla z mnoZiny
g (K}). Kdyby takové 0 neexistovalo, pak by existovalo néjaké kladné realné ¢islo
a € g (Ky) a zaporné redlné ¢islo 5 € g (Ky). Jelikoz je vSak kazdy prvek mnoZiny
g (K%) v absolutni hodnoté vétsi nebo roven ¢islu dist(0, g(K)), byla by vzdale-
nost ¢isel a, B (tj. a — B) vétsi nebo rovna 2 dist(0, g(K)), coz by byl spor s tim,
ze diam (g (K})) < dist(0, g(K)). Proto takové 6 musi existovat.

Je-li 6 = 0, polozime [ := (0, 27). Pokud 6 = 7, zvolime [ := (0, 27). Definujeme
funkei Args : [0, 2] — R tak, Zze pro kazdé t € [0, 2] je ¢islo Args(t) argument
komplexniho ¢isla g (¢ (t)) voleny z intervalu I. Tato funkce je jisté spojité, takze
Ize jeji pomoci pocitat prirtistek argumentu funkce g podél kiivky ¢,. Dostavame
arg, g = Args (%) — Args(0) € (—2m,2m), avSak tento prirtistek musi byt ce-
lo¢iselnym nasobkem 27. Prirtistek argumentu funkce g podél kiivky ¢ je tedy
roven nule pro kazdé k € {1,2,...,n%}. Ze vztahu (*) potom plyne, Ze také p¥irtistek
argumentu funkce g podél kiivky ¢ je roven nule. My jsme vsak vyse ukazali, ze
tento prirtstek je roven 27.

Zbyva odvodit obecny ptipad:

Necht X je libovolny topologicky prostor, ktery je homeomorfni s diskem D.
Bud f : X — X libovolné spojité zobrazeni. Zvolme néjaké homeomorfismy
Hy: X - D, Hy: D —» K a polozme

g = HQOHlofOHl_IOHQ_l.



Jelikoz jsou zobrazeni H;, Hy homeomorfismy, je funkce g : K — K dobte
definované a spojita. Existuje tedy komplexni ¢islo z € K takové, ze g(z) = z.
Polozme z := H; ! (H2_1 (z)) Potom z definice zobrazeni g dostavame, Ze plati
H, (Hy (f (2))) = 2, tedy f(z) = Hy "' (Hy ' (2)) = z. Ukdzali jsme, Ze z je
pevny bod zobrazeni f, a véta je tedy dokazéna. (Dtikaz byl veden podle [5].)

Na zavér této kapitoly jesté zformulujeme a dokazeme dva dusledky Brouwerovy
véty, které pozdéji vyuzijeme v diikazu Jordanovy véty.

Nadale budeme pouzivat nasledujici znaceni: Je-li ¢ : [a, b] — R™ kiivka,
ke {1,2,...,n}, pak @ je zobrazeni, které kazdému ¢ € [a, b] pfitazuje k-tou slozku
vektoru ¢(t).

Dusledek 9

Necht a, b, ¢, d, vy, V9, v3, V4 jsou redlnd ¢isla splrujici nerovnosti

a<b, c<d, v <y, v3 < y.

Budte ¢ : [a,b] — [v1,v5] X [v3,v4], ¥ :[c,d] — [v1,v2] x [vs,v4] kFivky takové,
Ze pi(a) = v1, @1(b) = v, Ya(c) = v, Y2(d) = vs.

Pak existuje alespon jeden bod, ve kterem se krivky ¢, ¢ setkavaji, tj. existuji
t € [a,b], s€|c,d] takové, Ze plati p(t) = ¥(s).

Dikaz: Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, zZe [a, b] = [c,d] = [—1, 1].
Pro spor necht pro kazdé t,s € [—1, 1] plati ¢(t) # ¢(s). Pak pro kazdé ¢, s €
[—1,1] plati ||©(t) — ¥(5)||max > 0. Mlzeme tedy definovat spojité zobrazeni
F:[-1,1]* — [-1,1]* pfedpisem

i) —e1(s)  eals) —¥a(t)
19(t) = ()] lmax” [[9(5) = ¥ (£)]nax

Ukazeme, ze toto zobrazeni nemé pevny bod.

Obor hodnot zobrazeni F je zfejmé podmnozina hranice ¢tverce [—1,1]%. Jedi-
nymi kandidaty na pevny bod jsou proto body, jejichz maximova norma je rovna
jedné. Volme tedy libovolné bod (s,t) € [—1,1]* spliiujici ||(s,?)||max = 1. Pak
mame Ctyfi moznosti:

F(s,t) = ( ) . (s,t)e[-1,1]%

Jestlize s = —1, pak p1(s) = vy, takze ¢islo ¥ (t) — p1(s) je nezdporné, tedy prvni
slozka vektoru F'(s,t) je také nezdporna, a tedy F'(s,t) # (—1,t) = (s,1).
Jestlize s = 1, pak ¢;(s) = vy, takze ¢islo 1 (t) — ¢1(s) je nekladné, tedy prvni
slozka vektoru F(s,t) je také nekladnd, a tedy F'(s,t) # (1,t) = (s,t).

Jestlize t = —1, pak ¥ (t) = v, takZe ¢islo pa(s) —a(t) je nezaporné, tedy druha
slozka vektoru F'(s,t) je také nezaporna, a tedy F(s,t) # (s, — 1) = (s, ).
Jestlize t = 1, pak 19(t) = vy, takze ¢islo ¢a(s) — 1o(t) je nekladné, tedy druha
slozka vektoru F'(s,t) je také nekladna, a tedy F'(s,t) # (s,1) = (s, ).

Ukazali jsme, ze zobrazeni F' nemé pevny bod. To je vSak v rozporu s Brouwerovou
vétou, nebot &tverec [—1,1]? je homeomorfni s diskem {(z,y) € R?; 22 +¢* < 1}
a zobrazeni F : [—1,1]*> — [—1,1]? je spojité. (Diikaz byl veden podle [4].)
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Disledek 10

Necht ¢, d, vy, V9, V3, V4 jsou redlnd ¢isla, pro kterd plati ¢ < d, v; < Vg, V3 < V4.
Bud ) : [c,d] — [v1,v2] x [vs,va] kFivka takovd, Ze 1o(c) = vs, Pa(d) = v4. Necht
A je oblouk lezici v obdélniku [vy,va] X [vs,v4] a pFedpokladejme, Ze existuji body
p = (p1,p2), @ = (q1,q2) v oblouku A takové, Ze p1 = v1, ¢ = vy. Pak maji
mnoziny A, rng(v) neprazdny pranik.

Ddkaz: A je oblouk, mizeme tedy zvolit néjaky homeomorfismus H : [0, 1] — A.
Oznacme t; := H ! (p), ty := H'(q).

Jestlize t; < to, polozime a := t1, b := ty a definujeme ¢(t) := H(t) pro kazdé
t € [a,b].

Pokud naopak t; > to, polozime a := —t1, b := —t5 a definujeme p(t) = H(—t),
t € |a,b].

V obou piipadech je zobrazeni ¢ : [a,b] — R? kfivka a plati rng(¢) < A. Navic
¢1(a) = v1, @1(b) = o, takze podle disledku [9] maji mnoziny rmg(y), rng(y)
neprazdny prinik. Specidlné tedy plati A M rng(y) # O.

O
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3. Jordanova véta

Nyni méme vSe pfipraveno pro dilkkaz samotné Jordanovy véty o kruznici.
Pro prehlednost vSsak nékteré jeji snazsi ¢asti zformulujeme a dokdzeme v samo-
statnych lemmatech a nasledné je vyuzijeme k ditkazu Jordanovy véty v plném
znéni.

Lemma 11

Je-li J < R? Jordanova krivka, pak md mnoZina R*\J prdvé jednu neomezenou
komponentu souvislosti.

Dikaz: Mnozina J je kompaktni, a tedy omezena. Proto existuje realné ¢islo
r > 0 takové, ze J < B(0,r). Jelikoz je mnozina R?\B(0,r) souvisla, neome-
zend a disjunktni s J, existuje komponenta souvislosti K mnoziny R?\.J takov4,
ze R*\B(0,7) < K. Specialné je tedy komponenta K neomezena. Kazda dalsi
ptipadnéd komponenta souvislosti mnoziny R?\.J vsak musi byt ¢4sti omezené
mnoziny B(0,7), a tedy musi byt sama omezena.

Lemma 12

Bud'n € N a necht FF < R"™ je uzaviend mnozina, @ # F # R™. Potom je kazdd
komponenta souvislosti mnoziny R™\F' oteviend v R".

Dikaz: Necht K je libovolnd komponenta souvislosti mnoziny R™\F' a bud
x € K libovolny bod. Z uzavienosti mnoziny F' plyne, Ze existuje realné cislo
r > 0 takové, ze U(x,r) < R™\F. Koule U(x, ) je vSak souvisld mnozina majici
neprazdny prinik s komponentou K, a tedy musi platit U(x,r) < K.

Ukazali jsme, ze kazdy bod lezici v mnoziné K je automaticky jejim vnitinim
bodem, tedy K je oteviena mnozina.

Lemma 13

Je-li J < R? Jordanova kFivka a mnoZina R*\J je nesouvisld, pak J je hranici
kazdé komponenty souvislosti mnoZiny R?\J.

Dikaz: Necht K je libovolna komponenta souvislosti mnoziny R?\J. Kazdé dvé
rtizné komponenty R?\J jsou disjunktni a podle lemmatu [12] také oteviené. Proto
musi byt uzavér komponenty K disjunktni s kazdou jinou komponentou souvis-
losti mnoZiny R?\J. Vzhledem k otevienosti mnoziny K tedy plati 0K < J.

Pro spor predpoklddejme, ze 0K # J. Protoze 0K # () je uzaviend podmnozina
J, existuje podle lemmatu 4| oblouk A < R? takovy, Ze plati 0K < A < J.

Z nesouvislosti mnoziny R?\J a z lemmatu|11|plyne, Ze mnoZina R?\.J m4 alespoti
jednu omezenou komponentu souvislosti. Zvolme tedy néjakou takovou kompo-
nentu a oznacme ji K5. Je-li komponenta K sama omezend, zvolime K, := K.
Necht x € K je libovolny bod a D < R? je uzavieny kruh se stfedem v bodé x ta-
kovy, ze plati J < Int(D) (takovy kruh existuje, protoZe mnozina J je kompaktni,
a tedy omezend). Potom je zfejmé hranice kruhu D obsazena v neomezené kompo-
nenté souvislosti mnoziny R?\J. Uvazme identické zobrazeni Id : A — A. JelikoZ
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lze kruh D chapat jako Hausdorffiv norméalni topologicky prostor a oblouk A
jako jeho uzavienou podmnozinu homeomorfni s intervalem [0, 1], existuje podle
Tietzeho véty spojité zobrazeni f : D — A rozsifujici zobrazeni Id, tj. f|, = Id.
Chceme-li existenci takového zobrazeni f dokazat elementarnéji, mizeme postu-
povat naptiklad tak, jak je uvedeno v poznamce nize.

Nyni definujeme jisté zobrazeni g : D — D\{x}.

Jestlize je komponenta K omezena (a tedy @ € Ky = K), definujeme g(z) := f(2)
proze K a g(z) := z pro z € D\K.

Pokud komponenta K neni omezené (a tedy « € Ky, K N Ky = ), definujeme
g(z) :=zproze DN K ag(z):= f(z) pro z€ D\K.

JelikoZ je komponenta K oteviend, plati K\K = 0K. Zarovei mame 0K < A,
takze pro kazdé z € 0K plati f(z) = z, nebot f je rozsifeni zobrazeni Id. Z toho
uz je ziejmé, ze zobrazeni g je spojité.

Necht p : D\{x} — 0D je projekce na nejblizsi bod, tj. zobrazeni, které kazdému
bodu mnoziny D\{x} pfifadi pravé ten bod mnoziny (kruznice) D, ktery je

k nému nejbliz. Bud't : D — 0D stfedova soumérnost se stfedem v bodé x. Pak
zobrazeni h := topo g je ziejmé spojité. Zbyva si uvédomit, ze zobrazeni h nema
pevny bod:

Pro kazdé z € D plati h(z) € 0D, takze kandidaty na pevny bod jsou pouze body
kruznice 0D. Z definice zobrazeni g je vidét, Ze pro kazdé z € ¢D plati g(z) = z,
takze p(g(2z)) = z, a tedy h(z) = t(p(g(z))) = t(z) # z. Tim jsme dostali spor

s Brouwerovou vétou a dikaz je tedy dokoncen. (Dikaz byl veden podle [4].)

0

Poznamka: Elementdrné lze zduvodnit existenci zobrazeni f pouzivaného v di-
kazu lemmatu |15 napr. nasledujicim zpisobem:

Oblouk A je podle definice homeomorfni s intervalem [0, 1], necht tedy
H:[0,1] = A je néjaky homeomorfismus. Definujeme zobrazeni f, : D — [0, 1]
predpisem f1(z) := H'(2) pro z € A a predpisem

_llz—all

z):=1+sup{H (a ca€ A}y proze D\A.
Az) = s { (@) - E2 @l proze D)
Neni tezke overit, Ze zobrazeni fi je dobre definované a spojité. Pak staci poloZit

f:=Ho fi.

Definice 10

Budte x, y dva rizné body v roviné R2. Pak symbolem [x|y] znacime krivku
danou predpisem [x |y (t) = x +t(y — x), t € [0,1] a nazgvame ji zakladni para-
metrizact usecky xy.

Nyni uz pfijde na fadu samotné Jordanova véta. Pro lepsi orientaci v jejim dii-
kazu je vhodné pribézné vénovat pozornost obrazkam I, II, ITI, které se nachéazeji
na strané 17.
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Véta 14 (Jordanova)

Necht J < R? je Jordanova kFivka. Pak md mnoZina R*\J prdvé dvé komponenty
souvislosti, pricemz jedna z nich je omezend, jedna neomezend a mnozina J je
hranici obou z nich.

Dikaz: Podle lemmatu [11) m4 mnoZina R?\.J pravé jednu neomezenou kompo-
nentu souvislosti. Vzhledem k tomu, zZe uz mame dokézané lemma tak zbyva
dok4zat uz pouze to, Ze mnoZina R?\J m4 pravé jednu omezenou komponentu
souvislosti.

Uvazme zobrazeni (x,y) — ||lx — yl||, (x,y) € J x J. Toto zobrazeni je zifejmé
spojité, takze z kompaktnosti mnoziny J x J (nebof J je kompaktni) plyne, ze
existuji body a, b € J takové, ze ||a — b|| = diam(J).

Nyni zdivodnime, proc¢ Ize bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze pro tyto body
plati @ = (—1,0), b = (1,0).

Transformujeme rovinu R? pomoci vhodného posunuti, stejnolehlosti a otodeni.
Pfesnéji: definujeme posunuti f; : R> — R? a stejnolehlost f, : R? — R? piedpisy

a+b 2x

——, folx) = Ta—b]]

, xR
2

filx) =z —

Potom plati

R A e R e VA TORA e e

Specidlng, (foo fi) (b) = — (f20 f1) (@), || (f20 f1) (a)|| = 1.

Existuje tedy rotace f3 : R? — R? (se stfedem v pocatku), kterd zobrazi bod
(f20 f1) (@) na bod (—1,0). Polozime f := fyo fyo0 f1, J := f(J).

Pak plati f(a), f(b) € J, f(a) = (—1,0), f(b) = (1,0).

Zobrazeni f je ziejmé homeomorfismus R* na R? a pro viechna x, y € R” plati
2|z —yl|| =I|la—=0b||||f(x) — f(y)||- Z toho mimo jiné plyne, Ze mnozina J

je Jordanova kfivka, diam(J) = ||f(a) — f(b)|| = 2 a mnozina R2\.J m4 stejny
pocet omezenych komponent souvislosti jako mnoZina R?\J.

Nadale tedy skute¢né miizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze

a=(-1,0), b=(1,0).

Jelikoz diam(J) = ||a — b|| = ||(—2,0)|| = 2, musi byt Jordanova kiivka J ¢asti
obdélniku O := [—1,1] x [-2, 2] a musi platit 0O N J = {a, b}. Oznacme ¢y, cp
stfedy horni a dolni strany obdélniku O, tj. cg = (0,2), ¢p = (0,—2). Podle lem-
matu [5| mizeme zvolit oblouky A;, A, takové, ze A; U Ay = J, A1 N Ay = {a, b}
a body a, b jsou krajnimi body obloukt A;, A;. Aplikaci dusledku [10] na kiivku
[ep | cy] a oblouk A; dostavame, ze tsecka epey ma s obloukem A; neprazdny
prunik (totéz samoziejmé plati i pro oblouk As). Specialné je tedy neprazdny
také priunik tsecky cpcy s Jordanovou krivkou J. Oznacme p; ,nejsevernéjsi
bod tohoto priiniku, tj. bod s nejvétsi y-ovou soutadnici (takovy bod existuje
diky uzavienosti mnoziny .J). Pak bod p; lezi pravé v jednom z obloukt A;, As,.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze p; € Aj.
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Oznac¢me p,y ,nejjiznéjsi“ bod pruniku tsecky cpcy s obloukem Aj.

Pokud p; # p», existuje podle lemmatu [3| kfivka ¢ v oblouku A; jdouci z bodu py
do bodu pq, ktera neprochéazi ani jednim z bodu a, b. Potom podle disledku
musi kiivka [cp | po] +¢+ [p1 | x| nékde protinat oblouk A,. Je zfejmé, Ze kiivky
¢, [p1| er] oblouk As neprotinaji, a proto jej musi protinat kiivka [ep | p2].

Pokud jsou body p;, p» totozné, pak je kiivka [cp | p2] + [p1 | ci] dobie defino-
vand a podle dusledku [10] musi nékde protinat oblouk Ay. Kiivka [p; | cy| vSak
tento oblouk urcité neprotind, a tak jej musi protinat kiivka [cp | po].

V obou pripadech jsme dosli k tomu, Ze isecka ¢pp, méa s obloukem A neprazdny
prunik. Ozna¢me p3 ,nejsevernéjsi“ bod tohoto priniku a p, ,nejjiznéjsi“. Necht
z je stied usecky pops. SoucCasnou situaci ilustruje obrazek I na strané 17.

UkaZzeme, ze komponenta (ozna¢me ji K) souvislosti mnoziny R?\J, ktera obsa-
huje bod z, je omezena.

Pro spor predpokladejme, zZe mnozina K, je neomezena. Jelikoz J € O a mnozina
R*\O je souvisld a neomezena, musi podle lemmatu platit R?\O € K. Zvolme
libovolné bod w € R?\O. Mnozina K, je kiivkové souvisl4, nebot je souvisla

a podle lemmatu (12| také oteviena. Existuje tedy kiivka 1 : [0, 1] — K, takova,
ze (0) = z, ¢ (1) = w. Polozme ty := sup {t € [0, 1]; ¥ (t) € O}. Pak ze spojitosti
zobrazeni v snadno plyne, ze 0 < ty < 1, 1(tg) € 0. Necht ¢ je restrikce kiivky
Y na interval [0,tp]. Oznaéme x := (), * = (x1,x2). Dalsi postup dikazu
rozdélime podle toho, na které strané hranice obdélniku O se bod « nachazi.

K ilustrovani dikazu se nyni bude hodit obrazek II na strané 17.

Pokud plati 2, = 2, pak kfivka [cp | z] +& neprotina oblouk A;, coZ je spor
s dusledkem 10

Pokud zo = —2, pak kfivka ~&+ [z | pa] +o+ [p1 | ci] neprotind oblouk As, coz
je spor s diisledkem [10| (v piipadé, Ze p; = p,, pouZijeme kiivku ~&+ [z | cq]).

Pokud plati 0 < 25 < 2, pak musi byt £y = 1 nebo x; = —1. Jelikoz body
(—1,0), (1,0) lezi v mnoziné J, musi platit 5 > 0 (jinak by bod x lezel v mnoziné
J, coz neni mozné, nebot x € rng(¢y)) < R?\J).

Jestlize ©; = 1, oznac¢ime symbolem v pravy horni vrchol obdélniku O, tedy
v := (1,2). V opa¢ném piipadé necht v znaci levy horni vrchol obdélniku O, tedy
v:=(-1,2).

Pak ani v jedné z téchto dvou situaci kiivka [cp | 2] +€+ [ | v] neprotina oblouk
Ay, co7 je spor s disledkem [10]

Pokud plati —2 < x5 < 0, pak musi byt 1 = 1 nebo z; = —1.

V prvnim pifipadé oznac¢ime symbolem v pravy dolni vrchol obdélniku O, tedy
v := (1, — 2). Ve druhém piipadé necht v znaci levy dolni vrchol obdélniku O,
tedy v := (=1, — 2).

Pak bez ohledu na to, ktera z téchto dvou situaci nastava, neprotina kiivka
[v|x] = &+ [z | p2] +o+ [P1 | er] oblouk Ay, coZ je opét spor s diisledkem

(v piipadé, Ze p; = py, pouzijeme kiivku [v|z] = £+ [z | ex]).
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Ve vsech pripadech jsme dosli ke sporu, a tak musi byt mnozina K, omezena.
Zbyva ukazat, Ze K, je jedind omezend komponenta souvislosti mnoziny R?\.J.
K ilustraci diikazu tohoto tvrzeni slouzi obrazek III na strané 17.

Pro spor necht L je omezend komponenta souvislosti mnoziny R?\.J takova, Ze
L # K. Pokud p3 # p4, existuje podle lemmatu [3| kiivka ( v oblouku A, jdouci
z bodu p4 do bodu p3, kterda neprochazi ani jednim z bodt a, b.

Nyni v zavislosti na tom, zda body p;, p> nebo ps3, ps splyvaji, definujeme jistou
kiivku a.

Pokud p, # py a p3 # pa, definujeme o := [cp | pa] +¢+ [ps| p2] +o+ [p1 | cul.
Pokud p; # py a p3 = p4, definujeme a := [cp | po] +¢+ [P1 | cx].
Pokud p; = p, a p3 # py, definujeme a := [cp | ps] +(+ [p3]| cu].

Pokud p; = p, a p; = p4, definujeme « := [ep | cy].

Bez ohledu na to, ktera z téchto ¢ty moznosti nastava, nezasahuje zfejmé ani
jedna z kfivek, jejichz spojenim kiivka « vznikla, do komponenty L, a tak do
ni nezasahuje ani samotnd kiivka a. Jelikoz a, b ¢ rng(a), existuje diky uza-
vienosti mnoziny rng(a) redlné ¢islo ¢ > 0 takové, ze rg(a) N U(a,e) = O,
rng(a) N U(b,e) = @. Podle lemmatu (13| je mnozina J hranici komponenty L, a
tak muzeme najit néjaké body qi, g2 € L takové, ze q; € U(a,c), q2 € U(b,¢).
Komponenta L je podle lemmatu[12]oteviend, a tedy také kiivkové souvisla. Proto
musi existovat néjaka kiivka 1 v komponenté L jdouci z bodu q; do bodu gs.
Definujeme kiivku 3 := [a|qi] +1+ [g2 | b]. Jelikoz kiivka o nezasahuje do kom-
ponenty L, nemuze se nikde setkat s kiivkou 7. Také plati rng ([a | q:]) < U(a,¢),
rng ([g2 | b]) < U(b,e). Celkem tak dochézime k tomu, Ze kiivky «, 3 se v zad-
ném bodé nesetkavaji, coz je spor s dusledkem [9] Komponenta L tedy neexistuje
a Jordanova véta je dokazana. (Dtkaz byl veden podle [4].)
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4. Zobecnéni Jordanovy véty

V posledni kapitole se struc¢né a bez ditkkazi zminime o znamych zobecné-
nich ¢i zesilenich Jordanovy véty o kruznici. Prirozenou otazkou po dokazani
Jordanovy véty je, zda podobné tvrzeni neplati obecné v R, kde bychom misto
Jordanovy kiivky uvazovali ,Jordanovu sféru“. Pfesnéji, nabizi se zkoumat, zda
plati nasledujici véta:

Véta 15
Nechtne N, n > 1 a S < R" je mnozZina, ktera je homeomorfni s jednotkovou
sférou {x € R™; ||z|| = 1}. Potom md mnoZina R™\S pravé dvé komponenty sou-

vislosti, pricemzZ jedna z nich je omezend, jedna je neomezend a mmnozina S je
hranici obou z nich.

Tato véta skutecné plati. Pro vice informaci a dikaz viz [3], zejména Corollary

9.8.7.

Namisto zobecnovani Jordanovy véty do vyssich dimenzi se miizeme snazit zesilit
zavér puvodni Jordanovy véty. V tomto sméru je ispésna nasledujici véta:

Véta 16 (Jordanova-Schoenfliesova)

Necht J < R? je Jordanova krivka. Pak existuje homeomorfismus H : R? — R?
takovy, Ze H(S) = J.

Dikaz lze najit v [1].

Poznamka: Je snadné si uvédomit, Ze zavér Jordanovy-Schoenfliesovy véty
skutecné rika vice neZ zdver Jordanovy véty:

Mnoziny G1 := {(z,y) € R%; 2* + 4> < 1}, Gy := {(z,y) € R?; 2% +¢* > 1} jsou
oteviené a souvislé. Proto jsou také mnozZiny H(G1), H(G2) oteviené a souvislé
a zrejmé pro né plati H(G1) N H(Gy) = 0, H(G1) U H(Gy) = R\ J.

Mnozina R*\J je tedy nesouvisld a md prdve dvé komponenty souvislosti, totiZ
mnoziny H(G1), H(Gs). Diky lemmatu |11 navic vime, Ze prdvé jedna z téchto
dvou komponent je neomezend.

Jelikoz 0Gy = 0Gy = S, plati také 0H(G1) = dH(G2) = H(S) = J.

Samoziejmé nyni vyvstava otazka, zda je mozné Jordanovu-Schoenfliesovu
vétu piimo (bez dodateénych predpokladii) zobecnit i do vyssich dimenzi, tj. zda
pro kazdé n € N\ {1} a pro kazdou mnozinu S < R" takovou, Ze S je homeomorfni
s jednotkovou sférou {x € R™; ||z|| = 1} =: S"7!, existuje homeomorfismus
H:R" - R" takovy, ze H(S"!) = S.

Ukézalo se, ze tomu tak neni. Podrobnosti se lze dozvédét napf. v knize [2],
zejména na stranach 170, 171.
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