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Úvod

Matematické modelování se stalo nedílnou součástí návrhu správného dáv-
kování léků, neboť určování správné dávky pouze experimentální cestou není
účelné. Pomocí odpovídajícího modelu můžeme sledovat přesuny jednotlivých lá-
tek v účelně zvolených částech těla a jejich reakce. Model nám následně umožňuje
stanovit správnou koncentraci léku, který podáváme, a rychlost dávkování. V této
práci odvodíme několik základních používaných modelů a následně se v příkladu
podíváme i na konkrétní informace, které můžeme získat.

Pro odvozený model ve tvaru soustavy obyčejných diferenciálních rovnic bu-
deme dále zkoumat jednoznačnost, což je jeden z indikátorů správnosti modelu,
neboť očekáváme, že námi zkoumaná situace v určených podmínkách bude vypa-
dat vždy stejně. Poté se podíváme i na stabilitu řešení, protože při malé změně
vstupních dat očekáváme přirozené chování modelu.

Jako konkrétní aplikaci uvážíme složitější model, který zahrnuje i chemickou
reakci dávkovaného léku a dalších metabolitů v těle, jež chceme podáním léku
ovlivnit. Při hledání řešení se dostaneme i k problematice numerického řešení
obyčejných diferenciálních rovnic, neboť zjistíme, že řešení soustavy klasickými
metodami je příliš náročné. Nahlédneme tedy i základní popis stif problému
a jeho vlastnosti na našem příkladu ilustrujeme.
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1. Model distribuce léku v
organismu

1.1 Popis sledovaných procesů

Při podávání léků dochází k ovlivňování metabolických procesů v těle. Je
velmi důležité určit dávkování léku tak, abychom dosáhli požadovaného efektu,
a naopak nezpůsobili negativní efekty na zdraví člověka.

Popsat rovnicemi lidské tělo a procesy, které se v něm odehrávají, vyžaduje
určité zjednodušení.

Při zkoumání chování léku v těle se musíme soustředit na dva důležité aspekty:

• distribuci léku v organismu,

• biochemickou reakci spojenou s reakcí léku v dané části těla a způsob, jak
látky metabolizují.

Při odvozování matematického modelu distribuce léků popsaného v této kapi-
tole vyjdeme ze základního modelu z An introduction to mathematical physiology
and biology, [2].

Chceme-li zkoumat předávání látek v těle, nemůžeme se na člověka dívat jako
na homogenní hmotu. Lidské tělo tvoří různé druhy tkání a tekutin, mezi kterými
jsou různé biologické bariéry, každá buňka má svůj speciĄcký úkol a každá reaguje
na různé podněty jinak.

Základním způsobem, jak popsat distribuci metabolitů v těle, je rozdělení
na části, tzv. kompartmenty. Uvnitř každého kompartmentu předpokládáme
rovnoměrné rozložení látek; popisujeme ho pouze jejich celkovým množstvím.
Časový průběh rozdělení sledovaných látek v organismu potom modelujeme tak,
že sledujeme předávání látek mezi jednotlivými kompartmenty.

Jedním z nejjednodušších příkladů modelu je rozdělení těla na tkáně a krev.
Obecně chceme zvolit takové kompartmenty, abychom s jejich pomocí mohli

co nejlépe popsat sledovanou situaci.

1.2 Odvození základního modelu distribuce me-
tabolitů

Budeme uvažovat n kompartmentů a m různých metabolitů, které se budou
účastnit přechodu mezi kompartmenty. Obecně budou tyto metabolity produko-
vány nebo zpracovávány v některém z kompartmentů. Nechť Vi je daný objem
i-tého kompartmentu, Cik(t) je koncentrace k-tého metabolitu v i-tém kompart-
mentu a Mik(t) množství k-tého metabolitu v i-tém kompartmentu v čase t. Pak
máme:

Mik = ViCik, (1.1)

kde Mik = Mik(t), Cik = Cik(t).
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Přesun látek mezi i-tým a j-tým kompartmentem (pro i ̸= j) je možný pouze
v případě, že spolu sousedí. V případě, že přesun metabolitů probíhá např. pros-
tou difuzí přes rozhraní mezi kompartmenty, je změna koncentrace k-tého me-
tabolitu úměrná rozdílu koncentrací Cjk − Cik. Pokud je tento rozdíl záporný,
tj. Cjk < Cik, pak metabolit z i-tého kompartmentu proudí pryč. V opač-
ném případě, tj. Cjk > Cik, metabolit proudí směrem do i-tého kompartmentu.
Označíme-li αk,ij faktor proporcionality, pak můžeme tento tok mezi kompart-
menty reprezentovat takto:

αk,ij(Cjk − Cik). (1.2)

Pokud spolu dva kompartmenty nesousedí nebo jsou odděleny neprostupnou ba-
riérou, potom je faktor αk,ij = 0 a žádné látky se nepředávají. Celkové proudění
k-tého metabolitu v rámci i-tého kompartmentu udává vztah

n∑

j=1,j( ̸=i)

αk,ij(Cjk − Cik), (1.3)

pro pevné i sčítáme přes všechna j ̸= i. Pokud je celý výraz (1.3) kladný, potom
daný metabolit proudí do kompartmentu, v opačném případě proudí metabolit
směrem ven.

Speciálně, uvážíme-li, že látky mezi kompartmenty přechází přes nějakou bio-
logickou bariéru, koeĄcient αk,ij reprezentuje propustnost této membrány. Pokud
membrána není propustná oběma směry stejně, zavádíme konstantu Rij známou
jako Ďrozdělovací koeĄcientŞ, který popisuje poměr, v jakém látka přechází mezi
kompartmenty. Výsledný vztah je potom

αk,ij(Cjk − RijCik). (1.4)

Nyní zavedeme parametr qik, který udává rychlost produkce k-tého metabolitu
v i-tém kompartmentu. Opět platí, že pokud qik > 0 pak daná látka vzniká,
v opačném případě, tj. qik < 0, látka zaniká. Celkový stupeň produkce je nyní
roven qikVi. Tedy celková změna množství metabolitu Mik je dána vztahem

dMik

dt
=

∑

j( ̸=i)

αk,ij(Cjk − Cik) + qikVi. (1.5)

Pokud jsou oba sčítance na pravé straně kladné, pak dMik/dt > 0 a obsah látky
Mik roste, pokud jsou oba sčítance záporné, pak dMik/dt < 0 a obsah Mik se
zmenšuje. Pokud je jeden ze sčítanců na pravé straně kladný a jeden záporný,
pak záleží na celkovém znaménku výrazu. Jelikož je Vi konstanta, ze vztahu (1.1)
plyne

dMik

dt
= Vi

dCik

dt
. (1.6)

Rovnice (1.5) pak dává

dCik

dt
=

∑

j( ̸=i)

βk,ij(Cjk − Cik) + qik, (1.7)
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kde

βk,ij =
αk,ij

Vi

, i ̸= j. (1.8)

K produkci látky v kompartmentu může docházet různými mechanismy a její
rychlost qik může obecně záviset na čase a celém stavu systému. Jednoduchým,
ale důležitým příkladem je produkce úměrná koncentraci:

qik = λikCik, (1.9)

kde λik je koeĄcient proporcionality. Typicky takto popisujeme odbourávání me-
tabolitu v kompartmentu, tedy λik ≤ 0. Ve složitějších případech můžeme uva-
žovat jiné vztahy v závislosti na reakci léku v těle, viz Farmakokinetické základy
dávkování léků, [3]. Rovnici (1.7) tedy můžeme rozšířit takto:

dCik

dt
=

∑

j ̸=i

βk,ijCjk − Cik

∑

j ̸=i

βk,ij + qik (1.10)

=
∑

j ̸=i

βk,ijCjk +

∏
∐λik −

∑

j ̸=i

βk,ij

∫
ˆ Cik. (1.11)

Což můžeme s pomocí (1.8) zapsat jako

dCik

dt
=

n∑

j=1

βk,ijCjk, (1.12)

kde
βk,ii = λik −

∑

j ̸=i

βk,ij.

Protože za i bereme postupně všechny hodnoty od 1 do n, rovnice (1.12) repre-
zentuje vždy pro pevné k (pro každý kompartment), k ∈ ¶1, . . . , n♦ , homogenní
systém n lineárních diferenciálních rovnic s konstantními koeĄcienty βk,ij. Na
vlastnosti řešení této soustavy se podíváme v následující kapitole.

1.3 Příklad - dvoukompartmentový model

Jak už jsme zmínili v sekci 1.1, nejčastěji používáme k popisu sledované situ-
ace dvoukompartmentový model. Nyní se podíváme, jaké informace nám model
o zkoumaném problému dává.

Následující příklad jsme převzali z An introduction to mathematical physiology
and biology [2].

Budeme uvažovat případ, kdy je lék podáván intravenózně, konstantní rych-
lostí. Tento lék je vstřebáván jen jedinou tkání, ve které působí.

Za první kompartment tedy vezmeme krev a druhý kompartment bude popi-
sovat danou tkáň.

Označme x = x(t) celkové množství léku v krvi, w = w(t) celkové množ-
ství léku ve tkáni, koncentraci léku v krvi c1 = c1(t), koncentraci léku ve tkáni
c2 = c2(t) v čase t, dále daný objem krve v1 a objem tkáně v2. Rychlost dávkování
látky do krve označme V, zde pro jednoduchost konstantní.
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Potom máme

x = c1v1 ⇒ c1 =
x

v1

, (1.13)

w = c2v2 ⇒ c2 =
w

v2

. (1.14)

Rychlost přechodu léku z krve do tkáně bude

h(c1 − kc2), (1.15)

kde h je prostupnost membrány, která odděluje tkáň od krve, a k je Ďrozdělovací
koeĄcientŞ pro přechod mezi krví a tkání.

Pokud c1 = kc2, pak je systém v rovnováze a nedochází k žádnému prostupo-
vání látek přes membránu. Pokud S je celkový povrch membrány, potom celková
rychlost výměny látek z krve do tkáně bude

Sh(c1 − kc2). (1.16)

Navíc obvykle, když se lék dostane do těla, podléhá okamžitě rozkladu. Pro
účely našeho modelu budeme uvažovat, že je rozklad léku úměrný své koncentraci
c1. Tedy můžeme psát, že rychlost rozpadu je k1c1, kde k1 je koeĄcient rozpadu.
Potom celková rychlost rozkladu léku v krvi v je k1c1v1.

Dostáváme, že lék mizí z krve rychlostí

Sh(c1 − kc2) + k1c1v1. (1.17)

Dále víme, že celková rychlost změny koncentrace léku v krvi je rovna rozdílu
rychlosti dávkování léku V a rychlosti rozpadu a přechodu do tkáně (1.17). Tedy

dx

dt
= V − [Sh(c1 − kc2) + k1c1v1] (1.18)

nebo, pokud použijeme (1.13) a (1.14),

dx

dt
= V − Sh(

x

v1

− k
w

v2

) + k1x. (1.19)

Nyní zavedeme dva nové parametry λ a µ následujícím způsobem:

λ =
kv1

v2

, (1.20)

µ =
Sh

v1

. (1.21)

S pomocí těchto parametrů nyní zjednodušíme výraz (1.18) a dostaneme

dx

dt
= v1

dc1

dt
= V − µ(x − λw) − k1x. (1.22)
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Množství léku, které přibývá ve tkáni, je rovno množství léku, které přechází
do tkáně z krve, což jsme vyjádřili výrazem (1.16). To můžeme dále zjednodušit
následujícím způsobem:

Sh(c1 − kc2) =
Sh

v1

(c1v1 − kc2v1) = µ(x − λw). (1.23)

Nyní se podíváme na rychlost změny koncentrace léku ve tkáni. Rychlost roz-
padu účinné látky ve tkáni je proporcionální koncentraci c2. Můžeme použít na-
příklad stejnou konstantu rozpadu k1 a dostaneme rychlost rozpadu léku v tkáni
k1c2. Pro celou tkáň je dále rychlost rozpadu k1c2v2, což je rovno k1w z rovnice
(1.14). Tedy celková rychlost změny množství léku ve tkáni je

dw

dt
= v2

dc2

dt
= µ(x − λw) − k1w. (1.24)

Obdrželi jsme systém diferenciálních rovnic (1.22), (1.24), který má jedno-
značné řešení na základě Věty 5, pokud zadáme počáteční podmínky.

Tyto rovnice obsahují tři konstanty λ, µ a k1. Dostaneme z nich x a w, funkce
změny množství léku v krvi a tkáni, jako funkce času závislé na těchto kon-
stantách. Jelikož řešení těchto rovnic nemá v tuto chvíli žádné praktické využití,
budeme dále uvažovat speciální případ, který má konkrétní aplikaci.

Právě odvozené rovnice (1.22), (1.24) sečteme a dostaneme

d

dt
(x + w) = V − k1(x + w). (1.25)

Dále vynásobíme rovnici (1.24) parametrem λ a odečteme ji od rovnice (1.22).
Dostaneme

d

dt
(x − λw) = V − (k1 + k2)(x − λw), (1.26)

kde k2 = (1 + λ)µ.
Zavedeme nové proměnné

z1 = x + w, (1.27)

z2 = x − λw, (1.28)

čímž se rovnice (1.25) a (1.26) zjednoduší na

dz1

dt
= V − k1z1, (1.29)

dz2

dt
= V − (k1 + k2)z2. (1.30)

Na začátku dávkování, které vezmeme v čase t0 = 0, zadáme počáteční podmínky
x(0) = w(0) = 0 a tedy z1(0) = z2(0) = 0.

Odtud také rovnou vidíme, že řešení soustavy bude stabilní podle Věty 4,
neboť vlastní čísla soustavy λ1 = −k1, λ2 = −(k1 + k2) jsou záporná.
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Systém rovnic (1.29) a (1.30) s danými počátečními podmínkami snadno vy-
řešíme, neboť se nám díky vhodnému zavedení proměnných z1, z2 povedlo rovnice
separovat. Můžeme použít například Důsledek 2, variace konstant, a dostaneme

z1(t) =
V

k1

(
1 − e−k1t

⎡
(1.31)

a

z2(t) =
V

k1 + k2

(
1 − e−(k1+k2)t

⎡
, (1.32)

což po zpětném dosazení z1 = x + w a z2 = x − λw dává

x(t) =
V

1 + λ

∮
λ

k1

(1 − e−k1t) −
1

k1 + k2

(
1 − e−(k1+k2)t

⎡⨀
, (1.33)

w(t) =
V

1 + λ

⎭ 1
k1

(
1 − e−k1t

⎡
−

1
k1 + k2

(
1 − e−(k1+k2)t

⎡⎨
. (1.34)

Podíváme-li se na limitu funkce w(t) pro t → ∞ dostaneme

w∞ = lim
t→∞

w(t) =
V

1 + λ

⎤ 1
k1

−
1

k1 + k2

⎣
, (1.35)

což nám dává informaci o tom, na jaké hladině se koncentrace léku ve tkáni
ustálí, výše této hladiny závisí na rychlosti dávkování V a hodnotách konstant k1

a k2 viz obrázek 1.1 a 1.2
Protože nás zajímá akce, kterou lék vyvolá v organismu, chceme stanovit

takovou jeho koncentraci, abychom pozorovali požadovaný efekt, ale zároveň ne-
chceme překročit určitou hranici, kdy už může mít koncentrace léku negativní
efekt na fungování organismu. Označme tuto hranici w∗. Potom můžeme nalézt
takové hodnoty V, k1 a k2, aby bylo splněno

w∞ =
V

1 + λ

⎤ 1
k1

−
1

k1 + k2

⎣
< w∗ (1.36)

neboli

V < (1 + λ) w∗ k1(k1 + k2)
k2

= V ∗. (1.37)

Hodnoty w∗, k1 a k2 většinou určujeme experimentálně a výpočtem potom
můžeme určit rychlost V , resp. V ∗, tak, aby byla splněna nerovnost (1.36), resp.
(1.37). Potom nezáleží na tom, jak dlouho lék dávkujeme, danou hranici nepře-
kročíme.
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Obrázek 1.1: Limitní chování funkce w(t) a její asymptota w∞. Konstanty pro
vykreslení funkce jsme použili z příkladu v Kapitole 3; zde však uvažujeme pouze
přechod dávkovaného léku mezi kompartmenty a jeho vylučování.
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Obrázek 1.2: Změna chování funkce w(t) v závislosti na rychlosti dávkování léku,
zde V1 = 10 mg · min−1, V2 = 15 mg · min−1 a V3 = 20 mg · min−1.
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2. Vlastnosti řešení odvozeného
modelu

2.1 Výpočet a stabilita řešení obyčejné diferen-
ciální rovnice

Uvažujme homogenní soustavu obyčejných diferenciálních rovnic s konstant-
ními koeĄcienty ve tvaru

x⃗ ′(t) = Ax⃗(t) (2.1)

kde x⃗ : (α,β) −→ Rn a A ∈ Rn×n.
Řešení této rovnice budeme hledat podobně jako pro obyčejnou diferenciální

rovnici ve tvaru x′(t) = ax(t), kde a ∈ R.
DeĄnujme lineární zobrazení L : x⃗ ↦−→ x⃗ ′ − Ax⃗. Pak deĄnujeme

Ker(L) :=
{
x⃗ ∈ C1 : Lx⃗ = 0

}
.

Pak x⃗ řeší homogenní rovnici (2.1) právě tehdy, když x⃗ ∈ Ker(L).

DeĄnice 1 (fundamentální systém, fundamentální matice). Fundamentální sys-
tém rovnice (2.1) je každá báze prostoru jejích řešení. Je-li φ⃗1(t), ...,φ⃗n(t) funda-
mentální systém, pak

Φ(t) =
(
φ⃗1(t), . . . φ⃗n(t)

⎡

je fundamentální matice soustavy.

DeĄnice 2 (maticová exponenciála). Pro A ∈ Rn×n deĄnujeme

etA :=
∞∑

k=0

(tA)k

k!
.

Věta 1 (fundamentální matice pro rovnice s konstantními koeĄcienty). Funkce

U(t) := etA =
∞∑

k=0

tkAk

k!
, t ∈ R

je fundamenální maticí homogenní rovnice (2.1) a platí U(0) = Id.

Důkaz. Lecture Notes on Ordinary Diferential Equations, [7], Lecture 8.
□

Důsledek 2 (variace konstant). Řešení rovnice x⃗ ′(t) = Ax⃗(t) + b⃗(t), kde

b⃗ : (α,β) → Rn s počáteční podmínkou x⃗(t0) = x⃗0 je

x⃗(t) = e(t−t0)Ax⃗0 +
∫ t

t0

e(t−s)Ab⃗(s)ds

10



Tedy vidíme, že řešení rovnice (2.1) bude ve tvaru etAx⃗0 pro t0 = 0 a počáteční
podmínku x(t0) = x0. Nyní se podíváme na to, jak se řešení budou kvalitativně
chovat.

DeĄnice 3. Nechť λ je vlastní číslo matice A ∈ Rn×n, σ(A) je její spektrum,
V (λ) je množina (pseudo)vlastních vektorů příslušných danému λ. DeĄnujeme

σ−(A) = ¶λ ∈ σ(A); Reλ < 0♦ ,

σ+(A) = ¶λ ∈ σ(A); Reλ > 0♦ ,

σ0(A) = ¶λ ∈ σ(A); Reλ = 0♦ .

Dále

X− = lin ¶x⃗ ∈ Rn; x⃗ ∈ V (λ), λ ∈ σ−(A)♦ ,

X+ = lin ¶x⃗ ∈ Rn; x⃗ ∈ V (λ), λ ∈ σ+(A)♦ ,

X0 = lin ¶x⃗ ∈ Rn; x⃗ ∈ V (λ), λ ∈ σ0(A)♦ ,

kde lin je lineární obal vektorů.

Věta 3 (asymptotické chování řešení rovnice s konstantními koeĄcienty). Pro
rovnici (2.1) s počáteční podmínkou x(t0) = x0 a každou normu ∥ · ∥ v Rn 1 platí

1. (stabilní směry)

∃ c > 0, α > 0 ∀ x⃗0 ∈ X− :
///etAx⃗0

/// ≤ ce−αt ∥x⃗0∥ ∀t ≥ 0,

2. (nestabilní směry)

∃ c > 0, α > 0 ∀ x⃗0 ∈ X+ :
///etAx⃗0

/// ≥ ceαt ∥x⃗0∥ ∀t ≥ 0,

3. (centrální směry)

∃ ε > 0, c > 0 ∀ x⃗0 ∈ X0 :
///etAx⃗0

/// ≤ ceε♣t♣ ∥x⃗0∥ ∀t ∈ R.

Důkaz. Lecture Notes on Ordinary Diferential Equations, [7], Lecture 14.
□

To znamená, že pokud spočítáme vlastní čísla matice soustavy pro model,
který jsme odvodili, a příslušné vlastní vektory, můžeme určit chování řešení pro
různé počáteční podmínky.

1Neboť všechny normy v Rn jsou ekvivalentní.
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Následující deĄnice uvedeme pro obecnější obyčejnou diferenciální rovnici

x⃗ ′(t) = f(t, x⃗(t)), (2.2)

kde x⃗ : (α, β) −→ Rn a f : (α, β) × Rn −→ Rn.
Pokud funkce f nezávisí explicitně na čase, řekneme, že (2.2) je autonomní

rovnice, tj.
x⃗ ′(t) = f(x⃗(t)). (2.3)

DeĄnice 4 (stabilita a asymptotická stabilita). Řekneme, že řešení x(t) rovnice
(2.2) je

1. stabilní, jestliže pro každé ε > 0 a t0 ∈ R existuje δ > 0 takové, že
je-li x(t) nějaké řešení rovnice (2.2) a platí ♣x(t0) − x(t0)♣ < δ, potom
♣x(t) − x(t)♣ < ε pro všechna t ≥ t0,

2. asymptoticky stabilní, jestliže pro každé t0 ∈ R existuje δ > 0 takové,
že je-li x(t) nějaké řešení rovnice (2.2) a platí ♣x(t0) − x(t0)♣ < δ, potom
♣x(t) − x(t)♣ → 0 pro t → ∞.

Věta 4 (stabilita pro rovnici s konstantními koeĄcienty). Řekneme, že řešení x0

soustavy (2.1) je

1. asymptoticky stabilní, právě když σ(A) = σ−(A).

2. stabilní, právě tehdy když σ+(A) = ∅ a všechny Jordanovy buňky příslušné
k λ ∈ σ0(A) mají velikost jedna.

Důkaz. Lecture Notes on Ordinary Diferential Equations, [7], Lecture 12.
□

Pro úplnost ještě uvedeme věty o jednoznačnosti a stabilitě rovnice (2.3), které
používáme v aplikaci ve 3. kapitole.

Věta 5 (Picardova věta). Pro rovnici (2.2) nechť f je lokálně lipschitzovská
v (α, β)×Rn vzhledem k x, [t0, x0] ∈ (α, β)×Rn. Potom má úloha (2.2) s počáteční
podmínkou x⃗(t0) = x⃗0 řešení na (t0 − δ, t0 + δ) pro nějaké δ > 0 a toto řešení je
jednoznačné.

Důkaz. Lecture Notes on Ordinary Diferential Equations, [7], Lecture 4.
□

Věta 6 (o linearizované stabilitě). Uvažujme rovnici (2.3). Je-li řešení x0(t)
takové, že pro A(t) := ∇f(x0(t)) platí σ(A(t)) = σ−(A(t)) pro každé t ∈ (α, β),
pak je řešení x0 asymptoticky stabilní.

Důkaz. Lecture Notes on Ordinary Diferential Equations, [7], Lecture 21.
□
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2.2 Stabilita řešení odvozeného modelu

V sekci 1.2 jsme odvodili základní model pro systém s n kompartementy a m
metabolity. Nyní nás bude zajímat stabilita řešení soustavy diferenciálních rovnic
(1.12) ve smyslu věty 3.

Chceme tedy dokázat, že platí: Předpokládejme, že λik ≤ 0, ∀ i ∈ ¶1, . . . ,n♦ ,
k ∈ ¶1, . . . , m♦ (v systému se neprodukuje žádná ze sledovaných látek). Pro
všechna vlastní čísla ηik, i = 1, . . . , n, matice soustavy (1.12) je Re ηik ≤ 0,
i = 1, . . . , n.

K tomu budeme potřebovat následující lemma a větu, kterou s jeho pomocí
dokážeme.

Lemma 7 (Bauer-Fike). Nechť Q ∈ Cn×n je regulární, B ∈ Cn×n, E ∈ Cn×n

a B̃ := B + E. Nechť λ̃ ∈ σ(B̃) ∧ λ̃ /∈ σ (B) . Potom

1 ≤
////
⎦
Q−1

(
B − λ̃I

⎡−1
Q

⎢ [
Q−1EQ

]//// (2.4)

pro libovolnou generovanou maticovou normu.2

Důkaz. Začneme upravovat matici Q−1(B̃ − λ̃I)Q, která je singulární, neboť
λ̃ ∈ σ(B̃). Máme tedy

Q−1
(
B̃ − λ̃I

⎡
Q = Q−1

[(
B − λ̃I

⎡
+ E

]
Q =

= Q−1
(
B − λ̃I

⎡
Q + Q−1 EQ =

= Q−1
(
B − λ̃I

⎡
Q

⎭
I +

⎦
Q−1

(
B − λ̃I

⎡−1
Q

⎢ [
Q−1 EQ

]⎨
.

Kde v poslední úpravě vytkneme člen Q−1
(
B − λ̃I

⎡
Q, což je regulární matice

neboť λ̃ ̸∈ σ (B). Zbývající člen je potom singulární matice a vidíme, že jedno
z vlastních čísel matice [Q−1(B − λ̃I)−1Q][Q−1 EQ] je −1.

Dále platí
∀ X ∈ Cn×n : ♣λ♣ ≤ ∥X∥ ∀ λ ∈ σ(X),

což můžeme najít například v [4].
Tedy z předchozího plyne

♣ − 1♣ ≤ ∥[Q−1(B − λ̃I)−1Q][Q−1 EQ]∥

což jsme chtěli dokázat.
□

Věta 8 (Gershgorinova). Nechť A ∈ Cn×n, komplexní čtvercová matice, označme
γi :=

√n
j=1,j ̸=i ♣aij♣, i = 1, . . . , n a Gi := ¶ξ ∈ C : ♣ξ − aii♣ ≤ γi♦ , i = 1, . . . , n.

Potom platí

σ (A) ⊂
n⋃

i=1

Gi (A) .

Pokud je m kruhů izolováno od ostatních, pak v jejich sjednocení leží právě m
vlastních čísel matice A.

2Funkcionál ∥A∥ = max∥x⃗∥=1 ∥Ax⃗∥ nazýváme maticovou normu generovanou normou ∥ ·
∥. Každá taková norma je navíc konzistentní, tj. pro A,B ∈ Rn×n platí ∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥.

Podrobněji v [4].
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Důkaz. Pro libovolnou B ∈ Cn×n vezmeme následující normu:

∥B∥∞ = max
1≤i≤n

n∑

j=1

♣bij♣,

kde bij jsou prvky matice B.3

Nyní použijeme Lemma 7, kde položíme

Q := I,

B := diag(a11, . . . , ann),

E := A − B,

λ̃ := λ ∈ σ(A);

zde analogicky aij jsou prvky matice A.
Dokážeme, že můžeme nalézt kruh, ve kterém leží λ. Předpokládejme, že

aii ̸= λ, i = 1, . . . , n, jinak je dokazovaný vztah triviální.
Ze vztahu (2.4) po dosazení plyne

1 ≤ ∥[diag(a11, . . . , ann) − λI]−1[A − diag(a11, . . . , ann)]∥∞.

Odtud a z deĄnice ∥ · ∥∞ máme

1 ≤ max
1≤i≤n

√n
j=1,j ̸=i ♣aij♣

♣λ − aii♣

a víme, že norma se nabývá, tedy

∃ i ∈ ¶1, . . . , n♦ : ♣λ − aii♣ ≤
n∑

j=1,j ̸=i

♣aij♣,

což jsme chtěli dokázat.
□

Nyní se můžeme vrátit k tomu, co chceme dokázat o našem systému (1.12)
pro pevné k libovolné (sledujeme zvolený kompartment) a i,j = 1, . . . , n (různé
metabolity). Označíme matici soustavy Ak a rozepíšeme si zvlášť její prvky (aij)
na diagonále a mimo ni:

aij = βk,ij i ̸= j, (2.5)

aii = λik −
n∑

j=1,i≠j

βk,ij. (2.6)

Vezmeme libovolné vlastní číslo η ∈ σ(Ak) a z Gershgorinovy věty 8 máme

∃ i ∈ ¶1, . . . , n♦ : ♣η − aii♣ ≤
n∑

j=1,j ̸=i

♣aij♣.

3Maticová norma ∥ · ∥∞ je generovaná, díky tomu můžeme použít Lemma 2.4.
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Dosadíme z (2.5) a (2.6)

♣η +
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij − λik♣ ≤
n∑

j=1,j ̸=i

♣βk,ij♣. (2.7)

Potom můžeme změnit pořadí sčítanců a odhadnout člen na levé straně ne-
rovnosti (2.7) následujícím způsobem

Re((η − λik) +
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij) ≤ ♣(η − λik) +
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij♣.

Protože λik a βk,ij jsou reálná čísla a βk,ij jsou navíc nezáporná, můžeme vztah
(2.7) dále upravit

Re(η) − λik +
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij ≤
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij. (2.8)

Potom

Re(η) − λik ≤
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij −
n∑

j=1,j ̸=i

βk,ij = 0. (2.9)

A tedy
Re(η) ≤ λik ≤ 0. (2.10)

Tento vztah platí pro libovolné vlastní číslo matice Ak a tedy jsme doká-
zali, že řešení soustavy bude asymptoticky stabilní v případě, že λik < 0 pro
∀i ∈ ¶1, . . . , n♦ . Zkoumané koncentrace se budou asymptoticky blížit k nule dle
Věty 3. Pokud v daném případě existuje λik = 0, pak může mít matice Ak nějaké
nulové vlastní číslo a stabilita záleží na jeho násobnosti a prostoru příslušných
vlastních vektorů, viz Věta 4.
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3. Složitější model obsahující
navíc chemickou reakci
metabolitů v těle

V následující části budeme popisovat model formulovaný v článku Luka a kol.
[1].

Pregnan X receptor (PXR) hraje důležitou roli při regulaci hepatického me-
tabolismu. Ukazuje se, že reguluje vznik CYP3A4 enzymu, což je důležitý enzym
v lidských játrech. PXR může být aktivován širokým spektrem sloučenin. Poté,
co je aktivován, se PXR propojí s X receptorem (RXR) a tvoří heterodimer, který
se váže k odpovídajícímu elementu DNA a způsobuje vzrůst transkripce, což vede
ke zvýšení množství CYP3A4.

Tento proces můžeme popsat matematickým modelem. Model předpovídá stu-
peň indukce CYP3A4 mRNA a vznik bílkovin v závislosti na aktivaci PXR.

Pro potřeby modelu je PXR aktivován látkou rifampicin. Parametry a kon-
stanty pro výpočet vezmeme z článku [1].

Zkoumanou situaci nejlépe zjednodušeně popíšeme obrázkem.

3.1 Formulace modelu

Vezmeme základní dvoukompartmentový model, kde uvážíme krev jako kom-
partment č. 1 a tkáň jater jako kompartment č. 2.

VT − V2

Krev

V2

Játra

QL QL

D(t) K

Metabolismus

Obrázek 3.1: Schéma uvažovaného dvoukompartementového modelu, viz [1].

Podobně jako v předchozím příkladu, rifampicin dávkujeme intravenózně
a uvažujeme následující počáteční podmínky:
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• výchozí koncentrace rifampicinu v krvi odpovídá množství, které dávku-
jeme, tj. C1(t0) = 11,

• výchozí koncentrace rifampicinu v játrech je uvažována nulová,
tj. C2(t0) = 0,

• dále uvažujeme výchozí nulovou koncentraci látek PXR/RXR a za výchozí
hodnoty mRNA a CYP3A4 bereme jejich stálé hladiny, tj.

CP R(t0) = 0, CmRNA(t0) =
PR

kRNAdeg

, CCY P 3A4(t0) =
kT SL

kCY P deg

· CmRNA(t0).

C2C1

PXR

CYP3A4 mRNA

P/R dimer
DNA

1

2

3

45

6

7

8

Obrázek 3.2: Popis zkoumaného procesu. Čísla reprezentují jednotlivé reakce,
které jsou popsány v tabulce 3.1. Převzato z článku [1].

Číslo Reakce
1 účinná látka (xenobiotikum) vstupuje do tkáně
2 PXR se váže na xenobiotikum, tvoří se PXR/RXR heterodimer,

který se rovněž rozpadá na PXR a xenobiotikum
3 PXR/RXR se váže s DNA, umocňuje se transkripce
4 produkce mRNA v pozadí
5 degradace mRNA
6 translace mRNA, formování proteinu
7 degradace CYP3A4 proteinu
8 CYP3A4 protein metabolizuje xenobiotikum

Tabulka 3.1: Tabulka reakcí popsaných na obrázku 3.2.

První rovnice popisuje změnu koncentrace rifampicinu v krvi. Rifampicin je
intravenózně dávkován do krve rychlostí (D(t)), dále ho část přechází do jater,
část zůstává v krvi (QL · C2

RL

− QLC1) a část je vylučována v moči (KC1):

dC1

dt
=

D(t) + QL · C2

RL

− QLC1 − KC1

VT − V2

. (3.1)
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Druhou rovnicí popíšeme změnu koncentrace rifampicinu v játrech.
Člen QL

V2

(
C1 − C2

RL

⎡
odpovídá přechodu rifampicinu z krve do jater. Dále

−kassocC2 (CP XR − CP R) − kmetCCY P 3A4C2 reprezentuje spotřebu rifampicinu při
metabolické reakci, kterou zkoumáme:

dC2

dt
=

QL

V2

⎤
C1 −

C2

RL

⎣
− kassocC2 (CP XR − CP R) − kmetCCY P 3A4C2. (3.2)

Nyní popíšeme samotné metabolické procesy v játrech.
Nejdříve vzniká PXR/RXR heterodimer (kassocC2 (CP XR − CP R)) a dále před-

pokládáme, že se zároveň rozkládá (kdisCP R). Jedná se o chemickou reakci prvního
řádu, což odpovídá tomu, že exponenty u koncentrací a konstant jsou rovny 1,
viz Základy fyzikální chemie: vybrané kapitoly pro posluchače Farmaceutické fa-
kulty [6], kap. 7. 1. 3.,

dCP R

dt
= kassocC2 (CP XR − CP R) − kdisCP R. (3.3)

Poté probíhá genová transkripce (kT SKCP R), mRNA je zároveň produkováno
v přirozené míře vždy (PR) a zároveň probíhá jeho rozklad, (kmRNAdegCmRNA):

dCmRNA

dt
= kT SKCP R − kmRNAdegCmRNA + PR. (3.4)

A nakonec vzniká bílkovina CYP3A4. Genovou translaci opět představuje
translační konstanta prvního řádu (kT SLCmRNA) a vzniklá látka se rovněž dále
rozkládá (kCY P degCCY P 3A4):

dCCY P 3A4

dt
= kT SLCmRNA − kCY P degCCY P 3A4. (3.5)

Tabulky použitého značení a jednotek:

Označení Jednotky Význam

C1
mg

L
koncentrace v krvi

C2
mg

L
koncentrace v játrech

CP R
mg

L
koncentrace PXR/RXR

CmRNA
mg

L
koncentrace mRNA

CCY P 3A4
mg

L
koncentrace CYP3A4

Tabulka 3.2: Přehled neznámých funkcí.
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Označení Hodnota Jednotky Význam

D(t) 10 mg
min

rychlost dávkování

QL 1.3 L
min

rychlost proudění krve

RL 0.0111 bezrozm. dělicí koeĄcient

VT 15.7 L celkový objem distribuce

V2 1.815 L objem jater

K 0.1671 L
min

rychlost vylučování

CP XR 1.35 × 10−1 mg
L

koncentrace PXR

PR 4.23 × 10−7 mg
L·min

produkce mRNA v pozadí

kassoc
kdis

5.6
L

mg·min
asociační konstanta pro tvorbu PXR/RXR

kmet 2.47 × 10−5 L
mg·min

metabolická konstanta druhého řádu

kdis 1.03 × 10−4 1
min

disociační kostanta prvního řádu

kT SK 39.3 1
min

transkripční konstanta prvního řádu

kmRNAdeg 0.04 1
min

degradační konstanta prvního řádu

kT SL 2.5 1
min

translační konstanta prvního řádu

kCY P deg 2.7 × 10−4 1
min

koeĄcient rozkladu CYP3A4 prvního řádu

Tabulka 3.3: Přehled použitých konstant a jejich uvažované hodnoty dle [1].

Máme tedy kompletní soustavu ODR včetně počátečních podmínek a můžeme
najít její lokálně jednoznačné řešení1.

3.2 Výpočet řešení získané soustavy ODR

K řešení soustavy ODR použijeme dvě různé numerické metody a podíváme
se na to, jak se liší jejich řešení. Důvodem je fakt, že se jedná o stif úlohu. Což
nahlédneme ve zbývající části kapitoly.

K implementaci výpočtu použijeme výpočetní software MATLAB, který již
disponuje funkcemi, jež budeme potřebovat. Zdrojový kód výpočtu lze nalézt
v příloze č. 1.

Stif úlohy jsou deĄnovány jako úlohy s velkým tlumícím poměrem, tj. podíl
reálné části největšího a nejmenšího vlastního čísla linearizované soustavy je velké
číslo. Tento fakt způsobuje, že v případě, kdy chceme použít explicitní metodu
pro řešení ODR, musíme zvolit velice malý krok pro zachování stability výpočtu.
Při výpočtu v praxi potom potřebujeme velké množství času k získání výsledku.
Oproti tomu, pokud použijeme například nějakou implicitní metodu k řešení stif
úloh, která si v průběhu výpočtu upravuje podle potřeby délku kroku, a tedy
výpočet zjednoduší v úsecích, kdy se řešení Ďmoc neměníŞ, dostaneme řešení
v mnohem kratším čase.

Teorií pro stif úlohy se nebudeme dále zabývat, neboť není hlavním cílem této
práce. Více informací k dané problematice lze nalézt například v [5]. Nyní pouze

1Snadno se ověří, že funkce, která deĄnuje soustavu, je lokálně lipschitzovská na otevřené
souvislé množině, a tedy splňuje předpoklady Picardovy věty viz 5
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porovnáme řešení, která jsme obdrželi za použití základní metody pro řešení ODR
ode45 a speciální funkce ode15s pro stif úlohy v MATLABu.

Výpočet Kroky ode15s Kroky ode45

Koncentrace rifampicinu na [0, 1000] 108 77 925

Indukce CYP3A4 na [0, 5000] 138 389 517

Obrázek 3.3: Počet kroků potřebných pro výpočet řešení pomocí ode15s a ode45.

Pokud porovnáme obrázek 3.4 a 3.5, snadno poznáme, že pro získání řešení
naší úlohy pomocí obyčejné řešící funkce ode45 v MATLABu potřebujeme nepři-
měřené množství dělících bodů, což můžeme vidět i v tabulce 3.3. Stejné pozoro-
vání můžeme provést i při výpočtu funkce koncentrace CCY P 3A4 na obrázcích 3.6
a 3.7.
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Obrázek 3.4: Koncentrace rifampicinu v krvi při dávkování 600 mg v průběhu
prvních 60 minut. Řešení získané pomocí funkce ode15s - kroužky značí jednotlivé
uzly výpočtu.
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Obrázek 3.5: Koncentrace rifampicinu v krvi při dávkování 600 mg v průběhu
prvních 60 minut. Řešení získané pomocí funkce ode45 - kroužky značí jednotlivé
uzly výpočtu.
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Obrázek 3.6: Indukce CYP3A4 v játrech. Řešení získané pomocí funkce ode15s -
kroužky značí jednotlivé uzly výpočtu.
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Obrázek 3.7: Indukce CYP3A4 v játrech. Řešení získané pomocí funkce ode45 -
kroužky značí jednotlivé uzly výpočtu.

3.3 Výpočet tlumícího poměru

Nyní linearizujeme naši soustavu rovnic ve smyslu Věty 6 a podíváme se na
její vlastní čísla. Z toho budeme moci rovněž usoudit něco o stif vlastnosti úlohy
a stabilitě jejího řešení.

A(t) =

∏
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
∐

−QL−K

VT −V2

QL

VT −V2

0 0 0
QL

V2

★ kassocC2(t) 0 −kmetC2(t)

0 ⧫ −kassocC2(t) − kdis 0 0

0 0 kT SK −kmRNAdeg 0

0 0 0 kT SL −kCY P deg

∫
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ

,

kde ★ = − QL

V2RL

− kassocCP XR + kassocCP R(t) − kmetCCY P 3A4(t)
a ⧫ = kassocCP XR − kassocCP R(t).

Tam, kde máme v matici členy závislé na čase z tabulky 3.2, se její prvky
v závislosti na čase mění.

Nyní snadno spočteme vlastní čísla matice A(t):
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λ1(t) = −
QL + K

VT − V2

(3.6)

λ2(t) = −
QL

V2RL

− kassocCP XR + kassocCP R(t) − kmetCCY P 3A4(t) (3.7)

λ3(t) = − kdis − kassocC2(t) (3.8)

λ4(t) = − kmRNAdeg (3.9)

λ5(t) = − kCY P deg. (3.10)

Vidíme, že všechna vlastní čísla jsou záporná v každém čase, tedy řešení je
podle Věty 6 asymptoticky stabilní.

Dále můžeme vypočítat tlumící poměr L(t) :

L(t) =
maxi=1,...,5 ♣Re(λi(t))♣
minj=1,...,5 ♣Re(λj(t))♣

,

což je funkce závislá na čase, kde pro všechna t platí L(t) ≫ 1, tedy můžeme
říci, že tlumící poměr úlohy je velký a tedy se jedná o stif úlohu. Kód použitý
pro výpočet tlumícího poměru se nachází v příloze č. 2 a jeho velikost můžeme
pozorovat i na obrázku 3.8. Lze si všimnout, že změny v tlumícím poměru samot-
ném nejsou velké a nepozorujeme tak přínosnou souvislost mezi L(t) a velikostí
časového kroku algoritmu ode15s na obrázcích.
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Obrázek 3.8: Tlumící poměr úlohy v závislosti na čase.
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Pro úplnost ještě uvádíme řešení celé soustavy získané pomocí funkce ode15s.
Výsledné funkce můžeme pozorovat na obrázku 3.9 a 3.10, kde můžeme pozorovat
průběh funkcí v pokročilém čase.
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Koncentrace rifampicinu v játrech
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Obrázek 3.9: Průběh sledovaných funkcí v závislosti na čase na [0,1000]. Pro
porovnání uvádíme i průběh funkce dávkování rifampicinu.
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Obrázek 3.10: Průběh sledovaných funkcí v závislosti na čase na [0,10000]. Pro
porovnání uvádíme i průběh funkce dávkování rifampicinu.
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Závěr

Odvodili jsme základní farmakokinetický model distribuce léku v organismu
a analyzovali jeho vlastnosti Ű jednoznačnost řešení a stabilitu. V základním pří-
padě se jedná o homogenní soustavu diferenciálních rovnic s konstantními koeĄci-
enty, kterou můžeme snadno řešit pomocí maticové exponenciály. Jednoznačnost
dostáváme díky počátečním podmínkám. Fakt, že je soustava stabilní, jsme ověřili
v případě, že se sledované látky v jednotlivých kompartmentech neprodukují.

Dále jsme uvažovali příklad složitějšího farmakokinetického modelu, který
zahrnuje i chemickou reakci metabolitů popsanou v literatuře (kdy dochází ke
zpětné regulaci koncentrace účinné látky pomocí aktivace příslušného proteinu).
Získaná soustava ODR, pak obsahuje některé nelineární členy. Uvedli jsme proto
teorii k linearizované stabilitě řešení a k lokální jednoznačnosti řešení obecné sou-
stavy ODR. Při numerickém řešení soustavy jsme zjistili, že jsme získali tzv. stif
problém, který není snadno řešitelný pomocí standardních numerických metod
pro výpočet ODR. Z toho důvodu jsme srovnali různé metody numerického ře-
šení naší soustavy a provedli výpočet tlumícího poměru, který nám dává informaci
o tom, že je náš problém stif, a že problémy při výpočtu řešení nejsou způsobeny
jiným faktorem. Všechny výpočty jsme implementovali v prostředí MATLAB.
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Přílohy

1. Výpočet řešení soustavy z kapitoly 3

Používáme MATLAB R2016b.

%nejprve si definujeme konstanty
Q = 1.3; %rychlost proudeni krve
R = 0.0111; %delici koef
Vt = 15.7; %celk. objem
V2 = 1.815; %obj. jater
K = 0.1671; %rychl. vylucovani
pxr = 1.35*1e-1; %konc. PXR
P = 4.23*1e-7; %produkce mRNA na pozadi
kmet = 2.47*1e-5; %met. konst
kdis = 1.03*1e-4; %disoc. konst
kass = kdis/5.6; %asoc. konst
ktsk = 39.3; %transkripce
krnad = 0.04; %degr. RNA
ktsl = 2.5; %translace
kcypd = 2.7*1e-4; %degr. CYP3A4
c = zeros(5,1);%oznacime c vektor koncentraci kde
d = zeros(5,1);%vektor koncentraci, kdyz resime ode45
%c(:,1) - koncentrace v krvi
%c(:,2) - konc. v jatrech
%c(:,3) - konc. PXR/RXR
%c(:,4) - konc. mRNA
%c(:,5) - konc. CYP3A4
%pocatecni podminky vyjadrene v textu jako podil konstant
c4tz = P/krnad;
c5tz = (ktsl/kcypd)*c4tz;

%reseni
%koncentrace rif. v krvi
[t,c] = ode15s(@ode1, [0 1000], [11 0 0 c4tz c5tz]);
[s,d] = ode45(@ode1, [0 1000], [11 0 0 c4tz c5tz]);
figure(’Name’,’Změna koncentrace rifampicinu v krvi’);

subplot(1,2,1);
plot(t,c(:,1),’-or’);
title(’Řešení pomocí ode15s’);
xlabel(’čas (min)’);
ylabel(’koncentrace rifampicinu (mg/L)’);

subplot(1,2,2);
plot(s,d(:,1),’-or’);
title(’Řešení pomocí ode45’);
xlabel(’čas (min)’);
ylabel(’koncentrace rifampicinu (mg/L)’);

%kolik jsme potrebovali kroku
ode151=length(c(:,1));
ode451=length(d(:,1));
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%koncentrace CYP3A4
[t,c] = ode15s(@ode1, [0 5000], [11 0 0 c4tz c5tz]);
[s,d] = ode45(@ode1, [0 5000], [11 0 0 c4tz c5tz]);
figure(’Name’,’Změna koncentrace CYP3A4 v játrech’);

subplot(1,2,1);
plot(t,c(:,5),’-ob’);
title(’Řešení pomocí ode15s’);
xlabel(’čas (min)’);
ylabel(’indukce CYP3A4’);

subplot(1,2,2);
plot(s,d(:,5),’-ob’);
title(’Řešení pomocí ode45’);
xlabel(’čas (min)’);
ylabel(’indukce CYP3A4’);

function [ dcdt ] = ode1(t,c)
%nacteni ode jako funkce
Q = 1.3; %rychlost proudeni krve
R = 0.0111; %delici koef
Vt = 15.7; %celk. objem
V2 = 1.815; %obj. jater
K = 0.1671; %rychl. vylucovani
pxr = 1.35*1e-1; %konc. PXR
P = 4.23*1e-7; %produkce mRNA na pozadi
kmet = 2.47*1e-5; %met. konst
kdis = 1.03*1e-4; %disoc. konst
kass = kdis/5.6; %asoc. konst
ktsk = 39.3; %transkripce
krnad = 0.04; %degr. RNA
ktsl = 2.5; %translace
kcypd = 2.7*1e-4; %degr. CYP3A4
dcdt = zeros(5,1);

if t<60
Dt=11;

else
Dt=0;

end
dcdt(1) = (Dt+Q*c(2)/R - Q*c(1) - K*c(1))/(Vt - V2);
dcdt(2) = (Q/V2)*(c(1) - c(2)/R) - kass*c(2)*(pxr - c(3)) - kmet*c(5)*c(2);
dcdt(3) = kass*c(2)*(pxr - c(3)) - kdis*c(3);
dcdt(4) = ktsk*c(3) - krnad*c(4) + P;
dcdt(5) = ktsl*c(4) - kcypd*c(5);
end
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2. Výpočet tlumícího poměru úlohy v kapitole 3

[t,c] = ode15s(@ode1, [0 1000], [11 0 0 c4tz c5tz]);

u=linspace(0,length(c(:,1)));
l1=-(Q+K)/(Vt-V2).*ones(length(c(:,1)),1);
l2=-Q/(V2*R).*ones(length(c(:,1)),1)-kass*pxr+c(:,3)-kmet*c(:,5);
l3=-kdis.*ones(length(c(:,1)),1)-kass*c(:,2);
l4=-krnad.*ones(length(c(:,1)),1);
l5=-kcypd.*ones(length(c(:,1)),1);

for i=1:length(c(:,1))
L(i)=-l2(i)/min([-l1(i),-l3(i),-l4(i),-l5(i)]);

end
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