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Uvod

Matematické modelovani se stalo nedilnou soucéasti navrhu spravného dav-
kovani 1éki, nebot urcovani spravné davky pouze experimentalni cestou neni
ucelné. Pomoci odpovidajictho modelu miizeme sledovat presuny jednotlivych 1a-
tek v icelné zvolenych castech téla a jejich reakce. Model nam nasledné umoznuje
stanovit spravnou koncentraci 1éku, ktery podavame, a rychlost davkovani. V této
praci odvodime nékolik zakladnich pouzivanych modelt a nésledné se v prikladu
podivame i na konkrétni informace, které mizeme ziskat.

Pro odvozeny model ve tvaru soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic bu-
deme dale zkoumat jednoznacnost, coz je jeden z indikatori spravnosti modelu,
nebot ocekavame, ze nami zkoumana situace v uré¢enych podminkach bude vypa-
dat vzdy stejné. Poté se podivame i na stabilitu feSeni, protoze pti malé zméné
vstupnich dat ocekavame prirozené chovani modelu.

Jako konkrétni aplikaci uvazime slozitéjsi model, ktery zahrnuje i chemickou
reakci davkovaného léku a dalSich metaboliti v téle, jez chceme podanim léku
ovlivnit. P hledani feseni se dostaneme i k problematice numerického feseni
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic, nebot zjistime, zZe Teseni soustavy klasickymi
metodami je priliS naroc¢né. Nahlédneme tedy i zakladni popis stiff problému
a jeho vlastnosti na nasem prikladu ilustrujeme.



1. Model distribuce 1éku v
organismu

1.1 Popis sledovanych procest

Pti podavani lékii dochézi k ovliviiovani metabolickych procesi v téle. Je
velmi dulezité urcit davkovani 1éku tak, abychom dosahli pozadovaného efektu,
a naopak nezpusobili negativni efekty na zdravi ¢lovéka.

Popsat rovnicemi lidské télo a procesy, které se v ném odehravaji, vyzaduje
urcité zjednoduseni.

Pti zkoumani chovani 1éku v téle se musime sousttedit na dva dilezité aspekty:

o distribuci léku v organismu,

» biochemickou reakci spojenou s reakci 1éku v dané c¢asti téla a zpiisob, jak
latky metabolizuji.

Pti odvozovani matematického modelu distribuce 1€kt popsaného v této kapi-
tole vyjdeme ze zédkladniho modelu z An introduction to mathematical physiology
and biology, [2].

Chceme-li zkoumat predavani latek v téle, nemizeme se na ¢lovéka divat jako
na homogenni hmotu. Lidské télo tvori rizné druhy tkéni a tekutin, mezi kterymi
jsou ruzné biologické bariéry, kazda bunka ma svij specificky tikol a kazda reaguje
na ruzné podnéty jinak.

Zakladnim zptusobem, jak popsat distribuci metabolitti v téle, je rozdéleni
na c¢asti, tzv. kompartmenty. Uvnitt kazdého kompartmentu predpokladame
rovnomérné rozlozeni latek; popisujeme ho pouze jejich celkovym mnozstvim.
Casovy pribéh rozdéleni sledovanych latek v organismu potom modelujeme tak,
ze sledujeme predavani latek mezi jednotlivymi kompartmenty.

Jednim z nejjednodussich prikladi modelu je rozdéleni téla na tkané a krev.

Obecné chceme zvolit takové kompartmenty, abychom s jejich pomoci mohli
co nejlépe popsat sledovanou situaci.

1.2 Odvozeni zakladniho modelu distribuce me-
tabolitu

Budeme uvazovat n kompartment a m riznych metaboliti, které se budou
ucastnit prechodu mezi kompartmenty. Obecné budou tyto metabolity produko-
vany nebo zpracovavany v nékterém z kompartmenti. Nechf V; je dany objem
i-tého kompartmentu, Cy(t) je koncentrace k-tého metabolitu v i-tém kompart-
mentu a M;;(t) mnozstvi k-tého metabolitu v i-tém kompartmentu v ¢ase t. Pak
mame:

My, = ViCi, (1.1)



Presun latek mezi i-tym a j-tym kompartmentem (pro i # j) je mozny pouze
v pripadé, ze spolu sousedi. V pripadé, ze presun metaboliti probihd napr. pros-
tou difuzi pres rozhrani mezi kompartmenty, je zména koncentrace k-tého me-
tabolitu tmérnd rozdilu koncentraci Cj, — Cj;. Pokud je tento rozdil zaporny,
tj. Cjr < Ci, pak metabolit z i-tého kompartmentu proudi pryé. V opac-
ném piipadé, tj. Cjp > Cji, metabolit proudi smérem do i-tého kompartmentu.
Oznacime-li oy, ;; faktor proporcionality, pak miZeme tento tok mezi kompart-
menty reprezentovat takto:

ap,ij (Cr — Cik)- (1.2)

Pokud spolu dva kompartmenty nesousedi nebo jsou oddéleny neprostupnou ba-
riérou, potom je faktor ay,;; = 0 a zadné latky se nepiedévaji. Celkové proudéni
k-tého metabolitu v ramci ¢-tého kompartmentu udava vztah

> ari(Cir = Cap), (1.3)
=1.5(#0)

pro pevné i s¢itame pres vSechna j # i. Pokud je cely vyraz kladny, potom
dany metabolit proudi do kompartmentu, v opac¢ném pripadé proudi metabolit
smérem ven.

Specialné, uvazime-li, ze latky mezi kompartmenty prechézi pres néjakou bio-
logickou bariéru, koeficient oy, ;; reprezentuje propustnost této membrany. Pokud
membrana neni propustnd obéma smeéry stejné, zavadime konstantu R;; znamou
jako ,rozdélovaci koeficient, ktery popisuje pomér, v jakém latka prechazi mezi
kompartmenty. Vysledny vztah je potom

Oék,ij(Cjk - R”CZ]Q) (14)

Nyni zavedeme parametr ¢;, ktery udava rychlost produkce k-tého metabolitu
v -tém kompartmentu. Opét plati, Zze pokud ¢; > 0 pak dana latka vznika,
v opacném pripadeé, tj. ¢ < 0, latka zanika. Celkovy stupen produkce je nyni
roven ¢;;V;. Tedy celkova zména mnozstvi metabolitu M;; je dana vztahem

dM;
¢ = > aij(Cie — Ci) + qaVie (1.5)
Lo

Pokud jsou oba sé¢itance na pravé strané kladné, pak dM;,/dt > 0 a obsah latky
M,y roste, pokud jsou oba s¢itance zéaporné, pak dM;,/dt < 0 a obsah My, se
zmensuje. Pokud je jeden ze sc¢itancti na pravé strané kladny a jeden zaporny,
pak zalezi na celkovém znaménku vyrazu. Jelikoz je V; konstanta, ze vztahu

plyne

d My, dCi
=Vi—. 1.6
dt dt (1.6)
Rovnice (1.5)) pak dava
dC;
dtk = > Brii(Cin = Cik) + i, (1.7)
3(#0)



kde
O ij . .
Br,ij = %, i ] (1.8)

K produkci latky v kompartmentu mtze dochézet rtiznymi mechanismy a jeji
rychlost ¢;; mize obecné zaviset na case a celém stavu systému. Jednoduchym,
ale dulezitym prikladem je produkce imérna koncentraci:

Gik = AirCik, (1.9)

kde )\Z;C je koeficient proporcionality Typicky takto popisujeme odbouréwéni me-

vvvvvv

zovat jiné vztahy v zav1slost1 na reakci leku v téle, viz Farmakokinetické zdklady
ddvkovdnd léki, [3]. Rovnici (1.7) tedy muzeme rozsirit takto:

alCZ
‘= =2 BuisCir — Cik D Brj + din (1.10)
J#i J#i
_Zﬁkw ]k+ ( Zﬂkzy) ik (111)
J#i J#i

Coz muzeme s pomoci (|1.8]) zapsat jako
de

Z ki Ot (1.12)

kde
Brii = Xikk — Y Bryij-
J#
Protoze za i bereme postupné vsechny hodnoty od 1 do n, rovnice repre-
zentuje vzdy pro pevné k (pro kazdy kompartment), k € {1,...,n}, homogenni
systém n linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty [y ;;. Na
vlastnosti feseni této soustavy se podivame v nasledujici kapitole.

1.3 Priklad - dvoukompartmentovy model

Jak uz jsme zminili v sekci nejcastéji pouzivame k popisu sledované situ-
ace dvoukompartmentovy model. Nyni se podivame, jaké informace nam model
o zkoumaném problému déava.

Nasledujici priklad jsme prevzali z An introduction to mathematical physiology
and biology [2)].

Budeme uvazovat pripad, kdy je 1ék podavan intravendzné, konstantni rych-
losti. Tento 1ék je vstiebavan jen jedinou tkani, ve které piisobi.

Za prvni kompartment tedy vezmeme krev a druhy kompartment bude popi-
sovat danou tkan.

Oznatme = = xz(t) celkové mnozstvi 1éku v krvi, w = w(t) celkové mnoz-
stvi léku ve tkani, koncentraci léku v krvi ¢; = ¢ (t), koncentraci léku ve tkani
co = cot) v Case t, dale dany objem krve v; a objem tkdné vy. Rychlost davkovani
latky do krve ozna¢me V, zde pro jednoduchost konstantni.



Potom mame

T =cv = ¢ :ﬂ, (1.13)

W = Coly = Cg = v (1.14)

V2

Rychlost prechodu léku z krve do tkané bude
h(Cl — kCQ), (115)

kde h je prostupnost membrany, kterd oddéluje tkan od krve, a k je ,rozdélovaci
koeficient“ pro prechod mezi krvi a tkani.

Pokud ¢; = kcy, pak je systém v rovnovaze a nedochézi k zadnému prostupo-
vani latek pres membranu. Pokud S je celkovy povrch membrany, potom celkova
rychlost vymény latek z krve do tkané bude

Sh(cy — kes). (1.16)

Navic obvykle, kdyz se 1ék dostane do téla, podléha okamzité rozkladu. Pro
ucely naseho modelu budeme uvazovat, ze je rozklad léku imeérny své koncentraci
c1. Tedy muzeme psat, ze rychlost rozpadu je kicq, kde ky je koeficient rozpadu.
Potom celkova rychlost rozkladu léku v krvi v je kycivy.

Dostavame, ze 1ék mizi z krve rychlosti

Sh(Cl - k’CQ) + klclvl. (117)

Déle vime, Ze celkova rychlost zmény koncentrace léku v krvi je rovna rozdilu
rychlosti déavkovani léku V' a rychlosti rozpadu a prechodu do tkdné (1.17]). Tedy

d
dff =V - [Sh(Cl — kZCQ) + ]{71011)1} (118)
nebo, pokud pouzijeme (1.13]) a (|1.14)),
dx T w
— =V - Sh(— —k—) + k2. 1.19
dt (Ul vg) e (1.19)

Nyni zavedeme dva nové parametry A a p nasledujicim zptisobem:

kUl
A= — 1.20
o (1.20)
o= Sh (1.21)
U1

S pomoci téchto parametri nyni zjednodusime vyraz (1.18)) a dostaneme

dx dey
Pl V —pu(z — dw) — k. (1.22)



Mnozstvi 1éku, které pribyva ve tkani, je rovno mnozstvi léku, které prechazi
do tkéné z krve, coz jsme vyjadrili vyrazem ((1.16). To mtuzeme dale zjednodusit
nasledujicim zpiisobem:

Sh
Sh(cy — key) = —(c1v1 — keauy) = p(z — Aw). (1.23)
U1

Nyni se podivame na rychlost zmény koncentrace 1éku ve tkani. Rychlost roz-
padu ucinné latky ve tkani je proporcionalni koncentraci co. Mizeme pouzit na-
priklad stejnou konstantu rozpadu k; a dostaneme rychlost rozpadu léku v tkani

kice. Pro celou tkan je déale rychlost rozpadu kicovs, coz je rovno kijw z rovnice
(1.14). Tedy celkové rychlost zmény mnozstvi 1éku ve tkani je

dw _ 4
dt — dt

Obdrzeli jsme systém diferencidlnich rovnic , , ktery ma jedno-
znacné teseni na zakladé Véty ol pokud zaddme pocateéni podminky.

Tyto rovnice obsahuji t¥i konstanty A, u a k;. Dostaneme z nich x a w, funkce
zmény mnozstvi 1éku v krvi a tkani, jako funkce casu zavislé na téchto kon-
stantach. Jelikoz TeSeni téchto rovnic neméa v tuto chvili zadné praktické vyuziti,
budeme déle uvazovat specialni pripad, ktery ma konkrétni aplikaci.

Pravé odvozené rovnice ([1.22)), (1.24) secteme a dostaneme

= p(r — M) — kjw. (1.24)

d
%(x%—w):\/—k‘l(x‘i“w)' (1.25)

Déle vynasobime rovnici ([1.24]) parametrem A a odec¢teme ji od rovnice ((1.22)).
Dostaneme

d
ﬁ(aj_)\w) =V — (k1 + k2)(z — \w), (1.26)
kde ks = (1 4+ A)p.

Zavedeme nové proménné

2 =z +w, (1.27)
2o =T — A\w, (1.28)
¢imz se rovnice a zjednodusi na
‘Z; =V — k2, (1.29)
CZQ =V — (k1 + k2)2. (1.30)

Na zacatku davkovani, které vezmeme v case to = 0, zadame pocatecni podminky
z(0) = w(0) =0 a tedy 21(0) = 25(0) = 0.

Odtud také rovnou vidime, ze feseni soustavy bude stabilni podle Véty
nebot vlastni ¢isla soustavy Ay = —k1, Ao = — (k1 + k2) jsou zaporna.
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Systém rovnic (|1.29) a ((1.30]) s danymi poc¢atecnimi podminkami snadno vy-
fesime, nebof se ndm diky vhodnému zavedeni proménnych z;, 2o povedlo rovnice
separovat. Muzeme pouzit napriklad Dusledek [2| variace konstant, a dostaneme

1%
2 (t) = " (1—e™1) (1.31)
a
1% _
2(t) = —— (1= etk (1.32)

coz po zpétném dosazeni z; = x +w a 25 = r — Aw dava

_ 4 i kit 1 = (k1+k2)t
x(t)—1+)\{k1(1 ekt k1+k2(1 e ) (1.33)

w(t) = 1+V>\ {kll (1—emt) - k;lJlrk;z (1- e<k1+k2>t)} . (1.34)

Podivame-li se na limitu funkce w(t) pro t — oo dostaneme

. V 1 1

weo = i wlt) = 7775 (kl T+ /cg) ! (1.35)

coz nam dava informaci o tom, na jaké hladiné se koncentrace 1éku ve tkani

ustali, vyse této hladiny zavisi na rychlosti davkovani V' a hodnotach konstant %
a ko viz obrézek [I.1] a[1.2]

Protoze nas zajima akce, kterou lék vyvola v organismu, chceme stanovit
takovou jeho koncentraci, abychom pozorovali pozadovany efekt, ale zaroven ne-
chceme prekrocit urcitou hranici, kdy uz miuze mit koncentrace 1éku negativni
efekt na fungovani organismu. Oznac¢me tuto hranici w*. Potom muzeme nalézt
takové hodnoty V., ki a ks, aby bylo splnéno

vV /1 1 .
ww‘m(/ﬁ_kﬁ/@) s (1.36)
neboli
ki (ki + k
V< (1+)\)w*1(1k+2) =V (1.37)
2

Hodnoty w*, ki a ke vétSinou urcujeme experimentalné a vypoctem potom
muzeme urcit rychlost V', resp. V*, tak, aby byla splnéna nerovnost , resp.
(1.37). Potom nezalezi na tom, jak dlouho 1ék davkujeme, danou hranici nepte-
kroc¢ime.



Limitni chovani funkce

mnozstvi |
T
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Obrazek 1.1: Limitni chovani funkce w(t) a jeji asymptota wes,. Konstanty pro
vykresleni funkce jsme pouzili z pfikladu v Kapitole 3} zde vSak uvazujeme pouze
prechod davkovaného léku mezi kompartmenty a jeho vylucovani.

Zména chovani funkce w v zavislosti na rychlosti davkovani

30 [

— N [\
()] o (&)
T T T

mnozstvi Iéku v krvi (mg/L)
=

—V
—V
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Obrazek 1.2: Zména chovani funkce w(t) v zavislosti na rychlosti davkovani 1éku,

zde Vi = 10 mg - min~', Vo = 15 mg - min~! a V3 = 20 mg - min~'.
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2. Vlastnosti reseni odvozeného
modelu

2.1 Vypocet a stabilita reseni obycejné diferen-
cialni rovnice

Uvazujme homogenni soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic s konstant-
nimi koeficienty ve tvaru

7'(t) = AZ(t) (2.1)

kde 7 : (a,f) — R™ a A € R™*".

Reseni této rovnice budeme hledat podobné jako pro obycejnou diferencialni
rovnici ve tvaru z/(t) = ax(t), kde a € R.

Definujme linearni zobrazeni L : & — Z’ — AZ. Pak definujeme

Ker(L):= {7 e C": Li =0}.
Pak & fesi homogenni rovnici (2.1]) préavé tehdy, kdyz 7 € Ker(L).

Definice 1 (fundamentalni systém, fundamentalni matice). Fundamentdlni sys-
tém rovnice (2.1)) je kazdd bdze prostoru jejich Teseni. Je-li ¢1(t),...,0,(t) funda-
mentdlni systém, pak

o(t) = (61(t), ... dult))
je fundamentdlni matice soustavy.

Definice 2 (maticova exponencidla). Pro A € R™™ definujeme

A i
e =

k=0

(tA)"
kL

Véta 1 (fundamentéalni matice pro rovnice s konstantnimi koeficienty). Funkce

Ut):=e* =3 ——, teR
= Kk

je fundamendlni matici homogenni rovnice (2.1) a plati U(0) = Id.

Diikaz. Lecture Notes on Ordinary Differential Equations, [7], Lecture 8.

Disledek 2 (variace konstant). Reseni rovnice &'(t) = AZ(t) + b(t), kde
b: (a,f) = R™ s pocdtecni podminkou Z(ty) = ¥y je

t —
Z(t) = A E [ et (s)ds
to

10



Tedy vidime, Ze feseni rovnice ([2.1]) bude ve tvaru e, pro ty = 0 a pocatecéni
podminku z(ty) = xo. Nyni se podivame na to, jak se feseni budou kvalitativné
chovat.

Definice 3. Necht A je vlastni cislo matice A € R™", a(A) je jeji spektrum,
V(A) je mnozina (pseudo)vlastnich vektori prislusnych danému \. Definujeme

o_(A)={X € og(A); ReX <0},
o (A) ={X € g(A); Re\ > 0},
oo(A) ={X € 0(A); ReXA =0}.

Dule

X_=lin{feR",;, e VA, \eo_(A)},
Xi=lin{Z7eR";, e V(A\),A\€o (A},
Xo=lin{Z e R"; T € V(\),\ €0p(A)},

kde lin je linearni obal vektorii.

Véta 3 (asymptotické chovani FeSeni rovnice s konstantnimi koeficienty). Pro
rovnici [21)) s poddtecni podminkou x(ty) = o a kaZdou normu || - || v R™[[] plati

1. (stabilni sméry)

Je>0,a>0Vrye X_: Hemx}’)H <ce |xp|| Vt>0,

2. (nestabilni sméry)

Jde>0,a>0Va; € X, HetAx_{)” > ce® ||| Yt >0,
3. (centrdlni smery)
Je>0,c>0Vazy € Xp: HetAfOH < cefltl |z VteR.

Diikaz. Lecture Notes on Ordinary Differential Equations, [7], Lecture 14.
O

To znamend, 7ze pokud spocitame vlastni ¢isla matice soustavy pro model,
ktery jsme odvodili, a prislusné vlastni vektory, mizeme urc¢it chovani feseni pro
rizné pocatecni podminky.

I'Nebot viechny normy v R™ jsou ekvivalentni.
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Nésledujici definice uvedeme pro obecnéjsi obycejnou diferencidlni rovnici

z'(t) = f(t, (1), (2.2)

kde Z: (o, ) — R™ a f: (a, ) x R* — R™.
Pokud funkce f nezavisi explicitné na case, fekneme, ze (2.2)) je autonomni
rovnice, tj.

7'(t) = f((1). (2.3)

Definice 4 (stabilita a asymptotickd stabilita). Rekneme, Ze reseni T(t) rovnice

2.2 je

1. stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 a tg € R existuje 6 > 0 takové, Ze
je-li x(t) néjaké reseni rovnice (2.2) a plati |x(ty) — T(ty)| < 0, potom
|z(t) —T(t)| < € pro vsechna t > t,

2. asymptoticky stabilni, jestlize pro kazdé t, € R existuje 6 > 0 takové,
ze je-li x(t) néjaké resent rovnice (2.2) a plati |x(to) — T(to)| < d, potom
|x(t) — Z(t)] — 0 pro t — oc.

Véta 4 (stabilita pro rovnici s konstantnimi koeficienty). Rekneme, Ze resent xg

soustavy (2.1)) je
1. asymptoticky stabilni, prave kdyz o(A) = o_(A).

2. stabilni, prdvé tehdy kdyz o, (A) = 0 a vsechny Jordanovy buriky prislusné
kX € oo(A) maji velikost jedna.

Diikaz. Lecture Notes on Ordinary Differential Equations, [7], Lecture 12.
O

Pro tplnost jesté uvedeme véty o jednoznacnosti a stabilité rovnice (2.3)), které
pouzivame v aplikaci ve |3] kapitole.

Véta 5 (Picardova véta). Pro rovnici necht [ je lokdlné lipschitzovskd
v (o, B) X R™ vzhledem k x, [to, o] € (o, B) X R™. Potom md tloha s pocdtecni
podminkou Z(ty) = Ty Tesent na (tg — 6, to + &) pro néjaké 6 > 0 a toto Tesent je
jednoznacné.

Diikaz. Lecture Notes on Ordinary Differential Equations, [7], Lecture 4.
O

Véta 6 (o linearizované stabilité). Uvazujme rovnici (2.3)). Je-li reseni xq(t)
takové, Ze pro A(t) := V f(xo(t)) plati o(A(t)) = o_(A(t)) pro kazdé t € (a, ),
pak je reseni xqo asymptoticky stabilni.

Diikaz. Lecture Notes on Ordinary Differential Equations, [7], Lecture 21.
O
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2.2 Stabilita reSeni odvozeného modelu

V sekei [I.2] jsme odvodili zékladni model pro systém s n kompartementy a m
metabolity. Nyni nas bude zajimat stabilita feseni soustavy diferencialnich rovnic

(1.12) ve smyslu véty

Chceme tedy dokézat, ze plati: Predpoklddejme, Ze iy < 0, Vi€ {1,...n},
ke {1,...,m} (v systému se neprodukuje Zidnd ze sledovanich ldatek). Pro
vsechna vlastni cisla i, @ = 1,...,n, matice soustavy je Reng, <0,
1=1,...,n.

K tomu budeme pottebovat nasledujici lemma a vétu, kterou s jeho pomoci
dokazeme.

Lemma 7 (Bauer-Fike). Necht Q € C™" je reguldirni, B € C*" E € C™"
aB:=B+E. Necht A € o(B) A X ¢ o (B). Potom

~ -1
1< H [@-1 (B - A1) Q] [Q'EQ] H (2.4)
pro libovolnou generovanou maticovou normuﬂ

Diikaz. Zacneme upravovat matici Q_l(@ — X]I)Q, ktera je singularni, nebof
A€ o(B). Mdme tedy
Q' (B-A)Q=Q'[(B-AI) +E|Q =
=Q'(B-MI)Q+Q'EQ=
— Q! (B-AI)Q {11 + {Ql (B-1) " @] [Q'EQ) } .

Kde v posledni tipravé vytkneme ¢len Q! (IB — :\]I) Q, coz je regularni matice
nebot A\ & o (B). Zbyvajici ¢len je potom singuldrni matice a vidime, Ze jedno
z vlastnich ¢isel matice [Q (B — A\I)~'Q|[Q ' EQ] je —1.

Déle plati

VXeC: |\ < |X] Ve o(X),
coz muzeme najit naptiklad v [4].
Tedy z predchoziho plyne
-1 <@ (B - A)~'QQ EQ]|

coz jsme chtéli dokazat.

O

Véta 8 (Gershgorinova). Necht A € C**™, komplexni ctvercovd matice, oznacme
Vi = Yy glail, i =10 ma G ={€Ct[§ —ay| <y}, i =1,...,n.
Potom plati

Pokud je m kruhi izolovdno od ostatnich, pak v jejich sjednocent leZi prdve m
vlastnich cisel matice A.

?Funkciondl [|A|| = max)z =1 [[AZ]| nazyvdme maticovou normu generovanou normou | -
|. Kazdd takovd norma je navic konzistentni, tj. pro AB € R™ ™ plati ||AB| < ||A] |B].
Podrobnéji v [4.
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Diikaz. Pro libovolnou B € C™*™ vezmeme nasledujici normu:

n
IBloe = max > |byl,
i=1

1<i<n

kde b;; jsou prvky matice IB%El
Nyni pouzijeme Lemma [7] kde polozime

Q:=1L

B := diag(ai1, - - -, nn),
E:=A-B,

A=\ € a(A);

zde analogicky a;; jsou prvky matice A.
Dokazeme, ze muzeme nalézt kruh, ve kterém lezi . Predpokladejme, zZe
a; # N\, i=1,...,n, jinak je dokazovany vztah trividlni.

Ze vztahu (2.4) po dosazeni plyne
1 < |[[diag(aiy, . ., ann) — M| A — diag(ayy, . . ., @un)]|loo-

Odtud a z definice || - || mame

=141 @i
1 < max ZI=Li7e dis
Ti<isn A — ag

a vime, ze norma se nabyva, tedy

Jie{l,...,n}: N—aul < Y ayl,

j=1,ji

coz jsme chtéli dokazat.
OJ

Nyni se mizeme vratit k tomu, co chceme dokizat o nasem systému
pro pevné k libovolné (sledujeme zvoleny kompartment) a i,j = 1,...,n (ruzné
metabolity). Oznacime matici soustavy Ay a rozepiseme si zvlast jeji prvky (a;;)
na diagonale a mimo ni:

aij = Brij i # 7, (2.5)
@i =Nk — Y. Brij- (2.6)
i=Li#j

Vezmeme libovolné vlastni ¢islo n € o(A) a z Gershgorinovy véty [§f mame

n

Jie{l,...,n}: In —ay;| < Z ;).
j=T A
3Maticovd norma || - ||o je generovand, diky tomu miiZeme pouzit Lemma
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Dosadime z (2.5)) a (2.6
I+ > Bra— ikl <X Brasl- (2.7)
J=Lj#i j=1,j#i

Potom miizeme zménit poradi s¢itancti a odhadnout ¢len na levé strané ne-
rovnosti ([2.7) nasledujicim zptsobem

Re((n—Xie) + D Brij) <|1—=Xik)+ D Brajl.
=T =T

Protoze A\j, a B i; jsou redlnd ¢isla a S ;; jsou navic nezaporna, mizeme vztah

(2.7) dale upravit

Re(n) — A\ix + Z Br,ij < Z Bh.ij- (2.8)
J=1,j#i j=1,ji
Potom . .
Re(n) = Ain < > Brij— Y. Brij=0. (2.9)
=1 =1
A tedy
Re(n) < X <0. (2.10)

Tento vztah plati pro libovolné vlastni ¢islo matice Aj a tedy jsme dokéa-
zali, Ze Teseni soustavy bude asymptoticky stabilni v ptipadé, ze Ay < 0 pro
Vie {1,...,n}. Zkoumané koncentrace se budou asymptoticky blizit k nule dle
Véty B} Pokud v daném ptipadé existuje A, = 0, pak muze mit matice Ay, néjaké
nulové vlastni ¢islo a stabilita zalezi na jeho nésobnosti a prostoru prislusnych
vlastnich vektort, viz Véta [
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3. Slozitéjsi model obsahujici
navic chemickou reakci
metabolita v téle

V nésledujici ¢asti budeme popisovat model formulovany v ¢lanku Luka a kol.
.

Pregnan X receptor (PXR) hraje dilezitou roli pri regulaci hepatického me-
tabolismu. Ukazuje se, Ze reguluje vznik CYP3A4 enzymu, coz je dilezity enzym
v lidskych jatrech. PXR miize byt aktivovan Sirokym spektrem sloucenin. Poté,
co je aktivovan, se PXR propoji s X receptorem (RXR) a tvori heterodimer, ktery
se vaze k odpovidajicimu elementu DNA a zptisobuje vzrist transkripce, coz vede
ke zvyseni mnozstvi CYP3A4.

Tento proces miizeme popsat matematickym modelem. Model predpovida stu-
pen indukce CYP3A4 mRNA a vznik bilkovin v zdvislosti na aktivaci PXR.

Pro potifeby modelu je PXR aktivovan latkou rifampicin. Parametry a kon-
stanty pro vypocet vezmeme z ¢lanku [I].

Zkoumanou situaci nejlépe zjednodusené popiseme obrazkem.

3.1 Formulace modelu

Vezmeme zakladni dvoukompartmentovy model, kde uvazime krev jako kom-
partment ¢. 1 a tkan jater jako kompartment ¢. 2.

AN

Krev

V=V,

QL QL

Jatra
V5

\ Metabolismus

Obrazek 3.1: Schéma uvazovaného dvoukompartementového modelu, viz [1].

W

Podobné jako v predchozim prikladu, rifampicin davkujeme intravenozné
a uvazujeme nasledujici pocateéni podminky:
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o vychozi koncentrace rifampicinu v krvi odpovidda mnozstvi, které davku-
jeme, tj. Cy(to) = 11,

« vychozi koncentrace rifampicinu v jatrech je uvazovana nulova,

tJ Cg(to) — O,

o dale uvazujeme vychozi nulovou koncentraci latek PXR/RXR a za vychozi
hodnoty mRNA a CYP3A4 bereme jejich stalé hladiny, tj.

Pr

kRNAdeg

PXR
P/R dimer
DNA
Cl _)®_) CQ
/6\ \

CYP3A4 \bJ mRNA
Obrazek 3.2: Popis zkoumaného procesu. Cisla reprezentuji jednotlivé reakce,
které jsou popsany v tabulce Ptevzato z ¢lanku [1].

krst

Cpr(to) =0, Crurnal(to) = , Coypsaa(ty) = - Crmrnal(to).

kCYPdeg

A
A

Cislo Reakce

ucinnd latka (xenobiotikum) vstupuje do tkéné

PXR se vdze na xenobiotikum, tvoii se PXR/RXR heterodimer,
ktery se rovnéz rozpada na PXR a xenobiotikum

PXR/RXR se vaze s DNA, umocnuje se transkripce

produkce mRNA v pozadi

degradace mRNA

translace mRNA, formovani proteinu

degradace CYP3A4 proteinu

CYP3A4 protein metabolizuje xenobiotikum

N =

0 3 O Ot = W

Tabulka 3.1: Tabulka reakei popsanych na obrazku

Prvni rovnice popisuje zménu koncentrace rifampicinu v krvi. Rifampicin je
intravenézné davkovan do krve rychlosti (D(t)), ddle ho ¢ast prechazi do jater,
Chst zistéava v krvi (Qr - £ — QLCh) a Gast je vyluCovana v modi (KC)):

dC, D(t)+QL'%_QL01_K01

(3.1)

dt Vi =V,

17



Druhou rovnici popiseme zménu koncentrace rifampicinu v jatrech.

Clen %L (01 — %) odpovida prechodu rifampicinu z krve do jater. Déle
—kassocCo (Cpxr — Cpr) — kmetCoy p3a4Co reprezentuje spotiebu rifampicinu pri

metabolické reakci, kterou zkoumame:

ddCQ _ 9 (01 - > — kassocCo (Cpxr — Cpr) = kmetCoyp3aaCa.  (3.2)
t W

Nyni popiseme samotné metabolické procesy v jatrech.

Nejdiive vznikd PXR/RXR heterodimer (kgs50cCo (Cpxr — Cpr)) a déle pred-
pokladédme, ze se zaroven rozklada (k4sCpr). Jednd se o chemickou reakei prvniho
radu, coz odpovida tomu, ze exponenty u koncentraci a konstant jsou rovny 1,
viz Zdklady fyzikalni chemie: vybrané kapitoly pro posluchace Farmaceutické fa-
kulty [0], kap. 7. 1. 3.,

dC
d:R = kussocC2 (Cpxr — Cpr) — kaisCpr- (3.3)

Poté probiha genova transkripce (k7sxCpr), mRNA je zaroven produkovano
v pfirozené mife vzdy (Pg) a zaroven probihd jeho rozklad, (kmarnadegCmana):

deRNA

T krskCpr — kmrN adegCmrna + Pr. (3.4)

A nakonec vznika bilkovina CYP3A4. Genovou translaci opét predstavuje
transla¢ni konstanta prvniho fadu (k7s.Crrya) a vznikla latka se rovnéz dale

rozkladd (kcy paegCoy p3aa):

dCCYP3A4

dt = kTSLCmRNA - kCYPdegCCYP3A4- (35>

Tabulky pouzitého znaceni a jednotek:

Oznaceni Jednotky Vyznam

C, e koncentrace v krvi

Cy % koncentrace v jatrech
Crr e koncentrace PXR/RXR
CRNA e koncentrace mRNA
Covpsaa % koncentrace CYP3A4

Tabulka 3.2: Prehled neznamych funkei.
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Oznaceni Hodnota Jednotky Vyznam

D(t) 10 s rychlost davkovan{

Qr 1.3 m];n rychlost proudéni krve

Ry, 0.0111  bezrozm. délici koeficient

Vr 15.7 L celkovy objem distribuce

Vs 1.815 L objem jater

K 0.1671 mLm rychlost vylucovani

Cpxr 1.35 x 107! g koncentrace PXR

Pgr 423 x 1077 T produkce mRNA v pozadi

kassoc ]f,ffiﬁs mgfn - asocia¢ni konstanta pro tvorbu PXR/RXR

Kmet 2.47 x 107° o L . metabolickd konstanta druhého radu
g-min

Kdis 1.03 x 1074 mlin disocia¢ni kostanta prvniho radu

krsk 39.3 mlm transkripcéni konstanta prvniho fadu

EmRN Adeg 0.04 mlin degradacni konstanta prvniho radu

krsr, 2.5 mlin translac¢ni konstanta prvniho radu

kcy Pdeg 2.7x 1074 mlin koeficient rozkladu CYP3A4 prvniho radu

Tabulka 3.3: Piehled pouzitych konstant a jejich uvazované hodnoty dle [1J.

Mame tedy kompletni soustavu ODR véetné poc¢atecnich podminek a mizeme
najit jeji lokdlné jednoznacné tesenf!]

3.2 Vypocet reseni ziskané soustavy ODR

K teseni soustavy ODR pouzijeme dvé rtuzné numerické metody a podivame
se na to, jak se lisi jejich feseni. Divodem je fakt, Ze se jedna o stiff ulohu. Coz
nahlédneme ve zbyvajici ¢asti kapitoly.

K implementaci vypoctu pouzijeme vypocetni software MATLAB, ktery jiz
disponuje funkcemi, jez budeme potrebovat. Zdrojovy kéd vypoctu lze nalézt
v priloze ¢. 1.

Stiff dlohy jsou definovany jako tlohy s velkym tlumicim pomérem, tj. podil
realné ¢asti nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢isla linearizované soustavy je velké
c¢islo. Tento fakt zptsobuje, ze v pripadé, kdy chceme pouzit explicitni metodu
pro feseni ODR, musime zvolit velice maly krok pro zachovani stability vypoctu.
Pti vypoctu v praxi potom potiebujeme velké mnozstvi casu k ziskani vysledku.
Oproti tomu, pokud pouzijeme naptiklad néjakou implicitni metodu k feseni stiff
uloh, kterd si v pruibéhu vypoctu upravuje podle potieby délku kroku, a tedy
vypocet zjednodusi v usecich, kdy se feseni ,moc neméni“, dostaneme feseni
v mnohem kratsim case.

Teorii pro stiff ilohy se nebudeme dale zabyvat, nebot neni hlavnim cilem této
prace. Vice informaci k dané problematice 1ze nalézt napiiklad v [5]. Nyni pouze

!Snadno se ovéii, ze funkce, kterd definuje soustavu, je lokdlné lipschitzovska na oteviené
souvislé mnoziné, a tedy splnuje predpoklady Picardovy véty viz
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porovname feseni, ktera jsme obdrzeli za pouziti zdkladni metody pro feseni ODR
ode45 a specialni funkce odels pro stiff tlohy v MATLABu.

Vypocet Kroky odel5s Kroky ode45
Koncentrace rifampicinu na [0, 1000] 108 77 925
Indukce CYP3A4 na [0, 5000] 138 389 517

Obrazek 3.3: Pocet krokii potiebnych pro vypocet feseni pomoci odelbs a ode4d.

Pokud porovndme obrazek a snadno pozndme, %e pro ziskani feseni
nasi tlohy pomoci obycejné tesici funkce ode/5 v MATLABu potiebujeme nepii-
meérené mnozstvi délicich bodi, coz mizeme vidét i v tabulce Stejné pozoro-
vani miizeme provést i pri vypoctu funkce koncentrace Coy p3a4 na obrazcich

a3

Reseni pomoci ode15s

koncentrace rifampicinu (mg/L)
N
o

15 7
10 7
5 4
0 ooogo a o
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

¢as (min)
Obrazek 3.4: Koncentrace rifampicinu v krvi pii davkovani 600 mg v pribéhu

prvnich 60 minut. ReSeni ziskané pomoci funkce odel5s - krouzky znad jednotlivé
uzly vypoctu.
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Reseni pomoci ode45

w
o

N
(63}

-
(3}

10

koncentrace rifampicinu (mg/L)
n
o

0 | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

¢as (min)

Obréazek 3.5: Koncentrace rifampicinu v krvi pri davkovani 600 mg v prubéhu
prvnich 60 minut. ResSeni ziskané pomoci funkce ode/5 - krouzky znaci jednotlivé
uzly vypoctu.

Reseni pomoci ode15s
700 \ \ \ \

600

500

400

300

indukce CYP3A4

200

100

0 > | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

¢as (min)

Obréazek 3.6: Indukce CYP3A4 v jatrech. Reseni ziskané pomoci funkce odel5s -
krouzky znaci jednotlivé uzly vypoctu.
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Reseni pomoci ode45
700 T T T

600 -

500 -

400

300

indukce CYP3A4

200

100

0 1000 2000 3000 4000 5000
cas (min)

Obréazek 3.7: Indukce CYP3A4 v jatrech. ReSeni ziskané pomoci funkce ode45 -
krouzky znaci jednotlivé uzly vypoctu.

3.3 Vypocet tlumiciho poméru

Nyni linearizujeme nasi soustavu rovnic ve smyslu Véty [6] a podivame se na
jejl vlastni ¢isla. Z toho budeme moci rovnéz usoudit néco o stiff vlastnosti tlohy
a stabilité jejiho TeSeni.

_% % 0 0 0
%L * KassocCa(t) 0 —kmet Co(t)
At) = 0 ¢ KassocCa(t) — kais 0 0 ;
0 0 krsk —kmRN Adeg 0
0 0 0 krst —kcy Pdeg

kde * = — V?éL - kassocCPXR + kassocCPR(t) - kmetOC’YPSAZl(t)
a ‘ = kassocCPXR - kassocCPR(t)-

Tam, kde mame v matici ¢leny zavislé na case z tabulky se jeji prvky
v zévislosti na case méni.

Nyni snadno spocteme vlastni ¢isla matice A(t):
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__ Gt K

AL(t) A (3.6)

Ao(t) = — VQ}; KassocCPxR + KassocCPR(t) = kmetCoy paaal(t) (3.7)
2Ry,

A3(t) = = kais — KassocCa(t) (3.8)

A(t) = = kmRN Adeg (3.9)

As(t) = — Koy paeg- (3.10)

Vidime, ze vSechna vlastni ¢isla jsou zaporna v kazdém case, tedy reseni je
podle Véty [6] asymptoticky stabilni.
Déle muzeme vypoditat tlumici pomér L(t) :

. ma:z:‘z-:17,,,75 |R€()\l(t))|

L(t) = minj—i,..5 |Re(\;(t))]’

coz je funkce zavisla na case, kde pro vsechna ¢ plati L(t) > 1, tedy miuzeme
fici, ze tlumici pomér ulohy je velky a tedy se jedna o stiff tlohu. Kéd pouzity
pro vypocet tlumicitho poméru se nachazi v priloze ¢. 2 a jeho velikost miizeme
pozorovat i na obrazku [3.8] Lze si v§imnout, Ze zmény v tlumicim poméru samot-
ném nejsou velké a nepozorujeme tak prinosnou souvislost mezi L(t) a velikosti
casového kroku algoritmu odelds na obrazcich.

«10° Zména tlumiciho poméru v zavislosti na ¢ase
63 T T T T T T T T

6.25

6.2

6.15

6.1

6.05

velikost L

5.95

5.9

5.85

58 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

¢as (min)

Obrézek 3.8: Tlumici pomér ilohy v zavislosti na case.
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Pro tplnost jesté uvadime teseni celé soustavy ziskané pomoci funkce odels.
Vysledné funkce miizeme pozorovat na obrazku|3.9|a kde mizZeme pozorovat
prubéh funkei v pokrocilém case.

12 Rychlost davkovani rifampicinu -y 4 Koncentrace rifampicinu v krvi
j=)
£
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IS £ 30
> 8 2
£ Q.
< 6 £
P 8 20
S 4 =
g 8
& 2 g 10
= c
0 § 0
0 200 400 600 800 1000 2 o 200 400 600 800 1000
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- 05 Koncentrace rifampicinu v jatrech o 15X 104 Koncentrace PXR/RXR
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¢as (min) ¢as (min)

. Koncentrace mRNA =5 Koncentrace CYP3A4
J0.15 3, 250

2 S

£ 3 200

S o1 S

o a 150

e 5

3 @ 100

8 0.05 S

€ = 5

(9] =

2 8

S o0 5 o0

< 0 200 400 600 800 1000

200 400 600 800 1000
¢as (min) ¢as (min)

o

Obrazek 3.9: Prubéh sledovanych funkei v zévislosti na ¢ase na [0,1000]. Pro
porovnani uvadime i priubéh funkce davkovani rifampicinu.
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Obrazek 3.10: Prubéh sledovanych funkei v zavislosti na ¢ase na [0,10000]. Pro
porovnani uvadime i priubéh funkce davkovani rifampicinu.
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Z.aver

Odvodili jsme zakladni farmakokineticky model distribuce léku v organismu
a analyzovali jeho vlastnosti — jednoznacnost feseni a stabilitu. V zakladnim pfi-
padeé se jedna o homogenni soustavu diferencialnich rovnic s konstantnimi koefici-
enty, kterou mizeme snadno Tesit pomoci maticové exponencialy. Jednoznacnost
dostavame diky pocateénim podminkam. Fakt, Ze je soustava stabilni, jsme ovérili
v pripadé, ze se sledované latky v jednotlivych kompartmentech neprodukuji.
zahrnuje i chemickou reakci metaboliti popsanou v literatufe (kdy dochazi ke
zpétné regulaci koncentrace uéinné latky pomoci aktivace prislusného proteinu).
Ziskana soustava ODR, pak obsahuje nékteré nelinearni ¢leny. Uvedli jsme proto
teorii k linearizované stabilité reseni a k lokalni jednoznac¢nosti feseni obecné sou-
stavy ODR. Pfi numerickém feseni soustavy jsme zjistili, ze jsme ziskali tzv. stiff
problém, ktery neni snadno TeSitelny pomoci standardnich numerickych metod
pro vypocet ODR. Z toho diivodu jsme srovnali rizné metody numerického te-
seni nasi soustavy a provedli vypocet tlumiciho pomeéru, ktery ndm dava informaci
o tom, Ze je nas problém stiff, a ze problémy pri vypoctu feseni nejsou zpusobeny
jinym faktorem. VSechny vypocty jsme implementovali v prostiedi MATLAB.
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Prilohy

1. Vypocet fesSeni soustavy z kapitoly

Pouzivame MATLAB R2016b.

%nejprve si definujeme konstanty

Q = 1.3; %rychlost proudeni krve

R = 0.0111; Ydelici koef

Vt = 15.7; %celk. objem

V2 = 1.815; %obj. jater

K = 0.1671; Y%rychl. vylucovani

pxr = 1.35*le-1; %konc. PXR

P = 4.23x1e-7; Yprodukce mRNA na pozadi
kmet = 2.47*1e-5; %met. konst

kdis = 1.03*1le-4; %disoc. konst
kass = kdis/5.6; %asoc. konst
ktsk = 39.3; %transkripce

krnad = 0.04; %degr. RNA

ktsl = 2.5; %translace

kcypd = 2.7*1le-4; Ydegr. CYP3A4

¢ = zeros(5,1) ;%oznacime c vektor koncentraci kde

d = zeros(5,1);%vektor koncentraci, kdyz resime ode4b5
%c(:,1) - koncentrace v krvi

%ec(:,2) - konc. v jatrech

%c(:,3) - konc. PXR/RXR

%c(:,4) - konc. mRNA

%c(:,5) - konc. CYP3A4

%pocatecni podminky vyjadrene v textu jako podil konstant
c4tz = P/krnad;

c5tz = (ktsl/kcypd)*cdtz;

%reseni

%koncentrace rif. v krvi

[t,c] = odel5s(@odel, [0 1000], [11 O O c4tz cbtzl);
[s,d] = ode45(@odel, [0 1000], [11 O O c4tz c5tzl);
figure(’Name’,’Zména koncentrace rifampicinu v krvi’);

subplot(1,2,1);

plot(t,c(:,1),’-or’);

title(’ReSeni pomoci odelbs’);
xlabel(’¢as (min)’);

ylabel (*koncentrace rifampicinu (mg/L)’);

subplot(1,2,2);

plot(s,d(:,1),’-or’);

title(’ReSeni pomoci ode45’);

xlabel(’¢as (min)’);

ylabel (*koncentrace rifampicinu (mg/L)’);

%kolik jsme potrebovali kroku
odel51=length(c(:,1));
ode451=1length(d(:,1));
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%koncentrace CYP3A4

[t,c] = odel5s(@odel, [0 5000], [11 O O c4tz c5tz]);
[s,d] = ode45(@odel, [0 5000], [11 O O c4tz c5tz]);
figure(’Name’,’Zména koncentrace CYP3A4 v jatrech’);

subplot(1,2,1);
plot(t,c(:,5),’-ob’);
title(’ReSeni pomoci odel5s’);
xlabel(’&as (min)’);
ylabel(’indukce CYP3A4’);

subplot(1,2,2);
plot(s,d(:,5),’-ob’);
title(’ReSeni pomoci ode45’);
xlabel(’Eas (min)’);
ylabel(’indukce CYP3A4’);

function [ dcdt ] = odel(t,c)
%nacteni ode jako funkce

Q = 1.3; %rychlost proudeni krve
R = 0.0111; %delici koef

Vt = 15.7; Y%celk. objem

V2 = 1.815; %obj. jater

K = 0.1671; Y%rychl. vylucovani
pxr = 1.3b5*le-1; %konc. PXR

P = 4.23x1e-7; Yprodukce mRNA na pozadi
kmet = 2.47%x1e-5; Ymet. konst
kdis = 1.03*1le-4; %disoc. konst
kass = kdis/5.6; %asoc. konst
ktsk = 39.3; %transkripce

krnad = 0.04; %degr. RNA

ktsl = 2.5; %translace

kcypd = 2.7*1le-4; Ydegr. CYP3A4
dcdt = zeros(5,1);

if t<60

Dt=11;
else

Dt=0;
end
dcdt (1) = (Dt+Q*c(2)/R - Q*c(1) - K*xc(1))/(Vt - V2);
dcdt(2) = (Q/V2)*(c(1) - c(2)/R) - kass*c(2)*(pxr - c(3)) - kmet*c(5)*c(2);
dcdt (3) = kass*c(2)*(pxr - c(3)) - kdis*c(3);
dcdt(4) = ktsk*c(3) - krnad*c(4) + P;
dcdt (5) = ktslxc(4) - kcypd*c(5);
end
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2. Vypocet tlumiciho pomeéru ulohy v kapitole

[t,c] = odel5s(@odel, [0 1000], [11 O O c4tz c5tz]);

u=linspace(0,length(c(:,1)));

11=-(Q+K) / (Vt-V2) . *ones (length(c(:,1)),1);

12=-Q/ (V2#R) . *ones (length(c(:,1)),1)-kass*pxr+c(:,3)-kmet*c(:,5);
13=-kdis.*ones(length(c(:,1)),1)-kass*c(:,2);
14=-krnad.*ones(length(c(:,1)),1);
15=-kcypd.*ones(length(c(:,1)),1);

for i=1:length(c(:,1))
L(i)=-12(1)/min([-11(i),-13(i),-14(i),-15(1)1);
end
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