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Uvod

Mechanika kontinua je hojné studované téma, da se pomoci ni totiz modelovat
velké mnozstvi jevll projevujicich se v prirodé, ¢i technice. V ptipadé stacionar-
niho, nestlacitelného proudéni (jimz se zde budeme zabyvat) je to pfedevsim
mechanika tekutin, kde se daji tyto modely vyuzit. My se zde budeme zabyvat
volbou okrajovych podminek na umélé hranici (tedy takové, za kterou proudéni
déle pokracuje) a jejich vlivem na FeSeni Navierovych-Stokesovych rovnic popisu-
jicich toto proudéni.

Volba okrajovych podminek na umélé hranici je ve vétsiné pripadt otevieny
problém, nebot jejich volbou zadévame vlastnosti hledaného proudéni, které ale
dopfedu neznadme. Volbou nespravné okrajové podminky tak mutzeme dostat
feSeni problému, ktery s nasim zadanim souvisi jen velmi vzdéalené nebo viibec.
Vhodnost okrajové podminky navic zalezi na tloze, pro jednu tilohu mtze dana
okrajova podminka fungovat pomérné dobfe, pro mirné pozménéni zadani ¢i dat
jiz muze byt nevyhovujici a naopak. Neexistuje nic jako idealni okrajova pod-
minka.

My zde budeme zkoumat jednoduchéa rovinna proudéni Poiseuilleovo a Couet-
teovo a budeme hledat vhodné pritokové a vytokové podminky na umélé hranici
pro ulohu pritoku tekutiny do kanalu nebo naopak vytoku z néj. Jak uz bylo
feceno vyse, proudéni budeme uvazovat stacionarni, rovinné a nasi tekutinu ne-
stlacitelnou a navic homogenni.

Abychom védéli, jaké chovani tekutiny u vytoku z kanalu pozadujeme, zave-
deme si nejprve jednoduchou polygonalni oblast, ktera bude reprezentovat cast
kanalu u usti do néjakého rozlehlého rezervoaru a ¢ast tohoto rezervoaru.

Pred tim, nez se pustime do téchto ivah, predstavime a vétsinou i odvodime
zékladni vztahy mechaniky kontinua, zejména pro ptipad stacionarniho (nezavis-
lého na ¢ase) proudéni nestlacitelné, homogenni kapaliny. V druhé ¢asti potom
odvodime slabou formulaci Navierovych-Stokesovych rovnic a predstavime nej-
klady pro existenci slabych feSeni Navierovych-Stokesovych rovnic. Ve tieti a po-
sledni kapitole pak provedeme vyse zminéné numerické experimenty. Budeme je
provadét metodou konecénych prvkia v softwaru FEniCS a pomoci nich se bu-
deme snazit odvodit vhodné pfitokové a vytokové okrajové podminky uvedenych
uloh. Polozime si pii tom otazku, zda se nami studované tlohy fidi Bernoulliho
principem. V pfiloze navic prezentujeme obrazky proudéni, které vznikne feSenim
uvazovanych tloh.



1. Zakladni vztahy mechaniky
tekutin

1.1 Pohyb a jeho popis

Tekutinu, jejimz pohybem se budeme zabyvat, miizeme chapat jako mnozinu
hmotnyjch bodi B. Jeji pohyb pak popiSeme pomoci zobrazeni y : Bx I — R3, kde
I = (11, 7) je Casovy interval a R? je euklidovsky prostor. Zobrazeni hmotnému
bodu X € B v ¢ase t € I prifadi polohovy vektor x € R3,

x = x(X,1).

Zapisem B, ;, P, budeme znacit konfigurace mnoziny hmotnych bodt B a P
v Case t, kde P je borelovskd podmnoznina B,

Bx,t = X(Bv t)

Pohyb x budeme pro jednoduchost uvazovat dostatecné hladky, aby existovaly
derivace podle X a t takového radu, ktery bude potieba.

Mezi vSemi moznymi konfiguracemi B mutzeme zvolit jednu referencni konfi-
guraci a muzeme zadefinovat prosté zobrazeni k z abstraktniho télesa B na tuto
jeho konfiguraci, coz je podmnozina euklidovského prostoru. Body této konfigu-
race budeme znacit X,

X = k(X).
Miuizeme tak pohyb psat bez uvadéni abstraktniho télesa B jako

x = x[r (X)), t] = xx(X,1).

Pohyb lze tedy chapat v kazdém case jako zobrazeni referenc¢ni konfigurace na ak-
tualni konfiguraci x(B,t), jde o zobrazeni z prostoru do prostoru. Volba referenc¢ni
konfigurace je libovolna podobné jako volba soutadného systému a pro kazdou
referenc¢ni konfiguraci se funkce y, navzajem lisi.

Pted tim, nez se zaméfime na moznosti popisu pohybu tekutiny, zadefinujeme
pojmy rychlost x a zrychleni X jako casové derivace pohybu,

X = atX<X7 t)>
% 1= 02x(X,1).

Jednou moznosti jak popsat pohyb tekutiny je uziti referenéniho (Lagran-
geova) popisu, kdy hmotnému bodu X piifadime jeho pozici X v ¢ase t = 0.
Uzivame tedy referencni konfiguraci a x klademe rovno x(-,0). Jako nezavislé
proménné jsou chapany X a t.

Pro proudéni tekutiny pouzijeme prostorovy (Euleriv) popis. Zde je pozornost
zameéfena na soucasnou konfiguraci télesa a jako nezavislé proménné jsou chapany
x a t. Kazdou funkci f(X,t) lze nahradit funkci F(x,t):

f(Xv t) = f[X_l(X’ t)vt] = F(Xv t)'



Eulertiv popis se tedy vyuziva ke zkoumani dané ¢asti prostoru v priitbéhu casu.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze hodnota kazdé funkce hmotnych bodt z B
v Case t je zarovenl ddna polem definovanym na konfiguraci B, ;. Tim dostavame
pole rychlosti a pole zrychleni:

x =x(x,t), *x=3%x(x,t).

Znacime zde pomoci X a X pole a zaroven jejich hodnotu. Rychlost budeme také
znacit jako u. Tedy u = x.

Zavedme jesté hmotnost mnoziny hmotnych bodt umisténych v prostoru jako
miru M absolutné spojitou vzhledem ke standardni lebesgueové mire. Potom
v kazdém ¢ase t existuje podle Radon-Nikodymovy véty hustota p(-,t) spliiujici

M(Pxﬂt)—/ p(x,t) dx.

Pt

1.2 Operace v Eulerové popisu

V mechanice kontinua je ¢asto pro hodnotu popisované velic¢iny pouzivan zkra-
ceny zapis nerozlisujici hodnotu funkce f od pfislusnych funkci v referenénim ¢i
prostorovém popisu. Je-li tedy f = f (X,t) = f (x,t), pak pfi derivovani neni pa-
trné, ktera z funkci f , f je myslena. Zavedeme proto odlisné znaceni prislusnych
derivaci:

e f, Vxf a divxf budou oznacovat derivaci podle Casu, prostorovy gradi-
ent a divergenci funkce f (f se ¢asto oznacuje jako ,materidlova“ casova
derivace),

e zatimco O, f spolu s divyf = divf a Vi f = Vf budou oznacovat derivace
funkce f.

Jelikoz x = x,.(X,t), tak aplikaci fetizkového pravidla dostavame:
f=0f+ (V)%
Specialné pro zrychleni plati

= Ju+ (Vu)u.

1.3 Sily, princip tlaku
Na casti P télesa B ptsobi v case t sily. Budeme rozlisovat dva druhy sil:

objemové sily (body force) Fy(P,t), chdpané jako absolutné spojité funkce vnitiku
Py.t, a plosné sily (contact force) F.(P,t), absolutné spojité funkce hranice 0P, ;.



Vysledné sila F pisobici na P v case t je potom dana
F(P,t) =Fy(P,t) + F.(P,t),
kde

Fy(P,t) = / pf dx, F.(P,t) = / tdo.
Px,t 873)(,,5

Funkci f = f(x,t) budeme nazyvat hustota vnéjsich sil a t = t(t,x,n) budeme
nazyvat trakce (traction), ¢i vektor napéti (stress vector).

Vektor napéti obecné zavisi na orientaci plosky do povrchu 0P, :, to jest
na vnéjsim jednotkovém vektoru n(x) (viz Euler-Cauchy stress principle, napt.
v [1). Za platnosti zékonu zachovani hybnosti a za pfedpokladu, ze v materidlu
nepusobi dvojice sil (lokalni ptisobeni, které by mélo otacivy Gcinek), 1ze odvodit
(viz [2]), Ze zavislost t(¢,x,n) na n lze popsat pomoci Cauchyho tenzoru napéti
T = T(x, t) nasledujicim vztahem

t=T-n.

V tomto pripadé zdkon zachovani momentu hybnosti odpovida pozadavku, aby
Cauchyho tenzor napéti byl symetricky, T = T .

1.4 Odvozeni rovnic

V této ¢asti odvodime zakladni rovnice mechaniky kontinua, rovnici kontinuity
a rovnici hybnosti (nékdy téZ pohybova rovnice). Pfi jejich odvozovani se ndm
bude hodit nasledujici lemma.

Lemma 1.1. Necht x, je zobrazeni definované vyse a u je rychlost. Oznacme
ddale A Jacobiho matici zobrazent x, a jako J determinant matice \. Pak plati
ndsledugjici rovnost:

J = div(u)J.
Diikaz. Nejprve s uzitim Einsteinovy sumacni konvence pocitejme:

Ay Ao 4 (Oxe) DRt Oxe (O,
dt™” At oX;  dt \0X, ) 90X; = 0X,dt \ 9X;
ou; 8/@,;1 _ O0u; Oxy, 8/{,;1 0w, Oxy,

T 00X, 0X; 0%, 0X), 0X; 0%, 0X;

Dale mtzZeme oznacit jako ®;; matici J, kterd mé i-ty fadek nulovy, pouze na
pozici (7, j) mé jednicku. Potom ¢asovou derivaci jakobidnu muzeme spocitat:

ou; Oxy,
Zdet [Z Dy U] Zdet [Z ®;; ail (9))(( ]

ou,;
Z axZJ div(u)J,

kde ve treti rovnosti vyuzivame, ze prictenim nasobku jednoho radku
ke druhému se determinant nemeéni. O




Rovnice kontinuity (equation of continuity). Vyjdeme ze zdkona zacho-

vanl hmotnosti:

P - [

coz se da prepsat jako

p(X, tl) dx = / p(X, t2) dx = M(,vatz)a
)

X>t1 X>t2

— t)dx = 0.
dt Pxf(x’) *

Pro dalsi Gpravy zvolme x(P) referenéni konfiguraci P, ¢imz se zbavime zavislosti

na case a miuzeme pocitat:

d d .
— pdx:—/ deX:/ deX—i—/ pJ dX
dt Jp,., dt Juc) K(P) K(P)

:/ [Oip+ (Vpy) - u]J dX + / pdiv(u)JdX
K(P) +(P)

= Op + div(pu) dx.
Pt

Vztah plati pro kazdou borelovskou P C B akazdét € I. Tedy 0;p+divg(pu) =0
skoro vsude. My ale uvazujeme hustotu i rychlost spojité diferencovatelné, vztah
tedy plati pro vSechna x € B a v kazdém case t € I. Tim jsme odvodili nasledujici

rovnici znamou jako rovnice kontinuity:

Op +div(pu) =0, VxeB,Vtel.

(1.1)

Rovnice hybnosti (Momentum equation). Nyni pouzijeme zékon zacho-

vani hybnosti, ktery 1ika, ze

Coz podle vyse uvedené diskuze o silach mizeme prepsat jako

d
= dx —
i ], e /P

X

pfdx + / T-ndo.
ot OPx.t

Potom opét zvolme vhodnou referenéni konfiguraci x(P) a pocitejme:

d : .
— (pu)dx = — (pu)J dX = / (pu)J dX + / (pu)J dX
dt Jp,, dt Jxc) K(P) w(P)
= / (O(pu) + V(pu)u) JdX + / (pu)div(u)J dX
&(P) ~(P)

= O¢(pu) + div(pu ® u) dx.
Pt

Z Gaussovy véty dale plyne vztah:

/ T~nda:/ divT dx.
Pyt P

Xt

(1.2)

(1.3)

(1.4)



Dosadime-li do (|1.2]) vztahy (1.3]) a (1.4]), dostavame:
/ O(pu) + div(pu ® u) dx — /
Pyt

divTdx = / pfdx.
Px.t P

Xt

Vztah opét plati pro kazdou P C B v kazdém case t. Tedy jsme ziskali nasledujici
rovnici zvanou rovnice hybnosti:

O(pu) + div(pu ® u) — divT = pf, Vx € B,Vt € I. (1.5)

Nestlac¢itelna homogenni kapalina. Uvazime-li nestlacitelnou kapalinu, pak
mnozina hmotnych bod P C B s ¢asem neméni objem, tedy

d

— dx = 0.
dtpwx 0

Tento vztah mizeme pomoci lemmatu (1.1)) takto upravovat:

4 dx:/ JdX:/ div(u)JdX = [ div(u)dx.
dt Jp,., w(P) w(P) Py

Tedy pro nestlacitelnou kapalinu plati
div(u) =0, VxeB,Vtel. (1.6)

My budeme navic uvazovat homogenni kapalinu, tedy p > 0 je konstantni. Diky
tomu se rovnice kontinuity redukuje na (1.6)).

Za predpokladu platnosti takzvanych Stokesovych postuldti (viz [3], Theorem
1.8.7) lze odvodit tvar Cauchyho tenzoru napéti

T=—pl+S=—pl+ 2uD, (1.7)

kde u je konstanta viskozity, I je jednotkova matice a D je symetrické cast gradi-
entu u,

1
D=3 (Vu+ (Vu)').
Stokesovy postulaty jsou:
1. T=—pl+S.

2. Tenzor S je spojitou funkci tenzoru rychlosti deformace
1
D= 3 (Vu+ (Vu)').

3. Tekutina je izotropni.

4. Je-li tenzor rychlosti deformace nulovy, pak na tekutinu ptisobi pouze tla-
kové sily.

5. Vztah mezi T a S je linearni.

Této uvazované nestlacitelné kapaliné se fika Newtonovskd a soustavé rovnic (1.6
a (|1.5]) se po dosazeni (1.7) ¥iké (nestlacitelné) Navier-Stokesovy rovnice.
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Bezrozmérna formulace. V nasledujicim zavedeme nenulové konstanty cha-
rakteristicky rozmeér X*, charakteristickou rychlost U*, charakteristicky tlak P*,
charakteristicky cas T* a charakteristickou hustotu vnéjsich sil F*. Jsou to kon-
stanty o rozmérech piislusnych veli¢in. Déle zadefinujme bezrozmérné veli¢iny X,
a, p, t a f vztahy

_ X _ u . p 7 t o f

X = — u—= — [ —— —_—

X* ) U+ ’ p P ) T ) F*

Pomoci téchto vztahii a vztahu ((1.7)) mizeme rovnici hybnosti (1.5)) psat v nésle-
dujicim tvaru:

pU™* . _ o o
o + divg(u @ u) + e Vxp — (X

T+ X*

oy divs (Vxu + (Vi) ) = pF*f.

(1.8)

Polozme nyni charakteristicky ¢as roven podilu charakteristického rozméru a cha-

rakteristické rychlosti, 7" = 5 .

charakteristické rychlosti a charakteristického rozméru prenasobeného konstantou
il 8)

(

viskozity, P* = “U . Potom prenasobenim rovnice ¢lenem (U*))2 ziskavame
opi + divg (0 ® 1) + 1 (Vzp — divg (Vza+ (Vi) ")) = g (1.9)
Re Fr2”’

* * Id 7 v/ * Id ’
kde Re = 22X se nazjva Reynoldsovo ¢islo a Fr = \/)lfjiF se nazyva Froudovo

c¢islo. Rovnice kontinuity v bezrozmérné formulaci ma tvar

diviﬁ = 0.

Popis proudéni nestlacitelné homogenni kapaliny je tedy charakterizovan dvéma
konstantami Re, F'r. Rizna proudéni, kterd maji tyto konstanty stejné, nazveme
dynamicky podobnd. Podobné pro bezrozmerny Cauchyho tenzor napéti plati

1

T=-pl+S=—pl+ Vga+ (Vzi)" ol

(1.10)
Nadale budeme rovnici hybnosti a rovnici kontinuity uvazovat v bezrozmérné for-
mulaci, pfeznacime vSak veli¢iny a proménné s ¢arkou na necarkované. Pro zjed-
noduseni dalsiho textu zvolme dale F™* = ;&%, z ¢ehoz plyne Re = 1. S vyuzitim
vztahu miiZzeme po pieznaeni a prendsobeni rovnice ((1.9) Reynoldsovym
¢islem rovnici hybnosti uvazovat ve tvaru

Re (Opu+diviu®@u)) —divT =f, Vxe B,Vtel. (1.11)

Rovnice kontinuity po pfeznadeni je totoznd s rovnici (|1.6)).

Stacionarni systém. Od této chvile nadale budeme uvazovat proudéni, které
se s Casem neméni, fikdme mu staciondrni nebo ustdlené. Derivace tlaku i rych-
losti podle ¢asu jsou potom nulové, z ¢ehoz nam plyne nésledujici tvar rovnice
hybnosti:

Rediviu®@u) —divT =f, Vxe B,Vtel. (1.12)



2. Okrajové podminky a slaba
formulace

2.1 Okrajové podminky na sténach

Nas typicky zajima proudéni pouze na néjaké oblasti v prostoru, tedy pod-
mnoziné x(B,t). Tu budeme nadale znacit §2. Tvofi-li ¢ast 0 néjakd pevné ne-
propustnd sténa, pak okrajovou podminku urcuji fyzikalni predpoklady o cho-
vani kapaliny na rozhorani s danou pevnou sténou. Casto uvazujeme, 7e kapalina
na této sténé ulpiva, coz odpovida okrajové podmince predepisujici nulovou rych-
lost vzhledem k této sténé. Je-li tedy sténa v pohybu a méa rychlost v, pak pre-
depisujeme na této hranici kapaliné stejnou rychlost jako ma tato sténa,

u=v nal, (2.1)

kde I'y C 0N je vysSe zminéna hranice. Tato podminka je znama jako no-slip
(viz [3]) a je to specidlni pfipad takzvanych Dirichletovych okrajovych podminek
pro rychlost. Dirichletovou okrajovou podminkou rozumime takovou podminku,
kdy predepiseme hodnotu hledané veli¢iny na uvazované c¢asti hranice.

Jindy muzeme nechat kapalinu po sténé volné klouzat, tomu odpovida pod-
minka, ktera klade normalovou ¢ast rychlosti rovnou nule a tecnou ¢ast vektoru
napéti rovnéz predepisuje nulovou. V tomto ptipadé hovoifime o free-slip a ¢ast
hranice, kde zadame tuto podminku, oznacme I';.

u-n=0, (Tn) =0 naly, (2.2)

kde (-), znadi te¢nou ¢ast vektoru vzhledem k 052, v, = v — (v-n)n. Uvazujeme-li
na hranici ['y; C () tfeni mezi kapalinou a sténou, tak free-slip nahradi napt. Na-
vier-slip (viz [4]).

u-n=0, (Tn+ou) =0 naly, (2.3)

kde o > 0 je koeficient treni. Tuto podminku v dalsim pouzivat nebudeme.
Vzhledem k tomu, Ze normalovy a tecny vektor jsou na sebe kolmé, tak pod-

minky (2.2) a (2.3)) nezévisi na tlaku a T miizeme nahradit Vu + (Vu)".

2.2 (Odvozeni slabé formulace

Funce u a p budeme hledat jako slabd 7esens rovnic a ([L.11), kterd zade-
finujeme v této ¢asti. Pro piehlednost nejprve zavedme néasledujici znac¢eni. Necht
g1, g2 jsou vektorové funkce na {2 a A, A, maticové funkce na €2. Potom znacenim
(81,82)0, (81,82)a0, (A1, As)g a (Ar, Ay)gq rozumime nasledujici operace:

(g17g2)9 = /g1 - g dx, (g1>g2)89 = / g1 - g2 do,
Q o0

(Al,Ag)Q = /Al . AQ dX, (Al,Ag)ag :/ Al :AQ do.
Q N



Pro odvozeni slabych formulaci je tfeba zavést prostory funkci Q = {q € L*(Q)},
V ={we W¥Q)?:d=23; wir, = 0}, kde W2(Q)?¢ zna&i Soboleviiv pro-
stor L?(Q)? funkci, které maji viechny prvni derivace v L*(Q). Pfendsobenim
rovnice hybnosti libovolnou testovaci funkci w € V a preintegrovanim
pres celou {2 dostavame:

Re(diviu®@u),w)q — (divT,w)q = (f, w)q. (2.4)
Uzitim Gaussovy véty na ¢len divT - w dostavame rovnost
(divT, w)q = (Tn, w)gq — (T, Vw)q. (2.5)

Jejim dosazenim do rovnice (2.4) a naslednym vyjadfenim Cauchyho tenzoru
napéti podle (1.10) dostédvame:

Re(diviu ® u), w)g — (p, divw)g + (Vu+ (Vu)', Vw)g — (Tn, w)sq =
= (f,w)q. (2.6)

Vsimnéme si, ze pro 02 =g Uy UTY je
(Tn, w)ogn = (Tn,w)r, + (Tn, w)r, + (Tn, w)p, (2.7)

a ze tedy pouzitim w = 0 na I'j, w-n = 0 na I'y a (Tn), = 0 na I';, mizeme
psat
(Tn, w)sq = (Tn, w)r,. (2.8)

Nyni mizeme zadefinovat prvni variantu slabé formulace.

Definice 1. Nechf 9Q) =Ty UL, UTy, a b € L*(T'y) bude specifikovdno pozdéji,
potom slabou formulaci rovnic (@ a za podminky

—Tn=Db naly (2.9)
rozumime nasledugici.

Hledejme (u,p) € V x Q splrujici

/qdiv(u)dwzo, Vg € Q
Q

Re(div(u® u), w)g — (p,divw)q + (Vu+ (Vu) ", Vw)g =
=(f,w)g—(b,w)r,, Ywe V.

Tuto slabou formulact budeme znacit P.

Druhou moznosti jak odvodit slabou formulaci rovnice hybnosti je pouzit nej-

prve vztah
div ((Vu) ") = V(divu) = 0,

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili rovnici kontinuity (1.6]). Pomoci ného mizeme
misto rovnosti (2.5 uvazovat

(divT, w)o = —(Vp, W)o+(div(Vu), w)a = (p, divw)o—(Vu, Vw)o+(Tn, w)aq,

kde T = —pI+ Vu. Na zakladé rovnice 1} a tohoto vztahu mizeme zadefinovat
alternativni slabou formulaci.
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Definice 2. Necht 0Q =T UT'1 UL a be L*(T;) bude specifikovino pozdéji,
potom slabou formulaci rovnic a za podminky

“Tn=5b na I';

rozumime nasledugici.
Hledejme (u,p) € V x Q splriujici

/qdiv(u)daz:(), Vg € Q
Q

Re(divlu® u),w)q — (p,divw)g + (Vu, Vw)q =
= (f,w)o— (b,w)r,, Ywe V.

Tuto formulaci budeme znacit P.

Volbou b a b se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

2.3 Okrajové podminky na umélé hranici I

Zde se zaméifime na okrajové podminky na umélé hranici. Tim rozumime
hranici, kterou netvoii zadna pevna sténa a kterou jsme zvolili proto, abychom
nehledali FeSeni na celé rozsahlé oblasti x(B,t). Nyni ukazeme nékteré konkrétni
volby okrajovych podminek na umélé hranici. P¥i jejich odvozovani budeme pra-
covat se Elenem b ze slabé formulace P a se ¢lenem b ze slabé formulace P.

Konstantni trakce. Tato podminka vychézi ze slabé formulace P a na umélé
hranici jednoduse klade trakci —Tn rovnou konstantnimu nasobku normalového

vektoru hranice
— Tn = Pyn, (2.10)

kde Py € R je konstanta. Jinymi slovy zde klademe —Tn-n = Py a (—Tn), = 0.
V definici 1] je tedy b = Pyn.

Podminka typu do-nothing. Tato podminka uplatnuje podobny pfistup jako
ptredchozi, nevychézi ze slabé formulace podle definice [1, ale ze slabé formulace
podle definice 2 Pro Py € R konstantni tedy volime okrajovou podminku

—Tn=pn— (Vu)n = Pyn. (2.11)

Toto odpovida volbé b= Fon ve slabé formulaci v definici

Konstanta F, se ¢asto klade rovna nule, jiné volby pouze posunou vypocteny
tlak o tuto konstantu, jak se lze docist v [B], kde jsou tyto podminky diskutovany
vice.
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2.4 Energeticky odhad

Dilezitou informaci o hledaném resSeni obdrzime dosazenim w := u do slabé
formulace rovnice hybnosti

Re(div(u ® u),u)g — (p, divu)g + (S, Vu)g = (f,u)q — (b, u)r,, (2.12)

kde bud § = Vu+ (Vu)", b=b na I'; = I',, nebo S = Vu, b=b na I'; = T;,.
Nyni s vyuzitim nulovosti divergence rychlosti pocitejme

/Qdiv(u @) - udx — / (V) u + div(u)u) - udx

Q

1
:/ ((Vu)u+ édiv(u)u) -udx
Q
1 . 2 1 2
= [ =div (ufuf’) dx== [ u-njul*do
02 2 Joa

1
:—/ u - n|ul?do.
2 Jr

b

Vsimnéme si dale, ze ||S||2q < 2(S, Vu)q, kde || - |20 znadi klasickou L*normu
na mnoziné 2. Tim jsme ziskali nasledujici odhad

Re

1, = -
§HSH§Q < <(f> u)o — (b,u)aﬂ> -5 /FBu -n|ul*do. (2.13)

Kubicky ¢len na pravé strané ma pii pfitoku (u-n < 0) zaporné znaménko a HSH%Q
potom muize obecné nekontrolovatelné rist. Nelze tedy takto odhadnout velikost

rychlosti a nemame k dispozici vysledky zarucujici existenci feseni. Tomuto ristu
mtizeme zamezit zvolenim okrajové podminky —Tn|r. = b(u) spliujici

~ Re
(b,u)r, > 3 /. u-nlul*do — Cglluflar, (2.14)

b

kde C}, je konstanta zavisla na volbé b. Za tohoto predpokladu plati nasledujici
lemma.

Lemma 2.1. Necht (u,p) je teseni problému P nebo P a Ty C 9Q md kladnou
miru, potom za platnosti podminky je u omezend v W12(Q). Normou
na WH2(Q) rozumime:

1
lullwrz@) = (lullse + [Vullsq)?
Diikaz. Pouzijme nejprve Kornovu nerovnost (dtkaz lze najit v [6]), ktera rika
CO)[Vullso < [Vu+ (Va) T[54, (2.15)

kde C(Q2) je kladna konstanta zavisla na €2 a na I'g. Dosazenim (2.15) a (2.14))
do (2.13) a naslednym uzitim Holderovy nerovnosti na ¢len (f,u)q dostavame

1
5CallVulsa < Cyllullorg + [If 20l

2.0/|4]|2,0, (2.16)
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kde Cy je v zéavislosti na formulaci S bud 1 nebo C(Q) z (2.15). Nyni pouZijeme
Sobolevovy nerovnosti, které podle [7] fikaji

[ull20 < C1[[Vull20,

[ull200 < C:[[Vall20.
Jejich dosazenim do (22.16) dostavame:

1
éCgHVquﬂ < (CpCo + ||fll2,0Ch) (| Vull20. (2.17)

" . , . . Cs
Pokracenim [|Vul|s,o a naslednym vydélenim —* dostaneme

2
IVullzo < = (CpC1 + 2|fll20C2) - (2.18)
S

Tim jsme ukézali omezenost gradientu rychlosti, protoze prava strana je kon-
stanta zavisla na zadani ulohy. Nase odhady zakonc¢ime Friedrichsovou nerovnosti
(viz [1]):

[allwiz@) < Cf[Vul|z0,
kde C' € R je néjakd kladna konstanta, odtud plyne omezenost u ve W12(Q)
a tim je lemma dokéazano. O]

Na zékladé tohoto lemmatu lze dokazat existenci feSeni (podobnym zptsobem

A

jako v [8], Theorem 3.1) soustavy rovnic (P) a (P). Podle [§] je navic FeSeni
jednoznac¢né pro f = 0.

2.5 Okrajové podminky na umélé hranici 11

Uvedme nyni ptiklady podminek spliujici (2.14)):

1

b(u) =Fyn — §Re|u|2n, (2.19a)
1

b(u) =Fyn — §Re(u ‘n)u, (2.19b)
1

b(u) =Fyn — ERe(u ‘n)” u, (2.19¢)

kde P, € R je konstanta a

(u-n)- = {O pokud (u-n) >0,

(u-n) pokud (u-n) <0.
Podminka 1) je v pripadé, ze uvazujeme problém P znam4 jako directio-
nal do-nothing (viz [§]). Dochézi-li na hranici k vytoku, je totozné s klasickou
vyse predstavenou do-nothing podminkou, pii pfitoku piibyva kvadraticky clen
v rychlosti. Jak bylo ukazano vyse, pfi vytoku neni tfeba klasickou do-nothing

modifikovat. Rovnice hybnosti za podminky directional do-nothing s Py = 0 ma
tvar:

1
Re(div(u®@u),w)q — (p,divw)g + (Vu, Vw)q — §Re((u ‘n) U, wW)go =
=(f,w)g, YweV,ueV,pecQ.
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3. Numerické simulace

Vyse uvedené ivahy jsme provadéli v trojrozmérném prostoru, nyni vsak treti
rozmeér zanedbame a omezime se pro jednoduchost na rovinnda proudéni. Budeme
se zabyvat tlohami, ve kterych je mozno zvolit takovy systém soutradnych os
x, y a z, ze vSechny veli¢iny jsou nezavislé na proménné z. Proudéni mé tedy
stejné vlastnosti ve vSech rovinach kolmjch na osu z a veli¢iny lze uvazovat
v proménnych x a y. Pole rychlosti u budeme chapat jako dvourozmérné u(z,y) =
(wi(z, ), us(z, ) (viz [3]),

Nasim cilem bude hledat vhodné pritokové a vytokové okrajové podminky
pro ulohy vytoku kapaliny z dlouhého kanalu, nebo naopak pritoku kapaliny
do né¢j. Proudéni budeme uvazovat stacionarni a nase kapalina bude nestlacitelna
a homogenni. Nejprve budeme uvazovat jednoduchou polygonélni oblast, ktera
bude reprezentovat ¢ast kanalu u vytoku do néjakého velkého rezervoaru a ¢ast
tohoto rezerovaru. Vysledky ziskané na této oblasti budeme povazovat za hod-
noty, kterych chceme volbou okrajovych podminek v kanale dosahnout.

Vypocty zde prezentované byly provedeny metodou kone¢nych prvk pomoci
softwaru FEniCSf| (vice o projektu FEniCS se lze do¢ist v [9]).

3.1 Zavedeni vypocetnich oblasti

Vypocty budeme provadét na mnoziné 2 definované vztahem (3.1)) a znazor-
néné na obrazku [3.1] svétle Sedou barvou. Na této mnoziné budeme uvazovat dvé
rizné ulohy a jeji interpretace se bude v zavislosti na téchto tlohach lisit, vzdy
vsak piijde o ¢ast rozlehlého rezervoaru a c¢ast kanélu, jimz ptitéka nebo vytéka
kapalina.

Q= ((0,20) x (0,8))\ ([0,3] x [1,8]). (3.1)

0% rozdélime nasledujicim zptisobem
N=TyUl'puUl'yUTlsUN, (3.2)

kde N je mnozina miry nula (jde o mnozinu krajnich bodu ¢asti hranice) a

Po = ((0,3) x {1}) U ({3} x (1,8)), (3:3)
I'p = {0} x (0,1), (3.4)
Tn = ({20} x (0,8)) U((3,20) x {8}), (3.5)
T's = ((0,20) x {0}). (3.6)

I'y je na obrazku znazornéna cervenou barvou a odpovida pevné sténé, kterou
tvori sténa kandlu a sténa rezervoaru. Na ni predepiseme no-slip podminku .

I'p je na obrazku oznacena modrou barvou a budeme na ni zadévat Dirichle-
tova data pro rychlost, ta se budou v rtznych tulohach lisit. Touto podminkou
budeme volit zptisob pritoku resp. vytoku kandlem a velikost priitoku.

I'y, ktera je oznacena zelenou barvou, je umeéla hranice, za kterou rezervoar dal
pokrac¢uje. Zde budeme volit okrajovou podminku zarucujici predepsany (nulovy)

'Kéd lze nalézt v elektronické ptiloze.
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tlak v misté€, kde je proudéni jiz zanedbatelné. Je tedy potieba volit I'y dostatecné
daleko od usti kanalu.

I's, kterda je oznacena zlutou barvou, znazornuje hranici, jejiz interpretace,
a tedy i podminka na ni, se bude lisit v zavislosti na tloze. Bud ptjde o osu
symetrie uvazované oblasti, nebo se bude jednat o pevnou pohybujici se sténu.

Budeme studovat chovani proudéni v kanalu a budeme se zabjvat otazkou,
jakou podminku zvolit pti Gsti do rezervoaru, aby toto proudéni odpovidalo vy-
sledkiim ziskanym vypocty na celé 2. Tyto vysledky budeme pozadovat podobné
jenom do néjaké vzdélenosti od tusti (z = 2.4), protoZze pak se zatne projevovat
tvar rezervoaru. Kandlem rozumime nésledujici mnozinu (viz obréazek

Quut = QN {2 < 2.4} = (0,2.4) x (0, 1). (3.7)
S 0€2,,+ nalozime podobné, jako s 0f),
aQout = FD U FO,O'uzﬁ U FS,out U 1—‘out U N07 (38)

kde I'p je definovana vyse, N° je opét mnozina krajnich bodd miry nula a

FO,omf = 1—\O N agzom&’ (39)
FS7out = FS N 8Qout7 (310)
Ty = {24} % (0,1). (3.11)

Na c¢astech hranice, které jsou soucasti 0€), budeme ptedepisovat podminky od-
povidajici této hranici a zadané tloze. Na I',,; budeme vhodnou okrajovou pod-
minku hledat ve zbytku textu.

3.2 Definice problémaii

Jak bylo uvedeno vyse, na mnoziné 2 budeme uvazovat dvé tlohy, a to pod-
le typu proudéni v uvazovaném kanalu. V kanalu budeme uvazovat Poiseuilleovo
nebo Couetteovo proudéni. Co témito pojmy rozumime, vysvétlime nize. V obou
pripadech budeme uvazovat jak pritok, tak vytok.

) b

=3

]

O = N W s U O N ®
— T

L's

Obrazek 3.1: Oblast, na které budeme provadét vypocty.
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Obrazek 3.2: Kanal, na kterém budeme zkoumat ptitokové a vytokové podminky.

3.2.1 Poiseuilleovo proudéni

Rovinné Poiseuilleovo proudeni je proudéni, které se ustali v dlouhém kanalu
na zakladé konstantniho rozdilu tlaku na koncich tohoto kanalu. Predpokladame
pri tom, Ze kapalina na sténach ulpiva, ma zde tedy nulovou rychlost a za okrajo-
vou podminku na sténach volime podminku no-slip . Rychlostni profil tohoto
proudéni je parabolicky (viz [10]).

Tohoto vysledku uzijeme v nasi prvni tloze k zadani podminky na I'p, kde bu-
deme uvazovat vtékani kapaliny kanalem do néjakého rozlehlého rezervoaru resp.
vytékani timto kanalem z néj. Oblast budeme v tomto piipadé uvazovat symet-
rickou podle osy kanalu, misto €2 tedy tedy realné tloze odpovida vétsi mnozinu

Q' =QuUQUTS, (3.12)

kde Q) = {(z,—y) : (z,y) € Q}. Césti hranice Q° maji stejnou roli jako bylo
popsano u analyzy 0f2, coz je naznaceno i stejnym barevnym odliSenim na obrazku
m, kde je Q° znizornéna.

Pritok resp. vytok uvazujeme formou Poiseuilleova proudéni predstaveného
vyse. Uloha je tim padem plné symetrické podle osy z, jeji symetrické Teseni lze
tedy hledat na horni poloving Q°, ktera odpovidd mnoziné 2. K tomu je potfeba
predepsat vhodnou okrajovou podminku, ktera je totozna s free-slip podminkou

(2:2)
un=0 (—Tn),=0 nals. (3.13)

V pripadé, ze uvazujeme problém f’, tak misto T piseme T. Uvedena pritokova
resp. vytokova podminka potom vypada takto

u=+(1-%%0) nalp, (3.14)

kde znaménko urcuje, zda uvazujeme pritok nebo vytok. Pfipomenme, Ze pracu-
jeme s bezrozmérnymi veli¢cinami. Charakteristicka rychlost zahrnuta v definici
Reynoldsova ¢isla tedy odpovida velikosti rychlosti ve stfedu kanalu. Této tloze
budeme pro ucely této prace fikat Poiseuilleova tloha.
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Obrazek 3.3: Cela oblast pro Poiseuille.

3.2.2 Couetteovo proudéni

Couetteovo proudéni je jednoduché ustalené proudéni kapaliny mezi dvéma
deskami, kde jedna ztstava v klidu, zatimco druha se pohybuje rovnobézné vzhle-
dem k prvni. Uvazujeme pritom opét, ze kapalina na deskach ulpiva, zadame tedy
jako v pfedchozim podminku no-slip (2.1)). V roving, kterd mé jednu soufadnou
osu orientovanou ve sméru pohybu pohybujici se desky a druhou kolmou na obé
desky, tak vznikd rovinné proudéni s linedrnim rychlostnim profilem (viz [10]).

Necht 2 reprezentuje ¢ast rezervoaru a ¢ast kanalu vedouciho z néj a necht I'g
predstavuje pevnou sténu, ktera se rovnomérné pohybuje ve sméru osy x. Potom
dostavame podminku

u=(+1,0) nalyg, (3.15)

kde opét znaménko urcuje, zda uvazujeme piitok nebo vytok. Na I'p predepiseme
linearni Couettetiv profil predstaveny vyse, tedy

u==+(1-y,0) nalp. (3.16)

Zde podobné jako v Poiseuilleové tloze charakteristickd rychlost udava velikost
rychlosti na I's. O této tloze budeme (trochu nepfesné, pro tcely této prace)
mluvit jako o Couetteové.

3.2.3 Couetteovo proudéni s tlakovym gradientem

Obé vyse uvedené tlohy mtzeme zkombinovat do jedné, oblast €2 a jeji hranice
tedy budou mit stejnou intepretaci jako v Couetteové tloze, jen pohyb tekutiny
v kanalu bude vedle pohybu stény I's vyprovokovan také rozdilem tlaku mezi u-
mélou hranici I'y a I'p. Podminka udavajici pritok resp. vytok bude kombinaci
Couetteova a Poiseuilleova proudéni,

u==+(1-950) +a(ly—5>,0) nalp, (3.17)

kde (y—?,0) odpovid4 Poiseuilleovu proudéni v kanalu a a € R udava podil Poi-
seuilleova proudéni v kanalu vici Couetteovu proudéni. Podminka na I'g ztstava
(13.15]).
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3.3 Numericka simulace proudéni v 2

Nase numerické experimenty zahdjime vypocty na oblasti s rezervoarem (2,
tyto vysledky budeme pozdéji porovnavat s vysledky ziskanymi na kanalu €2,
za pouziti riznych okrajovych podminek na I',,;. Na hranici I'y zadame pod-
minku do-nothing, tedy s Py = 0, viz diskuze u definice I'y. Vypocty
budeme provadét pro rtizna Reynoldsova ¢isla, nejprve v rozmezi 0 az 50.

3.3.1 Diskuze nad resenimi problému a vliv volby I'n

Nyni prezentujme vysledky ziskané vypocty na této 2. Pro vSechny vyse uve-
dené tlohy na obrazcich |3 . iobramme hodnoty tlaku, —Tn, —Tn a rychlosti
podél pricného fezu kanalem v x = 0.0 a x = 2.4. Za vektor n zde bereme vektor

(1,0), trakce —Tn tak ma tvar (p — 222, —(8111 + 92)) zatimco —Tn je rovno
(p— 88‘;1 8“2) Tyto hodnoty zobrazujeme pro rizna Reynoldsova ¢isla v rozmezi

0 az 5P

Déle v tabulkach ukézeme néekteré hodnoty tlaku pro rizna Reynoldsova ¢isla.
V tabulce zvadime pro Poiseuilleovu tilohu primérné hodnoty tlaku podél
pri¢ného rezu kanadlem v x = 0.0 a x = 2.4 a to jak pro pritok, tak pro vytok. Podél
fezu x = 0.0 je tlak konstantni a ani v z = 2.4 nedochézi k vyraznym zménam
tlaku.V tabulce ukazeme hodnoty tlaku pro Couetteovu tlohu, zde vSak pro
kazdé Reynoldsovo ¢islo vypiseme jen dvé hodnoty, jednu pro pfitok a druhou pro
vytok, to proto, Ze tlak se v celém kanélu vyrazné nemeéni a nékteré nize pouzité
podminky budou pro Couetteovu tlohu zachovavat v celém kanalu konstantni
tlak. Hodnoty z tabulek [3.1] a [3.2] navic neodpovidaji jen tlaku, ale i prvnim
slozkdm vektorit —Tn a —Tn (primérna hodnota 8“1 je nulova s presnosti na dvé
desetinné mista).

Pole rychlosti a tlaku jsou schematicky znazornéna v piiloze. Pro Poiseuilleovu
tlohu pro pfitok to jsou obrazky [3.15] pro Re = 0 a[3.16] pro Re = 50. Pro Pois-
euilleovu tlohu pro vytok [3.17 a [3.18] Couetteovy tulohy jsou pak zndzornény
na obrazcich [3.19 a [3.20] pro pfitok na [3.21] a [3.22] pro vytok.

Ovéifme nyni, zda-li jsme dostali vysledky odpovidajici nasim pozadavkim.
Mnozinu €2 jsme chtéli volit tak, aby na 'y bylo proudéni jiz zanedbatelné (viz

2Svétle modra ¢ara odpovidd Reynoldsovu é&islu 0, tmavé modra Reynoldsovu éislu 1, svétle
zelend 5, tmavé zelena 10, rizova 20, cervena 35 a svétle oranzova 50.

x=0.0 x=2.4
Re pritok  vytok pritok vytok
0 761 —7.61 283 —2.83
1 728 —7.96 249  —=3.17
5 6.23 —9.41 1.44  —4.46
10 5.60 —11.29 0.81 —6.55
20 517 —15.13 0.39 -10.32
35 493 —-21.04 0.17 —16.00
50 4.82 —26.85 0.06 —21.51

Tabulka 3.1: Hodnoty tlaku na mnoziné €2 pro Poiseuilleovu tlohu.
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Re pritok vytok

0 —-1.69 1.69
1 —1.41 229
5 —-1.09  4.50
10 —-0.98 6.74
20 —-0.94 10.53
35 —0.94 1542
50 —0.95 19.88

Tabulka 3.2: Hodnoty tlaku na mnoziné §2 pro Couetteovu tlohu.

definice T'y), prodlouzenim 2 dal za hranici I'y bychom tedy neméli vysledky
prilis zménit. Z tohoto divodu zadefinujme pro L > 3 mnozinu 27, nasledujicim
zpusobem

Qp = ((OvL) X (0’8» \ ([O’ 3] X [178])' (318)

Hranici mnoziny €2, rozdélime zcela analogicky jako 02 a okrajové podminky
na c¢asti 0€2;, budou pro danou ulohu stejné jako pro odpovidajici ¢asti 0f2.

Ukéazeme zde hodnoty, které dostaneme prodlouzenim mnoziny Q (= )
na {249. Dostaneme-li vyrazné odlisné hodnoty, tak jsme mnozinu 2 volili prilis
kratkou a vysledky nezadoucim zptisobem ovliviiuje okrajova podminka na I'y.
Zde opét zobrazme tabulky a prameérnych hodnot tlaku v fezech x = 0.0
a r = 2.4 a porovnejme je s tabulkami 3.1 a 3.2

Vidime, ze pro Poiseuilleovu tlohu pro vytok dostavame velmi podobné vy-
sledky, coz interpretujeme tak, ze v obou pripadech je hranice I'y dostatecné
daleko od tsti kanalu a feseni neovliviiuje. Pro Couetteovu tlohu pro vytok do-
staneme s prodlouzenou oblasti pro Reynoldsova ¢isla vétsi nez deset vyrazné
vyssi hodnoty, okrajova podminka na I'y tedy ovliviiuje feseni. Pro pritokové
ulohy dostavame vypocty na 24 podobné vysledky, jako na €2. Déle se budeme
snazit odvodit zavislost tlaku na Reynoldsove ¢isle, ukdzeme, pro vysi Reynold-
sova Cisla je jina nez pro nizsi.

X=0.0 x=2.4
Re  Litok  vytok piitok  vitok
0 762 —7.62 2.8 —2.83
1 729  —7.96 249 —3.17
5 6.24 —941 144 —4.64
10 561 —11.20  0.82 —6.54
20 518 —15.12 040 —10.29
35 495 —20.83  0.19 —15.69
50 484 —2644  0.08 —20.95

Tabulka 3.3: Hodnoty tlaku na prodlouZené mnoziné €4y pro Poiseuilleovy
ulohy.
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Tabulka 3.4: Hodnoty tlaku na prodlouZené mnoziné )4, pro Couetteovy tlohy.
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Obrazek 3.6: Hodnoty riznych veli¢in pro Poiseuilleovu tlohu pro vytok
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20, 35, 50 (oranzova).
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Obrazek 3.8: Hodnoty rtznych veli¢in pro Couetteovu tlohu pro vytok spo-
¢itané pomoci vypocti na 2 pro Reynoldsova ¢isla 0 (svétle modrd), 1, 5, 10, 20,
35, 50 (oranzova).
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3.3.2 Vypocty na prodlouzené mnoziné 2y, a Bernoulliho
princip

Podivejme se nyni, zda se hodnoty tlaku tidi Bernoulliho principem, kte-
ry podle [11] popisuje nasledujici véta.

Véta 3.1 (Bernoulliho princip). Pfi staciondrnim proudéni nevazké, nestlaci-
telné, homogennit kapaliny za nepritomnosti vnéjsich sil je velicina

konstantni podél proudnic.
Proudnicemi rozumime nasledujici pojem.
Definice 3. Proudnice je kfivka x(s), pro kterou plati

dz(s)
T u(z(s)).

Bernoulliho princip jsme nevyslovili pro bezrozmérné veli¢iny, jeho prevedenim
do bezrozmérnych veli¢in dostavame pro vazké kapaliny
U* 2 B P* - _ §
ulﬁ + —p = B(U")?, (3.19)
2 P
kde B je konstanta piislusejici dané proudnici. Vztah (3.19) mfizeme po pfené-
sobeni £, dosazeni Reynoldsova ¢isla a opétovném preznaceni na necarkované

P>
veli¢iny prevést na rovnost

p= (B - “;) Re. (3.20)

V Poiseuilleové tloze prochéazeji vSechny proudnice hranici I' i, ktera je volena tak,

0
jak jsme ale uvedli, na I'y uvazujeme zanedbatelnou rychlost proudéni, tedy
i derivace rychlosti jsou malé. Tudiz na 'y volime tlak blizky nule. Z této diskuze
a rovnice tedy plyne, ze B = 0 pro vSechny proudnice.

Podivejme se nyni, jestli zvétSenim vypocetni oblasti nedostaneme pro vyssi
Reynoldsova ¢isla (kdy se proudéni vice podoba nevazkému) pro vSechny tlohy
linearni zavislosti typu

ze rychlost proudéni je zde jiz mala. Na této hranici predepisujeme —Tn = (O>,

u2

Bude nas pri tom zajimat primérna hodnota tlaku na x = 2.4, tu budeme znacit
(). Budeme-li hovofit o malych Reynoldsovych ¢islech (Re < 3), tak tuto hodnotu
budeme pro ptehlednost znacit @, a pro vyssi Reynoldsova éisla (Re > 70)

thgh-

Pro Poiseuilleovu tlohu pro vytok je linearni zavislost patrna uz z obrazku

3.40l

Qiow = — 2.84 — 0.36Re, (3.22a)
Qhigh = — 2.45 — 0.37Re. (3.22b)
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Podobné pro Couetteovu tlohu pro vytok se linedrni zavislost podbizi jiz pfi po-
hledu na obrazek Hezkou linearni zavislost pozorujeme ale az pro vyssi
Reynoldsova c¢isla, konkrétné

Qiow =1.69 + 0.596 Re, (3.23a)
Qnigh =9.25 + 0.426 Re. (3.23b)

vvvvvv

proudéni pomeérné vyrazné i daleko od tsti kanalu. Chceme- 11 ziskat vysledky ne-
ovlivnéné podminkou na I'y, musime zvolit vysoké L (ustélené vysledky pro Rey-
noldsovo ¢islo 100 dostavame az pro L kolem 400). Pro Poiseuilleovu piitokovou
ulohu tak dostavame tyto zavislosti

Qlow =2.83 — 0.307Re, (3.24a)
Qnigh =0.11 + 0.0012Re. (3.24b)

Pro Couetteovu piitokovou tlohu mizeme znovu hodnotami pro vyssi Rey-
noldsova c¢isla prolozit primku, rist je zde opét velmi maly,

Qiow = — 1.63 + 0.164Re, (3.25a)
Qnigh = — 0.92 + 0.001 Re. (3.25b)

Vidime, ze nalezené zavislosti pro pritokové tlohy se od zavislosti pro vytokové
tlohy vyrazné lisi. U Poiseuilleovy tlohy pro vytok hodnota (Qnign s rostoucim
Reynoldsovym ¢islem klesé, kdezto pro pritok velmi pomalu roste. U Couetteovy
pritokové tlohy pak Qpgn s rostoucim Reynoldsovym roste vyrazné pomaleji nez
u vytokové tlohy.

Na zavér této diskuze dolozme naSe tivahy grafy a tabulkami -
Na grafech je zlutymi kolecky zobrazena hodnota () spocitand na mnoziné o
a Cervenymi kiizky hodnota () spocitana na mnoziné €2, volba L je specifiko-
vana u kazdého grafu. Dale v grafech zobrazime zlutou ¢arou odvozenou zavislost
pro mala Reynoldsova ¢isla a ¢ervenou ¢arou odvozenou zavislost pro vysoka Rey-
noldsova ¢isla. V tabulkach jsou potom pro kazdou tilohu tyto hodnoty prehledné
vypsany. Linearni zavislosti zde uvedené jsme hledali pomoci metody nejmensich
¢tverci.

Miizeme se zde jesté ptat, dokazeme-li koeficienty v odvozenych linearnich
zavislostech néjak odiivodnit. Podivejme se, jestli je nemtzeme interpretovat po-
moci Bernoulliho principu. Spoéitejme tedy integral £ fol u?(0,y)dy, vzhledem
k tomu, Ze znadme rychlosti na I'p, to miizeme snadno udélat. Pro Poiseuille-
ovy ulohy vy¢islenim integralu dostaneme % = 0.267Re, tato hodnota se ale
nepodoba ani hodnotam ze Vzorcu pro pritok ani pro vytok. Jesté mizeme pro-
zkoumat podobnost s hodnotou £¢ fo u(0,y)dy)?, ta pro Poiseuilleovu tilohu vy-
chazi 45 9 = 0.444Re. Ani toto se nepodoba zaddnym nam odvozenym koeficienttim
z Poiseuilleovych tloh.

Podobnost s Bernoulliho principem tedy v nami studovanych pripadech ne-
pozorujeme.

26



p(2.4,y)dy

>
2
<
o
Q
— o
—

= —0.5 A

~1.5
—2.0 A
—2.5

-3.0

0 20 40 60 80 100 120

Re

(a) Poiseuille, pfitok, L = 400

1.0

0.5 A

0.0 A

. —1.0 X

Rt

0 20 40 60 80 100 120

Re

(c) Couette, pritok, L = 400

1

J,p(2.4,y)dy

J,p(2.4,y)dy

-104

-204

-30

—40

(I) 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1 (I) 0

Re

(b) Poiseuille, vytok, L = 120

120

701
60
50 A
40
301
201
101 <

01

0 20 40 60 80 100

Re

(d) Couette, vytok, L = 150

Obrazek 3.9: Linearni zavislosti tlaku na Reynoldsové cisle.

vzorec vzorec
Re L=20 L=150  L=180 mala Re vysokd Re
0 —2.84 —283 —2.82 —2.84 —2.93
1 -3.19 -3.18 -3.16 —3.20 —-3.29
2 —-3.55 —354 —3.52 —3.56 —3.66
3 -3.92 -390 —-3.89 —3.92 —4.03
5 —4.66 —4.65 —4.63 —4.64 —4.76
10 —6.56 —6.55 —6.54 —6.44 —6.59
20 —-10.33 -10.31 -10.32 —-10.04 —10.25
35 —15.74 —15.73 —15.81 —15.44 —15.74
50 —-20.99 —-21.01 -21.22 —-20.84 —21.24
70 —27.89 —28.00 —28.46 —28.04 —28.56
80 -31.33 -31.51 -32.12 —-31.64 —32.22
90 —34.78 —35.03 —35.80 —35.24 —35.88
100 —38.23 —38.58 —39.51 —38.84 —39.54
110 —41.69 —42.14 —-43.25 —42.44 —43.20
120 —45.18 —45.73 —47.01 —46.04 —46.87

Tabulka 3.5: Odchylka volby P pro Poiseuilleovu tlohu pro vytok.
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vzorec vzorec

L=20 L=1 L=1
Re 0 o0 80 mald Re vysokd Re

0 1.68 1.70 1.70 1.69 6.53
1 2.28 2.39 2.40 2.28 6.98
2 2.90 3.16 3.17 2.88 7.43
3 3.46 3.90 3.91 3.47 7.89
5 4.49 5.33 2.33 4.67 8.79
10 6.74 8.62 8.62 7.65 11.06
20 10.58  14.51  14.51 13.61 15.59
35 15.61 2245 2245 22.55 22.40
20 20.23  29.78  29.78 31.49 29.20
70 26.12 3895  38.96 43.41 38.27
80 29.00  43.35  43.37 49.37 42.80
90 31.84  47.66  47.70 95.33 47.33
100 34.66 51.89  51.95 61.29 51.87
110 3745  56.05  56.14 67.25 56.40
120 40.22  60.15  60.28 73.21 60.94

Tabulka 3.6: Odchylka volby F, pro Couetteovu tlohu pro vytok.

vzorec vzorec
Re L=20 L=400 L=800 mald Re vysokad Re
0 2.84 2.82 2.80 2.83 —0.02
1 2.51 2.48 2.46 2.52 —0.02
2 2.20 2.17 2.16 2.21 —0.02
3 1.92 1.88 1.86 1.91 —-0.01
5 1.47 1.41 1.41 1.29 —0.01
10 0.85 0.76 0.71 —0.24 0.00
20 0.45 0.35 0.31 —-3.31 0.03
35 0.24 0.18 0.17 —7.92 0.06
50 0.15 0.14 0.14 —12.52 0.09
70 0.07 0.15 0.15 —18.66 0.14
80 0.04 0.16 0.16  —21.73 0.16
90 0.02 0.18 0.18 —24.80 0.18
100 0.00 0.20 0.20  —27.87 0.20
110 —0.01 0.22 0.22 —-30.94 0.23
120 —0.03 0.24 0.24 —34.01 0.25

Tabulka 3.7: Odchylka volby P, pro Poiseuilleovu tilohu pro pritok.
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vzorec vzorec

L=20 L=4 L=
Re 0 00 800 mala Re vysoka Re

0 -1.68 —-1.70 —1.70 —1.63 —0.94
1 —-1.40 —-141 —1.41 —1.46 —0.94
2 -126 —-128 —1.28 —1.30 —0.94
3 -1.18 -1.19 -1.19 —1.13 —0.94
5 -1.07 -1.09 -1.09 —0.81 -0.93
10 —-0.96 —-098 —0.98 0.01 —0.93
20 —-091 -094 —-0.94 1.65 —0.92
35 -0.90 -0.92 -0.92 4.11 —0.90
20 -0.90 -090 -0.90 6.57 —0.89
70 -0.90 —-0.87 —0.87 9.85 —0.87
80 —-0.89 —-0.86 —0.86 11.49 —0.86
90 —-0.89 085 —0.85 13.13 —0.85
100 -0.89 —0.84 —0.37 14.77 —0.84
110 -0.89 -0.82 —0.82 16.41 —0.83
120 -0.89 081 —0.81 18.05 —0.82

Tabulka 3.8: Odchylka volby P, pro Couetteovu tlohu pro pritok.

3.4 Vypoclty v oblasti Q4 (v kanalu)

V této casti budeme diskutovat rtizné okrajové podminky na pravé hranici
kanalu I',,; a porovnavat vysledna feseni s fesenimi ziskanymi vypocty na €.

3.4.1 Konstantni trakce

Nejprve budeme zkoumat podminku konstantni trakce predstavenou vztahem
(2.10)), ta zada na hranici I',,; nasledujici rovnost

—Tn = Pmn = (130) : (3.26)

Tato podminka tedy klade druhou slozku vektoru —Tn po celé délce I',,; rovnou
nule, coz podle obrazku [3.5d|, [3.6d], [3.7d| a [3.8d] neodpovid4 vysledktim ziska-
nym vypocty na 2. Dale vidime, ze v Poiseuilleové tloze pro vytok tlak kolem
bodu (2.4, 1.0) prudce poklesne (oproti hodnoté v (2.4,0.0) o 7 az 21 jednotek).
Pro Couetteovu tlohu pro vytok potom tlak v bodé (2.4,0.0) prudce vzroste
a v bodé (2.4,1.0) naopak prudce poklesne, rozdil mezi témito hodnotami je (14
az 42 jednotek), zatimco vypocty na ) dostavame v kanalu konstantni tlak. Po-
dobné jevy dostavame i pro pritokové tlohy.

Témto odlisnostem od vysledkil ziskanych vypocty na €2 se lze vyhnout na-
priklad pouzitim nasledujici podminky typu do-nothing. Podminkou konstantni
trakce se tedy uz vice zabyvat nebudeme (taktéz v literatutfe je méné ¢asto pou-
zivané nez nasledujici podminka typu do-nothing).
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
X X

(a) pritok (b) vytok

Obréazek 3.10: Kanal pro Poiseuille do-nothing s nulovym tlakem na pravém
okraji.

3.4.2 Podminka typu do-nothing

Tato podminka byla pfedstavena v rovnosti (2.11)) a v nasem ptipadé na I',,
zadava

—Tn= P = <€0) : (3.27)
Zde se polozenim druhé slozky vektoru —Tn rovno nule prilis neodchylime od vy-
sledku ziskanych vypocéty na Q (tlak zde dosahuje hodnoty nejvyse 0.2), ani zada-
nim konstantni prvni slozky podél T',,; se od spocitanych dat ptilis nevzdalime.
Podivejme se tedy, jaké vysledky nam tato podminka dava.

Zacnéme analyzou chovani pole rychlosti, to v obou tlohach, Poiseuilleové
i Couetteove, zistava po celé délce kanalu neménné, stejné jako je zadané pod-
minkou na I'p.

ou
5. = (0,0).

Piijemnym zpiisobem se za podminky typu do-nothing chova i tlak. V Poiseu-
illeové tloze ztstava ve sméru osy y konstantni a navic je jeho hodnota v kanalu
stejnd pro vSechna Reynoldsova ¢isla. Pro vSechny volby P tlak linearné klesa
resp. stoupa po celé délce kanalu se smérnici —2 resp. 2, uvazujeme-li pritok resp.
vytok. Pro Py = 0 vypadé profil tlaku podél kanalu jako na obrazku V Cou-
etteové tloze je potom tlak konstantni na celé €,,;. Z této diskuze tedy plyne,
ze volbou P, zadame pifimo hodnotu tlaku na I',,; a nic jiného se nezméni. Timto
jsme zaroven ukazali, ze v téchto tlohach dava podminka typu do-nothing piesné
feseni ve formé Poiseuilleova resp. Couetteova proudéni.

Vidime tedy, zZe tato podminka dava reseni s podobnymi vlastnostmi, jako fe-
seni tloh na mnoziné (2.

3.4.3 Podminky splnujici (2.14))

Zde budeme zkoumat chovani nasi tlohy pro kanal za podminek
a ([2.19D)), které zarucuji existenci feseni. Tyto podminky budeme dosazovat jak
do problému P, tak do problému P. Vysledky takto ziskané jsou velmi podobné,
budeme je tedy prezentovat najednou.
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tlak
-0.091e-01

-35.32

-71.549

-107.78

<-1.440e+02

Obrazek 3.11: Tlak pro Poiseuilleovu tlohu pro pfitok pro Re = 50 za podminky

R.195).

GOsax

-11.925

~-1.556e+01

Osa x

Obrazek 3.12: Tlak pro Couetteovu tulohu pro vytok pro Re = 50 za podminky

E.19)

Nevyhodou téchto podminek je chovani feSeni u hranice I',,;. Tlak v bodech
(2.4,0.0) a (2.4,1.0) nabyva velmi malych nebo vysokych hodnot (ilustrovano
na obrazcich a , rozdil téchto hodnot je v nékterych pripadech vice
nez 120 jednotek. Pro vytokové tlohy je navic pole rychlosti stahovano do bodu
(2.4,0.0) (viz obrazek [3.13).

Pozorujeme vsak, ze vyse zminéné vykyvy tlaku se smérem ke I'p pomalu
vyrovnavaji a na I'p ma tlak o néco stalejsi hodnoty, stale vSak neni ve sméru
osy y konstantni (rozdil je kolem jedné jednotky).

Miizeme se jesté ptat, jestli za uziti téchto podminek primérna hodnota tlaku
na ['p odpovida hodnotam ziskanymi vypocty na €2, nebo na néjaké vétsi 2. Od-
povéd zni, Ze ne. Ani podminka ani podminka s Py = 0 pro zadna
Reynoldsova ¢isla nedavaji hodnoty podobné zadnému zde zkoumanému vysledku

31



ziskanému na €2, ani v piipadé dosazeni do P ani do P.

Gsa X
velikost rychlosti

0.000e+00 0.88 1.75 2.63 3.500e+00

e

Obrazek 3.13: Rychlost pro Poiseuilleovu tilohu pro pfitok pro Re = 50 za pod-

minky .

3.5 Vypocty Couetteovy ulohy s tlakovym gra-
dientem

V této casti se pokusime o analyzu kombinované tlohy analogickym
zpusobem jako u Poiseuilleovy a Couetteovy tilohy. Budeme hledat vhodnou volbu
Py zavislou na Reynoldsové ¢isle a ¢isle a pro podminku typu do-nothing. Ostat-
nimi uvazovanymi podminkami se pro tuto tlohu nebudeme zabyvat. V této tuloze
mohou nastat ¢tyfi riizné situace v zavislosti na znaménku ¢isla a a na pohybu
I's. P1i pohybu I's ve sméru osy x budeme hovotit o pritokové tiloze, v opacném
pripadé o vytokové tloze.

Nejprve si viimneme, Ze za zménu tlaku v kanalu miiZe jen ¢len a(y — 32,0),
a ze pro a = 0 dostavame jiz diskutované Couetteovo proudéni, které v kanalu
tlak vyrazné neméni. V kandlu ve vétsiné piipadii opét nedochéazi k vyraznym
zménam tlaku ve sméru osy y a ve sméru osy x se méni ptiblizné linearné jako
v Poiseuilleové tloze.

Podminka typu do-nothing stejné jako v predchozich pripadech zachovava pole
rychlosti stejné po celé délce kanalu a gradient tlaku zde ma nasledujici tvar

+2
Vp = ( O“) . (3.28)
V pftiloze obrazky - opét pomoci hodnot rychlosti a tlaku ilustrujeme
chovani proudéni téchto tloh pro ¢islo a = 2.0 a pro a = —2.0. Déle jsou v ptiloze

na obrézcich [3.27]- k vidéni chovani riznych veli¢in pfi pfiéném fezu vz = 0.0
ar=24.

Podivejme se nyni na zmeénu tlaku podél z = 2.4 v zavislosti na cisle a.
Provedli jsme vypocty pro pritokové a vytokové tilohy pro vsechna a z mnoziny
{-2.0,-1.5,—-1.0,—0.5,-0.25,0.0,0.25,0.5,1.0, 1.5, 2.0}, kde pro a = 0 méame jiz
vysledky z vypoctit Couetteovy tlohy. Po experimentech s volbou ¢isla L udavajici
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J,p(2.4,y)dy
J,p(2.4,y)dy

1
1
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-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
a a

(a) pritok (b) vytok

Obréazek 3.14: Hodnoty tlaku v x = 2.4 pro Couetteovu tloh s tlakovym gradien-
tem pro fixované Re = 70 a rtizné volby parametru a.

délku vypocetni oblasti (opét se hodnoty ustalily az kolem L = 400) se pro vSech-
ny volby parametru a vyjevuje pro vyssi Reynoldsova ¢isla (Re > 70) linedrni
zévislost hodnoty Qpgn na Reynoldsové ¢isle, podobné jako pro Couetteovu nebo
Poiseuilleovu tlohu. Po porovnani téchto zavislosti jsme ale nenalezli jednoduse
interpretovatelnou zavislost hodnoty () na parametru a. Ukazme zde na obrazcich
a pro nézornost, jak se tato hodnota méni v zévislosti na parametru
a. Do obrazkt jsme ptrimku vlozili proto, aby bylo patrné, ze se nejedna o linearni
zavislost.
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Z.avér

Po odvozeni zakladnich poznatkti mechaniky konitnua jsme v této praci hledali
vhodné okrajové podminky pro pritokové a vytokové tlohy na umeélé hranici. Uka-
zali jsme, Ze z uvazovanych okrajovych podminek (podminka konstantni trakce,
podminka typu do-nothing a podminky zarucujici existenci FeSeni) je pro nase
ulohy nejvhodnéjsi podminka typu do-nothing, ktera na hranici pfedepise vyraz
pn — (Vu)n roven normalovému vektoru prenasobeného realnou konstantou. Od-
vodili jsme, ze v naSich tlohach to odpovida zadani konstantni hodnoty tlaku na
této hranici. Nase tlohy zde byly odvozeny od jednoduchych rovinnych proudéni
Poiseuilleova a Couetteova.

Hledali jsme tedy, jakymi zakonitostmi se zde hodnota tlaku 7idi. Podatilo
se nam ukazat, ze se nefidi Bernoulliho pricipem, ale Ze existuje linearni zavislost
hodnoty tlaku na Reynoldsové ¢isle. Tuto zavislost se nam podafilo prokazat az
pro vyssi Reynoldsova ¢isla (Re > 70). Nalezené zavislosti se mezi piitokovymi a
vytokovymi tlohami navic vyrazneé lisi. Zbyva otazka, jaky fyzikalni vyznam maji
koeficienty v téchto linearnich vyjadrenich, na kterou tato prace neodpovida.
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Obrazek 3.15: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Poiseuilleovu tilohu pro pritok pro
Re = 0.
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Obrazek 3.16: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Poiseuilleovu tlohu pro pritok pro
Re = 50.
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Obrazek 3.17: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Poiseuilleovu tlohu pro vytok pro
Re = 0.
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Obrazek 3.18: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Poiseuilleovu tlohu pro vytok pro
Re = 50.
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Obrazek 3.19: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Couetteovu tlohu pro pritok pro
Re = 0.
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Obrazek 3.20: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Couetteovu tlohu pro pritok pro
Re = 50.
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Obrazek 3.21: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Couetteovu tlohu pro vytok pro
Re = 0.
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Obrazek 3.22: Hodnoty rychlosti a tlaku pro Couetteovu tlohu pro vytok pro
Re = 50.
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Obrazek 3.23: Hodnoty rychlosti a tlaku pro kombinovanou tlohu s a = 2.0 pro
pritok pro Re = 35.
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Obrazek 3.24: Hodnoty rychlosti a tlaku pro kombinovanou tlohu s a = —2.0 pro
pritok pro Re = 35.
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B
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U ———
(b) tlak

Obrazek 3.25: Hodnoty rychlosti a tlaku pro kombinovanou tlohu s a = 2.0 pro
vytok pro Re = 35.
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Obrazek 3.26: Hodnoty rychlosti a tlaku pro kombinovanou tlohu s a = —2.0 pro
vytok pro Re = 35.
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Obrazek 3.27: Hodnoty rtznych veli¢in pro kombinovanou alohu pro pritok
s a = 2 spocitané pomoci vypoétii na Q pro Reynoldsova ¢isla 0 (svétle modrd),
1, 5, 10, 20, 35, 50 (oranzova).
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Obrazek 3.28: Hodnoty rtznych veli¢in pro kombinovanou tlohu pro vytok
s a = 2 spocitané pomoci vypoc¢ti na 2 pro Reynoldsova ¢isla 0 (svétle modréa),
1, 5, 10, 20, 35, 50 (oranzova).
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Obrazek 3.29: Hodnoty ruznych veli¢in pro kombinovanou alohu pro pfitok
s a = —2 spoc¢itané pomoci vypocti na 2 pro Reynoldsova ¢isla 0 (svétle modréa),
1, 5, 10, 20, 35, 50 (oranzova).
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Obrazek 3.30: Hodnoty ruznych veli¢in pro kombinovanou tlohu pro vytok s
a = —2 spocitané pomoci vypoctl na €2 pro Reynoldsova ¢isla 0 (svétle modréa),
1, 5, 10, 20, 35, 50 (oranzova).
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