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školńıho d́ıla podle §60 odst. 1 autorského zákona.
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Katedra: Katedra matematické analýzy
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TLUSTÉ MNOŽINY V BANACHOVÝCH PROSTORECH

Úvod

Tato práce se zabývá tlustými množinami v Banachových prostorech. Pojem
tlusté množiny je definován jako analogie k pojmu množiny druhé kategorie.

V úvodu je zaveden pojem τ -tenké a τ -tlusté množiny pro lokálně konvexńı
topologii τ na Banachově prostoru X, jež je slabš́ı než topologie daná normou, a
jsou ukázány některé jejich základńı vlastnosti.

V druhé části jsou ukázány některé charakterisace pro τ -tlusté množiny. Je
ukázáno, že τ -tlusté množiny jsou nejmenš́ı takové, pro které plat́ı princip stej-
noměrné omezenosti, Banach-Steinhausova věta, či věta o otevřeném zobrazeńı.
Současně je podána charakterisace tlustých množin pomoćı w∗-integrovatelnosti.

Dále jsou vyzdvihnuty dva d̊uležité př́ıpady – a to je-li τ př́ımo normová topologie
na X, a je-li τ w∗-topologie na duálu Banachova prostoru. Je ukázáno, že reflexivitu
lze charakterisovat pomoćı vztahu tlustých a w∗-tlustých množin na duálu X∗.

V závěru je pomoćı Nikodýmovy věty o omezenosti pro vektorové mı́ry ukázán
př́ıklad tlusté množiny v prostoru B(Σ) – omezených, měřitelných funkćı, a je
ukázán př́ıklad množiny, jež je tlustá, ale neńı druhé kategorie.

V této práci se oṕıráme o článek O. Nygaarda [Nyg], jehož výsledky práce shr-
nuje, a některé z nich zobecňuje pro lokálně konvexńı topologie τ , jež jsou slabš́ı
než topologie normy.

1. Úvodńı definice

Definice 1.1. Bud’ (X, τ) topologický lineárńı prostor nad F, kde F = R nebo C.
Řekneme, že A ⊂ X je absolutně konvexńı, je-li A konvexńı a vyvážená (tj. aA ⊂ A
pro a ∈ F, |a| ≤ 1).

Pro A ⊂ X definujeme

� absolutně konvexńı obal množiny A jako

acoA =
⋂
{F ;A ⊂ F ⊂ X,F absolutně konvexńı}

� τ -uzavřený absolutně konvexńı obal množiny A jako

acoτA =
⋂
{F ;A ⊂ F ⊂ X,F absolutně konvexńı, τ -uzavřená} .

Poznámka 1.2. Pokud bude z kontextu zřejmé, o kterou topologii τ na X se jedná,
budeme namı́sto acoτA psát acoA.

Poznámka 1.3. Výše uvedené definice acoA a acoA jsou korektńı, jelikož celý pro-
stor X je sám absolutně konvexńı množinou (nav́ıc i uzavřenou). Proto je systém
množin, jež pronikáme neprázdný, tud́ıž acoA i acoA jsou vždy definovány.

Poznámka 1.4. V celé práci budeme uvažovat, že všechny topologie jsou Hausdor-
ffovy, tedy speciálně budeme-li mluvit o lineárńım topologickém prostoru (X, τ),
bude se vždy jednat o lineárńı topologický prostor, jež je Hausdorff̊uv.

Lemma 1.5. Bud’ (X, τ) topologický lineárńı prostor a A ⊂ X. Pak

(a) acoA, acoA jsou absolutně konvexńı množiny. Nav́ıc acoA (resp. acoA) je
nejmenš́ı absolutně konvexńı množinou (resp. absolutně konvexńı a uzavřenou
množinou), jež obsahuje A, bráno vzhledem k inklusi.
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(b) τ -uzávěr absolutně konvexńı množiny je absolutně konvexńı množina.
(c) acoA = acoA.

D̊ukaz. Protože libovolný pr̊unik absolutně konvexńıch množin je absolutně kon-
vexńı množina, tak triviálně z definic acoA a acoA dostáváme (a).

(b) plyne z toho, že τ -uzávěr konvexńı (resp. vyvážené) množiny je opět konvexńı

(resp. vyvážená) množina. Konkrétněji, mějme A konvexńı množinu a x, y ∈ Aτ .
Pak existuj́ı nety (xi)i∈I a (yi)i∈I , jež konverguj́ı v τ k x a y, a nav́ıc xi ∈ A, yi ∈ A
pro i ∈ I.

Je-li t ∈ [0, 1], pak je txi + (1 − t)yi ∈ A z konvexity A a d́ıky spojitosti vek-
torových operaćı (τ je lineárńı topologie na X) konverguje net txi + (1 − t)yi v τ
k tx+ (1− t)y. Tedy tx+ (1− t)y je v τ -uzávěru A.

Je-li A vyvážená a a ∈ F, |a| ≤ 1, pak net axi konverguje k ax (d́ıky spojitosti

násobeńı skalárem) a tedy ax ∈ Aτ . Tedy τ -uzávěr A je vyvážená množina, a proto
plat́ı (b).

Zbývá ukázat (c). Triviálně z definice plat́ı, že acoA ⊃ acoA, nebot’ systém
absolutně konvexńıch množin, jež jsou uzavřené, je podsystémem všech absolutně
konvexńıch množin. Protože acoA je uzavřená množina, jakožto pr̊unik uzavřených
množin, tak dostáváme acoA ⊃ acoA.

Naopak, acoA je podle (a) a (b) absolutně konvexńı a uzavřená, tud́ıž acoA ⊂
acoA. Proto plat́ı (c). �

Výše uvedená definice se hod́ı zejména pro teoretické úvahy. Pro snadněǰśı vý-
počty uved’me ekvivalentńı vyjádřeńı acoA.

Lemma 1.6. Bud’ X topologický lineárńı prostor a A ⊂ X. Pak

acoA = {
∑n
i=1 αixi ; αi ∈ F, xi ∈ A,

∑n
i=1 |αi| ≤ 1, n ∈ N} .

D̊ukaz. Označme si množinu na pravé straně dokazované rovnosti jako B. Stač́ı
ukázat, že B je absolutně konvexńı, a je-li C libovolná absolutně konvexńı množina,
splňuj́ıćı A ⊂ C, pak B ⊂ C. Pak již plyne dokazované d́ıky předchoźımu lemmatu.

Nejprve k tomu, že B je absolutně konvexńı. Mějme x, y ∈ B, tedy

x =
∑n
i=1 αixi,

∑n
i=1 |αi| ≤ 1

y =
∑m
i=1 βiyi,

∑m
i=1 |βi| ≤ 1.

Pak pro t ∈ [0, 1] máme

tx+ (1− t)y =

n∑
i=1

tαixi +

m∑
i=1

(1− t)βiyi,

přičemž
n∑
i=1

|tαi|+
m∑
i=1

|(1− t)βi| = |t|
n∑
i=1

|αi|+ |1− t|
m∑
i=1

|βi| ≤ t+ (1− t) = 1.

Proto tx+ (1− t)y ∈ B a tedy B je konvexńı.
Analogicky ukažme vyváženost B. Je-li a ∈ F, |a| ≤ 1, pak

ax = a
∑n
i=1 αixi =

∑n
i=1 aαixi

a zřejmě
∑n
i=1 |aαi| ≤ |a|

∑n
i=1 |αi| ≤ 1. Proto aB ⊂ B, a tedy B je vyvážená. T́ım

je tedy ukázáno, že B je absolutně konvexńı.
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Nyńı přistupme k d̊ukazu druhé části. Mějme absolutně konvexńı množinu C
takovou, že C ⊃ A. Ukažme, že B ⊂ C.

Jelikož A ⊂ C a C je absolutně konvexńı, pak αx ∈ C pro x ∈ A, |α| ≤ 1. Tedy

{αx;x ∈ A, |α| ≤ 1} ⊂ C.
Ukážeme, že jsou-li xi ∈ A, pak

∑n
i=1 αixi ∈ C pro αi ∈ F,

∑n
i=1 |αi| ≤ 1. Přitom

stač́ı uvážit, že αi ∈ R, jinak stač́ı přenásobit xi vhodnou komplexńı jednotkou ei a
d́ıky předchoźımu bude stále αieixi ∈ C. Nav́ıc stač́ı předpokládat, že |αi| ∈ [0, 1),
jinak tvrzeńı triviálně plat́ı.

Postupujme indukćı podle n. Pro n = 1 plat́ı tvrzeńı z vyváženosti C podle
předchoźıho odstavce.

Uvažme, že plat́ı pro n − 1, ukažme platnost pro n. Dı́ky konvexitě C máme
αnxn+ (1−αn)z ∈ C, je-li z ∈ C. Máme, že z =

∑n−1
i=1

αi
1−αnxi ∈ C dle indukčńıho

předpokladu, nebot’
∑n−1
i=1 |

αi
1−αn | =

∑n−1
i=1

|αi|
|1−αn| ≤

1−|αn|
|1−αn| ≤ 1. Speciálně tedy

touto volbou dostáváme, že
∑n
i=1 αixi = αnxn + (1− αn)z ∈ C.

Tvrzeńı je t́ımto tedy ukázáno. �

Lemma 1.7. Bud’ (X, τ) lineárńı topologický prostor, A ⊂ X a p : X → R τ -zdola
polospojitá pseudonorma. Pak

sup
x∈A

p(x) = sup
x∈acoA

p(x) = sup
x∈acoA

p(x).

Speciálně, je-li Y normovaný lineárńı prostor, T : X → Y lineárńı, spojité, pak

sup
x∈A
‖Tx‖Y = sup

x∈acoA
‖Tx‖Y = sup

x∈acoA
‖Tx‖Y ,

resp. je-li x∗ ∈ (X, τ)∗, pak

sup
x∈A
|x∗(x)| = sup

x∈acoA
|x∗(x)| = sup

x∈acoA
|x∗(x)|.

D̊ukaz. Nejprve přistupme k d̊ukazu prvńı série rovnost́ı. Protože A ⊂ acoA , tak
triviálně plat́ı

sup
x∈A

p(x) ≤ sup
x∈acoA

p(x).

Naopak, je-li x ∈ acoA, pak je dle předchoźıho lemmatu x =
∑n
i=1 aixi, kde xi ∈ A

a
∑n
i=1 |ai| ≤ 1. Proto

p(x) = p(

n∑
i=1

aixi) ≤
n∑
i=1

p(aixi) =

n∑
i=1

|ai|p(xi) ≤
n∑
i=1

|ai| sup
x∈A

p(x) ≤ sup
x∈A

p(x).

Tedy dostáváme
sup

x∈acoA
p(x) ≤ sup

x∈A
p(x),

a tedy i prvńı rovnost.
Jelikož dle lemmatu 1.5 je acoA = acoA, tak dostáváme

sup
x∈acoA

p(x) = sup
x∈acoA

p(x) ≥ sup
x∈acoA

p(x).

Naopak, je-li x ∈ acoA, existuje net (xi)i∈I v acoA, jež konverguje v topologii τ
k x. Jelikož je p zdola polospojitá, je

p(x) ≤ lim inf p(xi) ≤ sup
z∈acoA

p(z),

a tedy supx∈acoA p(x) = supx∈acoA p(x).
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Druhá část tvrzeńı plyne z toho, že je-li Y normovaný lineárńı prostor a T :
X → Y lineárńı spojité, pak ‖·‖Y ◦ T : X → R je spojitá pseudonorma na X, resp.
je-li x∗ ∈ X∗, pak x∗ : (X, τ)→ (F, | · |) je lineárńı, spojité a (F, | · |) je normovaný
lineárńı prostor. �

Nyńı přistupme k definici kĺıčových pojmů, kterým se budeme po zbytek této
práce věnovat.

Definice 1.8. Bud’ X Banach̊uv prostor a τ lokálně konvexńı topologie na X.
Řekneme, že A ⊂ X je τ -nenormuj́ıćı, pokud acoτA 6⊃ δBX pro žádné δ > 0.

Definice 1.9. Řekneme, že množina A ⊂ X je τ -tenká, pokud je neklesaj́ıćım
spočetným sjednoceńım τ -nenormuj́ıćıch množin, tj. pokud existuj́ı τ -nenormuj́ıćı
množiny An takové, že An ⊂ An+1 a A = ∪∞i=1An. Množinu A ⊂ X nazveme
τ -tlustou, pokud neńı τ -tenká.

Poznámka 1.10. Budeme krátce psát, že A ⊂ X je nenormuj́ıćı (resp. tenká, tlustá)
bude-li τ topologie na X daná normou, tj. je-li A ‖·‖-nenormuj́ıćı (resp. ‖·‖-tenká,
‖·‖-tlustá).

Jelikož se budeme zabývat lokálně konvexńımi topologiemi na Banachově pro-
storu X, jež jsou slabš́ı než topologie daná normou, pak je vhodné uvědomit si,
v jakém vztahu jsou jejich duály. To shrnuje následuj́ıćı poznámka.

Poznámka 1.11. Je-li X Banach̊uv prostor a τ topologie na X, jež je slabš́ı než
topologie daná normou, pak (X, τ)∗ ⊂⊂ (X, ‖·‖)∗ = X∗. Speciálně lze tedy na
(X, τ)∗ přirozeně uvažovat normu zděděnou z X∗ (jakožto restrikci normy na tento
podprostor).

D̊ukaz. Je zřejmé, že (X, τ)∗ tvoř́ı lineárńı prostor. Je-li f : (X, τ) → F lineárńı
a spojité, je f−1(G) τ -otevřená množina pro G otevřenou v F. Tud́ıž je f−1(G)
také ‖·‖-otevřená a proto je f : (X, ‖·‖)→ F spojité. Proto (X, τ)∗ ⊂⊂ (X, ‖·‖)∗ =
X∗. �

V práci budeme potřebovat následuj́ıćı variantu Hahnovy–Banachovy věty pro
oddělováńı konvexńıch množin v lokálně konvexńıch topologických prostorech.

Lemma 1.12 (Hahn–Banach). Mějme (X, τ) lokálně konvexńı topologický pro-
stor.

(a) Je-li A ⊂ X absolutně konvexńı množina a x∗ ∈ (X, τ)∗, pak

sup
x∈A
<x∗(x) = sup

x∈A
|x∗(x)|.

(b) Je-li A ⊂ X neprázdná, konvexńı, τ -uzavřená a x 6∈ A, pak existuje prvek
x∗ ∈ (X, τ)∗, splňuj́ıćı

<x∗(x) > sup
y∈A
<x∗(y).

Je-li nav́ıc A absolutně konvexńı, pak lze naj́ıt x∗ ∈ X∗ takové, že

|x∗(x)| > sup
y∈A
|x∗(y)|.
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D̊ukaz. Triviálně plat́ı, že <x∗(x) ≤ |x∗(x)| pro libovolné x ∈ A a tedy i

sup
x∈A
<x∗(x) ≤ sup

x∈A
|x∗(x)|.

Naopak pro x ∈ A existuje α ∈ C, |α| = 1 splňuj́ıćı |x∗(x)| = αx∗(x) = x∗(αx) =
<x∗(αx). Protože A je absolutně konvexńı, je αA ⊂ A, tedy

|x∗(x)| = <x∗(αx) ≤ sup
y∈αA

<x∗(y) ≤ sup
z∈A
<x∗(z).

Protože bylo x voleno libovolně, plat́ı odhad pro každé x ∈ A a tedy je

sup
x∈A
|x∗(x)| ≤ sup

x∈A
<x∗(x).

Tedy plat́ı (a).
K d̊ukazu (b). Jelikož τ je Hausdorffova topologie, je {x} τ -uzavřená. Zřejmě je

i kompaktńı a konvexńı množinou. Podle Hahnovy–Banachovy věty [Rud, věta 3.4,
str. 58] tedy existuje x∗ ∈ X∗ a γ1, γ2 ∈ R takové, že

<x∗(y) < γ1 < γ2 < <x∗(x),

pro všechna y ∈ A. Tedy

sup
y∈A
<x∗(y) < <x∗(x).

Je-li nav́ıc A absolutně konvexńı, pak podle (a) je

sup
y∈A
<x∗(y) = sup

y∈A
|x∗(y)| < <x∗(x) < |x∗(x)|.

�

Užitečnou charakterisaci nenormuj́ıćıch množin popisuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 1.13. Mějme X Banach̊uv a τ lokálně konvexńı topologii na X, jež je
slabš́ı než topologie daná normou. Je-li A ⊂ X neprázdná, pak A je τ -nenormuj́ıćı,
právě když

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A
|x∗(x)| = 0,

kde S(X,τ)∗ = SX∗ ∩ (X, τ)∗ a SX∗ je jednotková sféra v X∗.

D̊ukaz. Je-li A ⊂ X τ -nenormuj́ıćı, pak acoτA 6⊃ δBX pro žádné δ > 0. Speciálně
pro δ = 1

n , n ∈ N, existuj́ı xn ∈ 1
nBX , xn 6∈ acoτA.

Podle lemmatu 1.5 je acoτA absolutně konvexńı a τ -uzavřená, proto tedy existuje
pro n ∈ N podle Hahnovy–Banachovy věty (lemma 1.12) x∗ ∈ X∗ takové, že

|x∗(xn)| ≥ sup
x∈acoτA

|x∗(x)| = sup
x∈A
|x∗(x)|.

Protože podle předcházej́ıćı poznámky 1.11 je (X, τ)∗ ⊂ (X, ‖·‖)∗, tak je i x∗ ∈
(X, ‖·‖)∗. Nav́ıc můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že ‖x∗‖ = 1, a tedy
máme

|x∗(xn)| ≤ ‖x∗‖ ‖xn‖ ≤
1

n
,

a tedy

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A
|x∗(x)| = 0.
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Naopak, at’ A neńı τ -nenormuj́ıćı. Pak máme acoτA ⊃ δBX pro nějaké δ > 0.
Pak je-li x∗ ∈ (X, τ)∗ libovolné, máme d́ıky lemmatu 1.7

sup
x∈A
|x∗(x)| = sup

x∈acoτA
|x∗(x)| ≥ sup

x∈δBX
|x∗(x)|.

Je-li tedy nav́ıc x∗ ∈ S(X,τ)∗ , tj. je-li x∗ ∈ SX∗ ∩ (X, τ)∗, pak

sup
x∈δBX

|x∗(x)| = δ sup
x∈BX

|x∗(x)| = δ ‖x∗‖ = δ > 0,

proto

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A
|x∗(x)| > 0.

�

Lemma 1.14 (vlastnosti nenormuj́ıćıch množin). Mějme X Banach̊uv a τ
lokálně konvexńı topologii na X, jež je slabš́ı než topologie daná normou, a bud’

A ⊂ X. Pak

(a) A je τ -nenormuj́ıćı, právě když τ -uzávěr A je τ -nenormuj́ıćı.
(b) A je τ -nenormuj́ıćı, právě když acoA je τ -nenormuj́ıćı.
(c) Je-li r > 0 libovolné, pak A je τ -nenormuj́ıćı, právě když A ∩ rBX je τ -

nenormuj́ıćı.

D̊ukaz. Nejprve k d̊ukazu (a). Protože pro libovolné x∗ ∈ (X, τ)∗ plat́ı

sup
x∈A
|x∗(x)| = sup

x∈Aτ
|x∗(x)|,

tak i

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A
|x∗(x)| = inf

x∗∈S(X,τ)∗
sup
x∈Aτ

|x∗(x)|,

a tedy dle předchoźıho lemmatu 1.13 je množina A τ -nenormuj́ıćı, právě když je
A
τ
τ -nenormuj́ıćı. Tud́ıž plat́ı (a).

Analogicky k předchoźımu, dle lemmatu 1.7 máme

sup
x∈A
|x∗(x)| = sup

x∈acoA
|x∗(x)|,

tud́ıž

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A
|x∗(x)| = inf

x∗∈S(X,τ)∗
sup

x∈acoA
|x∗(x)|,

a tedy A je τ -nenormuj́ıćı, právě když acoA je τ -nenormuj́ıćı, dle lemmatu 1.13.
Tedy plat́ı (b).

Zbývá ukázat (c). Je-li A τ -nenormuj́ıćı a r > 0, pak

sup
x∈A∩rBX

|x∗(x)| ≤ sup
x∈A
|x∗(x)|

a tedy i

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A∩rBX

|x∗(x)| ≤ inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈A
|x∗(x)| = 0,

a tud́ıž je A ∩ rBX τ - nenormuj́ıćı.
Naopak, je-li A ∩ rBX τ -nenormuj́ıćı, ukážeme, že A je τ -nenormuj́ıćı. Dı́ky (a)

a (b) stač́ı bez ztráty na obecnosti uvážit, že A je absolutně konvexńı a τ -uzavřená.
Postupujme sporem, pokud by A ⊃ δBX pro nějaké δ > 0, pak i (A ∩ rBX) ⊃

min(δ, r)BX . Tud́ıž aco(A ∩ rBX) ⊃ (A ∩ rBX) ⊃ εBX pro nějaké ε > 0 a tedy
A ∩ rBX neńı τ -nenormuj́ıćı. T́ım dostáváme spor a tud́ıž plat́ı (c). �
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2. Vlastnosti a charakterisace tlustých množin

V následuj́ıćı kapitole se budeme dále podrobněji zabývat některými vlastnostmi
tlustých množin a podáme jejich ekvivalentńı charakterisace.

Nejprve ukážeme některé základńı vlastnosti tenkých a tlustých množin.

Lemma 2.1 (Vlastnosti tlustých a tenkých množin). Mějme X Banach̊uv, τ
lokálně konvexńı topologii na X, jež je slabš́ı než topologie daná normou a A ⊂ X.
Pak plat́ı následuj́ıćı.

(a) Je-li A τ -tenká a B ⊂ A, pak je B τ -tenká. Naopak je-li A τ -tlustá a A ⊂ B,
pak je B τ -tlustá.

(b) A je τ -tenká právě když acoA je τ -tenká.
(c) A je τ -tenká právě když spanA je τ -tenká
(d) τ -tenká množina je prvńı kategorie v (X, τ). Naopak množina druhé kategorie

v (X, τ) je τ -tlustá.
Speciálně, otevřená podmnožina Banachova prostoru je tlustá.

(e) Je-li X konečné dimense, je A tlustá, právě když je spanA = X.

D̊ukaz. (a) Je-li A τ -tenká, existuj́ı τ -nenormuj́ıćı množiny An, n ∈ N takové, že
A = ∪n∈NAn a An ⊂ An+1 pro všechna n ∈ N. Pak ale

B = B ∩A = B ∩
∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

(B ∩An).

Jelikož B ∩ An ⊂ An, tak pro všechna n ∈ N je evidentně B ∩ An τ -nenormuj́ıćı a
tud́ıž (B∩An)∞n=1 tvoř́ı neklesaj́ıćı spočetné pokryt́ı B τ -nenormuj́ıćımi množinami.
Tud́ıž plat́ı (a).

(b) Je-li acoA τ -tenká, pak je A τ -tenká podle (a). At’ naopak je A τ -tenká a
bud’ A =

⋃∞
n=1An, kde An jsou τ -nenormuj́ıćı a An ⊂ An+1 pro všechna n ∈ N.

Pak
⋃∞
n=1 acoAn je absolutně konvexńı množina, je totiž acoAn ⊂ acoAm pro

n ≤ m a jsou-li tedy x, y ∈
⋃∞
n=1 acoAn, pak x, y ∈ acoAm pro nějaké m ∈ N

a tud́ıž
⋃∞
n=1 acoAn je absolutně konvexńı množinou. Nav́ıc A ⊂

⋃∞
n=1 acoAn z

definice acoA, proto acoA ⊂
⋃∞
n=1 acoAn.

Podle lemmatu 1.14 jsou acoAn τ -nenormuj́ıćı, tud́ıž
⋃∞
n=1 acoAn je τ -tenká,

tedy podle (a) je acoA τ -tenká.
(c) Je-li spanA τ -tenká, pak je A τ -tenká podle (a). Je-li A τ -tenká, pak d́ıky

(b) lze bez újmy na obecnosti uvažovat, že A je absolutně konvexńı.
Mějme A =

⋃∞
n=1An, An τ -nenormuj́ıćı a An ⊂ Am pro n ≤ m. Jelikož je A

absolutně konvexńı, tak máme A =
⋃∞
n=1 acoAn a acoAn jsou τ -nenormuj́ıćı.

Pak spanA =
⋃∞
n=1 nA =

⋃∞
n=1

⋃∞
m=1 n acoAm =

⋃∞
n=1 n acoAn. Protože jsou

acoAn τ -nenormuj́ıćı, jsou i n acoAn τ -nenormuj́ıćı a proto je spanA τ -tenká
množina.

(d) Necht’ A je τ -tenká množina, bez újmy na obecnosti můžeme uvážit, že A
je absolutně konvexńı. Pak A =

⋃∞
n=1An, kde An jsou τ -nenormuj́ıćı a An ⊂ Am

pro n ≤ m. Tedy acoτAn 6⊃ δBX pro žádné δ > 0. Z d̊ukazu (b) je patrno, že
A ⊂

⋃∞
n=1 acoAn.

Stač́ı tedy ukázat, že acoAn jsou ř́ıdké v (X, τ), pak
⋃∞
n=1 acoAn je spočetné

sjednoceńı τ -̌ŕıdkých množin. Avšak acoτAn 6⊃ δBX pro žádné δ > 0, tedy muśı
nutně být int(acoAn

τ
) = ∅ (kde vnitřek rozumı́me v topologii τ). Pokud by totiž

acoτAn obsahoval τ -otevřenou množinu G, pak G by byla i otevřená v ‖·‖X . Pak
by z absolutńı konvexity nutně muselo platit, že acoτAn ⊃ δBX pro nějaké δ > 0.
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Druhá část (d) plyne z toho, že otevřené množiny v úplných prostorech jsou
druhé kategorie.

(e). Dı́ky (c) je A tlustá, právě když je spanA tlustá. Stač́ı tedy uvážit, že
A⊂⊂X, tj. A = spanA.

Je-li spanA = X, pak A = spanA = X je druhé kategorie v X, tud́ıž je dle (d)
tlustá.

Naopak, je-li A tlustá, pak A = spanA =
⋃∞
n=1 nA. Tedy existuje m ∈ N a

δ > 0, že m aco(A) ⊃ δBX . Protože A je lineárńı podprostor, tak je acoA = spanA
a jelikož prostor X je konečně dimensionálńı, tak je spanA uzavřený podprostor
X, proto spanA = acoA ⊃ ηBX pro nějaké η > 0. Tedy spanA = X. �

2.1. Princip stejnoměrné omezenosti. V následuj́ıćı části ukážeme, že tlusté
množiny úzce souviśı s principem stejnoměrné omezenosti a nav́ıc jsou ve skuteč-
nosti t́ımto charakterisovány.

Nejprve však, jelikož budeme popisovat spojitá lineárńı zobrazeńı z lokálně kon-
vexńıho prostoru (X, τ) do normovaných lineárńıch (obecněji i do lokálně kon-
vexńıch) prostor̊u, je vhodné – analogicky k poznámce 1.11 – všimnout si následu-
j́ıćıho.

Poznámka 2.2. Je-li X Banach̊uv, τ topologie na X slabš́ı než topologie daná
normou a (Y, σ) topologický lineárńı prostor, pak

L((X, τ), (Y, σ))⊂⊂L((X, ‖·‖), (Y, σ)).

Speciálně, je-li Y normovaný lineárńı prostor, pak L((X, τ), Y )⊂⊂L(X,Y ), tedy
lze na L((X, τ), Y ) uvážit normu jakožto restrikci normy z L(X,Y ) na tento pod-
prostor

D̊ukaz. Zřejmě L((X, τ), (Y, σ)) tvoř́ı lineárńı prostor. Je-li f : (X, τ) → (Y, σ)
lineárńı a spojité, pak f−1(G) je τ -otevřená pro každou σ-otevřenou G ⊂ Y . Jelikož
je τ slabš́ı topologíı než topologie normy, je f−1(G) též i ‖·‖X -otevřená. Tedy
f : (X, ‖·‖)→ (Y, σ) je spojité. �

Dı́ky této poznámce máme korektnost následuj́ıćı definice.

Definice 2.3. Mějme X Banach̊uv, τ lokálně konvexńı topologii na X, jež je slabš́ı
než topologie daná normou, a bud Y normovaný lineárńı prostor.

Řekneme, že Γ ⊂ L((X, τ), Y ) je bodově omezená na A ⊂ X, jestliže pro všechna
x ∈ A je {‖Lx‖Y ;L ∈ Γ} omezená množina, tj. supL∈Γ ‖Lx‖ <∞.

Řekneme, že Γ je omezená v L((X, τ), Y ), jestliže supL∈Γ ‖L‖ <∞.

Nyńı můžeme ukázat platnost následuj́ıćıho.

Věta 2.4 (silný princip stejnoměrné omezenosti). Mějme X Banach̊uv pro-
stor, τ lokálně konvexńı topologii na X, jež je slabš́ı než topologie daná normou, a
bud’ A ⊂ X. Pak následuj́ıćı je ekvivalentńı.

(a) A je τ -tlustá.
(b) Je-li Y normovaný lineárńı prostor a Γ ⊂ L((X, τ), Y ) bodově omezená na A,

tj. pro všechna x ∈ A je
sup
L∈Γ
‖Lx‖ <∞,

pak je Γ omezená v (L((X, τ), Y ), ‖·‖).
(c) Je-li (x∗n)∞n=1 posloupnost v (X, τ)∗, jež je omezená bodově na A, pak je omezená

v (X, τ)∗.
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D̊ukaz. (a) → (b). Analogicky standardńımu d̊ukazu principu stejnoměrné omeze-
nosti. Bud’ Γ ⊂ L((X, τ), Y ) bodově omezená na A a necht’ A ⊂ X je τ -tlustá
množina. Položme

An = {x ∈ A; ‖Lx‖ ≤ n;L ∈ Γ} .
Z bodové omezenosti Γ na A dostáváme, že A =

⋃∞
n=1An. Nav́ıc zřejmě pro

n ∈ N plat́ı An ⊂ An+1.
Protože A je τ -tlustá a

⋃∞
n=1An tvoř́ı neklesaj́ıćı spočetné sjednoceńı, muśı nutně

existovat m ∈ N, že Am neńı τ -nenormuj́ıćı. Tedy acoτAm ⊃ δBX pro nějaké δ > 0.
Potom, je-li L ∈ Γ libovolné, máme dle lemmatu 1.7

‖L‖ = sup
x∈BX

‖Lx‖ =
1

δ
sup

x∈δBX
‖Lx‖ ≤ 1

δ
sup

x∈acoAm

‖Lx‖ =
1

δ
sup
x∈Am

‖Lx‖ ≤ m

δ
.

Tedy pro L ∈ Γ je ‖L‖ ≤ m
δ , přičemž tento odhad je stejnoměrný a nezávislý na

L (m ani δ na této volbě nezáviśı). Proto je Γ je omezená v (L(X,Y ), ‖·‖).
Implikace (b)→ (c) je triviálńı, stač́ı položit Y = F a Γ = (x∗n)∞n=1.
K d̊ukazu (c) → (a). Sporem, uvažme, že A ⊂ X je τ -tenká, a ukážeme, že

existuje posloupnost v (X, τ)∗, jež je ve sporu s (c).
Množina A je τ -tenká, a tedy existuj́ı τ -nenormuj́ıćı množiny An, kde An ⊂ An+1

pro n ∈ N a A =
⋃∞
n=1An. Tedy máme dle lemmatu 1.13 pro n ∈ N

inf
x∗∈S(X,τ)∗

sup
x∈An

|x∗(x)| = 0.

Konstruujme posloupnost funkcionál̊u (x∗n)∞n=1 v (X, τ)∗∩SX∗ , pro kterou plat́ı,
že

sup
x∈An

|x∗n(x)| ≤ 2−n.

Dále položme y∗n = 2nx∗n. Ukážeme, že tato posloupnost je ve sporu s (c). Zjevně
je (y∗n)∞n=1 neomezená v normě, máme totiž

‖y∗n‖ = ‖2nx∗n‖ = 2n ‖x∗n‖ = 2n, n ∈ N.

Zbývá tedy ukázat bodovou omezenost této posloupnosti na A. Mějme x ∈ A, pak
x ∈ Am pro jisté m ∈ N. Nav́ıc d́ıky monotonii (An) je i x ∈ An pro n ≥ m. Pak
rozlǐsme dva př́ıpady: je-li n ≤ m, pak

|y∗n(x)| ≤ ‖y∗n‖ ‖x‖ ≤ 2m ‖x‖ .

Je-li n ≥ m, pak

|y∗n(x)| = 2n|x∗n(x)| ≤ 2n sup
y∈An

|x∗n(y)| ≤ 1

d́ıky tomu, že x ∈ An.
Tedy pro x ∈ A a n ∈ N máme, že |y∗n(x)| ≤ max(2m ‖x‖ , 1), a proto (y∗n)∞n=1 je

bodově omezená na A. To je však ve sporu s (c). �

Platnost principu stejnoměrné omezenosti lze ukázat i v př́ıpadě, že na pro-
storu L((X, τ), Y ) uvažujeme jinou topologii, než topologii, jež je dána normou. V
př́ıpadě, že na L((X, τ), Y ) uvažujeme topologii bodové konvergence, tak platnost
principu stejnoměrné konvergence z̊ustane zachována, jak ukážeme v následuj́ıćı
větě. Nav́ıc můžeme slevit z požadavku, že Y je normovaný lineárńı prostor, a
obecněji uvažovat lokálně konvexńı prostor Y .
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Poznámka 2.5. Vezmeme za fakt, že jsou-li (X, τ) a (Y, σ) lokálně konvexńı pro-
story, pak topologie bodové konvergence na L(X,Y ) je lokálně konvexńı topologie
generována systémem pseudonorem

pA,q(L) = sup
x∈A

q(Lx), a ∈ A, q ∈ Q,

kde A = {A ⊂ X,A konečná} a Q je soubor pseudonorem, jež generuje lokálně
konvexńı topologii σ na Y . [Jar, př. 3A, str.153]

Tedy se jedná o topologii stejnoměrné konvergence na konečných podmnožinách
X. Tuto topologii na L(X,Y ) budeme značit ωS .

Poznámka 2.6. Připomeňme, že je-li (X, τ) lokálně konvexńı prostor a A ⊂ X, pak
A je omezená v (X, τ), jestliže pro každé τ -okoĺı 0 V existuje λ > 0, že A ⊂ λV .

Poznamenejme, že v lokálně konvexńım prostoru je toto ekvivalentńı tomu, že
p(A) je omezená v R, pro každou pseudonormu p, jež generuje tuto lokálně konvexńı
topologii. [Rud, věta 1.37, str. 26]

Věta 2.7. Mějme X Banach̊uv prostor, τ lokálně konvexńı topologii na X, jež je
slabš́ı než topologie daná normou a bud’ A ⊂ X. Pak následuj́ıćı je ekvivalentńı.

(a) A je τ -tlustá.
(b) Je-li (Y, σ) lokálně konvexńı prostor a Γ ⊂ L((X, τ), Y ) bodově omezená na A,

pak je Γ ωS-omezená v L((X, τ), Y ).
(c) Je-li (x∗n)∞n=1 posloupnost v (X, τ)∗, jež je omezená bodově na A, pak je w∗-

omezená v (X, τ)∗.

D̊ukaz. Postup i myšlenky d̊ukazu budou analogické těm v d̊ukazu věty 2.4.
Nejprve ukažme (a) → (b). K tomu, že je Γ omezená v topologii ωS stač́ı podle

předchoźı poznámky ukázat, že pro každou pseudonormu pF,q generuj́ıćı tuto topo-
logii je pF,q(Γ) omezená.

Zvolme tedy F ⊂ X konečnou a q : Y → R pseudonormu generuj́ıćı topologii σ
na Y libovolně a uvažme př́ıslušnou pseudonormu pF,q : L(X,Y ) → R. Pro n ∈ N
položme

An = {x ∈ A; q(Lx) ≤ n,L ∈ Γ}.
Triviálně plat́ı, že

⋃∞
n=1An ⊂ A. Z bodové omezenosti Γ na A dostáváme podle

předpokladu druhou inklusi. Je-li totiž x ∈ A, tak množina {Lx;L ∈ Γ} je ome-
zená množina v Y , a tedy supL∈Γ q(Lx) < ∞, nebot’ q je pseudonorma generuj́ıćı
topologii σ na Y . Tedy x ∈ Am pro nějaké m ∈ N a tedy A ⊂

⋃∞
n=1An.

Dohromady tedy máme, že A =
⋃∞
n=1An, a nav́ıc zjevně plat́ı An ⊂ An+1 pro

n ∈ N.
Protože A je τ -tlustá podle předpokladu, tak nutně neńı nějaká Am τ -nenormu-

j́ıćı. Tud́ıž existuj́ı m ∈ N a δ > 0 takové, že acoτAm ⊃ δBX .
Pak q ◦ L : X → R je spojitá pseudonorma, a tedy dle lemmatu 1.7 máme, že

supx∈Am q(Lx) = supx∈acoτAm q(Lx). Proto je

m ≥ sup
x∈Am

q(Lx) = sup
x∈acoτAm

q(Lx) ≥ sup
x∈δBX

q(Lx) = δ sup
x∈BX

q(Lx).

Je-li F ⊂ X konečná, pak i množina {‖x‖ ;x ∈ F} je konečná, a tedy F ⊂ KBX ,
kde K = maxx∈F ‖x‖. Proto

sup
x∈F

q(Lx) ≤ sup
x∈KBX

q(Lx) = K sup
x∈BX

q(Lx) ≤ Km

δ
.
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Tedy pA,q(Γ) je omezená pro libovolnou pseudonormu generuj́ıćı ωS , a tud́ıž je
Γ ωS-omezená.

K d̊ukazu (b) → (c), stač́ı položit (Y, σ) = (F, | · |) a Γ = {x∗n;n ∈ N}. Pak
topologie bodové konvergence na (X, τ)∗ je právě w∗-topologie na (X, τ)∗.

Ukažme (c) → (a). Postupujme sporem, uvažme, že A je τ -tenká, ukážeme, že
existuje posloupnost (x∗n)∞n=1 prvk̊u v (X, τ)∗, jež je ve sporu s (c).

Množina A ⊂ X je τ -tenká, podle principu stejnoměrné omezenosti 2.4 existuje
posloupnost (x∗n)∞n=1 v (X, τ)∗, jež je omezená bodově na A, ale neńı omezená
v (X, τ)∗ (v normě prostoru X∗).

K tomu, že tato posloupnost neńı w∗-omezenou množinou v (X, τ)∗ stač́ı ukázat,
že existuje x ∈ X takové, že supn∈N |x∗n(x)| =∞.

Podle standardńıho principu stejnoměrné omezenosti však muśı existovat x ∈ X,
že supn∈N |x∗n(x)| =∞. Pokud by totiž pro všechna x ∈ X platilo supn∈N |x∗n(x)| <
∞, pak by (x∗n)∞n=1 byla omezená v X∗, což je však ve sporu s předchoźım. �

Poznámka 2.8. Poznamenejme, že zde formulovaný silný princip stejnoměrné ome-
zenosti je opravdu zobecněńım klasického principu stejnoměrné omezenosti. Tento
z věty 2.4 vskutku dostaneme, nebot’ je-li A ⊂ X množina druhé kategorie v X,
pak je tlustá dle lemmatu 2.1 (a stač́ı tedy už́ıt věty 2.4 pro τ = ‖·‖X).

2.2. Otevřená zobrazeńı.

Lemma 2.9. Mějme X Banach̊uv prostor a bud’ A ⊂ X absolutně konvexńı a
uzavřená množina. Pak na Y = span(A ∩ BX) existuje norma ‖·‖Y taková, že
BY = A ∩BX a Y je s touto normou Banach̊uv prostor.

Nav́ıc tato norma je na Y silněǰśı než p̊uvodńı norma, tj. pro y ∈ Y je ‖y‖X ≤
‖y‖Y .

D̊ukaz. Pro x ∈ X definujme Minkovského funkcionál A ∩BX
pA∩BX (x) = inf{t > 0;x ∈ t(A ∩BX)}.

Množina A ∩ BX je absolutně konvexńı a uzavřená, na span(A ∩ BX) je nav́ıc
pohlcuj́ıćı, proto pA∩BX je pseudonorma na Y [Rud, věta 1.35., str. 25]. Nav́ıc
pA∩BX (x) ≤ 1, právě když x ∈ A ∩BX .

Ukážeme, že pA∩BX (x) = 0 právě když x = 0. Triviálně, je-li x = 0, pak x ∈
t(A ∩BX) pro každé t > 0, tud́ıž pA∩BX (x) = 0. Naopak, je-li pA∩BX (x) = 0, pak
je x ∈ t(A ∩ BX) pro každé t > 0, tud́ıž x ∈ tBX pro každé t > 0, proto x = 0.
Tedy pA∩BX je norma na Y . Stač́ı tedy pro x ∈ Y položit

‖x‖Y = pA∩BX (x).

Dále ukážeme, že ‖x‖X ≤ ‖x‖Y pro x ∈ X. Jelikož pro každé t > 0 je t(A∩BX) ⊂
tBX , tak je-li x ∈ t(A ∩BX), pak je x ∈ tBX . Tedy

{t > 0;x ∈ t(A ∩BX)} ⊂ {t > 0;x ∈ tBX},
proto přechodem k infimu dostáváme pBX ≤ pA∩BX , což neznamená nic jiného než,
že ‖x‖X ≤ ‖x‖Y pro x ∈ Y .

Závěrem ukážeme, že Y je Banach̊uv, je-li X Banach̊uv. Mějme absolutně kon-
vergentńı řadu v Y , tj. mějme pro n ∈ N yn ∈ Y takové, že

∑∞
n=1 ‖yn‖Y < ∞.

Ukážeme, že tato řada je konvergentńı v Y . Plat́ı
∞∑
n=1

‖yn‖X ≤
∞∑
n=1

‖yn‖Y <∞,
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proto
∑∞
n=1 yn je absolutně konvergentńı řada v X. Tato je konvergentńı, nebot’ X

je Banach̊uv, proto existuje y ∈ X, takové, že
∑∞
n=1 yn = y, kde konvergenci řady

máme v normě na X.
Stač́ı proto ukázat, že y ∈ Y , tj. že ‖y‖Y = pA∩BX (y) < ∞, a že

∑∞
n=1 yn = y

v prostoru Y (tj. limm→∞ ‖
∑m
n=1 yn − y‖Y = 0). Nejprve ukažme konvergenci řady

k y v normě na Y . Pro m ∈ N máme∥∥∥∥∥y −
m∑
n=1

yn

∥∥∥∥∥
Y

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=m

yn

∥∥∥∥∥
Y

≤
∞∑
n=m

‖yn‖Y → 0,

nebot’
∑∞
n=1 ‖yn‖Y <∞. Tedy

∑
yn konverguje k y v prostoru Y .

Zbývá tedy ukázat, že y ∈ Y . Pro m ∈ N máme∥∥∥∥∥
m∑
n=1

yn

∥∥∥∥∥
Y

≤
m∑
n=1

‖yn‖Y ≤
∞∑
n=1

‖yn‖Y <∞,

proto i limitńım přechodem máme ‖y‖Y ≤
∑∞
n=1 ‖yn‖Y <∞.

Tedy y ∈ Y ,
∑∞
n=1 yn = y v Y , a proto je Y Banach̊uv. �

Nyńı můžeme přistoupit k charakterisaci tlustých množin pomoćı otevřenosti
zobrazeńı.

Věta 2.10. Bud’ X Banach̊uv prostor, τ lokálně konvexńı topologie na X slabš́ı
než topologie daná normou a př́ıpustná pro X∗ a bud’ A ⊂ X. Pak následuj́ıćı je
ekvivalentńı.

(a) A je τ -tlustá.
(b) Je-li Y Banach̊uv a T : Y → (X, τ) lineárńı a spojité, takové, že Rng T ⊃ A,

pak Rng T = X.

D̊ukaz. (a) → (b). Mějme Y Banach̊uv, T : Y → X lineárńı a spojité (vzhledem
k topologii τ na X). K tomu, že T je na, stač́ı ukázat, že TBY obsahuje ‖·‖-okoĺı
0 v X, pak již surjektivita T vyplyne z linearity.

Plat́ı, že Y =
⋃∞
n=1 nBY a tedy TY =

⋃∞
n=1 nTBY . Dle předpokladu máme, že

TY ⊃ A, tud́ıž

A = TY ∩A =

( ∞⋃
n=1

nTBY

)
∩A =

∞⋃
n=1

(nTBY ∩A).

Protože A je τ -tlustá, tak tedy existuje m ∈ N takové, že acoτ (mTBY ∩ A) ⊃
δBX pro nějaké δ > 0. Odtud již i máme, že acoτ (mTBY ) ⊃ δBX , nebot’ je
mTBY ∩ A ⊂ TBY . Nav́ıc TBY je absolutně konvexńı množina, proto speciálně
mTBY

τ
= macoτ (TBY ) ⊃ δBX .

Jelikož je τ př́ıpustná topologie pro X∗ a TBY je konvexńı množina, tak máme
TBY

τ
= TBY , podle Mazurovy věty [Fab, věta 3.45, str. 102].

Dı́ky tomu, žeX je Banach̊uv prostor, pak již z toho, že TBY ⊃ δ
mBX , dostáváme

podle klasického Banachova výsledku, že TBY ⊃ δ
mBX [Fab, lemma 2.24, str. 66].

Tedy T je na, jak jsme chtěli ukázat.
Naopak, ukažme, proč (b) → (a). Postupujme sporem, ukážeme, že pro každou

τ -tenkou množinu A ⊂ X existuje Banach̊uv prostor Y a spojitý lineárńı operátor
T : Y → (X, τ), který splňuje Rng T ⊃ A, ale neńı na, tj. Rng T 6= X.

Nejprve uvažme, že A je τ -nenormuj́ıćı. Obecný př́ıpad pak převedeme na tento.
Označme A = acoτA. Tedy A 6⊃ δBX pro žádné δ > 0, speciálně A 6⊃ BX . Dále
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bud’ Y = span(A∩BX). Pak množina A∩BX je absolutně konvexńı, pohlcuj́ıćı v Y
a τ -uzavřená. Jelikož je τ slabš́ı topologie než normová topologie, tak je uzavřená
i v (X, ‖·‖X). Lze tedy na Y uvážit normu ‖·‖Y takovou, že Y s touto normou je
Banach̊uv a BY = A ∩BX dle lemmatu 2.9.

Uvažme, že T : Y → X je kanonické vnořeńı Y do X. Jelikož máme z konstrukce
z lemmatu 2.9, že norma na Y je silněǰśı, než p̊uvodńı, tak T : Y → X je spojité.
Je-li totiž G ⊂ Rng T ⊂ X otevřená v ‖·‖X , pak T−1G = G je ‖·‖Y otevřená, nebot’

τ‖·‖X ⊂ τ‖·‖Y . Nav́ıc topologie τ je na X slabš́ı než topologie daná normou, tak je

i spojité do (X, τ). Tedy zobrazeńı T : (Y, ‖·‖Y )→ (X, τ) je spojité a lineárńı.
Ukážeme, že toto neńı na. Máme, že

Y = span(A ∩BX) =

∞⋃
n=1

n(A ∩BX).

Pokud by tedy byl Y = X, pak z Baireovy věty muśı existovat m ∈ N takové,
že množina m(A ∩BX) má neprázdný vnitřek. Jelikož je m(A ∩ BX) absolutně
konvexńı a uzavřená, tak m(A∩BX) ⊃ δBX pro nějaké δ > 0. Je tedy i mA ⊃ δBX ,
což je však spor s t́ım, že A je nenormuj́ıćı.

Tedy T neńı na, což ukazuje platnost tvrzeńı v tomto speciálńım př́ıpadě.
Nyńı přistupme k obecnému př́ıpadu. At’ A neńı τ -nenormuj́ıćı, pak najdeme

τ -nenormuj́ıćı množinu Ã takovou, že spanA = span Ã, pak stač́ı položit Y =
span(Ã ∩BX) a postupovat jako v předchoźım.

Jelikož je A τ -tenká množina, mějme A = ∪∞n=1An spočetné, neklesaj́ıćı sjedno-
ceńı tvořené τ -nenormuj́ıćımi množinami. Bez ztráty na obecnosti lze předpokládat,
že An ⊂ nBX , nebot’ totiž ⋃

n∈N
An =

⋃
n∈N

(An ∩ nBX)

a An je τ -nenormuj́ıćı, právě když An ∩ nBX je τ -nenormuj́ıćı dle lemmatu 1.14.
Dále položme

B1 = A1, B2 = A2 \A1, . . . , Bn = An \An−1, n ∈ N,

a bud’

B =

∞⋃
i=1

1

n2
Bn, B = acoτB.

Pak B bude námi hledaná množina – B je τ -uzavřená a absolutně konvexńı (dle
lemmatu 1.5), tedy acoτB = B. K tomu, že B je nenormuj́ıćı stač́ı tedy ukázat, že
B 6⊃ δBX pro δ > 0.

Mějme tedy δ > 0 dáno. Zvolme m ∈ N, aby 1
m < δ

2 . Množina Am je τ -
nenormuj́ıćı, podle lemmatu 1.13 tedy existuje prvek x∗ ∈ SX∗ ∩ (X, τ)∗, pro který
plat́ı

sup
x∈Am

|x∗(x)| < δ

2
.

Bud’ x ∈ B. Pak rozlǐśıme dvě možnosti. Je-li x ∈ 1
n2Bn pro nějaké n ≤ m, pak

Bn = An \An−1 ⊂ An ⊂ Am, tedy 1
n2Bn ⊂ 1

n2Am, proto d́ıky volbě x∗ máme

|x∗(x)| ≤ sup
y∈ 1

n2Bn

|x∗(y)| ≤ 1

n2
sup
y∈Am

|x∗(y)| < δ

2n2
≤ δ

2
.
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Pokud je x ∈ 1
n2Bn pro nějaké n > m, pak An ⊂ nBX , ‖x∗‖X∗ = 1 a tedy

|x∗(x)| ≤ sup
n>m

1

n2
sup
y∈Bn

|x∗(y)| ≤ sup
n>m

1

n2
sup
y∈Bn

‖x∗‖X∗ ‖y‖X .

Jelikož Bn ⊂ An ⊂ nBX , tak je ‖y‖ ≤ n pro y ∈ Bn a dostáváme

|x∗(x)| ≤ sup
n>m

1

n
≤ 1

m
<
δ

2
.

Tedy máme, že supx∈B |x∗(x)| < δ
2 , a d́ıky spojitosti x∗ a lemmatu 1.7 taktéž

supx∈B |x∗(x)| ≤ δ
2 < δ.

Odtud nyńı B 6⊃ δBX , nebot’ pokud by tomu tak nebylo, pak

‖x∗‖X∗ = sup
x∈BX

|x∗(x)| ≤ 1

δ
sup
x∈B
|x∗(x)| ≤ 1

2
< 1,

což je spor s t́ım, že x∗ ∈ SX∗ .
Tedy B je τ -nenormuj́ıćı a splňuje spanB = spanA. Tedy stač́ı položit Ã = B

a analogicky jako v nenormuj́ıćım př́ıpadě Y = span(B ∩ BX) a T : Y → X.
Dostáváme spor analogicky jako v předchoźım. �

Poznámka 2.11. Poznamenejme, že z d̊ukazu implikace (b)→ (a) plyne následuj́ıćı:
Je-li A ⊂ X τ -tenká, pak existuje τ -nenormuj́ıćı množina B, že spanB = spanA.

Jako d̊usledek této věty dostáváme následuj́ıćı variantu věty o otevřeném zob-
razeńı. Připomeňme, že zobrazeńı f : (X, τ)→ (Y, σ) mezi topologickými prostory
nazveme otevřené, pokud pro každou τ -otevřenou množinu G ⊂ X je f(G) σ-
otevřená.

Věta 2.12 (o otevřeném zobrazeńı). Mějme X,Y Banachovy prostory a bud’

T : Y → X spojité, lineárńı zobrazeńı. Je-li Rng T tlustá podmnožina X, pak je
T otevřené.

D̊ukaz. Podle předchoźı věty pro normovou topologii τ na X máme, že T je na X.
Tud́ıž dle klasického výsledku [Fab, věta 2.25, str. 66] je T otevřené. �

Poznámka 2.13. Je zjevné, že za předpoklad̊u předchoźı věty a je-li nav́ıc T prosté,
pak je T isomorfismus. Je pak totiž T : Y → X spojitá lineárńı bijekce a nav́ıc
otevřenost T dává spojitost T−1.

Plat́ı tedy i následuj́ıćı verse Banachovy-Schauderovy alternativy.

Věta 2.14 (Banach–Schauder). Mějme X,Y Banachovy prostory a T : X → Y
prosté, lineárńı a spojité. Pak bud’

� Rng T je tenká podmnožina Y ,
� anebo Rng T = Y a T je isomorfismus.

D̊ukaz. Pokud je Rng T tlustá, pak je dle věty 2.10 Rng T = Y , tud́ıž T je spojitá
lineárńı bijekce, dle 2.12 je T otevřené, tedy T−1 : Y → X je spojité a proto T je
isomorfismus. �

Věta 2.15. Mějme X,Y Banachovy a T : X → Y spojité lineárńı zobrazeńı. Pak
T je otevřené, právě když TA je tlustá pro každou A ⊂ X tlustou.

Speciálně, je-li T isomorfismus, pak TA je tlustá, právě když je A tlustá.
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D̊ukaz. Je-li TA tlustá podmnožina pro každou tlustou A ⊂ X, tak speciálně TX =
Rng T je tlustá podmnožina Y , a tedy dle věty 2.12 je T otevřené.

Naopak, je-li T otevřené, ukážeme, že TA je tlustá, je-li A ⊂ X tlustá. Bez újmy
na obecnosti lze d́ıky lemmatu 2.1 uvážit, že A je absolutně konvexńı.

Pokud by byla TA tenká, pak existuj́ı nenormuj́ıćı absolutně konvexńı množiny
(Bn)∞n=1 v Y takové, že TA =

⋃∞
n=1Bn a Bn ⊂ Bm je-li n ≤ m. Pak

A =

∞⋃
n=1

(T−1Bn ∩A),

přičemž tyto tvoř́ı neklesaj́ıćı spočetné sjednoceńı A. Ke sporu stač́ı tedy ukázat,
že T−1Bn ∩ A je nenormuj́ıćı v X pro každé n ∈ N. Nav́ıc pro každé n ∈ N jsou
T−1Bn a T−1Bn ∩A absolutně konvexńı.

Pokud by (T−1Bn ∩ A) ⊃ δBX pro nějaké δ > 0, pak T−1Bn ⊃ δUX . Dı́ky
otevřenosti T je pak však T (δUX) otevřená množina v Y , tedy T (T−1Bn) ⊃
T (δUX) ⊃ ηBY pro nějaké η > 0. Jelikož je T otevřené, je na (z linearity), proto
T−1(TBn) = Bn, a tedy Bn ⊃ ηBY . To je však ve sporu s t́ım, že Bn je nenormuj́ıćı.

Druhá část plyne z toho, že je-li T : X → Y isomorfismus, pak T i T−1 jsou
otevřená, prostá zobrazeńı, tedy TA je tlustá pro každou A ⊂ X tlustou a A =
T−1(TA) je tlustá pro každou TA ⊂ Y tlustou. Tedy A ⊂ X je tlustá, právě když
TA ⊂ Y je tlustá. �

2.3. Tlusté množiny a barelovanost. V následuj́ıćı části ukážeme, že tlusté
množiny souvisej́ı s barelovanými prostory. Jak uvid́ıme, je to d́ıky tomu, že pro
tlusté množiny plat́ı princip stejnoměrné omezenosti, jak jsme ukázali v předchoźım,
a známou charakterisaćı barelovaných prostor̊u je, že tento princip splňuj́ı též.
Konkrétněji bude tato souvislost rozebrána dále.

Připomeňme proto nejprve následuj́ıćı definice.

Definice 2.16. Mějme (X, τ) lineárńı topologický prostor.
Řekneme, že A ⊂ X je barel, jestliže A je absolutně konvexńı, pohlcuj́ıćı a τ -

uzavřená.
Řekneme, že (X, τ) je barelovaný prostor, je-li každý barel v X τ -okoĺım 0.

Nejprve se zabývejme jednodušš́ım speciálńım př́ıpadem, kdy budeme studovat
př́ımo tlusté množiny v Banachových prostorech.1

Před vysloveńım samotné charakterisace formulujme následuj́ıćı lemma, které
dává do souvislosti barelované normované lineárńı prostory a princip stejnoměrné
omezenosti.

Lemma 2.17. Bud’ Y normovaný lineárńı prostor. Pak Y je barelovaný, právě
když pro každou posloupnost (y∗n)∞n=1 v Y ∗, jež je bodově omezená na Y , plat́ı, že
(y∗n) je omezená v Y ∗.

D̊ukaz. At’ nejprve je Y barelovaný a (y∗n)∞n=1 bodově omezená na Y . Položme

A = {y ∈ Y ; |y∗n(y)| ≤ 1, n ∈ N}.

Pak A je barel v Y . Zřejmě je totiž A absolutně konvexńı a uzavřená. Dı́ky tomu,
že (y∗n) je bodově omezená na Y , je A též pohlcuj́ıćı.

1Připomeňme, že neńı-li dále specifikována jiná topologie na Banachově prostoru X, tak pod
pojmem tlusté množiny rozumı́me ‖·‖-tlustou množinu.
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Jelikož Y je barelovaný a A je barel, je tedy A okoĺım 0. Base okoĺı 0 v normo-
vaném lineárńım prostoru je tvořena otevřenými (či uzavřenými) koulemi, existuje
tedy δ > 0, že A ⊃ δBY . Odtud již dostáváme ihned omezenost (y∗n) v Y , je totiž

‖y∗n‖ = sup
y∈BY

|y∗n(y)| = 1

δ
sup
y∈δBY

|y∗n(y)| ≤ 1

δ
sup
y∈A
|y∗n(y)| ≤ 1

δ
.

At’ naopak neńı Y barelovaný. Pak existuje barel B, jež neńı okoĺım 0. Tedy
B 6⊃ 1

nBY pro n ∈ N, existuje tedy yn ∈ 1
nBY \B. Podle Hahnovy–Banachovy věty

existuje y∗n ∈ SY ∗ splňuj́ıćı y∗n(yn) ≥ supy∈B |y∗n(y)|.
Pak pro posloupnost (ny∗n) dostáváme ‖y∗n‖ = n, a tud́ıž je tato neomezená v Y ∗.

Avšak je bodově omezená na Y , máme totiž pro všechna n ∈ N

sup
y∈B
|ny∗n(y)| ≤ n|y∗n(yn)| ≤ n ‖y∗n‖ ‖yn‖ ≤ 1.

Dále B je barel, je tedy pohlcuj́ıćı a pro x ∈ Y pevné je x ∈ KB pro nějaké K > 0,
a tedy

|ny∗n(x)| ≤ sup
y∈KB

|ny∗n(y)| ≤ K.

�

Následuj́ıćı lemma podává charakterisaci hustých podprostor̊u v lokálně kon-
vexńım prostoru.

Lemma 2.18. Bud’ (X, τ) lokálně konvexńı prostor a necht’ M ⊂⊂X. Pak M je
hustý v X, právě když pro každé f ∈ (X, τ)∗ takové, že f � M ≡ 0, je nutně f ≡ 0
na X.

D̊ukaz. Necht’ je M hustým podprostorem X, tzn. M
τ

= X. Mějme f ∈ (X, τ)∗

takové, že f ≡ 0 na M a necht’ je x ∈ X. Pak existuje net (xi)i∈I v M takový, že

xi
τ→ x. Avšak f(xi) = 0 pro všechna i ∈ I, a tedy d́ıky spojitosti f je f(x) = 0.

Tedy f ≡ 0.
At’ naopak M neńı hustý v X, existuje tedy x ∈ X \Mτ

. Podle Hahn-Banachovy

věty existuje f ∈ (X, τ)∗ takové, že f(y) = 0 pro y ∈ M
τ

a f(x) 6= 0. Tedy
f �M ≡ 0, ale f 6≡ 0. �

Poznámka 2.19. Ukázali jsme vlastně, že M je hustý podprostor X, právě když
(M, τ)∗ = {f � M ; f ∈ (X, τ)∗}, a tedy T : f → f � M je bijekce (X, τ)∗ na
(M, τ)∗. Budeme proto krátce psát, že (M, τ)∗ = (X, τ)∗ a předchoźı lemma tedy
můžeme vyslovit jako: M je hustý v X, právě když (M, τ)∗ = (X, τ)∗.

Obecněji lze ukázat, že M ⊂⊂X je hustý, právě když pro každý lokálně konvexńı
prostor Y je L(X,Y ) = L(M,Y ), kde touto rovnost́ı mysĺıme, že zobrazeńı T : f →
f �M je spojitá lineárńı bijekce L(X,Y ) na L(M,Y ).

Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu charakterisace tlustých množin pomoćı
barelovanosti.

Věta 2.20. Mějme X Banach̊uv a bud’ A ⊂ X. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı.

(a) A je tlustá.
(b) spanA je hustý a barelovaný prostor.
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D̊ukaz. Necht’ je nejprve A tlustá. Pak spanA je hustá v X. Pokud by tomu tak
nebylo, tak existuje x ∈ X \ spanA. Z Hahn-Banachovy věty existuje x∗ ∈ SX∗

takové, že x∗(y) = 0 pro všechna y ∈ spanA a x∗(x) 6= 0. Pak (nx∗)∞n=1 je bodově
omezená na A, nebot’ pro x ∈ A a n ∈ N je nx∗(y) = 0, ale evidentně neńı omezená
v X∗. To je však ve sporu s větou 2.4.

Tedy podle předchoźıho lemmatu 2.18 je X∗ = (spanA)∗. Dı́ky tomu a cha-
rakterisaci z věty 2.4 máme, že pro každou posloupnost v (spanA)∗ plat́ı princip
stejnoměrné omezenosti. Tud́ıž dle lemmatu 2.17 je (spanA) barelovaný.

At’ naopak plat́ı (b). Jelikož je spanA barelovaný, plat́ı pro něj princip stej-
noměrné omezenosti podle lemmatu 2.17. Konkrétněji, je-li (y∗n) posloupnost v
(spanA)∗, jež je bodově omezená na spanA, tak je omezená v (spanA)∗.

Ale jelikož je spanA hustá, tak podle lemmatu 2.18 je (spanA)∗ = X∗. Je-
li tedy posloupnost (x∗n)∞n=1 bodově omezená na A, pak je bodově omezená na

spanA, nebot’ totiž pro x =
∑k
i=1 αixi ∈ spanA, kde k ∈ N a xi ∈ A máme

sup
n∈N
|x∗n(x)| = sup

n∈N
|x∗n(

k∑
i=1

αixi)| ≤ sup
n∈N

k∑
i=1

|αi||x∗n(xi)| ≤
k∑
i=1

|αi| sup
n∈N
|x∗n(xi)| <∞.

Tud́ıž, je-li (x∗n) posloupnost v X∗, jež je bodově omezená na A, tak je omezená
v X∗, a A je tedy tlustá dle věty 2.4. �

2.4. Banach–Steinhausova věta. Dı́ky předchoźım charakterisaćım můžeme vy-
slovit následuj́ıćı obecněǰśı versi Banachovy–Steinhausovy věty o limitě spojitých
lineárńıch operátor̊u.

Věta 2.21 (Banach–Steinhaus). Mějme X,Y Banachovy a necht’ A ⊂ X je
tlustá množina.

Jestlǐze (Tn)∞n=1 je posloupnost v L(X,Y ), která konverguje bodově pro každé
x ∈ A, pak existuje právě jedno T ∈ L(X,Y ), že Tn → T bodově na A.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že bodová limita posloupnosti (Tn) je lineárńı a spojitá
na spanA, a následně, že k ńı existuje jediné spojité lineárńı rozš́ı̌reńı T na X.

Posloupnost (Tn(x))∞n=1 je pro všechna x ∈ A konvergentńı, tud́ıž omezená. Tedy
(Tn) je posloupnost prvk̊u L(X,Y ) bodově omezená na tlusté množině A, proto dle
věty 2.4 je i (Tn) omezená v normě L(X,Y ). Tedy existuje K > 0, že ‖Tn‖ < K
pro všechna n ∈ N.

Posloupnost Tn konverguje bodově pro x ∈ A, proto konverguje bodově i pro
x ∈ spanA. Je-li totiž x =

∑m
j=1 αjxj ∈ spanA pro αj ∈ F a xj ∈ A, pak z linearity

Tn máme

lim
n→∞

Tn(x) = lim
n→∞

m∑
j=1

αjTn(xj) =

m∑
j=1

αj lim
n→∞

Tn(xj) =

m∑
j=1

αj T̂ xj ,

kde T̂ : spanA→ Y je bodová limita Tn na spanA.
Ze stejného d̊uvodu, tj. d́ıky linearitě zobrazeńı Tn, máme, že výsledná limita

T̂ : spanA → Y je lineárńı. Nav́ıc je spojitá, nebot’ je-li x ∈ spanA, tak d́ıky
spojitosti normy plat́ı∥∥∥T̂ (x)

∥∥∥ = lim
n→∞

‖Tnx‖ ≤ lim sup
n→∞

‖Tn‖ ‖x‖ ≤ K ‖x‖ .

Tud́ıž
∥∥∥T̂∥∥∥ ≤ K.
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Máme tedy, že T̂ : spanA→ Y je lineárńı a spojité. Nav́ıc dle věty 2.20 je spanA
hustou podmnožinou X. Prostor Y je Banach̊uv, tedy úplný, proto existuje jediné
spojité rozš́ı̌reńı T : X → Y . �

Jako d̊usledek dostáváme tento speciálńı př́ıpad pro prvky X∗.

Důsledek 2.22. Mějme X Banach̊uv a (x∗n)∞n=1 posloupnost prvk̊u v X∗. Necht’

A ⊂ X je tlustá a pro a ∈ A existuje limn→∞ x∗n(a). Pak existuje jediné x∗ ∈ X∗
takové, že x∗n → x∗ na A.

Poznámka 2.23. Závěrem ještě poznamenejme, že předchoźı věta je opravdu zo-
becněńım známé Banachovy–Steinhausovy věty, viz např. [Fab, d̊usl. 3.86, str. 120].
Je-li totiž X Banach̊uv, pak je druhé kategorie podle Baireovy věty a tud́ıž tlustou
množinou dle lemmatu 2.1.

2.5. Tlusté množiny a w∗-integrovatelnost. V následuj́ıćı části ukážeme sou-
vislost tlustých množin a w∗-integrovatelnosti ve větě 2.27. Nejprve připomeňme
následuj́ıćı definice.

Definice 2.24. Mějme X Banach̊uv a (Ω,Σ, µ) prostor s mı́rou.
Řekneme, že g : Ω → X je jednoduchá, jestliže existuj́ı x1, x2, . . . , xn ∈ X a

E1, E2, . . . , En ∈ Σ takové, že g(ω) =
∑n
i=1 xiχEi(ω).

Řekneme, že g : Ω → X je měřitelná, jestliže existuj́ı jednoduché funkce gn :
Ω→ X takové, že limn→∞ ‖gn − g‖ = 0 µ-s.v.

Řekneme, že g : Ω → X je w-měřitelné, je-li x∗g : Ω → F měřitelné pro každé
x∗ ∈ X∗.

Řekneme, že g : Ω → X∗ je w∗-měřitelné, je-li xg : Ω → F měřitelné pro každé
x ∈ X.

Definice 2.25. Mějme (X, τ) lokálně konvexńı prostor a (Ω,Σ, µ) prostor s mı́rou.
Řekneme, že f : Ω→ X je w-integrovatelná, jestliže pro všechna x∗ ∈ (X, τ)∗ je

x∗f ∈ L1(µ).
Řekneme, že f : Ω→ (X, τ)∗ je w∗-integrovatelná, jestliže pro všechna x ∈ (X, τ)

je xf ∈ L1(µ).

Ukážeme, že tlusté množiny jsou nejmenš́ı takové, pro které w∗-integrovatelnost
funkćı g : Ω → X∗ pro x ∈ A již dává w∗-integrovatelnost, tj. pro všechna x ∈ X.
K tomu nejprve ukažme následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.26. Bud’ X Banach̊uv prostor, τ lokálně konvexńı topologie na X, jež
je slabš́ı než topologie normy. Dále bud’ A ⊂ X τ -tenká a p ∈ [1,∞).

Pak existuje posloupnost (x∗j )
∞
j=1 v (X, τ)∗ a y ∈ X takové, že

∑
j∈N |x∗j (x)|p <∞

pro všechna x ∈ A, ale
∑
j∈N |x∗j (y)|p diverguje.

D̊ukaz. A je τ -tenká množina, existuj́ı tedy τ -nenormuj́ıćı množiny An, n ∈ N, jež
tvoř́ı neklesaj́ıćı spočetné sjednoceńı A, tj. A = ∪n∈NAn, a An ⊂ An+1.

Pak d́ıky lemmatu 1.13 konstruujme posloupnost (x∗j )
∞
j=1 prvk̊u v (X, τ)∗ splňu-

j́ıćı
∥∥x∗j∥∥ = 2j a nav́ıc

sup
x∈Aj

|x∗j (x)|p ≤ 2−j .
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Konkrétněji, pro j ∈ N najdeme z tohoto lemmatu y∗j ∈ SX∗ ∩ (X, τ)∗, pro které

plat́ı, že supx∈Aj |y
∗
j (x)| ≤ 2−j−

j
p , a polož́ıme x∗j = 2jy∗j . Pak

sup
x∈Aj

|x∗j (x)|p = ( sup
x∈Aj

|x∗j (x)|)p ≤ (2j sup
x∈Aj

|y∗j (x)|)p ≤ (2
−j
p )p = 2−j

a
∥∥x∗j∥∥ = 2j

∥∥y∗j∥∥ = 2j , a tedy (x∗j )
∞
j=1 splňuje požadované. Nav́ıc jsou x∗n ∈ X∗,

speciálně jsou tedy ‖·‖X -spojité.
Ukážeme nyńı, že

∑
j∈N |x∗j (x)|p < ∞ pro všechna x ∈ A. Je-li x ∈ A, pak

x ∈ Am pro jisté m ∈ N. Tedy

∞∑
j=1

|x∗j (x)|p =

m−1∑
j=1

|x∗j (x)|p +

∞∑
j=m

|x∗j (x)|p ≤
m−1∑
j=1

|x∗j (x)|p +

∞∑
j=m

2−j <∞,

nebot’ d́ıky tomu, že (An) tvoř́ı neklesaj́ıćı sjednoceńı, je i x ∈ An pro n ≥ m, a
tud́ıž |x∗n(x)|p ≤ 2−n.

Tedy
∑∞
j=1 |x∗j (x)|p < ∞ pro všechna x ∈ A, a nav́ıc je-li (x∗nj )

∞
j=1 libovolná

podposloupnost posloupnosti (x∗j ), pak tato zřejmě též splňuje
∑∞
j=1 |x∗nj (x)|p <∞.

Tud́ıž nám stač́ı namı́sto této posloupnosti uvážit nějakou jej́ı podposloupnost.
Najdeme tedy y ∈ X a rostoućı posloupnost index̊u (nj)

∞
j=1 takovou, jež splňuje∑∞

j=1 |x∗nj (y)|p = ∞. Jelikož
∥∥x∗j∥∥ = 2j , existuje posloupnost (yj)

∞
j=1 prvk̊u v X

taková, že ‖yj‖ = 2−j a 1− 1
4 ≤ |x

∗
j (yj)| ≤ 1.

Jelikož X je Banach̊uv prostor a
∑∞
j=1 ‖yj‖ =

∑∞
j=1 2−j <∞, tak tato absolutně

konvergentńı řada je konvergentńı. Nav́ıc je zřejmě konvergentńı i každá řada z ńı
vybraná (ze stejného d̊uvodu).

Nyńı rozlǐśıme dva př́ıpady:

(1) limj→∞ |x∗j (ym)| 6= 0 pro nějaké m ∈ N.
(2) limj→∞ |x∗j (yi)| = 0 pro všechna i ∈ N.

V prvńım př́ıpadě, je-li limj→∞ |x∗j (ym)| 6= 0 pro nějaké m ∈ N, stač́ı uvážit
podposloupnost (nj)

∞
j=1 takovou, že |x∗nj (ym)| ≥ δ pro nějaké δ > 0. Pak je

|x∗nj (ym)|p ≥ δp > 0 a stač́ı tedy položit y = ym, nebot’ zjevně plat́ı

∞∑
j=1

|x∗nj (ym)|p =∞.

V druhém př́ıpadě konstruujme indukćı rostoućı posloupnost index̊u (nj)
∞
j=1, aby

pro všechna j ∈ N splňovala následuj́ıćı:

j−1∑
i=1

|x∗nj (yni)| <
1

4
a zároveň

2nj−1

2nj
≤ 1

2j+1
.

Postupujme indukćı, volme n1 = 1. Jsou-li n1, n2, . . . , nj−1 dány, pak pro všechna
i = 1, 2, . . . j − 1 máme, že

lim
n→∞

|x∗n(yni)| = 0,

tedy existuje n0 ∈ N, že pro n ≥ n0 máme |x∗n(yni)| < 1
4j pro všechna i =

1, 2, . . . , j − 1. Pak je totiž pro n ≥ n0

j−1∑
i=1

|x∗nj (yni)| ≤
j−1∑
i=1

1

4j
≤ 1

4
.
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Stač́ı nyńı zvolit nj ≥ n0 dosti velké, že

2nj ≥ 2j+12nj−1 ,

aby zároveň posloupnost (nj)
∞
j=1 splňovala druhou podmı́nku.

Nyńı stač́ı položit y =
∑∞
j=1 ynj . Pak totiž máme pro m ∈ N a i > m odhad

|x∗nm(yni)| ≤
∥∥x∗nm∥∥ ‖yni‖ ≤ 2nm2−ni =

2nm

2ni
≤ 2ni−1

2ni
≤ 1

2i+1
,

a tud́ıž

|x∗nm(y)| = |
∞∑
j=1

x∗nm(ynj )| ≥ |x∗nm(ynm)| −
m−1∑
i=1

|x∗nm(ynj )| −
∞∑

i=m+1

|x∗nm(ynj )| ≥

≥ (1− 1

4
)− 1

4
−

∞∑
i=m+1

1

2i+1
≥ 1

4
.

Proto je pak i |x∗nm(y)|p ≥ ( 1
4 )p a tedy je zřejmě

∑∞
j=1 |x∗nj (y)|p divergentńı řada,

č́ımž je tvrzeńı ukázáno. �

Nyńı již můžeme formulovat následuj́ıćı charakterisaci tlustých množin pomoćı
w∗-integrovatelnosti.

Věta 2.27. Bud’ X Banach̊uv prostor, A ⊂ X a p ∈ [1,∞]. Pak následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı.

(a) A je tlustá.
(b) Je-li (Ω,Σ, µ) prostor s mı́rou a g : (Ω,Σ)→ X∗ w∗-měřitelné zobrazeńı takové,

že pro každé x ∈ A je xg ∈ Lp((Ω,Σ, µ)), pak xg ∈ Lp(µ) pro všechna x ∈ X.

D̊ukaz. (a)→ (b). Necht’ A ⊂ X je tlustá množina a bud’ (Ω,Σ, µ) prostor s mı́rou.
Necht’ g : (Ω,Σ) → X∗ je w∗-měřitelné, tedy pro všechna x ∈ X je xg měřitelné
zobrazeńı.

At’ je p ∈ [1,∞]. Podle předpokladu je xg ∈ Lp(µ) pro všechna x ∈ A, tedy
‖xg‖Lp <∞ pro každé x ∈ A.

Položme

An = {x ∈ A; ‖xg‖Lp ≤ n} .
Pak A =

⋃∞
n=1An a pro všechna n ∈ N máme, že An ⊂ An+1. Tedy, jelikož je A

tlustá množina, existuje m ∈ N a δ > 0, že acoAm ⊃ δBX .
Stač́ı tedy ukázat, že xg ∈ Lp(µ) pro všechna x ∈ acoAm. Je-li totiž x ∈ X, pak

x ∈ KBX ⊂ K
δ acoAm a tedy δ

Kx ∈ acoAm pro nějaké K > 0. Pak

‖xg‖Lp =
K

δ

∥∥∥∥(
δ

K
)xg

∥∥∥∥
Lp
<∞.

Avšak pro x ∈ acoAm máme, že x =
∑n
i=1 αixi, kde

∑n
i=1 |αi| ≤ 1 a xi ∈ Am,

proto dostáváme

‖xg‖Lp =

∥∥∥∥∥(

n∑
i=1

αixi)g

∥∥∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αixig

∥∥∥∥∥
Lp

≤
n∑
i=1

|αi| ‖xig‖Lp ≤
n∑
i=1

|αi|m ≤ m,

tedy pro x ∈ acoAm je xg ∈ Lp(µ) a nav́ıc ‖xg‖Lp ≤ m (ukázali jsme vlastně ve
skutečnosti v́ıce – a to, že Am je absolutně konvexńı množinou).
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Je-li x ∈ acoAm, existuje posloupnost (xn)∞n=1 tak, že xn → x a xn ∈ acoAm
pro n ∈ N. Dále je |xn(g(ω))−x(g(ω)| ≤ ‖xn − x‖X ‖g(ω)‖X∗ , tedy xng konverguje
bodově k xg. Je-li p ∈ [1,∞), pak z Fatouova lemmatu máme, že

‖xg‖pLp =

∫
Ω

|x ◦ g|pdµ =

∫
Ω

lim
n→∞

|xn ◦ g|pdµ ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|xn ◦ g|pdµ ≤ mp <∞.

Je-li p =∞, pak

‖xg‖L∞ = inf{K > 0; |xg| ≤ K pro µ-s.v. ω ∈ Ω}.
Bud’ nyńı ε > 0. Jelikož pro každé n ∈ N je ‖xng‖L∞ ≤ m, tak je pro každé n ∈ N
|xng(ω))| ≤ m + ε pro µ-s.v. ω ∈ Ω. Jelikož xng konverguje k xg bodově, tak pro
s.v. ω ∈ Ω máme |xg(ω)| ≤ m + ε, a proto ‖xg‖L∞ ≤ m + ε. Jelikož ε > 0 bylo
voleno libovolně, je ‖xg‖L∞ ≤ m (a tedy jsme vlastně ukázali, že Am je absolutně
konvexńı a uzavřená).

Tedy xg ∈ Lp(µ) a (a)→ (b) je tedy t́ımto ukázáno.
Nyńı se obrat’me k d̊ukazu (b)→ (a). Postupujme sporem, uvažme, že A je tenká,

najdeme prostor s mı́rou (Ω,Σ, µ) a w∗-měřitelné zobrazeńı g : (Ω,Σ) → X∗, že∫
Ω
|x◦g|pdµ <∞ pro všechna x ∈ A, ale supx∈X

∫
Ω
|x◦g|pdµ =∞, je-li p ∈ [1,∞),

resp. ‖xg‖L∞(µ) <∞ pro x ∈ A, ale supx∈X ‖xg‖L∞(µ) =∞, je-li p =∞.

Bud’ Ω = N a µ aritmetická mı́ra na N. Pak závěr plyne z předcházej́ıćıho
lemmatu 2.26.

Označ́ıme totiž g(j) = x∗j pro j ∈ N. At’ je nejprve p ∈ [1,∞), pak existuje
dle předcházej́ıćıho lemmatu (př́ımo pro τ topologii normy) posloupnost v X∗, že∑
j∈N |x∗j (x)|p < ∞ pro všechna x ∈ A, ale přitom existuje y ∈ X takové, že∑
j∈N |x∗j (y)|p diverguje.

Je-li p = ∞, existuje podle věty 2.7 posloupnost (x∗n)∞n=1 v X∗, jež je bodově
omezená na A, ale neńı w∗-omezená, tj. supn∈N |x∗n(x)| < ∞ pro každé x ∈ A, ale
supn∈N |x∗n(y)| = ∞ pro nějaké y ∈ A. To ukazuje platnost tvrzeńı pro p = ∞, je
totiž ‖xg‖L∞(µ) = supn∈N |x∗n(x)| pro x ∈ X. �

2.6. Tlusté a w∗-tlusté množiny. V této části krátce shrňme výsledky pro tlusté
množiny v Banachově prostoru. Je-li totiž X Banach̊uv, tak patrně dostáváme
d̊uležitý př́ıpad, voĺıme-li v předchoźım za lokálně konvexńı topologii τ př́ımo to-
pologii danou normou.

Poznámka 2.28. Je-li τ př́ımo topologie daná normou na Banachově prostoru X,
pak A ⊂ X je nenormuj́ıćı, pokud acoA 6⊃ δBX pro žádné δ > 0, což je podle
lemmatu 1.13 právě, když infx∗∈SX∗ supx∈A |x∗(x)| = 0. Množina pak je tenká, je-
li spočetným neklesaj́ıćım sjednoceńım nenormuj́ıćıch množin, a tlustá, pokud neńı
tenká.

Máme-li X Banach̊uv prostor, pak tedy plat́ı následuj́ıćı charaterisace pro tlusté
množiny, jak je shrnuto v [Nyg, věta 1.1, str. 59].

Věta 2.29. Bud’ X Banach̊uv prostor a A ⊂ X. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı.

(a) A je tlustá množina.
(b) Je-li Y normovaný lineárńı prostor a Γ ⊂ L(X,Y ) bodově omezená na A, tj.

pro všechna x ∈ A je

sup
L∈Γ
‖Lx‖ <∞,
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pak je Γ omezená v (L(X,Y ), ‖·‖).
(c) Je-li (x∗n)∞n=1 posloupnost v X∗, jež je omezená bodově na A, pak je (x∗n)∞n=1

omezená v X∗.
(d) Je-li (x∗n)∞n=1 posloupnost v X∗, jež je omezená bodově na A, pak je (x∗n)∞n=1

w∗-omezená v X∗.
(e) Je-li Y Banach̊uv a T : Y → X lineárńı a spojité, takové, že Rng T ⊃ A, pak

Rng T = X.
(f) spanA je hustý a barelovaný prostor.
(g) Je-li (Ω,Σ, µ) prostor s mı́rou, p ∈ [1,∞] a g : (Ω,Σ) → X∗ w∗-měřitelné

zobrazeńı, takové že pro každé x ∈ A je xg ∈ Lp((Ω,Σ, µ)), pak je xg ∈ Lp(µ)
pro všechna x ∈ X.

D̊ukaz. Důkaz ekvivalence (a)− (c) je obsažen v tvrzeńı 2.4, ekvivalence (a) a (d)
ve větě 2.7, ekvivalence (a) a (e) v 2.12, ekvivalence (a) a (f) je tvrzeńı 2.20 a
ekvivalence (a) a (g) je vlastně tvrzeńı 2.27. �

Poznámka 2.30. Poznamenejme, že ekvivalence prvńıch čtyř tvrzeńı (a) – (d) a
tvrzeńı (f) plat́ı i pokud X neńı Banach̊uv. Pojem tlusté a tenké množiny lze
totiž zřejmě definovat bez předpokladu na úplnost prostoru X, a jak lze snadno
nahlédnout, v d̊ukazu vět 2.4, 2.7 a 2.20 jsme jej nijak nevyužili.

2.6.1. Tlusté množiny na duálu, w∗-tlusté množiny. O něco zaj́ımavěǰśı je pak si-
tuace na duálu X∗ Banachova prostoru X. Pak máme na X∗ tři následuj́ıćı lokálně
konvexńı topologie, jež jsou slabš́ı, než topologie daná normou na X∗ – a to př́ımo
normovou topologii na X∗, w-topologii na X∗ a w∗-topologii na X∗ (a v obecném
př́ıpadě mohou tyto být r̊uzné).

Můžeme proto na X∗ definovat tři druhy tlustých množin, tj. řekneme, že

� A ⊂ X∗ je tlustá, je-li A tlustá, bráno pro normovou topologii na X∗, tj.
lokálně konvexńı prostor (X∗, ‖·‖X∗),

� A ⊂ X∗ je w-tlustá, je-li A τ -tlustá pro lokálně konvexńı prostor (X∗, w),
kde w = σ(X∗, X∗∗),

� A ⊂ X∗ je w∗-tlustá, je-li A τ -tlustá pro lokálně konvexńı prostor (X∗, w∗),
kde w∗ = σ(X∗, X).

Poznámka 2.31. Podle definice je A ⊂ X∗ w∗-nenormuj́ıćı, pokud acow
∗
A 6⊃ δBX∗

pro žádné δ > 0. Jelikož (X∗, w∗)∗ = X, tak dle lemmatu 1.13 je A ⊂ X∗ w∗-
nenormuj́ıćı, právě když je infx∈SX supx∈A |x∗(x)| = 0.

Nicméně, je ihned patrno, že pojmy tlusté a w-tlusté množiny na X∗ splývaj́ı, jak
ostatně ukazuje následuj́ıćı (obecněǰśı) lemma.

Lemma 2.32. Mějme X Banach̊uv a bud’ τ lokálně konvexńı topologie na X slabš́ı
než topologie daná normou. Pak plat́ı následuj́ıćı.

(a) Je-li τ ′ lokálně konvexńı topologie na X taková, že τ ′ ⊂ τ , pak každá τ -tlustá
množina je τ ′-tlustá.

(b) Ve všech topologíıch př́ıpustných pro (X, τ)∗ jsou tlusté množiny stejné (je-li
A ⊂ X a σ př́ıpustná topologie pro (X, τ)∗, pak A je σ-tlustá právě když je
τ -tlustá).

Speciálně, A ⊂ X je tlustá v X, právě když je w-tlustá.

D̊ukaz. (a) Triviálně z definice pro každou množinu A ⊂ X plat́ı acoτA ⊂ acoτ
′
A,

nebot’ topologie τ je silněǰśı než topologie τ ′, tedy obsahuje v́ıce uzavřených množin.
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Tedy je-li A τ ′-nenormuj́ıćı, pak je i τ -nenormuj́ıćı. Je-li tedy A τ ′-tenká, je
i τ -tenká. Tedy je-li A τ -tlustá, je i τ ′-tlustá. Tedy plat́ı (a).

(b) Zvolme σ př́ıpustnou lokálně konvexńı topologii pro (X, τ)∗. Z Mazurovy věty

[Fab, věta 3.45, str. 102] pro konvexńı množinu C ⊂ X máme C
τ

= C
σ
. Tud́ıž pro

každou A ⊂ X je acoσA = acoτA.
Proto A je τ -nenormuj́ıćı, právě když je σ-nenormuj́ıćı, tedy A ⊂ X je τ -tenká,

právě když je σ-tenká, tedy je A τ -tlustá, právě když je A τ -tlustá.
Druhá část (b) plyne z toho, že slabá topologie je nejslabš́ı př́ıpustná pro X∗. �

Poznámka 2.33. Předchoźı výsledek neńı nikterak překvapivý, uvědomı́me-li si, že
pro tlusté množiny plat́ı charakterisace z principu stejnoměrné omezenosti z vě-
ty 2.4. V př́ıpustných topologíıch jsou totiž stejné omezené množiny dle Mackeyovy
věty. [Jar, věta 4, str. 151]

Poznámka 2.34. Je evidentńı, že v př́ıpadě reflexivńıho prostoru pojem tlusté a
w∗-tlusté množiny splývá. Ukážeme, že ve skutečnosti je t́ımto reflexivita charak-
terizována.

K tomu nejprve ukažme, že plat́ı následuj́ıćı analogie vět 2.4 a 2.12 i pro w∗-
topologii na duálu.

Věta 2.35 (Silný princip stejnoměrné omezenosti pro w∗-tlusté množiny).
Mějme X Banach̊uv a bud’ A ⊂ X∗. Pak následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı.

(a) A je w∗-tlustá.
(b) Je-li Y normovaný lineárńı prostor a Γ ⊂ L(X∗, Y ∗) množina spojitých, duálńıch

operátor̊u, jež je bodově omezená na A, pak je Γ omezená v L(X∗, Y ∗).
(c) Je-li (xn)∞n=1 posloupnost v X, jež je bodově omezená na A, pak je (xn)∞n=1

omezená v X.

D̊ukaz. Důkaz bude analogický d̊ukazu věty 2.4, tj. silnému principu stejnoměrné
omezenosti.

(a) → (b). Bud’ Γ ⊂ L(X∗, Y ∗) množina spojitých duálńıch operátor̊u, jež je
bodově omezená na w∗-tlusté množině A ⊂ X∗. Jelikož jsou T ∗ : X∗ → Y ∗, T ∗ ∈ Γ
duálńı, jsou w∗-w∗ spojité [Jar, tvrzeńı 1, str. 161]. Položme

An = {x∗ ∈ A; ‖T ∗x∗‖ ≤ n, T ∗ ∈ Γ} .
Z bodové omezenosti Γ na A dostáváme, že A =

⋃∞
n=1An. Nav́ıc zřejmě pro

n,m ∈ N plat́ı An ⊂ Am, je-li n ≤ m.
Protože A je w∗-tlustá a

⋃∞
n=1An tvoř́ı neklesaj́ıćı spočetné sjednoceńı, nutně

muśı existovat m ∈ N, že Am neńı w∗-nenormuj́ıćı. Tedy acow
∗
Am ⊃ δBX∗ pro

nějaké δ > 0.
Potom, je-li T ∗ ∈ Γ libovolné, máme dle lemmatu 1.7

sup
x∗∈Am

‖T ∗x∗‖ = sup
x∗∈acow

∗
Am

‖T ∗x∗‖ ,

nebot’ ‖·‖Y ∗ je na Y ∗ w∗-zdola polospojitá [Fab, př. 3.31, str. 149] a T ∗ : X∗ → Y ∗

je w∗-w∗ spojité. Proto

‖T ∗‖ = sup
x∗∈BX∗

‖T ∗x∗‖ =
1

δ
sup

x∗∈δBX∗
‖T ∗x∗‖ ≤ 1

δ
sup

x∗∈acow
∗
Am

‖T ∗x∗‖ =

=
1

δ
sup

x∗∈Am
‖T ∗x∗‖ ≤ m

δ
.
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Tedy pro T ∗ ∈ Γ je ‖T ∗‖ ≤ m
δ , přičemž tento odhad je stejnoměrný a nezávislý

na T ∗ (m ani δ na této volbě nezáviśı). Proto je Γ je omezená v (L(X∗, Y ∗), ‖·‖).
Implikace (b) → (c) je triviálńı, stač́ı položit Y = F a Γ = (xn)∞n=1 jako po-

sloupnost v X∗∗. Pak na xn : X∗ → F můžeme nahĺıžet jako na duálńı operátory
k operátor̊um zn : F→ X předpisem zn(t) = txn.

(c) → (a) plyne z věty 2.4 z (c) → (a) pro Banach̊uv prostor X∗ a lokálně
konvexńı topologii τ = w∗ na X∗. �

Analogicky plat́ı následuj́ıćı varianta věty 2.12.

Věta 2.36. Mějme X Banach̊uv prostor a A ⊂ X∗. Pak tvrzeńı (a) implikuje
tvrzeńı (b).

(a) A je w∗-tlustá.
(b) Je-li Y normovaný lineárńı prostor, T ∗ : Y ∗ → X∗ spojitý lineárńı duálńı

operátor takový, že Rng T ∗ ⊃ A, pak je Rng T ∗ = X∗.

D̊ukaz. (a)→ (b). Postupujme analogicky jako v d̊ukazu věty 2.12. Mějme A ⊂ X∗
w∗-tlustou množinu a T ∗ : Y ∗ → X∗ spojitý duálńı operátor, že Rng T ∗ ⊃ A, kde
A ⊂ X∗ je w∗-tlustá. Pak je Y =

⋃∞
n=1 nBY ∗ , a tedy

A = T ∗Y ∗ ∩A = A ∩
∞⋃
n=1

nT ∗BY ∗ =

∞⋃
n=1

(nT ∗BY ∗ ∩A).

Jelikož je A w∗-tlustá, muśı být pro nějaké m ∈ N množina (mT ∗BY ∗ ∩A) w∗-
nenormuj́ıćı. Proto w∗-uzavřený absolutně konvexńı obal obsahuje δBX∗ pro nějaké
δ > 0, tj. acow

∗
(A∩mT ∗BY ∗) ⊃ δBX∗ . Avšak A∩mT ∗BY ∗ je absolutně konvexńı

a tedy d́ıky lemmatu 1.5 je mT ∗BY ∗ ∩A
w∗ ⊃ δBX∗ , proto mT ∗BY ∗

w∗ ⊃ δBX∗
Podle Alaoglu-Bourbakiho věty [Fab, věta 3.37, str. 99] je BY ∗ w

∗-kompaktńı, a
jelikož T ∗ : Y ∗ → X∗ je duálńı, je w∗−w∗ spojitý. Proto je T ∗BY ∗ w

∗-kompaktńı,
jakožto spojitý obraz kompaktńı množiny. Speciálně tedy je T ∗BY ∗ w

∗-uzavřená,

tedy mT ∗BY ∗ = mT ∗BY ∗
w∗

, a proto T ∗BY ∗ ⊃ δ
mBX∗ .

Dı́ky linearitě je tedy T ∗ na, tj. Rng T ∗ = X∗. �

Poznámka 2.37. Poznamenejme, že ve skutečnosti plat́ı v předchoźı větě i druhá
implikace, tj. analogie k větě 2.12 a tud́ıž vlastnost (b) v předchoźı větě w∗- tlusté
množiny ve skutečnosti charakterisuje, viz [Nyg, str. 63—64].

Důkaz této implikace je kompletně analogický d̊ukazu implikace (b)→ (a). Opět

stač́ı vźıt w∗-tenkou množinu A ⊂ X a položit Y = span(acow
∗
(A) ∩ BX∗). Zcela

analogicky se uváž́ı kanonické vnořeńı Y do X. Nicméně je technicky náročné
ukázat, že Y je duálńı prostor, a že kanonické vnořeńı, které bychom konstruo-
vali, je w∗-w∗ spojité (tj. duálńı operátor).

Nyńı již můžeme vyslovit následuj́ıćı charakterisaci reflexivity prostoru.

Věta 2.38 (charakterisace reflexivity). Mějme X Banach̊uv prostor. Pak X je
reflexivńı, právě když w∗-tlusté a tlusté množiny na X∗ jsou shodné.

D̊ukaz. Je-li X reflexivńı, pak X∗ je Banach̊uv a (X∗, w∗)∗ = X∗∗. Tedy w∗ je
př́ıpustná topologie proX∗∗ a tedy dle lemmatu 2.32 jsou tlusté a w∗-tlusté množiny
na X∗ shodné.
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At’ naopak X neńı reflexivńı. Ukážeme, že existuje w∗-tlustá množina, jež neńı
tlustá. Existuje x∗ ∈ X∗∗ \ X.2 Pak E = kerx∗ je uzavřený podprostor X∗ a má
kodimensi 1.

Jednoduché je nahlédnout, že E je tenká množina v X∗, a to d́ıky charakterisaci
z věty 2.20 – E totiž neńı hustý v X∗.

Ukážeme, že E je w∗-tlustou množinou v X∗, použijeme charakterisaci z věty
2.36, resp. z následuj́ıćı poznámky 2.37. Mějme Y Banach̊uv a T ∗ : Y ∗ → X∗

duálńı operátor takový, že Rng T ∗ ⊃ E. Jelikož E má kodimensi 1 v X∗, tak
nastane právě jedna z možnost́ı Rng T ∗ = X∗ nebo Rng T ∗ = E. Ukážeme, že
nemůže nastat Rng T ∗ = E.

Nejprve nahlédněme, že E je ‖·‖X∗-uzavřený podprostor X∗ (jelikož je x∗∗ ∈
X∗∗), avšak E neńı w∗-uzavřený, nebot’ X∗∗ neńı w∗-spojitý (E je w∗-hustý v X∗,
je totiž jádrem nespojitého lineárńıho funkcionálu).

Avšak podle [Rud, věta 4.14, str. 96] je Rng T ∗ uzavřený podprostor X∗, právě
když je w∗-uzavřený. Tud́ıž možnost Rng T ∗ = E nemůže nastat, a proto Rng T ∗ =
X∗. Proto E je w∗-tlustá. �

Př́ımo z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı dostáváme následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 2.39. Je-li X nereflexivńı Banach̊uv prostor a x∗∗ ∈ X∗∗ \ X, pak
kerx∗∗ ∩ SX∗ je w∗-tlustá množina v X∗.

D̊ukaz. Pokud X neńı reflexivńı a x∗∗ ∈ X∗∗ \ X, tak z d̊ukazu předchoźı věty
plyne, že kerx∗∗ je w∗-tlustá množina. Jelikož kerx∗∗ = span(kerx∗∗ ∩ SX∗), tak
tvrzeńı plyne z lemmatu 2.1. �

Shrňme ještě tedy závěrem této části charakterisace pro w∗-tlusté podmnožiny
X∗, jak je shrnuto v [Nyg, věta 1.5, str. 63].

Věta 2.40. Bud’ X Banach̊uv prostor a A ⊂ X∗. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı.

(a) A je w∗-tlustá.
(b) Je-li Y normovaný lineárńı prostor a Γ ⊂ L(Y ∗, X∗) množina spojitých duál-

ńıch operátor̊u, jež je bodově omezená na A, je omezená v L(Y ∗, X∗).
(c) Je-li (xn)∞n=1 posloupnost v X, jež je bodově omezená na A, je omezená v X.
(d) Je-li (xn)∞n=1 posloupnost v X, jež je bodově omezená na A, je slabě omezená

v X.
(e) Je-li Y normovaný lineárńı prostor a T ∗ : Y ∗ → X∗ spojitý lineárńı duálńı

operátor, že Rng T ∗ ⊃ A, je Rng T ∗ = X∗.

D̊ukaz. Důkaz (a) − (c) je v tvrzeńı 2.35. Důkaz ekvivalence (a) a (d) je tvrzeńı
2.7 s přihlédnut́ım k tomu, že (X∗, w∗)∗ = X a w∗-topologie je v tomto př́ıpadě
topologie σ((X∗, w∗)∗, X∗) = σ(X,X∗), tj. slabá topologie na X.

Ekvivalence (a) a (e) je ukázána v tvrzeńı 2.36 a poznámce 2.37. �

Poznámka 2.41. Z lemmatu 2.26 máme, že je-li A ⊂ X∗ w∗-tenká a p ∈ [1,∞),
pak existuje posloupnost (xn)∞n=1 v X a y∗ ∈ X∗, že

∑∞
n=1 |x∗(xn)|p < ∞ pro

každé x∗ ∈ A, ale
∑∞
n=1 |y∗(xn)|p diverguje. Nav́ıc z věty 2.7 existuje posloupnost

(xn)∞n=1 v X a y∗ ∈ X∗ splňuj́ıćı supn∈N |x∗(xn)| < ∞ pro každé x∗ ∈ A, ale
supn∈N |y∗(xn)| =∞.

2Přirozeně zde chápeme X jako X = εX ⊂⊂X∗∗, tj. jako kanonické vnořeńı X do X∗∗.
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Plat́ı proto následuj́ıćı analogické tvrzeńı k implikaci (b)→ (a) ve větě 2.27: Je-li
A ⊂ X∗ w∗-tenká a p ∈ [1,∞], pak existuje prostor s mı́rou (Ω,Σ, µ) a g : (Ω,Σ)→
X w-měřitelné zobrazeńı takové, že pro každé x∗ ∈ A je x∗g ∈ Lp((Ω,Σ, µ)), ale
y∗g 6∈ Lp(µ) pro nějaké y∗ ∈ X∗.

Stač́ı opět totiž vźıt jako (Ω,Σ) = (N,P(N)) a µ aritmetickou mı́ru na N a pak
položit g(n) = xn, kde (xn)∞n=1 jsou posloupnosti jako výše.

3. Vektorová integrace, Nikodýmova věta

V následuj́ıćı kapitole ukážeme jeden př́ıklad tlusté množiny v Banachově pro-
storu měřitelných funkćı. Budeme přitom kromě výsledk̊u z předchoźı části využ́ıvat
známý výsledek Nikodýma o omezenosti vektorových měr, viz např. [Die, str. 14].

Nejprve přistupme k definićım.

Definice 3.1. Bud’ X Banach̊uv prostor a (Ω,Σ) měřitelný prostor. Zobrazeńı
F : Σ→ X nazveme konečně aditivńı vektorovou mı́rou, jestliže splňuje

� F (∅) = 0,
� F (A ∪B) = F (A) + F (B), jsou-li A,B ∈ Σ po dvou disjunktńı.

Řekneme, že F je spočetně aditivńı vektorová mı́ra, plat́ı-li nav́ıc

� F (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 F (An), jsou-li An ∈ Σ po dvou disjunktńı množiny,

přičemž konvergenci vpravo chápeme jako bezpodmı́nečnou v normě pro-
storu X.

Dále, variaci vektorové mı́ry F na E ∈ Σ definujeme jako

|F |(E) = sup{
m∑
j=1

‖F (Ej)‖X ; (Ej)
m
j=1 tvoř́ı disjunktńı rozklad E prvky Σ}

a je-li |F |(Ω) <∞, řekneme, že F je mı́ra s omezenou variaćı.
Semivariaci vektorové mı́ry F na E ∈ Σ definujeme jako

‖F‖ (E) = sup {|x∗F |(Ω);x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ ≤ 1}
a je-li ‖F‖ (Ω) <∞, řekneme, že F je mı́ra s omezenou semivariaćı.

Poznámka 3.2. Zřejmě plat́ı, že ‖F‖ (Ω) ≤ |F |(Ω).
Pro konečně aditivńı vektorové mı́ry plat́ı, že maj́ı omezenou semivariaci právě,

když jsou omezené. [Die, věta 11, str. 4]. Takovéto mı́ry budeme dále nazývat
omezenými vektorovými mı́rami.

Definice 3.3. Bud’ X Banach̊uv a (Ω,Σ) měřitelný prostor. Pak definujeme

B(Σ, X) ≡ {f : Ω→ X; f omezená, měřitelná}
a pro f ∈ B(Σ, X) polož́ıme ‖f‖B(Σ,X) = supω∈Ω ‖f(ω)‖X .

Dále definujme prostor X-hodnotových jednoduchých funkćı S(Σ, X) jako

S(Σ, X) ≡ {f : Ω→ X; f jednoduchá}.

Poznámka 3.4. Připomeňme, že funkci f : (Ω,Σ)→ X nazveme měřitelnou, jestliže
je stejnoměrnou limitou X-hodnotových jednoduchých funkćı.

Poznámka 3.5. Bude-li X = F, budeme namı́sto B(Σ,F) psát krátce B(Σ) a
namı́sto S(Σ,F) pouze S(Σ).

Ćılem této kapitoly bude ukázat následuj́ıćı tvrzeńı, které nám dává konkrétńı
př́ıklad tlusté množiny.
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Věta 3.6 (o tlustosti charakteristických funkćı). Je-li (Ω,Σ) měřitelný pro-
stor, pak charakteristické funkce na (Ω,Σ), tj. {χE ;E ∈ Σ} jsou tlustou podmnoži-
nou B(Σ).

Lemma 3.7. Je-li (Ω,Σ) měřitelný prostor a X Banach̊uv, pak je i B(Σ, X) Ba-
nach̊uv.

D̊ukaz. Zřejmě je B(Σ, X) lineárńı prostor (nebot’ součet a skalárńı násobek ome-
zených a měřitelných funkćı je omezená a měřitelná funkce). Těžké neńı nahlédnout
ani to, že ‖f‖B(Σ,X) je normou na B(Σ, X).

K tomu, že B(Σ, X) je Banach̊uv, zvolme (fn)∞n=1 cauchyovskou posloupnost.
Pak pro ε > 0 existuje n0 ∈ N, že

‖fn − fm‖B(Σ,X) ≤ ε,

je-li n,m ≥ n0. Tud́ıž i pro všechna ω ∈ Ω je posloupnost (fn(ω))∞n=1 cauchyovská
v X, máme totiž

‖fn(ω)− fm(ω)‖X ≤ ‖fn − fm‖B(Σ,X) ≤ ε.

Prostor X je Banach̊uv, tud́ıž je (fn(ω)) konvergentńı, existuje tedy limn→∞ fn(ω)
pro všechna ω ∈ Ω. Označ́ıme-li tuto limitu jako f(ω), pak fn → f bodově na Ω.
Ukážeme, že f ∈ B(Σ, X) a fn → f v B(Σ, X).

Je-li ε > 0 dáno a n,m, n0 jako výše, pak ‖fn − fm‖B(Σ,X) ≤ ε, tud́ıž pro

každé ω ∈ Ω máme, že ‖fn(ω)− fm(ω)‖X ≤ ε. Dı́ky spojitosti normy na X
dostáváme limitńım přechodem n → ∞, že ‖f(ω)− fm(ω)‖X ≤ ε pro m ≥ n0.
Proto ‖f − fm‖X ≤ ε a tedy (fn) konverguje k f v B(Σ, X).

Zbývá tedy ukázat, že f ∈ B(Σ, X). Nejprve nahlédneme, že f je omezená. Pro
ε = 1 najdeme n0, n,m jako výše, pak je-li ω ∈ Ω, máme

‖f(ω)‖X ≤ ‖f(ω)− fn0
(ω)‖X + ‖fn0

(ω)‖X ≤ 1 + ‖fn1
‖B(Σ,X)

a tedy ‖f‖B(Σ,X) <∞.

To, že f : Ω → X je měřitelná, tj. stejnoměrnou limitou jednoduchých, nahléd-
neme snadno. Je-li k ∈ N, najdeme n ∈ N, že ‖f − fn‖B(Σ,X) ≤

1
2k . Funkce fn

je měřitelná, existuje tedy jednoduchá funkce sk, že ‖fn − sk‖B(Σ,X) ≤
1
2k . Pak

‖f − sk‖B(Σ,X) ≤
1
k , tud́ıž f je měřitelná. �

Definice 3.8. Bud’ X Banach̊uv a (Ω,Σ) měřitelný prostor. Pak definujeme

ba(Σ, X) ≡ {ν : Σ→ X; ν omezená, aditivńı}

a pro ν ∈ ba(Σ, X) polož́ıme ‖ν‖ba(Σ,X) = supA∈Σ ‖ν(A)‖X .

Lemma 3.9. Je-li (Ω,Σ) měřitelný prostor a X Banach̊uv, pak je i ba(Σ, X) Ba-
nach̊uv.

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu předchoźıho lemmatu. Snad jediné, v čem se
lǐśı, a tud́ıž si zaslouž́ı pozornost, je aditivita limitńı funkce f : Σ → X. Jelikož
(fn)∞n=1 jsou všechny (konečně) aditivńı, tak pro disjunktńı A,B ∈ Σ máme fn(A∪
B) = fn(A) + fn(B) pro všechna n ∈ N. Tud́ıž limitńım přechodem dostáváme
i f(A ∪B) = f(A) + f(B), a tedy f je (konečně) aditivńı. �
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Poznámka 3.10. Je-li ν : Ω→ X aditivńı, tak již nutně muśı splňovat ν(∅) = 0. Je
pak totiž ν(A) = ν(A ∪ ∅) = ν(A) + ν(∅).

Je tedy ba(Σ, X) prostor všech X-hodnotových omezených vektorových měr na
Ω. Dı́ky [Die, věta 11, str. 4] máme, že supremová norma ‖ν‖ba(Σ,X) je na ba(Σ, ν)

ekvivalentńı normě ‖ν‖ (Ω) – semivariaci vektorové mı́ry ν. Tuto budeme dále na
tomto prostoru uvažovat.

Bez d̊ukazu uvedeme následuj́ıćı tvrzeńı, viz [Die, věta 13, str. 6].

Lemma 3.11 (o L(B(Σ), X)). Mějme X Banach̊uv a (Ω,Σ) prostor s mı́rou.
Pak existuje lineárńı isometrie ba(Σ, X) (tj. X-hodnotových omezených vektorových
měr) na L(B(Σ), X).

Poznámka 3.12. Pro omezenou vektorovou mı́ru F : Σ→ X a f : Ω→ F jednodu-
chou tvaru f =

∑m
j=1 αjχEj definujeme

TF (f) =

m∑
j=1

αjF (Ej), .

Pak se dá ukázat, že pro F ∈ ba(Σ, X) je TF ∈ L(B(Σ), X) a ‖TF ‖ = ‖F‖ (Ω).
Jelikož jednoduché funkce jsou husté v B(Σ), nebot’ měřitelné byly definovány jako
stejnoměrná limita jednoduchých, existuje jediné spojité rozš́ı̌reńı TF na B(Σ).

Takto źıskáme lineárńı isometrii T : ba(Σ, X) → L(B(Σ), X) z předchoźıho
lemmatu. Pro f ∈ B(Σ) označ́ıme jako TF (f) =

∫
Ω
fdF .

V d̊ukazu tvrzeńı 3.6 se budeme odvolávat na následuj́ıćı výsledek Nikodýma o
omezenosti vektorových měr, viz [Die, věta 3.1, str. 14].

Věta 3.13 (Nikodýmova). Necht’ (Ω,Σ) je měřitelný prostor, X Banach̊uv a
{Fα, α ∈ A} je množina omezených vektorových měr definovaných na (Ω,Σ) s hod-
notami v X. Je-li supα∈A ‖Fα(E)‖X <∞ pro všechna E ∈ Σ, pak je

sup
α∈A
‖Fα‖ (Ω) <∞.

Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu tlustosti množiny charakteristických funkćı,
ke kterému jsme v této kapitole směřovali.

D̊ukaz věty 3.6. Podle předchoźıho je B(Σ) Banach̊uv prostor. Ukážeme, že charak-
teristické funkce, tj. S = {χE ;E ∈ Σ}, jsou tlustou podmnožinou B(Σ). K tomu
užijeme charakterisace tlustých množin z věty 2.20 a ukážeme, že spanS je hustý
a barelovaný prostor v B(Σ).

Nahlédnout, že spanS je hustou množinou v B(Σ), je snadné, takto byl totiž
prostor B(Σ) definován. Je totiž spanS = S(Σ) a B(Σ) je definován jako prostor
omezených funkćı, jež jsou stejnoměrnou limitou jednoduchých funkćı, tj. prvk̊u
S(Σ). Nav́ıc je tedy S(Σ)∗ = B(Σ)∗ podle lemmatu 2.18.

Barelovanost S(Σ) plyne z Nikodýmovy věty a charakterisaci barelovanosti nor-
movaného lineárńıho prostoru z lemmatu 2.17.

Podle lemmatu 2.17 je totiž S(Σ) barelovaný, právě když pro každou posloup-
nost (x∗n)∞n=1 v S(Σ)∗, jež je bodově omezená na S(Σ), je (x∗n) omezená v S(Σ)∗.
Evidentně je posloupnost (x∗n) bodově omezená na S(Σ), právě když je bodově
omezená na S.

Avšak je-li (x∗n) bodově omezená na S(Σ), je (x∗n) i bodově omezená na S, tj. je
supn∈N |x∗n(χE)| <∞ pro každé E ∈ Σ. Pak z representace S(Σ)∗ (lemma 3.11 pro
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X = F, existuje lineárńı isometrie T : ba(Σ)→ S(Σ)∗) je {T−1x∗n;n ∈ N} množina
omezených vektorových měr. Pro charakteristickou funkci χE a F ∈ ba(Σ) máme
TF (χE) =

∫
χEdF = F (E) pro E ∈ Σ. Proto je supn∈N |T−1x∗n(E)| < ∞ pro

každé E ∈ Σ.
Z Nikodýmovy věty máme supn∈N

∥∥T−1x∗n
∥∥ (Ω) <∞ a tedy i supn∈N ‖x∗n‖ <∞,

jelikož je T isometrie. Proto je S(Σ) barelovaný. �

Jako d̊usledek této věty dostáváme jako následuj́ıćı d̊usledek Seeverovu větu.

Důsledek 3.14 (Seever). Necht’ (Ω,Σ) je měřitelný prostor a bud’ X Banach̊uv.
Jestlǐze T : X → B(Σ) je spojitý lineárńı operátor, takový, že Rng T obsahuje
{χE ;E ∈ Σ}, pak Rng T = B(Σ).

D̊ukaz. Podle věty 3.6 jsou charakteristické funkce jsou tlustou množinou v B(Σ).
Tvrzeńı tedy plyne z věty 2.10. �

Jako d̊usledek uved’me ještě následuj́ıćı versi principu stejnoměrné omezenosti
pro prostor B(Σ).

Důsledek 3.15 (Nikodýmova). Necht’ (Ω,Σ) je měřitelný prostor, X Banach̊uv a
{Tα : B(Σ)→ X,α ∈ A} je množina spojitých lineárńıch operátor̊u na B(Σ) s hod-
notami v X.

Je-li supα∈A ‖TαχE‖X <∞ pro všechna E ∈ Σ, pak je supα∈A ‖Tα‖ <∞.

D̊ukaz. Plyne ihned z věty 3.6 a věty 2.4. �

Jako daľśı d̊usledek můžeme uvážit variantu o limitě omezených vektorových
měr.

Důsledek 3.16. Necht’ (Ω,Σ) je měřitelný prostor, X Banach̊uv a (Fn)∞n=1 je
posloupnost omezených vektorových měr definovaných na (Ω,Σ) s hodnotami v X.

Jestlǐze Fn(E) konverguje v X k nějakému F (E) pro každou měřitelnou E ∈ Σ,
pak F : Ω→ X je omezená vektorová mı́ra.

D̊ukaz. Z tvrzeńı 3.6 plyne, že charakteristické funkce jsou tlustou podmnožinou
v B(Σ), a tedy lze už́ıt Banachovy–Steinhausovy věty 2.21.

Konkrétněji, (Fn)∞n=1 je posloupnost omezených vektorových měr, tedy z lem-
matu o representaci L(B(Σ), X) jsou Ln = T−1Fn ∈ L(B(Σ), X). Tyto splňuj́ı,
že Ln(χE) konverguje k nějakému L(χE) pro každou měřitelnou E ∈ Σ. Tedy lze
už́ıt věty 2.21 a dostáváme, že L ∈ L(B(Σ), X), tud́ıž T (L) ∈ ba(Σ, X) je omezená
vektorová mı́ra. �

Důsledek 3.17. Je-li A ⊂ `∞ množina vektor̊u v `∞, jejichž souřadnice jsou pouze
0 a 1, pak A je tlustá podmnožina `∞.

Nav́ıc A je ř́ıdká, tud́ı̌z neńı druhé kategorie.

D̊ukaz. Mějme měřitelný prostor (N,Σ, µ), kde Σ = P(N) je potenčńı množina N a
µ je aritmetická mı́ra na N. Pak B(Σ) = `∞.

Pak {χE : E ∈ P(N)} je právě množina všech posloupnost́ı v `∞, jež maj́ı za své
souřadnice právě 0 a 1. Prvńı část tvrzeńı tedy plyne z věty 3.6.

Tato množina je ř́ıdká v `∞, je totiž A uzavřená množina v `∞ a tedy X \ A =
X \ A. Je-li x = (xn)∞n=1 libovolná posloupnost v `∞, pak bud’ x ∈ X \ A a nebo
x ∈ A. Je-li x ∈ A, polož́ıme pro n ∈ N (ynj )∞j=1 = (xj + 2−n)∞j=1. Pak (ynj ) ∈ X \A
a ‖yn − x‖`∞ = 2−n. Tedy X \A je hustá v `∞. �
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Poznámka 3.18. To, že množina A v předchoźı větě je ř́ıdká, je zd̊urazněno, aby
bylo ukázáno, že existuj́ı tlusté, přesto ř́ıdké množiny. Předchoźı př́ıklad tedy slouž́ı
jako př́ıklad množiny, jež je tlustá, ale ne druhé kategorie, a že tedy ve skutečnosti
princip stejnoměrné omezenosti plat́ı i pro menš́ı množiny, než jsou množiny druhé
kategorie.
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