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TLUSTE MNOZINY V BANACHOVYCH PROSTORECH

UvoDb

Tato prace se zabyva tlustymi mnozinami v Banachovych prostorech. Pojem
tlusté mnoziny je definovan jako analogie k pojmu mnoziny druhé kategorie.

V tvodu je zaveden pojem 7-tenké a 7-tlusté mnoziny pro lokdlné konvexni
topologii 7 na Banachové prostoru X, jez je slabsi nez topologie dand normou, a
jsou ukéazany nékteré jejich zakladni vlastnosti.

V druhé ¢asti jsou ukdzany nékteré charakterisace pro 7-tlusté mnoziny. Je
ukazéno, ze 7-tlusté mnoziny jsou nejmensi takové, pro které plati princip stej-
nomérné omezenosti, Banach-Steinhausova véta, ¢i véta o otevieném zobrazeni.
Soucasné je podana charakterisace tlustych mnozin pomoci w*-integrovatelnosti.

Déle jsou vyzdvihnuty dva dulezité piipady — a to je-li 7 pfimo normové topologie
na X, aje-li 7 w*-topologie na dualu Banachova prostoru. Je ukazano, ze reflexivitu
lze charakterisovat pomoci vztahu tlustych a w*-tlustych mnozin na dualu X*.

V zavéru je pomoci Nikodymovy véty o omezenosti pro vektorové miry ukazan
piiklad tlusté mnoziny v prostoru B(X) — omezenych, méfitelnych funkci, a je
ukéazan piiklad mnoziny, jez je tlustd, ale neni druhé kategorie.

V této préci se opirdme o ¢ldnek O. Nygaarda [Nyg], jehoz vysledky prace shr-
nuje, a nékteré z nich zobecinuje pro lokalné konvexni topologie 7, jez jsou slabsi
nez topologie normy.

1. UVODNI DEFINICE

Definice 1.1. Bud (X, 7) topologicky linearni prostor nad F, kde F = R nebo C.
Rekneme, 7ze A C X je absolutné konvexni, je-li A konvexn{ a vyvazend (tj. aA C A
proa € F, |a| <1).
Pro A C X definujeme
m absolutné konvexni obal mnoziny A jako

aco A = m {F;A C F C X, F absolutné konvexni}
m 7T-uzavieny absolutné konvexni obal mnoziny A jako

aco’ A = ﬂ {F;A C F C X, F absolutné konvexni, 7-uzaviend} .

Pozndmka 1.2. Pokud bude z kontextu ziejmé, o kterou topologii 7 na X se jedna,
budeme namisto aco” A psat acoA.

Pozndmka 1.3. Vyse uvedené definice aco A a acoA jsou korektni, jelikoz cely pro-
stor X je sdm absolutné konvexn{ mnozinou (navic i uzavienou). Proto je systém
mnozin, jez pronikdme neprazdny, tudiz aco A i acoA jsou vzdy definovany.

Pozndmka 1.4. V celé praci budeme uvazovat, ze vSechny topologie jsou Hausdor-
ffovy, tedy specidlné budeme-li mluvit o linedrnim topologickém prostoru (X, 7),
bude se vzdy jednat o linedrni topologicky prostor, jez je Hausdorffuv.

Lemma 1.5. Bud (X,7) topologicky linedrni prostor a A C X. Pak

(a) aco A, acoA jsou absolutné konvexni mnoZiny. Navic aco A (resp. acoA) je
nejmendi absolutné konvexni mnoZinou (resp. absolutné konvexni a uzavienou
mnozinou), jez obsahuje A, brdno vzhledem k inklusi.
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TLUSTE MNOZINY V BANACHOVYCH PROSTORECH 3

(b) T-uzdvér absolutné konvexni mnoZiny je absolutné konvexni mnoZina.
(c) acoA = aco A.

Diikaz. Protoze libovolny prunik absolutné konvexnich mnozin je absolutné kon-
vexn{ mnozina, tak trividlné z definic aco A a ac6A dostdvéame (a).

(b) plyne z toho, ze T-uzavér konvexni (resp. vyvazené) mnoziny je opét konvexnf
(resp. vyvazend) mnozina. Konkrétnéji, m&jme A konvexni mnozinu a z,y € A .
Pak existuji nety (x;);ez a (y:)icz, jeZ konvergujiv r k z ay, anavicz; € A,y; € A
proi e 7.

Je-li t € [0,1], pak je tz; + (1 — t)y; € A z konvexity A a diky spojitosti vek-
torovych operaci (7 je linedrni topologie na X) konverguje net tx; + (1 —t)y; v 7
k tx+ (1 —t)y. Tedy tx + (1 — t)y je v T-uzdvéru A.

Je-li A vyvédzend a a € F,|a| < 1, pak net az; konverguje k ax (diky spojitosti
ndsoben{ skaldrem) a tedy ax € A’ Tedy T-uzaveér A je vyvazena mnozina, a proto
plati (b).

Zbyva ukdzat (c). Trividlné z definice plati, Ze acoA D aco A, nebot systém
absolutné konvexnich mnozin, jez jsou uzaviené, je podsystémem vSech absolutné
konvexnich mnozin. Protoze acoA je uzaviend mnozina, jakozto prunik uzavienych
mnozin, tak dostavame acoA D aco A.

Naopak, aco A4 je podle (a) a (b) absolutné konvexn{ a uzaviend, tudiz acoA C
aco A. Proto plati (c). O

Vyse uvedend definice se hodi zejména pro teoretické uvahy. Pro snadnéjsi vy-
pocty uvedme ekvivalentni vyjadieni aco A.

Lemma 1.6. Bud X topologickyj linedrni prostor a A C X. Pak

acoA={>"  az;; oy €F,m; € A S |l <1,n €N},
Ditkaz. Oznaéme si mnozinu na pravé strané dokazované rovnosti jako B. Staci
ukdzat, ze B je absolutné konvexni, a je-1i C' libovolna absolutné konvexni mnozina,

spliujici A C C, pak B C C. Pak jiz plyne dokazované diky pfedchozimu lemmatu.
Nejprve k tomu, ze B je absolutné konvexni. Mé&jme z,y € B, tedy

=3 o,y o] <1
y =2 Bivis  2oimy 1Bl < 1.
Pak pro ¢ € [0, 1] méme
n m
tw+(1—ty =Y taiw;+ Y (1—1)Byi,
i=1 i=1

pricemz

S el 3 1@ =08 = 1Y Jeal + 11—t > Bl <t +(1—t) =1
=1 =1 i=1 =1

Proto tx + (1 — t)y € B a tedy B je konvexni.
Analogicky ukazme vyvazenost B. Je-li a € F, |a| < 1, pak
ar = a iy it = 3L a0
aziejmé Y . lac;| < |a] Y7, |as| < 1. Proto aB C B, a tedy B je vyvazend. Tim
je tedy ukazano, ze B je absolutné konvexni.
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Nyni pfistupme k dukazu druhé ¢dsti. Méjme absolutné konvexni mnozinu C
takovou, ze C O A. Ukazme, ze B C C.
Jelikoz A C C' a C je absolutné konvexni, pak ax € C pro z € A, |a| < 1. Tedy

{az;xz € A,|a| <1} C C.

Ukézeme, ze jsou-liz; € A, pak > -, ayz; € Cproa; € F, 37 | || < 1. Pitom
stac¢i uvazit, ze o; € R, jinak staci prendsobit x; vhodnou komplexni jednotkou e; a
diky predchozimu bude stéle a;e;z; € C. Navic staci predpokladat, ze || € [0,1),
jinak tvrzeni trividlné plati.

Postupujme indukei podle n. Pro n = 1 plati tvrzeni z vyvazenosti C' podle
ptredchoziho odstavce.

Uvazme, ze plati pro n — 1, ukazme platnost pro n. Diky konvexité C' mame
an®y+(1—ap)z € C,je-li z € C. Mame, 7e 2z = > i, ! _ai 2. e C dle indukéntho

i=1 l—ay,
predpokladu, nebot Zf;l 2| = Z?;ll u‘féélﬂ < % < 1. Specidlné tedy

touto volbou dostdvame, Ze Zi:l a;; = apy + (1 —ay)z € C.
Tvrzeni je timto tedy ukazano. O

Lemma 1.7. Bud (X,7) linedrni topologickyj prostor, AC X ap: X — R 7-2dola
polospojita pseudonorma. Pak

supp(z) = sup p(z)= sup p(z).
€A r€aco A r€acoA
Specidlné, je-li Y normovany linedrni prostor, T : X — Y linedrni, spojité, pak
sup [Tzlly = sup |[Tally = sup [[Txfly,
xreaco T E€aco.
resp. je-li x* € (X, T) , pak

sup [2*(z)| = sup [z"(z)| = sup [|2"(x)].
z€A zr€aco A TrEAC0A

Diikaz. Nejprve pristupme k dikazu prvni série rovnosti. Protoze A C aco A , tak
trivialné plati
supp(z) < sup p(z).
T€EA r€aco A
Naopak, je-li z € aco A, pak je dle predchoziho lemmatu z = > | a;x;, kde z; € A
n
ay .4 la;| < 1. Proto

Z%Iz ) < Zp a;x;) = Z lai|p(z;) Z @ supp ) < sggp(x).
xT

i=1 i=1

S

Tedy dostavame

sup p(x) < sup p(x),
xr€aco A €A

a tedy i prvni rovnost.
Jelikoz dle lemmatu je acoA = aco A, tak dostavame
sup p(z) = sup p(x) = sup p(x).
r€acoA r€aco A r€aco A
Naopak, je-li z € aco A, existuje net (z;);ez v aco A, jez konverguje v topologii 7
k z. Jelikoz je p zdola polospojitd, je

p(z) <liminfp(z;) < sup p(2),
z€aco A

a tedy SuszacoAp(x) = SupmeA p(l’)
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Druhda ¢ast tvrzeni plyne z toho, ze je-li Y normovany linearni prostor a T :
X — Y linedrni spojité, pak |||y o T : X — R je spojita pseudonorma na X, resp.
je-li o* € X*, pak o* : (X, 7) = (F,| - |) je linedrni, spojité a (F,|-|) je normovany
linedrni prostor. [

Nyni pristupme k definici klicovych pojmu, kterym se budeme po zbytek této
prace vénovat.

Definice 1.8. Bud X Banachtv prostor a 7 lokdlné konvexni topologie na X.
Rekneme, ze A C X je T-nenormujici, pokud aco” A p  Bx pro zadné § > 0.

Definice 1.9. Rekneme, 7e mnozina A C X je 7-tenkd, pokud je neklesajicim
spocetnym sjednocenim 7-nenormujicich mnozin, tj. pokud existuji 7-nenormujici
mnoziny A, takové, ze A, C A,41 a A = U2, A,. Mnozinu A C X nazveme
T-tlustou, pokud neni 7-tenka.

Pozndmka 1.10. Budeme kratce psét, ze A C X je nenormujici (resp. tenkd, tlustd)
bude-li 7 topologie na X dana normou, tj. je-li A ||-||-nenormujici (resp. ||-||-tenks,
[I-||-tlustd).

Jelikoz se budeme zabyvat lokdlné konvexnimi topologiemi na Banachové pro-
storu X, jez jsou slabsi nez topologie dand normou, pak je vhodné uvédomit si,
v jakém vztahu jsou jejich dudly. To shrnuje nasledujici poznamka.

Pozndmka 1.11. Je-li X Banachuv prostor a 7 topologie na X, jez je slabsi nez
topologie dand normou, pak (X,7)* cC (X,|-]])* = X*. Specidlné lze tedy na
(X, 7)* pfirozené uvazovat normu zdédénou z X* (jakozto restrikci normy na tento
podprostor).

Diikaz. Je ziejmé, ze (X, 7)* tvoif linedrn{ prostor. Je-li f : (X,7) — F linedrni
a spojité, je f~1(G) T-oteviend mmozina pro G otevienou v F. Tudiz je f~1(G)
také ||-||-oteviend a proto je f : (X, ||||) — F spojité. Proto (X, 7)* cC (X, |-])*
X

ol

V praci budeme potiebovat nasledujici variantu Hahnovy—Banachovy véty pro
oddélovani konvexnich mnozin v lokalné konvexnich topologickych prostorech.

Lemma 1.12 (Hahn—Banach). Méme (X, 1) lokdiné konvexni topologicky pro-
stor.

(a) Je-li A C X absolutné konvexni mnozZina a x* € (X, 7)*, pak

sup Rz* (z) = sup |[z*(x)].
T€EA z€A

(b) Je-li A C X neprdzdnd, konvexni, T-uzaviend a x & A, pak existuje prvek
x* € (X, 7)*, splniugici

Rz*(z) > sup Rz*(y).
yeEA

Je-li navic A absolutné konvexni, pak lze najit x* € X* takové, Ze

[ (@) > sup |2 ()]
Y
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Dikaz. Trividlne plati, ze Raz*(x) < |x*(z)| pro libovolné = € A a tedy i

sup Rz* (z) < sup |[z*(x)].
€A z€A

Naopak pro x € A existuje a € C, |a| = 1 splaujici |z*(x)| = ax*(x) = 2™ (az) =
Rz*(ax). Protoze A je absolutné konvexni, je A C A, tedy

|z*(x)] = Ra*(ax) < sup Rx*(y) < sup Ra*(z).
yEaA zEA

Protoze bylo x voleno libovolné, plati odhad pro kazdé x € A a tedy je

sup |z*(x)| < sup Rz*(z).

€A €A
Tedy plati (a).

K dukazu (b). Jelikoz 7 je Hausdorffova topologie, je {z} 7-uzaviend. Ziejmé je
i kompaktni a konvexni mnozinou. Podle Hahnovy-Banachovy véty [Rud, véta 3.4,
str. 58] tedy existuje z* € X* a y1,72 € R takové, ze
Rx*(y) <71 < y2 < Rz™ (),

pro véechna y € A. Tedy

sup Rz* (y) < Ra*(x).
yeA

Je-li navic A absolutné konvexni, pak podle (a) je

sup Rz*(y) = sup [z"(y)| < Ra™(z) < 2" (2)].
yeA yeA

Uzitecnou charakterisaci nenormujicich mnozin popisuje nasledujici lemma.

Lemma 1.13. Méjme X Banachiv a 7 lokdlné konvexni topologii na X, jeZ je
slabsi nez topologie dand normou. Je-li A C X neprdzdnd, pak A je T-nenormugjict,
pravé kdyz
inf  supl|z*(z)| =0,
b xeAl ()]

kde Six y- = Sx- N (X, 7)* a Sx~ je jednotkovd sféra v X*.
Diikaz. Je-li A C X 1-nenormujici, pak aco” A p dBx pro zadné § > 0. Specidlné
pro 6 = %,n € N, existuji x,, € %BX, T, &€ aco’ A.

Podle lemmatull.5]je aco” A absolutné konvexni a T-uzaviend, proto tedy existuje
pro n € N podle Hahnovy-Banachovy véty (lemma|l.12) x* € X* takové, ze

|z (zn)| = sup [a7(2)| = sup |2"(2)].

z€aco” z€A
Protoze podle predchdzejici pozndmky je (X,7)* € (X,]]-[D*, tak je i z* €
(X, |I-I*. Navic muzeme bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze ||z*|| = 1, a tedy
mame
1
ot @)l < ol < 1
a tedy

inf  sup|z*(x)] = 0.
pef er| (2)]
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Naopak, at A neni T7-nenormujici. Pak mame aco” A D By pro né&jaké § > 0.
Pak je-li z* € (X, 7)* libovolné, méme diky lemmatu

sup [2*(z)| = sup [z"(x)[ = sup [z"(x)].
€A x€aco” A x€ESBx

Je-li tedy navic z* € Six 7)-, tj. je-li 2* € Sx- N (X, 7)*, pak
sup |o*(2)] = 6 sup [2°(2)| = 6 |27 = 8 >0,
r€dBx rEBx
proto

inf  sup|z*(x)] > 0.
T*E€S(x,r)* I€g| ( )‘

O

Lemma 1.14 (vlastnosti nenormujicich mnozin). Méme X Banachiv a T

lokdiné konvexni topologii na X, jeZ je slabsi neZ topologie dand normou, a bud

AC X. Pak

(a) A je T-nenormugict, pravé kdyz T-uzdvér A je T-nenormugici.

(b) A je T-nenormujici, prdvé kdyz aco A je T-nenormugict.

(c) Je-li v > 0 libovolné, pak A je T-nenormugjici, prdvé kdyz A N rBx je T-
nenormugict.

Diikaz. Nejprve k dukazu (a). Protoze pro libovolné z* € (X, 7)* plati

sup |z*(z)| = sup [z"(z)],
€A IGZT
tak 1
inf  suplz*(z)| = inf sup |z*(x
o+ €Sx. e z€§| ()| €S x.1e IQ}DT' @),

a tedy dle predchoziho lemmatu je mnozina A 7T-nenormujici, pravé kdyz je
A" 7-nenormujici. Tudiz plati (a).
Analogicky k pFedchozimu, dle lemmatu [I.7] mame

sup 2" (z)| = sup |z"(z)],
€A r€aco A
tudiz
inf  supl|z*(x)]= inf sup |x*(z
o8 e m€A| ()] et IeaCOA| (@)l

a tedy A je T-nenormujici, pravé kdyz aco A je T-nenormujici, dle lemmatu [1.13]
Tedy plati (b).
Zbyva ukézat (c). Je-li A 7-nenormujici a r > 0, pak

sup  |z"(x)| < sup |2"(z)]
zEA

zeANrBx
a tedy i
inf sup |z*(z)| < inf  sup|z*(z)]=0
pelf zeAmerl ()| peld m€A| ()| =0,

a tudiz je ANrBx 7- nenormujici.
Naopak, je-li ANrBx T-nenormujici, ukdzeme, ze A je T-nenormujici. Diky (a)
a (b) staci bez ztraty na obecnosti uvézit, ze A je absolutné konvexn{ a T-uzaviena.
Postupujme sporem, pokud by A D 6Bx pro n&jaké § > 0, pak i (ANrBx) D
min(d,r)Bx. Tudiz aco(ANrBx) D (ANrBx) D eBx pro néjaké € > 0 a tedy
ANrBx neni 7-nenormujici. Tim dostdvdme spor a tudiz plati (c). O
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2. VLASTNOSTI A CHARAKTERISACE TLUSTYCH MNOZIN

V nasledujici kapitole se budeme déle podrobnéji zabyvat nékterymi vlastnostmi
tlustych mnozin a podame jejich ekvivalentni charakterisace.
Nejprve ukazeme nékteré zakladni vlastnosti tenkych a tlustych mnozin.

Lemma 2.1 (Vlastnosti tlustych a tenkych mnozin). Méjme X Banachiv, T
lokdlné konvexni topologii na X, jez je slabsi nez topologie dand normou a A C X.
Pak plati nasledugict.
(a) Je-li A T-tenkd a B C A, pak je B T-tenkd. Naopak je-li A T-tlustd a A C B,
pak je B T-tlustd.
(b) A je T-tenkd prdvé kdyz aco A je T-tenkd.
(c) A je T-tenkd prdvé kdyZ span A je T-tenkd
(d) T-tenkd mnoZina je proni kategorie v (X, T). Naopak mnoZina druhé kategorie
v (X, 7) je T-tlustd.
Specidlné, oteviend podmnozina Banachova prostoru je tlustd.
(e) Je-li X konecné dimense, je A tlustd, prdvé kdyz je span A = X.

Diikaz. (a) Je-li A 7-tenkd, existuji 7-nenormujici mnoziny A,,n € N takové, ze
A =UpenAn a A, C Apgq pro vBechna n € N. Pak ale

B=BNA=DBn GAn= G(BmAn).
n=1 n=1

Jelikoz BN A,, C A, tak pro v8echna n € N je evidentné B N A,, T-nenormujici a
tudiz (BNA,,)5 ; tvoif neklesajici spocetné pokryti B 7-nenormujicimi mnozinami.
Tudiz plati (a).

(b) Je-li aco A T-tenka, pak je A T-tenkd podle (a). Af naopak je A T-tenka a
bud A =J7, A,, kde A,, jsou T-nenormujici a A,, C A, 11 pro viechna n € N.

Pak |Jo7, aco 4, je absolutné konvexn{ mnozina, je totiz aco A, C aco A, pro
n < m a jsouli tedy z,y € o, aco A, pak z,y € aco A, pro néjaké m € N
a tudiz (J;2, aco 4, je absolutné konvexni mnozinou. Navic A C |J;—, aco 4, z
definice aco A, proto aco A C [ J;—, aco A,,.

Podle lemmatu jsou aco 4, T-nenormujici, tudiz (J,-, aco A, je T-tenk4,
tedy podle (a) je aco A T-tenka.

(c) Je-li span A 7-tenkd, pak je A 7-tenkd podle (a). Je-li A 7-tenkd, pak diky
(b) 1ze bez Gjmy na obecnosti uvazovat, ze A je absolutné konvexni.

Méjme A = |7, A, A, T-nenormujici a A,, C A, pro n < m. Jelikoz je A
absolutné konvexni, tak mame A = [J;2_; aco A,, a aco 4, jsou T-nenormujici.

Pak span A = | Jo—;nA = U, —, Up_; naco A, = J,—; naco A,. Protoze jsou
aco A, 7T-nenormujici, jsou i naco A, 7T-nenormujici a proto je span A T-tenkd
mnozina.

(d) Necht A je 7-tenkd mmnozina, bez ijmy na obecnosti miZeme uvazit, ze A
je absolutné konvexni. Pak A = Uf;l A, kde A,, jsou T-nenormujici a A,, C A,,
pro n < m. Tedy aco” A, p 0Bx pro zaddné § > 0. Z dukazu (b) je patrno, ze
Ac U, acoA,.

Staci tedy ukdzat, ze aco A, jsou fidké v (X, 1), pak |J -, aco A, je spocetné
sjednoceni 7-fidkych mnozin. Avsak aco” A,, p dBx pro zadné § > 0, tedy musi
nutné byt int(aco 4, ) = 0 (kde vnitiek rozumime v topologii 7). Pokud by totiz
aco’ A,, obsahoval T-otevienou mnozinu G, pak G by byla i oteviend v |-|| ;. Pak
by z absolutni konvexity nutné muselo platit, ze aco” A,, D d Bx pro néjaké § > 0.
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Druhd ¢ést (d) plyne z toho, Ze oteviené mnoziny v tplnych prostorech jsou
druhé kategorie.

(e). Diky (c) je A tlustd, pravé kdyz je span A tlustd. Stacéi tedy uvazit, ze
ACC X, tj. A =spanA.

Je-li span A = X, pak A = span A = X je druhé kategorie v X, tudiz je dle (d)
tlusta.

Naopak, je-li A tlustd, pak A = span A = [J;2, nA. Tedy existuje m € N a
d >0, ze maco(A) D dBx. Protoze A je linedrni podprostor, tak je aco A = span A
a jelikoz prostor X je konetné dimensionalni, tak je span A uzavieny podprostor
X, proto span A = acoA D nBx pro néjaké n > 0. Tedy span A = X. O

2.1. Princip stejnomérné omezenosti. V nasledujici ¢asti ukazeme, ze tlusté
mnoziny uzce souvisi s principem stejnomérné omezenosti a navic jsou ve skutec-
nosti timto charakterisovany.

Nejprve vsak, jelikoz budeme popisovat spojita linedrni zobrazeni z lokalné kon-
vexniho prostoru (X,7) do normovanych linedrnich (obecnéji i do lokdlné kon-
vexnich) prostort, je vhodné — analogicky k pozndmce — v8imnout si nasledu-
jictho.

Pozndamka 2.2. Je-li X Banachuv, 7 topologie na X slabsi nez topologie dana
normou a (Y, o) topologicky linedrn{ prostor, pak

‘C((Xv T), (Y, U)) cc ‘C((X7 HH)» (Y7 U))

Specidlng, je-li Y normovany linedrn{ prostor, pak £((X,7),Y)CC L(X,Y), tedy
lze na L((X,7),Y) uvazit normu jakozto restrikci normy z £(X,Y’) na tento pod-
prostor

Dikaz. Ziejmé L((X,7),(Y,0)) tvoii linedrni prostor. Je-li f : (X,7) — (Y,0)
linedrn{ a spojité, pak f~1(G) je T-oteviena pro kazdou o-otevienou G C Y. Jelikoz
je 7 slab&{ topologii nez topologie normy, je f~'(G) téz i ||-|| x-oteviend. Tedy
7+ (%) = (Y;0) je spojité. O

Diky této poznamce mame korektnost néasledujici definice.

Definice 2.3. Méjme X Banachuv, 7 lokalné konvexni topologii na X, jez je slabsi
nez topologie dand normou, a bud Y normovany linedrni prostor.

Rekneme, ze T' € L((X,7),Y) je bodové omezens na A C X, jestlize pro viechna
x € A je {||Lz|ly ; L € I'} omezend mnozina, tj. supycr || Lz|| < cc.

Rekneme, 7e T' je omezend v L£((X,7),Y), jestlize sup, cp ||L|| < oo.

Nyni muzeme ukéazat platnost néasledujiciho.

Véta 2.4 (silny princip stejnomérné omezenosti). Méjme X Banachiv pro-
stor, T lokdlné konvexni topologii na X, jeZ je slabsi nez topologie dand normou, a
bud A C X. Pak ndsledugici je ekvivalentni.
(a) A je T-tlustd.
(b) Je-li Y normovany linedrni prostor a T' C L((X,7),Y") bodové omezend na A,
tj. pro vSechna x € A je
sup | La]| < oo,
Ler

pak je T omezend v (L((X,7),Y),|]])-
(c) Je-li (x})%2, posloupnost v (X, T)*, jez je omezend bodové na A, pak je omezend

v (X, 7)*.
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Dikaz. (a) — (b). Analogicky standardnimu dikazu principu stejnomérné omeze-
nosti. Bud T' € L((X,7),Y) bodové omezend na A a necht A C X je 7-tlustd
mnozina. Polozme

A, ={x € A;||Lz|| <n; L eT}.

Z bodové omezenosti I' na A dostdvdme, ze A = |, A,. Navic ziejmé pro
n € N plati 4, C Ap41.

Protoze A je 7-tlustd a | J,—, A, tvoif neklesajici spocetné sjednoceni, musi nutné
existovat m € N, ze A,, nen{ 7-nenormujici. Tedy aco” 4,, D d Bx pro néjaké 6 > 0.

Potom, je-li L € I" libovolné, mame dle lemmatu

1 1 1 m
L) = sup Ll = & sup |La <+ sup [Laf =5 sup [Laf <.
r€Bx rE€IBx TEACOA, TEA,,
Tedy pro L € T je ||L|| < %, pficemz tento odhad je stejnomérny a nezavisly na
L (m ani § na této volbé nezdvisi). Proto je I' je omezend v (L(X,Y), |-
Implikace (b) — (c) je trividlni, staéi polozit Y =F a I' = (23)22,.
K dukazu (¢) — (a). Sporem, uvazme, ze A C X je 7-tenkd, a ukdzeme, ze
existuje posloupnost v (X, 7)*, jez je ve sporu s (c).
Mnozina A je T-tenké, a tedy existuji 7-nenormujici mnoziny A,,, kde A,, C A, 11
proneNaA=J,_, A,. Tedy mdme dle lemmatu m pron € N
inf sup |z*(z)| = 0.
T ES (x> xeAn| (@]
Konstruujme posloupnost funkcionélu (z%)22 ; v (X, 7)*NSx~, pro kterou plati,
ze
sup |z (x)] < 27"
T€EA,
Déle polozme y = 2"z . Ukdzeme, Ze tato posloupnost je ve sporu s (c). Zjevné
je (y£)S2; neomezend v normé, mame totiz

[yl = 12" 2]l = 2" [l || = 2", n € N.

Zbyva tedy ukazat bodovou omezenost této posloupnosti na A. Méjme z € A, pak
x € A, pro jisté m € N. Navic diky monotonii (4,,) je iz € A, pro n > m. Pak
rozliSme dva piipady: je-li n < m, pak

[yn (@)] < llypll |z < 2™ [|zf] -
Je-li n > m, pak

lyp ()| = 2%y, (2)] < 27 sup [a7,(y)] <1
yEAn
diky tomu, ze = € A,,.
Tedy pro z € A an € N mdme, ze |y} (z)] < max(2™ ||z|,1), a proto (y)>2, je
bodové omezend na A. To je vsak ve sporu s (c¢). O

Platnost principu stejnomérné omezenosti lze ukazat i v piipadé, ze na pro-
storu L((X,7),Y) uvazujeme jinou topologii, nez topologii, jez je ddna normou. V
piipadé, ze na L((X,7),Y) uvazujeme topologii bodové konvergence, tak platnost
principu stejnomérné konvergence zustane zachovana, jak ukazeme v nasledujici
vété. Navic muzeme slevit z pozadavku, Ze Y je normovany linedrni prostor, a
obecnéji uvazovat lokalné konvexni prostor Y.
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Pozndmka 2.5. Vezmeme za fakt, ze jsou-li (X,7) a (Y,0) lokdlné konvexni pro-
story, pak topologie bodové konvergence na £(X,Y) je lokdlné konvexni topologie
generovana systémem pseudonorem

pag(L) =supq(Lz), acAqcQ,
Tx€EA

kde A = {A C X, A konetnd} a Q je soubor pseudonorem, jez generuje lokalné
konvexni topologii o na Y. [Jar, pt. 3A, str.153]

Tedy se jedna o topologii stejnomérné konvergence na kone¢nych podmnozinich
X. Tuto topologii na £(X,Y’) budeme znacit wg.

Pozndmka 2.6. Pripomenme, Ze je-li (X, 7) lokélné konvexn{ prostor a A C X, pak
A je omezend v (X, 1), jestlize pro kazdé 7-okoli 0 V existuje A > 0, ze A C AV.

Poznamenejme, ze v lokalné konvexnim prostoru je toto ekvivalentni tomu, ze
p(A) je omezend v R, pro kazdou pseudonormu p, jez generuje tuto lokalné konvexni
topologii. [Rudl véta 1.37, str. 26]

Veéta 2.7. Méjme X Banachuv prostor, T lokdlné konvexni topologii na X, jez je

slabsi nez topologie dand normou a bud A C X. Pak ndsledujici je ekvivalentny.

(a) A je T-tlustd.

(b) Je-li (Y,0) lokdlné konvexni prostor a I' C L((X,7),Y) bodové omezend na A,
pak je T' wg-omezend v L((X,T),Y).

(c) Je-li (%)%, posloupnost v (X, 7)*, jeZ je omezend bodové na A, pak je w*-
omezend v (X, T)*.

Diikaz. Postup i myslenky dukazu budou analogické tém v dukazu véty

Nejprve ukazme (a) — (b). K tomu, zZe je I' omezend v topologii wg staéi podle
predchozi pozndmky ukazat, ze pro kazdou pseudonormu pr , generujici tuto topo-
logii je prq(I") omezena.

Zvolme tedy F' C X konecnou a ¢ : Y — R pseudonormu generujici topologii o
na Y libovolné a uvazme piislusnou pseudonormu prq : £(X,Y) - R. Pron € N
polozme

A, ={x € A;q(Lx) <n,L €T}

Trividlné plati, ze |J,—; A, C A. Z bodové omezenosti I na A dostdvdme podle
predpokladu druhou inklusi. Je-li totiz « € A, tak mnozina {Lz;L € T'} je ome-
zend mnozina v Y, a tedy supycp ¢(Lx) < oo, nebot ¢ je pseudonorma generujict
topologii o na Y. Tedy x € A, pro néjaké m € N a tedy A C U, An.

Dohromady tedy mdme, ze A = J;2; A,, a navic zjevné plati A, C A,41 pro
n € N.

Protoze A je T-tlusta podle predpokladu, tak nutné neni néjaké A,, 7-nenormu-
jici. Tudiz existuji m € N a § > 0 takové, ze aco” A,, D dBx.

Pak go L : X — R je spojitd pseudonorma, a tedy dle lemmatu [I.7] mdme, ze
SUP,ea,. ¢(Lx) = Sup,caesr 4, ¢(Lx). Proto je

m > sup q(Lz) = sup q(Lx)> sup q(Lz) =20 sup ¢(Lx).
€A, r€aco” Ay, rE€IBx r€Bx

Je-li F C X konecnd, pak i mnozina {||z| ;z € F'} je konetnd, a tedy F' C K Bx,
kde K = max,cF ||z||. Proto

sup q(Lz) < sup ¢(Lz) =K sup q(Lzx) <
TeF r€KBx x€Bx

~|g
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Tedy pa,q(T) je omezena pro libovolnou pseudonormu generujici wg, a tudiz je
I' wg-omezena.

K dukazu (b) — (c), sta¢f polozit (Y,o) = (F,|-|) a ' = {z};n € N}. Pak
topologie bodové konvergence na (X, 7)* je pravé w*-topologie na (X, 7)*.

Ukazme (¢) — (a). Postupujme sporem, uvazme, ze A je 7-tenkd, ukdzeme, ze
existuje posloupnost (z})5°; prvku v (X, 7)*, jez je ve sporu s (c).

Mnozina A C X je 7-tenkd, podle principu stejnomérné omezenosti [2.4] existuje
posloupnost (2)22; v (X, 7)*, jez je omezend bodové na A, ale neni omezend
v (X, 7)* (v normé prostoru X*).

K tomu, zZe tato posloupnost nenf w*-omezenou mnozinou v (X, 7)* sta¢{ ukdzat,
ze existuje x € X takové, ze sup,,cy |z, (x)| = oo.

Podle standardniho principu stejnomérné omezenosti vSak musi existovat x € X,
ze sup,,ey |25 (x)| = oo. Pokud by totiz pro vSechna x € X platilo sup,, oy |z} (2)] <
oo, pak by (z7)%2; byla omezend v X*, coz je v8ak ve sporu s predchozim. O

Pozndmka 2.8. Poznamenejme, Ze zde formulovany silny princip stejnomérné ome-
zenosti je opravdu zobecnénim klasického principu stejnomérné omezenosti. Tento
7 véty vskutku dostaneme, nebot je-li A C X mnoZina druhé kategorie v X,
pak je tlustd dle lemmatu [2.1] (a stacf tedy uzit véty 2.4 pro 7 = ||-|| v )-

2.2. Oteviena zobrazeni.

Lemma 2.9. Mé&me X Banachiiv prostor a bud A C X absolutné konverni a
uzavrend mnozina. Pak na Y = span(A N Bx) existuje norma ||-||y takovd, Ze
By = ANBx aY je s touto normou Banachiv prostor.
Navic tato norma je na'Y silnéjsi nez puvodni norma, tj. proy € Y je ||yl x <
lylly -
Diikaz. Pro x € X definujme Minkovského funkciondl AN Bx
PaAnBy () =1inf{t > 0;x € t(AN Bx)}.

Mnozina A N Bx je absolutné konvexn{ a uzaviend, na span(A N Bx) je navic
pohlcujici, proto panpy je pseudonorma na Y [Rud, véta 1.35., str. 25]. Navic
PanByx () <1, praveé kdyz « € AN Bx.

Ukézeme, 7e panpy () = 0 pravé kdyz x = 0. Trividlné, je-li x = 0, pak = €
t(AN Bx) pro kazdé t > 0, tudiz panpy () = 0. Naopak, je-li panpy () = 0, pak
je x € t(AN Bx) pro kazdé t > 0, tudiz € tBx pro kazdé t > 0, proto = = 0.
Tedy panpy, je norma na Y. Staci tedy pro x € Y polozit

[zlly = pansy ().
Déle ukdzeme, ze ||| < |||y proz € X. Jelikoz pro kazdé t > 0 je t(ANBx) C
tBx, tak je-li € (AN Byx), pak je x € tBx. Tedy
{t >0,z et(ANBx)} C{t >0;xz € tBx},
proto pfechodem k infimu dostavame pp, < panpy, COZ neznamend nic jiného nez,
ze ||zl <|lz|ly proz €Y.
Zavérem ukazeme, ze Y je Banachtuv, je-li X Banachuv. Méjme absolutné kon-

vergentn{ fadu v Y, tj. méjme pro n € N y,, € Y takové, ze Y 7 | ||lynlly < o0.
Ukazeme, ze tato fada je konvergentni v Y. Plat{

o0 o0
Y llyallx <D Myally < oo,
n=1

n=1
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proto Y7, yn je absolutné konvergentni fada v X. Tato je konvergentni, nebof X
je Banachuv, proto existuje y € X, takové, ze > -, y,, = y, kde konvergenci fady
méame v normé na X.

Staci proto ukdzat, ze y € Y, tj. ze ||ylly = panpx(y) < o0, aze Y . yn =Y
v prostoru Y (tj. limy, o0 [|> oy ¥n — ylly = 0). Nejprve ukazme konvergenci fady
k y v normé na Y. Pro m € N mame

m o0 o0
Y= Un Doun| <D lumlly =0,
n=1 n=m Y n=m

nebot >, [lynlly < co. Tedy >y, konverguje k y v prostoru Y.
Zbyva tedy ukazat, ze y € Y. Pro m € N mame

m
> n
n=1

proto i limitnim prechodem mdame [|y|ly < >°°7; [|ynlly < oo
Tedy y €Y, > " yn =y vY, aproto je Y Banachuv. O

Y

m oo

<D Monlly <D lgnlly < oo,
n=1 n

Y =1

Nyni muzeme pristoupit k charakterisaci tlustych mnozin pomoci otevienosti
zobrazeni.

Véta 2.10. Bud X Banachiv prostor, T lokdlné konvexni topologie na X slabsi

nez topologie dand normou a pripustnd pro X* a bud A C X. Pak ndsledujici je

ekvivalentns.

(a) A je T-tlustd.

(b) Je-li Y Banachiv a T : Y — (X, 7) linedrni a spojité, takové, Ze RugT D A,
pak RngT = X.

Dikaz. (a) — (b). Méjme Y Banachtuv, T : Y — X linedrni a spojité (vzhledem
k topologii 7 na X). K tomu, ze T je na, sta¢{ ukdzat, ze T By obsahuje ||-||-okol{
0 v X, pak jiz surjektivita T" vyplyne z linearity.

Plati, ze Y = |, , nBy a tedy TY = [J,-_, nT By . Dle predpokladu méme, ze
TY D A, tudiz

(oo} (oo}
A=TYNA= (U nTBy) nA=J(nTBynA).
n=1 n=1

Protoze A je 7-tlustd, tak tedy existuje m € N takové, ze aco” (mT By NA) D
dBx pro ngjaké & > 0. Odtud jiz i mame, ze aco” (mT By) D dBx, nebot je
mTBy NA C TBy. Navic TBy je absolutné konvexni mnozina, proto specialné
mmT = mmT(TBy) D 6Bx.

Jelikoz je 7 pfipustna topologie pro X* a T'By je konvexni mnozina, tak mame
TBy =TBy, podle Mazurovy véty [Fabl, véta 3.45, str. 102].

Diky tomu, ze X je Banachtv prostor, pak jiz z toho, ze T By D 7%BX, dostavame
podle klasického Banachova vysledku, ze T By D %B x [Fabl lemma 2.24, str. 66].
Tedy T je na, jak jsme chtéli ukazat.

Naopak, ukazme, pro¢ (b) — (a). Postupujme sporem, ukdzeme, ze pro kazdou
T-tenkou mnozinu A C X existuje Banachuv prostor Y a spojity linedrni operator
T:Y — (X,7), ktery spliiuje RngT D A, ale nenf na, tj. RngT # X.

Nejprve uvazme, ze A je T-nenormujici. Obecny piipad pak prevedeme na tento.
Oznatme A = aco” A. Tedy A 2 6Bx pro zaddné § > 0, specidlné A 2 Bx. Déle
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bud Y = span(AN Bx). Pak mnoZina AN By je absolutné konvexn{, pohlcujici v Y
a T-uzaviend. Jelikoz je 7 slabs{ topologie nez normové topologie, tak je uzaviena
iv (X, ]]|lx)- Lze tedy na Y uvazit normu ||-||,- takovou, ze ¥ s touto normou je
Banachuv a By = AN Bx dle lemmatu [2.9

Uvazme, ze T : Y — X je kanonické vnoreni Y do X. Jelikoz médme z konstrukce
z lemmatu 2.9] ze norma na Y je silnéjsi, nez puvodni, tak 7' : Y — X je spojité.
Je-li totiz G C Rng T C X oteviend v ||-|| i, pak T7'G = G je ||-||y- oteviend, nebot
Ty € 7|l - Navic topologie T je na X slabsi nez topologie dand normou, tak je
i spojité do (X, 7). Tedy zobrazeni T : (Y, |-|ly-) = (X, 7) je spojité a linearni.

Ukéazeme, ze toto neni na. Mame, ze

(@

Y =span(ANBx) = | | n(AN Bx).

n=1

Pokud by tedy byl Y = X, pak z Baireovy véty musi existovat m € N takové,
ze mnozina m(AN Bx) mé neprdzdny vnitiek. Jelikoz je m(.A N Bx) absolutné
konvexn{ a uzaviend, tak m(ANBx) D dBx pro n&jaké § > 0. Je tedy i mA D 0 Bx,
coz je vSak spor s tim, ze A je nenormujici.

Tedy T neni na, coz ukazuje platnost tvrzeni v tomto specidlnim ptipadé.

Nyni piistupme k obecnému ptipadu. At A neni 7-nenormujici, pak najdeme
T-nenormujici mnozinu A takovou, ze span A = span A, pak staci polozit Y =
span(fl N Bx) a postupovat jako v predchozim.

Jelikoz je A 7-tenkd mnozina, méjme A = U2 A,, spocetné, neklesajici sjedno-
ceni tvorené T-nenormujicimi mnozinami. Bez ztraty na obecnosti lze predpokladat,
7e A, C nBx, nebot totiz

U 4n = |J(4nnnBx)
neN neN

a A, je T-nenormujici, pravé kdyz A, NnBx je 7-nenormujici dle lemmatu [1.14
Dale polozme

B, :A17B2:A2\Ala"'aBn:An\An—laneNa

a bud

1
— By, B=aco B.
n

(@:

B =

(2

Il
< -

Pak B bude ndmi hledand mnozina — B je 7-uzaviend a absolutné konvexni (dle
lemmatu , tedy aco”™ B = B. K tomu, Ze B je nenormujici staci tedy ukazat, ze
B 2 dBx pro é > 0.

Megjme tedy § > 0 dano. Zvolme m € N, aby % < g. Mnozina A,, je 7-
nenormujici, podle lemmatu tedy existuje prvek =* € Sx- N (X, 7)*, pro ktery
plati

0
sup |z*(z)| < =.
TEAm 2
Bud z € B. Pak rozlisfme dvé moznosti. Je-li x € ”%Bn pro néjaké n < m, pak
B,=A,\ 4,1 CA, CA,, tedy %Bn C %Am, proto diky volbé z* méme
1) 1
<

* * 1 *
lz*(z)| < sup [2"(y)| < w2 sup [z*(y)| < oz =

yen%Bn yEAm
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Pokud je € 5B, pro néjaké n > m, pak A, C nBx, ||z*| . =1 a tedy

1 1
2 ()] < sup = sup o ()] < sup 5 sup L. [yl

n>m yeEB, n>m yEB,

Jelikoz B, C A, C nByx, tak je |ly|| < n pro y € B, a dostdvame

Tedy méme, ze sup,cp |2*(z)| < $, a diky spojitosti 2* a lemmatu taktéz
sup,egp |z*(z)| < % < 6.
Odtud nyni B 8 6Bx, nebot pokud by tomu tak nebylo, pak

27l = sup Jo(@)] < S suple”(@)] < 5 < 1,

re€Bx z€eB

coZ je spor s tim, ze x* € Sx=. )
Tedy B je 7-nenormujici a spliiuje span B = span A. Tedy stacéi polozit A = B

a analogicky jako v nenormujicim pifpadé ¥ = span(BN Bx) a T : Y — X.

Dostavame spor analogicky jako v predchozim. O

Pozndmka 2.11. Poznamenejme, Ze z diukazu implikace (b) — (a) plyne nésledujici:
Je-li A C X 7-tenké, pak existuje 7-nenormujici mnozina B, ze span B = span A.

Jako dusledek této véty dostdvame nasledujici variantu véty o otevieném zob-
razeni. Pfipomenime, ze zobrazeni f : (X,7) — (Y, o) mezi topologickymi prostory
nazveme oteviené, pokud pro kazdou 7-otevienou mnozinu G C X je f(G) o-
otevfena.

Véta 2.12 (o otevieném zobrazeni). Mé&me X,Y Banachovy prostory a bud
T:Y — X spojité, linedrni zobrazeni. Je-li RngT tlustd podmnozina X, pak je
T otevrené.

Drikaz. Podle predchozi véty pro normovou topologii 7 na X mame, ze T je na X.
Tudiz dle klasického vysledku [Fabl, véta 2.25, str. 66] je T oteviené. O

Pozndmka 2.13. Je zjevné, ze za predpokladu piedchozi véty a je-li navic T prosté,
pak je T isomorfismus. Je pak totiz T : Y — X spojitd linedrni bijekce a navic
otevienost T d4va spojitost T 1.

Plati tedy i nasledujici verse Banachovy-Schauderovy alternativy.

Véta 2.14 (Banach—Schauder). Méime X,Y Banachovy prostory a T : X =Y
prosté, linedrni a spojité. Pak bud

m RngT je tenkd podmnozina Y,

m anebo RngT =Y a T je isomorfismus.

Diikaz. Pokud je RngT tlustd, pak je dle véty 2.10| RugT =Y, tudiz T je spojitd
linedrni bijekce, dle je T oteviené, tedy T~ : Y — X je spojité a proto T je
isomorfismus. O

Véta 2.15. Meéjme X,Y Banachovy a T : X — Y spojité linedrni zobrazeni. Pak
T je oteviené, pravé kdyz T A je tlustd pro kaZdou A C X tlustou.
Specidiné, je-li T isomorfismus, pak T A je tlustd, prdvé kdyz je A tlustd.
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Diikaz. Je-li T A tlustd podmnozina pro kazdou tlustou A C X, tak specidlné TX =
Rng T je tlustd podmnozina Y, a tedy dle véty 2.12]je T oteviené.

Naopak, je-li T oteviené, ukazeme, ze T'A je tlustd, je-li A C X tlusta. Bez ijmy
na obecnosti lze diky lemmatu [2.1| uvazit, ze A je absolutné konvexni.

Pokud by byla T'A tenkéd, pak existuji nenormujici absolutné konvexni mnoziny
(Bn)sey vY takové, ze TA =2, B, a B, C By, je-li n < m. Pak

A= J(T'B,nA4),
n=1

piicemz tyto tvori neklesajici spocetné sjednoceni A. Ke sporu staci tedy ukézat,
ze T7'B, N A je nenormujici v X pro kazdé n € N. Navic pro kazdé n € N jsou
T-'B, a T !B, N A absolutné konvexni.

Pokud by (T~'B, N A) D §Bx pro n&jaké § > 0, pak T-'B, D 6Ux. Diky
otevienosti T je pak vSak T(6Ux) oteviend mnozina v Y, tedy T(T-'B,) D
T(6Ux) D nBy pro néjaké n > 0. Jelikoz je T oteviené, je na (z linearity), proto
T~YTB,) = By, atedy B,, D nBy. To je viak ve sporu s tim, ze B, je nenormujici.

Druhé ¢ést plyne z toho, ze je-li T : X — Y isomorfismus, pak T i 7! jsou
oteviend, prostd zobrazeni, tedy T'A je tlustd pro kazdou A C X tlustou a A =
T~YTA) je tlusta pro kazdou TA C Y tlustou. Tedy A C X je tlustd, pravé kdyz
TACY je tlusta. |

2.3. Tlusté mnoziny a barelovanost. V nésledujici casti ukdzeme, ze tlusté
mnoziny souviseji s barelovanymi prostory. Jak uvidime, je to diky tomu, ze pro
tlusté mnoziny plati princip stejnomérné omezenosti, jak jsme ukazali v predchozim,
a znadmou charakterisaci barelovanych prostoru je, Ze tento princip spliuji téz.
Konkrétnéji bude tato souvislost rozebrana dale.

Pripomenme proto nejprve nasledujici definice.

Definice 2.16. Mgjme (X, 7) linedrn{ topologicky prostor.

Rekneme, 7ze A C X je barel, jestlize A je absolutné konvexni, pohlcujici a 7-
uzaviena.

Rekneme, ze (X, 7) je barelovany prostor, je-li kazdy barel v X 7-okolim 0.

Nejprve se zabyvejme jednodussim specialnim piipadem, kdy budeme studovat
pifimo tlusté mnoziny v Banachovych prostorechﬂ

Pred vyslovenim samotné charakterisace formulujme nésledujici lemma, které
déva do souvislosti barelované normované linearni prostory a princip stejnomérné
omezenosti.

Lemma 2.17. Bud Y normovany linedrni prostor. Pak Y je barelovany, prdvé
kdyz pro kaZdou posloupnost (y3)22, v Y™, jeZ je bodové omezend na Y, plati, Ze
(yr) je omezend v Y*.

Diikaz. At nejprve je Y barelovany a (y)%; bodové omezens na Y. PoloZzme

A={yeY;ly(y) <1,neN}p

Pak A je barel v Y. Ziejmé je totiz A absolutné konvexni a uzaviena. Diky tomu,
ze (y2) je bodové omezend na Y, je A téz pohleujici.

1Piripome]ﬁme, ze neni-li dale specifikovdna jind topologie na Banachové prostoru X, tak pod
pojmem tlusté mnoziny rozumime [|-||-tlustou mnozinu.



TLUSTE MNOZINY V BANACHOVYCH PROSTORECH 17

Jelikoz Y je barelovany a A je barel, je tedy A okolim 0. Base okoli 0 v normo-
vaném linedrnim prostoru je tvofena otevienymi (¢i uzavienymi) koulemi, existuje
tedy 0 > 0, ze A D 6By . Odtud jiz dostdvdme ihned omezenost (y) v Y, je totiz

lynll = sup [yn(y)l = 5 sup |y (y)| < 5 suplyp(y)] < 5.
yEBy yE€JBy yeA
Af naopak neni Y barelovany. Pak existuje barel B, jeZ neni okolim 0. Tedy
B% %By pro n € N, existuje tedy y, € %By \ B. Podle Hahnovy—Banachovy véty
existuje i € Sy~ splitujict y7;(yn) = supyep [y ()]
Pak pro posloupnost (ny;) dostavdme ||y|| = n, a tudiz je tato neomezend v Y*.
Avsak je bodové omezend na Y, mame totiz pro viechna n € N

sup [nyy, ()| < nly; ()l < nllypll lyall < 1.
yeB

Déle B je barel, je tedy pohlcujici a pro x € Y pevné je x € KB pro néjaké K > 0,
a tedy

Iny,(z)| < sup |ny;,(y)| < K.
yeKB

O

Nésledujici lemma podévéa charakterisaci hustych podprostoru v lokédlné kon-
vexnim prostoru.

Lemma 2.18. Bud (X, 7) lokdlné konvexni prostor a necht M CC X. Pak M je
husty v X, prdvé kdyz pro kazdé f € (X, 7)* takové, Ze f | M =0, je nutné f =0
na X.

Diikaz. Necht je M hustym podprostorem X, tzn. M = X. Mé&jme f € (X, 7)*
takové, Zze f = 0 na M a necht je x € X. Pak existuje net (z;)iez v M takovy, Ze
x; - x. Avdak f(x;) = 0 pro viechna i € Z, a tedy diky spojitosti f je f(z) = 0.
Tedy f = 0.

Af naopak M nenf husty v X, existuje tedy 2 € X \M . Podle Hahn-Banachovy
véty existuje f € (X,7)* takové, ze f(y) = 0 proy € M a f(x) # 0. Tedy
fIM=0,ale f #£0. O

Pozndmka 2.19. Ukézali jsme vlastné, ze M je husty podprostor X, pravé kdyz
(M7 ={f | M;f e (X,7)*},atedy T : f — f | M je bijekce (X,7)* na
(M, 7)*. Budeme proto kratce psat, ze (M, 7)* = (X, 7)* a predchoz{ lemma tedy
muzeme vyslovit jako: M je husty v X, prave kdyz (M, 7)* = (X, 7)*.

Obecnéji lze ukazat, ze M CC X je husty, pravé kdyz pro kazdy lokalné konvexni
prostor Y je L(X,Y) = L(M,Y), kde touto rovnost{ myslime, ze zobrazeni T : f —
f 1 M je spojité linedrni bijekce £(X,Y) na L(M,Y).

Nyni jiz muZzeme piistoupit k diukazu charakterisace tlustych mnozin pomoci
barelovanosti.

Véta 2.20. Méjme X Banachiv a bud’ A C X. Pak ndsledugici tvrzend jsou ekvi-
valentny.

(a) A je tlustd.

(b) span A je husty a barelovany prostor.
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Diikaz. Necht je nejprve A tlustd. Pak span A je hustd v X. Pokud by tomu tak
nebylo, tak existuje z € X \ span A. Z Hahn-Banachovy véty existuje 2* € Sx-
takové, ze z*(y) = 0 pro vSechna y € span A a z*(z) # 0. Pak (nz*)$2, je bodove
omezend na A, nebof proz € A an € N je nz*(y) = 0, ale evidentné nenf omezen4
v X*. To je vsak ve sporu s vétou

Tedy podle predchoziho lemmatu E je X* = (span A)*. Diky tomu a cha-
rakterisaci z véty méme, Ze pro kazdou posloupnost v (span A)* plat{ princip
stejnomérné omezenosti. Tudiz dle lemmatu je (span A) barelovany.

At naopak plati (b). JelikoZ je span A barelovany, plat{ pro néj princip stej-
nomérné omezenosti podle lemmatu Konkrétnéji, je-li (y;) posloupnost v
(span A)*, jez je bodové omezend na span A, tak je omezend v (span A)*.

Ale jelikoz je span A hustd, tak podle lemmatu je (span A)* = X*. Je-
li tedy posloupnost (z})52; bodové omezend na A, pak je bodové omezend na

span A, nebot totiz pro x = Zle a;z; € span A, kde k € N a x; € A mame

k k k
sup |z} (z)| = sup|xn Zale | < supz lei ||z} ()] < Z |ozl|sup |} (2;)] < oo.
neN =1 z 1 =1

Tudiz, je-li (x}) posloupnost v X*, jez je bodové omezend na A, tak je omezend
v X*, a A je tedy tlusta dle véty O

2.4. Banach—Steinhausova véta. Diky predchozim charakterisacim muzeme vy-
slovit nasledujici obecnéjsi versi Banachovy—Steinhausovy véty o limité spojitych
linedrnich operatoru.

Véta 2.21 (Banach—Steinhaus). Mé&me X,Y Banachovy a necht A C X je
tlustd mnoZina.

Jestlize ()2, je posloupnost v L(X,Y), kterd konverguje bodové pro kaZdé
x € A, pak existuje prdvé jedno T € L(X,Y), ze T,, — T bodové na A.

Diikaz. Nejprve ukézeme, ze bodové limita posloupnosti (7},) je linedrni a spojitéd
na span A, a nésledné, Ze k ni existuje jediné spojité linearni rozsifeni T' na X.

Posloupnost (T5,(x))52; je pro véechna x € A konvergentni, tudiz omezend. Tedy
(T},) je posloupnost prvku £(X,Y) bodové omezend na tlusté mnoziné A, proto dle
véty 2.4] je i (T,,) omezend v normé L(X,Y). Tedy existuje K > 0, ze |1, < K
pro vSechna n € N.

Posloupnost T,, konverguje bodové pro x € A, proto konverguje bodové i pro
x € span A. Je-li totiz z = ZT:I ajz; € span A pro o; € Fax; € A, pak z linearity
T,, mame

nh_}rr;oT = nlLIr;OZaj Za] hm T (xj) Zaijj,

kde T : span A — Y je bodova limita T}, na span A.

Ze stejného duvodu, tj. diky linearité zobrazeni T,,, mame, Ze vyslednd limita
T : span A — Y je linedrni. Navic je spojitd, nebof je-li x € span A, tak diky
spojitosti normy plati

|7@)| = Jim [T < tim sup |70 ] |l2] < K [l
n—o0 n—o00

Tudiz

:FH <K.
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Mame tedy, ze T: span A — Y je linedrni a spojité. Navic dle véty [2.20[je span A
hustou podmnozinou X. Prostor Y je Banachuv, tedy iplny, proto existuje jediné
spojité rozsiteni T : X — Y. O

Jako dusledek dostavame tento specidlni piipad pro prvky X*.

Dusledek 2.22. Méjme X Banachiv a (x})52, posloupnost prvki v X*. Nechf
A C X je tlustd a pro a € A existuje lim, o 2 (a). Pak existuje jediné x* € X*
takové, Ze x), — =* na A.

Pozndmka 2.23. Zavérem jesté poznamenejme, ze predchozi véta je opravdu zo-
becnénim zndmé Banachovy—Steinhausovy véty, viz napf. [Fabl dusl. 3.86, str. 120].
Je-li totiz X Banachuv, pak je druhé kategorie podle Baireovy véty a tudiz tlustou
mnozinou dle lemmatu 211

2.5. Tlusté mnoziny a w*-integrovatelnost. V nasledujici ¢asti ukazeme sou-
vislost tlustych mnozin a w*-integrovatelnosti ve vété Nejprve pripomenme
nésledujici definice.

Definice 2.24. Méjme X Banachuv a (2, %, ) prostor s mirou.

Rekneme, 7e g : © — X je jednoduchd, jestlize existuji z1,za,...,2, € X a
Ei, Es,...,E, € X takové, ze g(w) = > i xiXE, (w).

Rekneme, ze g : © — X je méfitelnd, jestlize existuji jednoduché funkce g, :
Q) — X takové, ze lim, o0 ||gn — g]| = 0 p-s.v.

Rekneme, ze g : Q@ — X je w-méfitelné, je-li z*g : Q@ — F méfitelné pro kazdé
x* e X*.

Rekneme, 7e g : © — X* je w*-méfitelné, je-li zg : Q@ — F méfitelné pro kazdé
reX.

Definice 2.25. Méjme (X, 7) lokélné konvexn{ prostor a (§2, X, ) prostor s mirou.
Rekneme, 7e f :  — X je w-integrovatelnd, jestlize pro viechna z* € (X,7)* je
a* f € L' ().
Rekneme, ze f : Q — (X, 7)* je w*-integrovatelnd, jestlize pro véechna x € (X, 7)
jexf € L*(p).

Ukéazeme, ze tlusté mnoziny jsou nejmensi takové, pro které w*-integrovatelnost
funkci g : 2 — X* pro xz € A jiz davad w*-integrovatelnost, tj. pro viechna =z € X.
K tomu nejprve ukazme nésledujici lemma.

Lemma 2.26. Bud X Banachiv prostor, T lokdiné konvexni topologie na X, jez
je slabsi mez topologie normy. Ddle bud A C X T-tenkd a p € [1,00).

Pak existuje posloupnost (27)32, v(X,7)" ay € X takové, Ze 3 |2} ()P < o0
pro vSechna x € A, ale } |2} (y)[P diverguje.

Diikaz. A je T-tenkd mnozina, existuji tedy 7-nenormujici mnoziny A,,, n € N, jez
tvofi neklesajici spocetné sjednoceni A, tj. A = UpenAn, a An C Apgr.
Pak diky lemmatu konstruujme posloupnost (x7})32; prvki v (X, 7)* splitu-

jici Hx;‘ = 27 a navic

sup |z} (z)|" < 277,
TEA;
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Konkrétnégji, pro j € N najdeme z tohoto lemmatu y; € Sx- N (X,7)*, pro které
plati, Ze sup,c 4, [y} (z)] <27 9=%  a polozime x; = 2Jy] Pak

sup |z (2)|" = (sup |aj(z)])" < (27 sup [yj(@))? < (27 )P =27

TEA; TEA; TEA;

=27 a tedy (v )‘JXJ 1 splituje pozadované. Navic jsou z) € X*,
specidlné jsou tedy ||| x-spojité.

Ukdzeme nyni, ze >,y [z} (2)[P < oo pro vSechna z € A. Jeli z € A, pak
x € A,, pro jisté m € N. Tedy

m—1

00 m—1 00 e}

DolEi@P =Y @)+ ) @) < Y Jag@)P + Y27 < oo

Jj=1 Jj=1 j=m = j=m
nebot diky tomu, Ze (A,,) tvoif neklesajici sjednoceni, je i z € A, pron > m, a
tudiz |af (z)|P < 277

Tedy 372, |2} (2)[P < oo pro viechna z € A, a navic je-li (2}, )72, libovolnd
podposloupnost posloupnosti (27 ), pak tato zfejmé téz spliiuje Z;’;l |27, ()P < oo
Tudiz ndm stac¢i namisto této posloupnosti uvazit néjakou jeji podposloupnost.

Najdeme tedy y € X a rostouci posloupnost 1ndexu (n]) 2, takovou, jez splituje
Zj:l |xn]( ) ]
takovd, ze |ly;|| =277 al— i < |xj(yj)| <1.

Jelikoz X je Banachuv prostor a Z(;il ly;ll = Z;‘;l 277 < oo, tak tato absolutné
konvergentni fada je konvergentni. Navic je zfejmé konvergentni i kazda fada z ni
vybrand (ze stejného duvodu).

Nyni rozlisime dva piipady:

(y;)521 prvki v X

b

(1) lim; 0 [} (ym)| # O pro néjaké m € N.
(2) lim; e 2} (yi)| = 0 pro vSechna i € N.

V prvnim pifpadé, je-li lim; o [27(ym)| # 0 pro néjaké m € N, staci uvazit
podposloupnost (n;)32, takovou, zZe |z}, (ym)| > & pro néjaké § > 0. Pak je
|2, (ym)[P = 67 > 0 a stacf tedy polozit y = Ym, nebot zjevné plati

oo
D la, )P = o0
j=1

V druhém piipadé konstruujme indukei rostouci posloupnost indexu ()52
pro vSechna j € N splinovala nasledujici:

521, aby

Jj—1 1 271]-_1 1

* , -
z; |23, (Yn,)| < 7 Azdroven —o < 57T
1=

Postupujme indukei, volme n; = 1. Jsou-li ny, ny, ..., n,;_1 ddny, pak pro vSechna
1=1,2,...5 — 1 mame, ze
lim |z}, (yn,)| =0,

n—oo

tedy existuje ng € N, Ze pro n > ny mame |2 (yn,)
1,2,...,7 — 1. Pak je totiz pro n > nyg

= 11
; ‘szj(yn, ;Z 1

< 4%, pro vSechna i =
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Staci nynl’ zvolit n; > ng dosti velké, 7e
j j+1on;_
2™ > 27 2" 17

aby zéroven posloupnost (n;)32; spliovala druhou podminku.
Nyni staci polozit y = 3277 yn,. Pak totiz mame pro m € N a i > m odhad

gnm o1 ]

|$:zm(ym) > | [n, || < 2"m277 = omn; < omn; < 9i+1’
a tudiz
oo m— oo
D =1> x5 )l = |25, (Yn,,) Z 7 | S i (T =
j=1 =1 1=m-+1

»-lkﬁ—‘

1 1 > 1
>(1-2)—Z— ~ >
_( 4) 4 i:§121+ B

Proto je pak i |z}, (y)|P? > ()7 a tedy je ziejmé doi2y |5, (y)|P divergentni fada,
¢lmz je tvrzeni ukdzdno. O

Nyni jiz muzeme formulovat nésledujici charakterisaci tlustych mnozin pomoci
w*-integrovatelnosti.

Véta 2.27. Bud X Banachiiv prostor, A C X ap € [1,00]. Pak ndsledujici tvrzeni

jsou ekvivalentni.

(a) A je tlustd.

(b) Je-li (%, 1) prostor s mirou a g : (Q,X) — X* w*-méritelné zobrazend takové,
Ze pro kazdé v € A je xg € LP((Q, 3, 1)), pak xg € LP (1) pro viechna x € X.

Diikaz. (a) — (b). Necht A C X je tlustd mnozina a bud (€, X, ) prostor s mirou.
Necht g : (2,%) — X* je w*-méfitelné, tedy pro vsechna z € X je xg méfitelné
zobrazeni.
At je p € [1,00]. Podle predpokladu je zg € LP(u) pro viechna z € A, tedy
lzgll;» < oo pro kazdé = € A.
Polozme
n={x € Allzgll, <n}.

Pak A = J,—, A, a pro véechna n € N médme, ze A,, C A, ;1. Tedy, jelikoz je A
tlustd mnozina, existuje m € N a § > 0, ze acoA,, D dBx.

Staci tedy ukdzat, ze xg € LP(u) pro vSechna x € acoA,,. Je-li totiz x € X, pak
x€ KBx C %%Am a tedy %x € acoA,, pro ngjaké K > 0. Pak

leal = 2 |[(2)eg]| < oo
ng_5 K g .

Lp

Avsak pro z € aco A, mdme, ze x = Y ., a;z;, kde Yo || < lax; € Ay,
proto dostavame

n n n n
() aizi)g daiwig| <D lail lwiglle < leilm <m,
=1 =1 Lr =1 =1

tedy pro x € aco A,, je xg € LP(u) a navic ||zg||;, < m (ukédzali jsme vlastné ve
skute¢nosti vice — a to, ze A,, je absolutné konvexni mnozinou).

lzgll e =

Lp
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Je-li © € acoA,,, existuje posloupnost (x,)>2, tak, ze x, — x a =, € aco A,
pron € N. Déle je |z, (g(w)) —z(9(w)| < [|zn — x| x |g(w)| -, tedy z,,g konverguje
bodové k xg. Je-li p € [1,00), pak z Fatouova lemmatu méme, ze

lzglls, = / |z o g|Pdp = / lim |z, o g[Pdu < 1iminf/ |2y 0 glPdp < mP < oo.
Je-li p = oo, pak
lzgll ;oo = Inf{K > 0;|zg| < K pro p-s.v. w € Q}.

|zng(w))| < m+ e pro p-s.v. w € Q. Jelikoz x,¢g konverguje k xg bodove, tak pro
s.v. w € Q mame |zg(w)| < m+¢, a proto ||zg]|;« < m+ €. Jelikoz € > 0 bylo
voleno libovolné, je [|zg|| ;- < m (a tedy jsme vlastné ukézali, ze A, je absolutné
konvexni a uzaviend).

Tedy zg € LP(u) a (a) — (b) je tedy timto ukdzéno.

Nyni se obratme k diikazu (b) — (a). Postupujme sporem, uvazme, 7ze A je tenka,
najdeme prostor s mirou (2, %, u) a w*-méfitelné zobrazeni g : (2,X) — X*, ze
Jo lzoglPdu < oo pro vsechna z € A, ale sup,¢ x [, [0 g[Pdpu = oo, je-li p € [1,00),
resp. [|2g]| o,y < 00 pro z € A, ale sup e x [|29][ 1,00,y = 00, je-li p = oco.

Bud nyni € > 0. Jelikoz pro kazdé n € N je ||ang||; -« < m, tak je pro kazdé n € N

Bud Q = N a p aritmetickd mira na N. Pak zdvér plyne z predchézejiciho
lemmatu 2261

Oznacime totiz g(j) = =} pro j € N. At je nejprve p € [1,00), pak existuje
dle predchézejiciho lemmatu (pi{mo pro 7 topologii normy) posloupnost v X*, ze
ZjeN|x;f(x)\p < oo pro vS8echna = € A, ale pfitom existuje y € X takové, ze
ZjeN |x;*(y)|p diverguje.

Je-li p = oo, existuje podle véty posloupnost (z})2°; v X*, jez je bodové
omezend na A, ale neni w*-omezend, tj. sup,,cy |z} ()| < oo pro kazdé x € A, ale
sup,en |75 (y)| = oo pro néjaké y € A. To ukazuje platnost tvrzeni pro p = oo, je
totiz [|zgll ;o () = SUPpen |27, (2)] pro z € X. O

2.6. Tlusté a w*-tlusté mnoziny. V této casti kratce shriime vysledky pro tlusté
mnoziny v Banachové prostoru. Je-li totiz X Banachuv, tak patrné dostdvame
dulezity pripad, volime-li v pfedchozim za lokalné konvexni topologii 7 pfimo to-
pologii danou normou.

Pozndamka 2.28. Je-li 7 piimo topologie dand normou na Banachové prostoru X,
pak A C X je nenormujici, pokud ac6A 2 6Bx pro zadné § > 0, coz je podle
lemmatu m prave, kdyz inf «cg,. sup,c 4 |2*(x)| = 0. Mnozina pak je tenkd, je-
li spocetnym neklesajicim sjednocenim nenormujicich mnozin, a tlusté, pokud neni
tenka.

Mame-li X Banachuv prostor, pak tedy plati nasledujici charaterisace pro tlusté
mnoziny, jak je shrnuto v [Nyg) véta 1.1, str. 59].

Véta 2.29. Bud X Banachiv prostor a A C X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou

ekvivalentny.

(a) A je tlustd mnoZina.

(b) Je-li Y normovany linedrni prostor a I' C L(X,Y) bodové omezend na A, tj.
pro vsechna x € A je

sup || Lz|| < oo,
Ler
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pak je T' omezend v (L(X,Y), || ]])-

(c) Je-li (z})52, posloupnost v X*, jez je omezend bodové na A, pak je (%),
omezend v X*.

(d) Je-li (xX)22, posloupnost v X*, jeZ je omezend bodové na A, pak je (x%)
w*-omezend v X*.

(e) Je-li Y Banachiv a T : Y — X linedrni a spojité, takové, Ze RngT D A, pak
RugT = X.

(f) span A je husty a barelovany prostor.

(g) Je-li (Q,%, ) prostor s mirou, p € [1,00] a g : (Q,X) — X* w*-méritelné
zobrazent, takové Ze pro kaZdé x € A je xg € LP((Q, X, 1)), pak je xg € LP(u)
pro véechna x € X.

Dikaz. Dukaz ekvivalence (a) — (¢) je obsazen v tvrzeni ekvivalence (a) a (d)
ve véteé ekvivalence (a) a (e) v [2.12} ekvivalence (a) a (f) je tvrzen{ a

ekvivalence (a) a (g) je vlastné tvrzeni O

00
n=1

Pozndmka 2.30. Poznamenejme, Ze ekvivalence prvnich ¢tyf tvrzeni (a) — (d) a
tvrzeni (f) plat{ i pokud X neni Banachuv. Pojem tlusté a tenké mnoziny lze
totiz ziejmé definovat bez predpokladu na tplnost prostoru X, a jak lze snadno
nahlédnout, v dikazu vét a jsme jej nijak nevyuzili.

vevs

tuace na dudlu X* Banachova prostoru X. Pak mame na X* tii nésledujici lokalné
konvexni topologie, jez jsou slabsi, nez topologie dand normou na X* — a to ptimo
normovou topologii na X*, w-topologii na X* a w*-topologii na X* (a v obecném
pripadé mohou tyto byt ruzné).
Muzeme proto na X* definovat tii druhy tlustych mnozin, tj. fekneme, ze
m A C X* je tlustd, je-li A tlustd, brdno pro normovou topologii na X*, tj.
lokdlné konvexni prostor (X*, ||| x-),
m A C X* je w-tlustd, je-li A 7-tlustd pro lokdlné konvexni prostor (X*,w),
kde w = o(X*, X**),
m A C X*jew*-tlustd, je-li A 7-tlustd pro lokdlné konvexni prostor (X*, w*),
kde w* = o(X*, X).

Pozndmka 2.31. Podle definice je A € X* w*-nenormujici, pokud aco® A 7 Bx-
pro zadné 0 > 0. Jelikoz (X*,w*)* = X, tak dle lemmatu je A C X* w*-
nenormujici, pravé kdyz je infyeg, sup,c4 [2*(z)| = 0.

Nicméné, je ihned patrno, ze pojmy tlusté a w-tlusté mnoziny na X* splyvaji, jak
ostatné ukazuje nasledujici (obecnéjsi) lemma.

Lemma 2.32. M¢jme X Banachiiv a bud 7 lokdiné konveznt topologie na X slabsi

nez topologie dand normou. Pak plati ndsledugici.

(a) Je-li T/ lokdlné konvexni topologie na X takovd, ze 7/ C 7, pak kaZdd T-tlustd
mnozina je 7' -tlustd.

(b) Ve wiech topologiich pripustngch pro (X,T)* jsou tlusté mnoZiny stejné (je-li
A C X a o pripustnd topologie pro (X,T)*, pak A je o-tlustd pravé kdyz je
T-tlustd,).

Specidlné, A C X je tlustd v X, pravé kdyz je w-tlustd.

Dikaz. (a) Trividlné z definice pro kazdou mnozinu A C X plati aco” A C aco” A,
nebot topologie 7 je silnéjsi nez topologie 7/, tedy obsahuje vice uzavienych mnozin.



TLUSTE MNOZINY V BANACHOVYCH PROSTORECH 24

Tedy je-li A 7'-nenormujici, pak je i 7-nenormujici. Je-li tedy A 7/-tenkd, je
i 7-tenkd. Tedy je-li A 7-tlustd, je i 7/-tlustd. Tedy plati (a).

(b) Zvolme o piipustnou lokdlné konvexni topologii pro (X, 7)*. Z Mazurovy véty
[Fabl véta 3.45, str. 102] pro konvexni mnozinu C C X mdme C" =C". Tudiz pro
kazdou A C X je aco” A = aco’ A.

Proto A je T-nenormujici, pravé kdyz je o-nenormujici, tedy A C X je 7-tenka,
pravé kdyz je o-tenkd, tedy je A 7-tlusta, praveé kdyz je A 7-tlusta.

Druh4 ¢ast (b) plyne z toho, Ze slabd topologie je nejslabsi piipustnd pro X*. O
Pozndmka 2.33. Predchozi vysledek neni nikterak prekvapivy, uvédomime-li si, ze
pro tlusté mnoziny plati charakterisace z principu stejnomérné omezenosti z vé-
ty[2:4] V piipustnych topologiich jsou totiz stejné omezené mnoziny dle Mackeyovy
vety. [Jarl véta 4, str. 151]

Pozndamka 2.34. Je evidentni, ze v piipadé reflexivniho prostoru pojem tlusté a
w*-tlusté mnoziny splyvd. Ukdzeme, ze ve skutecnosti je timto reflexivita charak-
terizovana.

K tomu nejprve ukazme, ze plati nasledujici analogie vét a i pro w*-
topologii na duélu.

Véta 2.35 (Silny princip stejnomérné omezenosti pro w*-tlusté mnoziny).

Méjme X Banachiv a bud A C X*. Pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni.

(a) A je w*-tlustd.

(b) Je-liY normovang linedrnd prostor aT' C L(X™*,Y™) mnoZina spojitych, dudlnich
operdtori, jeZ je bodové omezend na A, pak je T' omezend v L(X*,Y™*).

(c) Je-li (x,)52 1 posloupnost v X, jez je bodové omezend na A, pak je (,)02 4
omezend v X.

Diikaz. Dukaz bude analogicky dukazu véty 2.4} tj. silnému principu stejnomérné
omezenosti.

(@) = (b). Bud I' C L(X*,Y*) mnozina spojitych dudlnich operdtoru, jez je
bodové omezend na w*-tlusté mnoziné A C X*. Jelikoz jsou T : X* - Y* T* T
dudlni, jsou w*-w* spojité [Jar, tvrzeni 1, str. 161]. Polozme

A, ={z" € A;|T*z*|| <n,T* €T}.

Z bodové omezenosti I na A dostdvdme, ze A = |J—; A,. Navic ziejmé pro
n,m € N plati A,, C A, je-lin < m.

Protoze A je w*-tlustd a [J,- ; A, tvoif neklesajici spocetné sjednoceni, nutné
musi existovat m € N, ze A,, neni w*-nenormujici. Tedy aco” A,, O dBx- pro
néjaké 6 > 0.

Potom, je-li T* € T libovolné, mame dle lemmatu

sw |T*a*) = swp T,
z*E€EAm, z*€aco”” Ay,
nebot |||y je na Y* w*-zdola polospojitd [Fabl pf. 3.31, str. 149] a T* : X* — Y'*
je w*-w* spojité. Proto

sup || T"a%| =

*
z*€aco” A,

* * ok 1 * Lk
1%l = sup [T72™ =5 sup [ T"27| <

r*EBx* r* €SB x*

SN

1 m
== sup ||[T"z"| < —.
5 s T <
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Tedy pro T* € I je || T*|| < %, piicemz tento odhad je stejnomérny a nezavisly
na T* (m ani § na této volbé nezdvisi). Proto je I' je omezend v (L(X™*,Y™),|-]]).

Implikace (b) — (c) je trividlni, staci polozit Y = F a I' = (z,)52, jako po-
sloupnost v X**. Pak na z, : X* — F muzeme nahlizet jako na dudlni operatory
k operdtorum z, : F — X pfedpisem z,(t) = ta,.

(¢) — (a) plyne z véty z (¢) — (a) pro Banachuv prostor X* a lokdlné
konvexni topologii 7 = w* na X*. O

Analogicky plati nésledujici varianta véty

Véta 2.36. Méjme X Banachiuv prostor a A C X*. Pak tvrzeni (a) implikuje

turzend (b).

(a) A je w*-tlustd.

(b) Je-li Y normovany linedrni prostor, T* : Y* — X* spojity linedrni dudlni
operdtor takovy, Ze RngT* D A, pak je RngT* = X*.

Diikaz. (a) — (b). Postupujme analogicky jako v dukazu véty Méjme A C X*
w*-tlustou mnozinu a T* : Y* — X™* spojity dudlni operdtor, ze RngT* D A, kde
A C X* je w*-tlustd. Pak je Y = |J,—, nBy~, a tedy

A=T"Y*NA=An|JnT*By- = | J(nT*By-n A).
n=1 n=1

Jelikoz je A w*-tlustd, musi byt pro néjaké m € N mnozina (mT* By~ N A) w*-
nenormujici. Proto w*-uzavieny absolutné konvexni obal obsahuje § By« pro néjaké
§ >0, tj. aco” (ANmT*By~) D §Bx~. Aviak ANmT* By~ je absolutné konvexni
a tedy diky lemmatu je mT*By~ NA" > 6By, proto mT*By~ D 0Bx~

Podle Alaoglu-Bourbakiho véty [Fabl véta 3.37, str. 99] je By« w*-kompaktni, a
jelikoz T* : Y* — X* je dudlni, je w* —w™ spojity. Proto je T By~ w*-kompaktni,
jakozto spojity obraz kompaktni mnoziny. Specialné tedy je T By« w*-uzaviena,
tedy mT* By~ = mT* By~ , a proto T* By~ D %BX*.

Diky linearité je tedy 7™ na, tj. RngT* = X*. (]

Pozndamka 2.37. Poznamenejme, ze ve skuteCnosti plati v predchozi vété i druha
implikace, tj. analogie k vété a tudiz vlastnost (b) v predchozi vété w*- tlusté
mnoziny ve skuteénosti charakterisuje, viz [Nyg) str. 63—64].

Diikaz této implikace je kompletné analogicky dikazu implikace (b) — (a). Opét
stacl vzit w*-tenkou mnozinu A C X a polozit Y = span(aco®” (A) N Bx-). Zcela
analogicky se uvazi kanonické vnofeni Y do X. Nicméné je technicky néroéné
ukazat, ze Y je dudalni prostor, a ze kanonické vnoteni, které bychom konstruo-
vali, je w*-w* spojité (tj. dudlni operdtor).

Nyni jiz muzeme vyslovit nédsledujici charakterisaci reflexivity prostoru.

Véta 2.38 (charakterisace reflexivity). Méjme X Banachuv prostor. Pak X je
reflexivni, prdve kdyz w*-tlusté a tlusté mnoZiny na X* jsou shodné.

Dikaz. Je-li X reflexivni, pak X* je Banachuv a (X* w*)* = X**. Tedy w* je
piipustnd topologie pro X** a tedy dle lemmatu[2:32]jsou tlusté a w*-tlusté mnoziny
na X* shodné.
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Af naopak X nenf reflexivni. UkdZeme, Ze existuje w*-tlustd mnoZina, jeZ nenf
tlusta. Existuje x* € X** \XE| Pak F = kerz* je uzavieny podprostor X* a ma
kodimensi 1.

Jednoduché je nahlédnout, ze F je tenkd mnozina v X*, a to diky charakterisaci
z véty 2:20] - E totiz nen{ husty v X*.

Ukazeme, ze E je w*-tlustou mnozinou v X*, pouzijeme charakterisaci z véty
[2:36] resp. z nésledujici pozndmky 2:37 Mé&jme Y Banachuv a T* : Y* — X*
dudlni operator takovy, ze RngT* D E. Jelikoz E ma kodimensi 1 v X*, tak
nastane pravé jedna z moznosti Rng7* = X* nebo RngT* = FE. Ukazeme, Ze
nemuze nastat RngT* = F.

Nejprve nahlédnéme, ze FE je ||-|| X *-uzavieny podprostor X* (jelikoz je x** €
X**), aviak F nen{ w*-uzavieny, nebot X** nen{ w*-spojity (F je w*-husty v X*,
je totiz jddrem nespojitého linedrniho funkcionélu).

Avsak podle [Rudl véta 4.14, str. 96] je Rng T* uzavieny podprostor X*, pravé
kdyz je w*-uzavieny. Tudiz moznost Rng T* = F nemuze nastat, a proto Rng T =
X*. Proto E je w*-tlusta. O

Piimo z dukazu predchoziho tvrzeni dostavame nésledujici dusledek.

Dausledek 2.39. Je-li X nereflexivni Banachuv prostor a x** € X**\ X, pak
ker z** N Sx« je w*-tlustd mnoZina v X*.

Diikaz. Pokud X neni reflexivni a z** € X** \ X, tak z dukazu piedchozi véty
plyne, ze ker z** je w*-tlustd mnozina. Jelikoz ker 2** = span(ker 2** N Sx+), tak
tvrzeni plyne z lemmatu (I

Shriime jesté tedy zavérem této ¢asti charakterisace pro w*-tlusté podmnoziny
X*, jak je shrnuto v [Nygl, véta 1.5, str. 63].

Véta 2.40. Bud X Banachiv prostor a A C X*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou

ekvivalentny.

(a) A je w*-tlustd.

(b) Je-li Y normovany linedrni prostor a T' C L(Y™*, X*) mnoZina spojitych dudl-
nich operdtori, jez je bodové omezend na A, je omezend v L(Y ™, X*).

(c) Je-li (x,)52 posloupnost v X, jeZ je bodové omezend na A, je omezend v X .

(d) Je-li (x,)52, posloupnost v X, jez je bodové omezend na A, je slabé omezend
v X.

(e) Je-li Y normovany linedrni prostor a T* : Y* — X* spojity linedrni dudlni
operdtor, Ze RngT* D A, je RngT* = X*.

Diikaz. Dikaz (a) — (c) je v tvrzenf 2.35] Dukaz ekvivalence (a) a (d) je tvrzeni
s prihlédnutim k tomu, ze (X*, w*)* = X a w*-topologie je v tomto pripadé
topologie o((X*,w*)*, X*) = o(X, X*), tj. slabé topologie na X.

Ekvivalence (a) a (e) je ukdzana v tvrzeni a poznamce O

Pozndmka 2.41. Z lemmatu mame, ze je-li A C X* w -tenkd a p € [1,00),
pak existuje posloupnost (z,)%2; v X a y* € X*, ze 1 lz*(xn)|P < oo pro
kazdé z* € A, ale Zflo 1 |y*(z,)|P diverguje. Navic z véty [2.7] ﬁ 7| existuje posloupnost
(Zn)2y v X a y € X* spliujici sup, ey |z*(zn)| < oo pro kazdé z* € A, ale
SUD ey |3 ()] =

2Pfirozené zde chipeme X jako X =eX CC X™**, tj. jako kanonické vnofeni X do X**.
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Plat{ proto nésledujic{ analogické tvrzeni k implikaci (b) — (a) ve véte[2.27} Je-li
A C X* w*-tenkd a p € [1, 00|, pak existuje prostor s mirou (2, %, ) ag: (2,%) —
X w-méfitelné zobrazeni takové, ze pro kazdé =* € A je z*g € LP((Q, %, 1)), ale
y*g & LP(u) pro néjaké y* € X*.

Staci opét totiz vzit jako (2,X) = (N, P(N)) a u aritmetickou miru na N a pak
polozit g(n) = x,, kde (2,)52; jsou posloupnosti jako vyse.

3. VEKTOROVA INTEGRACE, NIKODYMOVA VETA

V nésledujici kapitole ukdzeme jeden ptiklad tlusté mnoziny v Banachové pro-
storu méritelnych funkci. Budeme pritom kromé vysledku z predchozi ¢asti vyuzivat
znamy vysledek Nikodyma o omezenosti vektorovych mér, viz napt. [Di€, str. 14].

Nejprve pristupme k definicim.

Definice 3.1. Bud X Banachuv prostor a (€,Y) méfitelny prostor. Zobrazeni
F : ¥ — X nazveme konecné aditivni vektorovou mirou, jestlize spliuje
n F(0) =0,
m F(AUB) = F(A) + F(B), jsou-li A, B € ¥ po dvou disjunktni.
Rekneme, ze F je spocetné aditivni vektorova mira, plati-li navic
m F(U,Z, An) = >02 F(A,), jsouli 4, € ¥ po dvou disjunktni mnoziny,
pficemz konvergenci vpravo chapeme jako bezpodmineénou v normé pro-
storu X.

Déle, variaci vektorové miry F na E € 3 definujeme jako
|F|(E) = sup{z IF(Ej)| x5 (£;)jL, tvoif disjunktni rozklad E prvky X}
j=1

a je-li |F|() < oo, fekneme, ze F' je mira s omezenou variaci.
Semivariaci vektorové miry F' na E € ¥ definujeme jako
IF|| (E) = sup {|z"F|(Q2); 2" € X", [l"|| <1}
a je-li [|[F]| () < oo, fekneme, ze F je mira s omezenou semivariaci.
Pozndmka 3.2. Ziejmeé plati, ze ||[F|| (Q) < |F|(2).
Pro konec¢né aditivni vektorové miry plati, Ze maji omezenou semivariaci prave,

kdyz jsou omezené. [Die, véta 11, str. 4]. Takovéto miry budeme ddle nazyvat
omezenymi vektorovymi mirami.

Definice 3.3. Bud X Banachuv a (2, ) méfitelny prostor. Pak definujeme
B(Z, X) ={f:9Q — X; f omezend, méfitelnd}
apro f € B(X, X) polozime | fl|ps x) = suPueq [If (W) x-
Daéle definujme prostor X-hodnotovych jednoduchych funkei S(3, X) jako
S, X)={f:Q — X; [ jednoduch4}.

Pozndmka 3.4. Pfipomenime, ze funkci f : (Q,X) — X nazveme méfitelnou, jestlize
je stejnomérnou limitou X-hodnotovych jednoduchych funkei.

Pozndmka 3.5. Bude-li X = F, budeme namisto B(X,F) psat kratce B(X) a
namisto S(2,F) pouze S(X).

Cilem této kapitoly bude ukézat nasledujici tvrzeni, které nam dava konkrétni
piiklad tlusté mnoziny.
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Véta 3.6 (o tlustosti charakteristickych funkci). Je-li (2, %) méritelny pro-
stor, pak charakteristické funkce na (2,%), tj. {xg; E € X} jsou tlustou podmnoZi-
nou B(X).

Lemma 3.7. Je-li (Q,X) méritelny prostor a X Banachiv, pak je i B(X, X) Ba-
nachuw.

Diikaz. Ziejmé je B(X, X) linearni prostor (nebot soucet a skaldrni ndsobek ome-
zenych a métitelnych funkef je omezend a métitelnd funkce). Tézké neni nahlédnout
ani to, ze || f[| g, x) je normou na B(X, X).

K tomu, ze B(X,X) je Banachuv, zvolme (f,)52; cauchyovskou posloupnost.
Pak pro € > 0 existuje ng € N, ze

”fn - fm”B(E,X) < g

je-li n,m > ng. Tudiz i pro vSechna w € Q je posloupnost (f,(w))52; cauchyovskd
v X, mame totiz

1fn(@) = frnW)llx < 1 = Finllps,x) < &

Prostor X je Banachuv, tudiz je (f,(w)) konvergentni, existuje tedy lim, o frn(w)
pro véechna w € Q. Oznacéime-li tuto limitu jako f(w), pak f, — f bodové na Q.
Ukdzeme, ze f € B(X,X) a f, = f v B(X, X).

Je-li € > 0 ddno a n,m,ng jako vyse, pak ||f, — fm”B(Z,X) < ¢, tudiz pro
kazdé w € Q méme, ze || fn(w)— fm(w)|x < e. Diky spojitosti normy na X
dostavame limitnim pfechodem n — oo, ze || f(w) — fm(w)|x < € pro m > ny.
Proto || f — fm| x <€ atedy (fn) konverguje k f v B(X, X).

Zbyvé tedy ukdzat, ze f € B(X, X). Nejprve nahlédneme, Zze f je omezend. Pro
¢ = 1 najdeme ng, n, m jako vyse, pak je-li w € Q, mame

LF)llx < IF(@) = fao @)llx + [ fro (@)l x < T+ [1fns |52, x)

a tedy [|f]|gs,x) < o©.

To, ze f : Q — X je méfitelnd, tj. stejnomérnou limitou jednoduchych, nahléd-
neme snadno. Je-li k& € N, najdeme n € N, ze |[f — ful gz x) < 5. Funkee f,
je meéfitelnd, existuje tedy jednoduchd funkce sg, ze ||f. — 3k||B(27X) < le Pak
If = skllpm.x) < %> tudiz f je méfitelna. O

Definice 3.8. Bud X Banachuv a ({2, ¥) méfitelny prostor. Pak definujeme
ba(X, X) = {v: ¥ — X;v omezend, aditivni}
a pro v € ba(X, X) polozime ||V, s x) = suPacs [[V(4)[|x-

Lemma 3.9. Je-li (Q,X) méritelny prostor a X Banachiv, pak je i ba(X, X) Ba-
nachuw.

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu predchoziho lemmatu. Snad jediné, v ¢em se
lisi, a tudiz si zaslouzi pozornost, je aditivita limitni funkce f : ¥ — X. Jelikoz
(fn)52 jsou vsechny (konecné) aditivni, tak pro disjunktni A, B € ¥ méme f,(AU
B) = fo(A) + fo(B) pro viechna n € N. Tudiz limitnim pfechodem dostdvame
i f(AUB) = f(A)+ f(B), a tedy f je (kone¢né) aditivni. O
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Pozndmka 3.10. Je-li v : Q — X aditivni, tak jiz nutné mus{ spliovat v(0)) = 0. Je
pak totiz v(A) = v(AU D) = v(A) + v (D).

Je tedy ba(3, X) prostor viech X-hodnotovych omezenych vektorovych meér na
Q. Diky [Die| véta 11, str. 4] mame, Ze supremovd norma ||v[|, s x) je na ba(X,v)
ekvivalentni normé ||v|| (2) — semivariaci vektorové miry v. Tuto budeme déle na
tomto prostoru uvazovat.

Bez dukazu uvedeme ndsledujici tvrzeni, viz [Diel véta 13, str. 6].

Lemma 3.11 (o £(B(X),X)). Méme X Banachiv a (Q,%) prostor s mirou.
Pak existuje linedrni isometrie ba(X, X) (tj. X -hodnotovijch omezenych vektorovych
meér) na L(B(X), X).

Pozndmka 3.12. Pro omezenou vektorovou miru F': ¥ — X a f: Q — F jednodu-
chou tvaru f = Z;nzl a;xE,; definujeme

Tr(f) = a;F(E;),.
j=1

Pak se dd ukézat, ze pro F € ba(X, X) je Tr € L(B(X),X) a ||Tr| = ||F| (22).
JelikoZ jednoduché funkce jsou husté v B(X), nebot méfitelné byly definovany jako
stejnomérnd limita jednoduchych, existuje jediné spojité rozsiteni Tr na B(X).

Takto ziskdme linedrni isometrii T : ba(X,X) — L(B(X),X) z predchoziho
lemmatu. Pro f € B(X) oznacime jako Tr(f) = [, fdF.

V dukazu tvrzeni [3.6] se budeme odvoldvat na ndsledujici vysledek Nikodyma o
omezenosti vektorovych mér, viz [Die, véta 3.1, str. 14].

Véta 3.13 (Nikodymova). Necht (Q,X) je méritelny prostor, X Banachiv a
{F,,a € A} je mnozina omezengch vektorovijch mér definovangch na (2, %) s hod-
notami v X. Je-li sup,e 4 || Fo(E)||x < 00 pro vsechna E € X, pak je

sup || Fa| (©) < oo.
acA

Nyni jiz muzeme piistoupit k dikazu tlustosti mnoziny charakteristickych funkei,
ke kterému jsme v této kapitole smétrovali.

Diikaz véty[3.6 Podle predchoziho je B(X) Banachuv prostor. Ukdzeme, ze charak-
teristické funkce, tj. S = {xg; E € X}, jsou tlustou podmnozinou B(X). K tomu
uzijeme charakterisace tlustych mnozin z véty a ukdzeme, ze span S je husty
a barelovany prostor v B(X).

Nahlédnout, ze span S je hustou mnozinou v B(X), je snadné, takto byl totiz
prostor B(X) definovén. Je totiz span S = S(X) a B(X) je definovan jako prostor
omezenych funkci, jez jsou stejnomérnou limitou jednoduchych funkci, tj. prvka
S(¥). Navic je tedy S(X)* = B(X)* podle lemmatu [2.18|

Barelovanost S(2) plyne z Nikodymovy véty a charakterisaci barelovanosti nor-
movaného linedrniho prostoru z lemmatu 2:17}

Podle lemmatu je totiz S(X) barelovany, pravé kdyz pro kazdou posloup-
nost ()52, v S(X)*, jez je bodové omezend na S(X), je (z¥) omezend v S(X)*.
Evidentné je posloupnost (z}) bodové omezend na S(X), pravé kdyz je bodove
omezend na S.

Avsak je-li (z}) bodové omezend na S(X), je (z}) i bodové omezena na S, tj. je
sup, ey |25 (XE)| < oo pro kazdé E € . Pak z representace S(X)* (lemmapro
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X =T, existuje linedrn{ isometrie 7" : ba(X) — S(X)*) je {T~'z};n € N} mnozina
omezenych vektorovych mér. Pro charakteristickou funkci xg a F' € ba(X) mame
TF(xg) = [ xgdF = F(E) pro E € ¥. Proto je sup,en |T 'z} (E)| < oo pro
kazdé E € X.

Z Nikodymovy véty méme sup,,cy |7~ 2| () < 0o a tedy i sup,,cy ||| < oo,
jelikoz je T isometrie. Proto je S(X) barelovany.

Jako dusledek této véty dostavame jako nasledujici dusledek Seeverovu vétu.

Dusledek 3.14 (Seever). Necht (2,%) je méritelny prostor a bud X Banachiiv.
Jestlize T : X — B(X) je spojity linedrni operdtor, takovy, Ze RugT obsahuje
{xg; E € ¥}, pak RugT = B(%).

Diikaz. Podle véty jsou charakteristické funkce jsou tlustou mnozinou v B(X).
Tvrzeni tedy plyne z véty O

Jako dusledek uvedme jesté nasledujici versi principu stejnomérné omezenosti
pro prostor B(X).

Dusledek 3.15 (Nikodymova). Necht (2, %) je méritelny prostor, X Banachiv a
{Ts : B(X) = X, € A} je mnoZina spojitych linedrnich operdtori na B(X) s hod-
notami v X.

Je-li supye 4 | TaXEl x < 00 pro vSechna E € ¥, pak je sup,c4 || Tall < oo.

Diikaz. Plyne ihned z véty [3.0] a vety 2.4 O

Jako dalsi disledek muzeme uvazit variantu o limité omezenych vektorovych
mer.

Dusledek 3.16. Necht (Q,X) je méritelny prostor, X Banachiv a (F,)2, je
posloupnost omezengch vektorovych mér definovangch na (Q, %) s hodnotami v X.

Jestlize F,(E) konverguje v X k néjakému F(E) pro kaZdou méritelnou E € %,
pak F : Q0 — X je omezend vektorovd mira.

Duikaz. 7 tvrzeni plyne, ze charakteristické funkce jsou tlustou podmnozinou
v B(X), a tedy lze uzit Banachovy—Steinhausovy véty

Konkrétnéji, (F,)52; je posloupnost omezenych vektorovych mér, tedy z lem-
matu o representaci £(B(X), X) jsou L, = T-1F, € L(B(X),X). Tyto spliiuji,
ze L, (xg) konverguje k ngjakému L(xg) pro kazdou métitelnou F € ¥. Tedy lze
uzit véty [2.21) a dostévame, ze L € L(B(X), X), tudiz T(L) € ba(%, X) je omezend
vektorova mira. O

Dausledek 3.17. Je-li A C £y mnoZina vektoru v £, jejichZ soutadnice jsou pouze
0 a1, pak A je tlustd podmnozina £.
Navic A je ridkd, tudiz nent druhé kategorie.

Diikaz. Méjme méfitelny prostor (N, X, ), kde ¥ = P(N) je potencni{ mnozina N a
u je aritmetickd mira na N. Pak B(¥) = (.

Pak {xg : E € P(N)} je prdvé mnozina vsech posloupnosti v £, jez maji za své
soufadnice pravé 0 a 1. Prvni ¢dst tvrzeni tedy plyne z véty [3.6]

Tato mnozina je i{dkd v £, je totiz A uzaviend mnozina v £, a tedy X \ A =
X\ A. Je-li & = (2,)52; libovolnd posloupnost v £, pak bud z € X \ A a nebo
r € A. Je-li v € A, polozime pron € N (y7)52; = (z; +27")%2,. Pak (y7) € X\ A
aly® — x|, =27". Tedy X \ A je hustd v {w. O
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Pozndmka 3.18. To, ze mnozina A v predchozi vété je fidka, je zduraznéno, aby
bylo ukazéano, ze existuji tlusté, presto fidké mnoziny. Predchozi piiklad tedy slouzi
jako ptriklad mnoziny, jez je tlustd, ale ne druhé kategorie, a ze tedy ve skute¢nosti
princip stejnomérné omezenosti plati i pro mensi mnoziny, nez jsou mnoziny druhé
kategorie.
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