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Emil Skř́ı̌sovský: Tlusté množiny v Banachových prostorech

Práce se zabývá tlustými a tenkými množinami v Banachových prostorech. Tyto pojmy jsou jistou

”
absolutně konvexńı analogíı“ množin druhé a prvńı kategorie. Práce je rozdělena do tř́ı kapitol – v prvńı
jsou uvedeny základńı definice a základńı vlastnosti a charakterizace definovaných pojmů. Druhá kapitola
je věnována vztahu tlustých množin k d̊usledk̊um Baireovy věty v Banachových prostorech a př́ıbuzným
pojmům (princip stejnoměrné omezenosti, Banach-Steinhausova věta, věta o otevřeném zobrazeńı, bare-
lovanost, w∗-integrovatelnost) a porovnáńı tlustých a w∗-tlustých množin. Třet́ı kapitola obsahuje př́ıklad
tlusté množiny souvisej́ıćı s Nikodýmovou větou o omezenosti vektorových měr.

Téma práce je velmi zaj́ımavé, jeho obt́ıžnost přesahuje úroveň bakalářského studia. Student si musel
nastudovat základy teorie lokálně konvexńıch prostor̊u i vektorové integrace a je třeba ocenit, že tak
vcelku úspěšně učinil. Na druhou stranu je na bakalářskou práci text velmi dlouhý, a to na úkor kvality
zpracováńı a srozumitelnosti. Práce menš́ıho rozsahu, avšak lépe zpracovaná by byla lepš́ı volba. Řada
jednoduchých a standardńıch tvrzeńı je dokazována krkolomně, tvrzeńı (c) z Lemmatu 1.14 neplat́ı, d̊ukaz
Lemmatu 2.9 je chybný a v kapitole 3 panuje zmatek v definićıch. Za př́ınos práce považuji zejména
kapitolu druhou, která je ucelená, z větš́ı části srozumitelná a obsahuje několik netriviálńıch d̊ukaz̊u
vpodstatě dobře zpracovaných (např. Lemma 2.1, Věta 2.4, Věta 2.7, Věta 2.10 a Lemma 2.26).

Následuje seznam připomı́nek a komentář̊u.

1. Obecný kontext: V práci mi poněkud chyb́ı názorná prezentace kontextu a osvětleńı významu
jednotlivých pojmů, které je nahrazeno technickými charakterizacemi. Konkrétněji:

Necht’ X je Banach̊uv prostor (či jen normovaný prostor) a τ slabš́ı lokálně konvexńı topologie na X.
(i) Pak A ⊂ X je τ -nenormuj́ıćı, právě když je A obsažena v τ -uzavřené absolutně konvexńı ř́ıdké

množině. Dále, A je τ -tenká, právě když je obsažena v sjednoceńı rostoućı posloupnosti τ -uzavřených
absolutně konvexńıch množin. Pokud by se toto vyjasnilo na začátku, pak vztah k množinám prvńı
kategorie (Lemma 2.1(d)) je zřejmý.

[Mimochodem, za úvahu by stálo i prozkoumat přirozený pojem mezi tenkými množinami a množinami
prvńı kategorie – množiny pokrytelné rostoućı posloupnost́ı τ -uzavřených konvexńıch (ne nutně absolutně
konvexńıch) množin.]

(ii) Rovněž hned na počátku by se mělo ř́ıci, že z Mazurovy věty plyne, že pro topologie se stejným
duálem př́ıslušné pojmy nenormuj́ıćıch (a tedy i tenkých či tlustých) množin splývaj́ı. Z neznámého
d̊uvodu je toto základńı pozorováńı uvedeno až v Lemmatu 2.32.

(iii) Na mı́stě by bylo i vysvětlit vztah pojmu nenormuj́ıćıch množin ke standardńımu pojmu nor-
muj́ıćıho podprostoru duálu. Totiž, že Y ⊂⊂ X∗ je normuj́ıćı (v klasickém smyslu), právě když Y ∩BX∗

neńı w∗-nenormuj́ıćı.

2. Strana 3, d̊ukaz Lemmatu 1.5(b): Pro d̊ukaz, že uzávěr konvexńı množiny je konvexńı se použ́ıvaj́ı

nety, a to ne zcela správně. Z toho, že x, y ∈ A
τ
plyne existence net̊u v A, z nichž jeden konverguje k x

a druhý k y. To je pravda, ale zde se nav́ıc použ́ıvá, že tyto nety jsou indexovány touž množinou. To lze
snadno zař́ıdit d́ıky tomu, že τ je translačně invariantńı, a tedy v obou př́ıpadech může být indexovou
množinou filtr okoĺı nuly. Nicméně, možná by bylo lépe pochopitelné, kdyby se d̊ukaz provedl bez net̊u,
s použit́ım charakterizace uzávěr̊u pomoćı okoĺı. Nejsṕı̌s by to ani nebylo deľśı.

3. Lemma 1.6: To je tvrzeńı ve vektorovém prostoru, topologie zde nehraje roli.

4. Strana 4, d̊ukaz Lemmatu 1.7: Zde se krkolomně dokazuje trivialita – použ́ıvá se Lemma 1.6 a nety.
Přitom je to zcela jasné. Necht’ c = supx∈A p(x). Pak množina {x ∈ X; p(x) ≤ c} je absolutně konvexńı
(protože p je pseudonorma) a τ -uzavřená (protože p je τ -zdola polospojitá), tedy obsahuje acoτA.

5. Strana 7, Lemma 1.14:
(i) Body (a) a (b) jsou triviálńım d̊usledkem definice, je zbytečné použ́ıvat Lemma 1.7 a Lemma 1.13.

Je totiž zřejmé, že pro množinu A plat́ı

acoτA = acoτ (acoA) = acoτA
τ
.

(ii) Bod (c) neplat́ı. Tedy, plat́ı v př́ıpadě, že A je absolutně konvexńı a τ -uzavřená (a pak je to
triviálńı); chybná je úvaha, která obecný př́ıpad redukuje na př́ıpad absolutně konvexńı τ -uzavřené
množiny. Např́ıklad pokud A = SX , sféra prostoru X, pak A neńı nenormuj́ıćı, ale A ∩ 1

2BX = ∅.
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Tvrzeńı neplat́ı ani v př́ıpadě, že A je absolutně konvexńı. Je-li totiž X Banach̊uv prostor a Y ⊂ X∗ je
w∗-hustý podprostor, který neńı normuj́ıćı, pak Y neńı w∗-nenormuj́ıćı, ale Y ∩BX∗ je w∗-nenormuj́ıćı.

6. Strana 9, d̊ukaz Lemmatu 2.1(e): Druhá implikace se dokazuje zbytečně složitě. Pokud spanA $ X,
pak je to absolutně konvexńı ř́ıdká množina, a tedy nenormuj́ıćı.

7. Strana 9, věta před Definićı 2.3: Výraz
”
máme korektnost následuj́ıćı definice“ neńı česky. Lépe

”
je

následuj́ıćı definice korektńı“.

8. Strana 9, Věta 2.4(c) – mysĺı se omezenost v normě, což z formulace neńı zřejmé.

9. Strana 10, d̊ukaz Věty 2.4:
(i) Prvńı věta d̊ukazu neńı gramatická věta.
(ii) V definici An by se druhý středńık měl nahradit slovem

”
pro“.

(iii) Důkaz (c)⇒(a) neńı proveden sporem, ale nepř́ımo, tj. obměnou.

10. Strana 11, Poznámka 2.5:
(i)

”
Vezmeme za fakt“ neńı česky, rozhodně to nepatř́ı do psané češtiny.

(ii) Stačilo by za A vźıt jednoprvkové množiny, pak by vyjádřeńı bylo jednodušš́ı.

11. Strana 11, Věta 2.7: Pojem bodové omezenosti na A nebyl definován (byl definován jen pro Y
normovaný). Nicméně je to srozumitelné.

12. Strana 11, řádky 12-11 zdola: Výraz
”
q je pseudonorma generuj́ıćı topologii σ“ neńı št’astný.

Vypadá to totiž, jako by topologie σ byla generována pseudonormou q; mysĺı se zřejmě
”
jedna ze systému

pseudonorem generuj́ıćıch topologii“, což lze krátce vyjádřit výrazem
”
spojitá pseudonorma“.

13. Strana 13, druhá část d̊ukazu Tvrzeńı 2.9: Tato část d̊ukazu je špatně. Ano, je třeba ukázat, že
y ∈ Y a že

∑
n yn = y v prostoru Y . Předvedený d̊ukaz však d̊ukazem neńı, mimo jiné proto, že se v něm

použ́ıvaj́ı nedefinované symboly – např́ıklad ∥ · ∥Y aplikovaná na vektory, o nichž nev́ıme, zda patř́ı do
Y (zd̊urazňuji, že ∥ · ∥Y je definována jen na Y ). Nelze ř́ıkat, že řada

∑
yn konverguje k y v Y , když

ještě nev́ıme, že y ∈ Y . Správný postup je jiný: Nejprve je třeba ukázat, že y ∈ Y . K tomu je nutné
využ́ıt uzavřenost množiny A – ta se v textu nevyuž́ıvá [využ́ıvá se na začátku uzavřenost v Y , ale ne
uzavřenost v X]. Teprve když v́ıme, že y ∈ Y , lze pomoćı vhodných odhad̊u ukázat konvergenci v Y .

14. Strana 13, řádek 7 zdola: Předpokládám, že BX znač́ı uzavřenou kouli. Pak TBY nemuśı obsahovat
δ
mBX , ale jen δ

mUX , př́ıslušnou otevřenou kouli, viz citované lemma z [Fab].

15. Strana 14, druhá polovina stránky:
(i) Řádek, kde se odkazuje na Lemma 1.14, neńı zcela správný, protože se odkazuje na neplatné tvrzeńı

(c) onoho lemmatu. Naštěst́ı se zde použ́ıvá jen jedna implikace, a to ta, která triviálně plat́ı, a žádné
lemma k tomu potřeba neńı.

(ii) Proč se zavád́ı množiny Bn jako rozd́ıly? Připadá mi, že to je zbytečné, že by se mohlo mı́sto Bn

vźıt An a vyšlo by to stejně.

16. Strana 15, prvńı polovina:
(i) Prvńı čtyři řádky jsou správně, ale jsou krkolomné. Z prvńıho řádku totiž plyne, že ∥x∥ ≤ 1

n , a

tedy |x∗(x)| ≤ 1
n ≤ 1

m . A to je celé.
(ii) Na řádćıch 7–9 se opakuje d̊ukaz jedné implikace Lemmatu 1.13, mı́sto aby se ta implikace použila.
(iii) Dostaneme spanB ⊃ spanA, asi ne rovnost. Ale to stač́ı. Totéž plat́ı v Poznámce 2.11.

17. Strana 17, začátek d̊ukazu Lemmatu 2.18: Proč použ́ıvat nety? Je-li f ∈ (X, τ)∗, pak ker f je
τ -uzavřená. Je-li zároveň τ -hustá, je to celé X.

18. Strana 18, prvńı odstavec: Je to správně, ale krkolomné. Pokud A je tlustá, pak neńı nenormuj́ıćı,
a tedy uzávěr acoA obsahuje okoĺı nuly. Proto lineárńı obal A je hustý v X.

19. Strana 18, posledńı dva odstavce: Zde je trochu zmatené značeńı. Z předpokladu v́ıme, že (Tn)

konverguje bodově na A. Proto je přirozené označit T̂ nejprve limitu jako zobrazeńı A → Y . Pak se

ukáže (jako v textu), že (Tn) konverguje na spanA. Limitu, která je rozš́ı̌reńım T̂ z A na spanA, můžeme

označit opět T̂ .

20. Strana 19, Definice 2.24:
(i) Bylo by na mı́stě upozornit, že x∗g je zkratkou pro složeńı x∗ ◦ g.
(ii) Bylo by na mı́stě vysvětlit značeńı xg (i když mu rozumı́m).
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21. Strana 19, odstavec před Lemmatem 2.26:
”
w∗-integrovatelnost funkćı g : Ω → X∗ pro x ∈ A“ je

podivný termı́n, byt’ srozumitelný.

22. Strana 20:
(i) Řádek 12: Bylo by vhodné dodat

”
pro x ∈ A“.

(ii) Termı́n
”
řada z ńı vybraná“ neńı standardńı, nicméně je srozumitelný.

(iii) V možnosti (1) se ṕı̌se limj→∞ |x∗
j (ym)| ̸= 0. To neńı št’astné, protože tento zápis standardně

znamená, že limita existuje a je r̊uzná od nuly. Zde se však asi mysĺı, že
”
neńı pravda, že limita je nula“,

což by se formálně zapsalo lim supj→∞ |x∗
j (ym)| > 0.

(iv) V prvńım př́ıpadě neńı třeba vyb́ırat podposloupnost, stač́ı ověřit, že neńı splněna nutná podmı́nka
konvergence.

(v) Na posledńım řádku má být x∗
n mı́sto x∗

nj
a prvńı nerovnost by měla být ostrá.

23. Strany 21-22, d̊ukaz Věty 2.27:
(i) Na straně 21 dole se tvrd́ı, že se ukázalo, že Am je absolutně konvexńı. To se samozřejmě neukázalo,

to by platilo jen, kdyby A byla absolutně konvexńı.
(ii) Totéž plat́ı pro tvrzeńı na straně 22, řádky 10-11, kde se tvrd́ı, že Am je absolutně konvexńı a

uzavřená.
(iii) Důkaz (a)⇒(b) by byl jednodušš́ı a názorněǰśı, kdyby se An definovaly jinak: An = {x ∈ A; ∥xg∥ ≤

n}. Pak A ⊂
⋃

n An, a tedy jedna z nich neńı nenormuj́ıćı. Přitom An je zřejmě absolutně konvexńı. Dále
je uzavřená d́ıky Fatouovu lemmatu. Tud́ıž jedna z množin An obsahuje okoĺı nuly, z čehož se snadno
d̊ukaz dokonč́ı.

(iv) Důkaz (b)⇒(a) je proveden nepř́ımo, nikoli sporem.
(v) V charakterizaćıch pomoćı prostoru s mı́rou se často uvažuj́ı prostoru s konečnou mı́rou. Platila

by Věta 2.27 i v př́ıpadě, že bychom v (b) uvažovali jen konečné mı́ry?

24. Strana 25, d̊ukaz Věty 2.36:
(i) Na třet́ım řádku má být Y ∗ mı́sto Y .
(ii) A ∩ mT ∗BY ∗ je absolutně konvexńı jen v př́ıpadě, že A je absolutně konvexńı. Nicméně opět je

to jednodušš́ı, když se použije postup naznačený v poznámce 23(iii) výše. Z toho, že A je w∗-tlustá a
Rng(T ∗) ⊃ A dostaneme, že Rng(T ∗) je w∗-tlustá, a tedy nT ∗BY ∗ neńı w∗-nenormuj́ıćı pro nějaké n.
Protože posledńı množina je absolutně konvexńı a w∗-kompaktńı, obsahuje nějaké normové okoĺı nuly.
Proto T ∗ je na.

25. Strana 25, Poznámka 2.37:
(i) V druhém odstavci se asi mysĺı implikace (b)⇒(a) z Věty 2.10.
(ii) Postup naznačený v daľśı větě funguje jen pro w∗-nenormuj́ıćı množinu, ne obecně pro w∗-tenkou

(která může být w∗-hustá). To také odpov́ıdá d̊ukazu Věty 2.10, kde se nejprve ukázal speciálńı př́ıpad
nenormuj́ıćı množiny a pak se obecný př́ıpad na tento převedl.

(iii) Po krátké úvaze jsem došel k názoru, že d̊ukaz této implikace je sṕı̌se náročný myšlenkově než
technicky – nevyžaduje složité výpočty a argumenty, ale správně sestavenou kombinaci známých vět.

26. Strana 26, d̊ukaz Věty 2.40:
(i) V prvńı větě d̊ukazu chyb́ı slovo

”
ekvivalence“.

(ii) Ekvivalence (a) a (e) ukázána neńı. Jen jedna implikace, druhá je pouze zmı́něna a naznačena.

27. Kapitola 3, celkově: Zdá se, že ćılem této kapitoly je d̊ukaz Věty 3.6 a Důsledku 3.17, jakožto
konkrétńıho př́ıkladu tlusté množiny, př́ıpadně tlusté ř́ıdké množiny. Nicméně v této kapitole je spousta
zmatku, použ́ıvá se nestandardńı definice měřitelnosti, z nějakého d̊uvodu se dokazuje Lemma 3.7, které
se nikde nepouž́ıvá. Lepš́ı by bylo kapitolu bud’ vynechat (práce by byla dost dlouhá i bez ńı), nebo se
soustředit jen na d̊ukaz hlavńı věty a věci k tomu nezbytné. V daľśıch poznámkách uvád́ım komentáře
k jednotlivým problematickým mı́st̊um.

28. Strana 27, Definice 3.1: Máme-li jen dvě množiny, obvykle neř́ıkáme, že jsou
”
po dvou disjunktńı“.

29. Strana 27, Poznámka 3.4: Vektorová funkce se obvykle nazývá měřitelnou, pokud je bodovou
limitou jednoduchých měřitelných funkćı, nikoli stejnoměrnou limitou. To je v souladu s Definićı 2.24,
kde je vektorová měřitelná funkce na prostoru s mı́rou definována jako funkce, která je skoro všude
limitou jednoduchých měřitelných. V př́ıpadě, že máme jen σ-algebru a ne mı́ru, nemáme konvergenci
skoro všude, ale bodovou. Nav́ıc, stejnoměrná limita jednoduchých funkćı je vždy omezená, a měřitelné
funkce nemuśı být omezené.
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Omezme se však na omezené měřitelné funkce – tj. na prostorB(Σ, X) resp.B(Σ). Ve skalárńım př́ıpadě
plat́ı, že každá omezená měřitelná funkce je stejnoměrnou limitou jednoduchých měřitelných funkćı, tj.
jednoduché funkce jsou husté v B(Σ). Ve vektorovém př́ıpadě to však neplat́ı (jakmile dimX = ∞). Ve
vektorovém př́ıpadě plat́ı, že v B(Σ, X) jsou husté spočetně hodnotové měřitelné funkce.

30. Strana 28, Lemma 3.7 a jeho d̊ukaz:
(i) Mysĺım, že toto lemma se dále použ́ıvá jen ve skalárńım př́ıpadě (pokud v̊ubec), nikoli ve vektorovém

př́ıpadě. Důkaz ve skalárńım př́ıpadě je jednodušš́ı, je to jeden z klasických Banachových prostor̊u.
(ii) Na konci třet́ıho odstavce se ṕı̌se, že (fn) konverguje k f v B(Σ, X). To však je v tuto chv́ıli

nesmyslné tvrzeńı, protože dosud nev́ıme, že f ∈ B(Σ, X). Správné by bylo ř́ıci, že (fn) konverguje k f
stejnoměrně na Ω.

(iii) Závěr d̊ukazu by byl dobře, kdyby jednoduché funkce byly husté vB(Σ, X). Proto by byl použitelný
ve skalárńım př́ıpadě, nikoli však obecně.

(iv) Správný a elegantńı d̊ukaz pro skalárńı př́ıpad by byl tento: Pokud (fn) je cauchyovská v B(Σ),
pak je stejnoměrně cauchyovská na Ω. Proto je stejnoměrně konvergentńı na Ω. Označme limitu f . Pak
f je omezená (stejnoměrná limita omezených je omezená) a měřitelná (bodová limita měřitelných je
měřitelná). Použ́ıvaj́ı se pouze věty známé ze základńıho kurzu matematické analýzy a teorie mı́ry a
integrálu.

(v) Důkaz pro vektorový př́ıpad je podobný, jen d̊ukaz toho, že bodová limita měřitelných je měřitelná,
je obt́ıžněǰśı.

(vi) Alternativně: Omezené měřitelné funkce tvoř́ı uzavřený podprostor v prostoru všech omezených
funkćı.

31. Strana 29, d̊ukaz Lemmatu 3.9: Ř́ıká se, že je analogický předchoźımu lemmatu. No, to neńı pravda,
je to mnohem jednodušš́ı. Lze to dokázat velmi snadno pomoćı postupu naznačeného v poznámce 30(vi).
Ukáže se totiž, že omezené aditivńı funkce jsou uzavřený podprostor Banachova prostoru všech omezených
funkćı. A to se vlastně dále v textu dělá.

32. Strana 29, řádek 1: Mı́sto Ω má být Σ.

33. Strana 29, Lemma 3.11 a Poznámka 3.12: Nerozumı́m tomu, proč se to uvád́ı bez d̊ukazu, když
v Poznámce 3.12 je d̊ukaz v́ıceméně obsažen. Slova

”
dá se ukázat“ lze nahradit dvěma až čtyřmi řádky,

kde se vysvětĺı, že to vše plyne z definic. Jen to, že jednoduché funkce jsou husté v B(Σ) neńı definice,
ale věta.

Závěr: Student musel nastudovat netriviálńı množstv́ı látky přesahuj́ıćı úroveň bakalářského studia,
zejména většina kapitoly druhé svědč́ı o tom, že se mu to vcelku podařilo. Nicméně úroveň prezentace i
lat’ka toho, co dokazovat, v práci koĺısá – na jednu stranu se občas krkolomně dokazuj́ı triviality (hlavně
v kapitole 1, viz mj. poznámky 4–6), některé d̊ukazy p̊usob́ı dojmem, že student chtěl podat prostě jakýkoli
d̊ukaz, bez snahy o uhlazeńı, skutečné pochopeńı a zasazeńı do kontextu (viz např. poznámky 16–18, 23
a 24 výše), na druhou stranu jednou je tvrzeńı uvedeno bez d̊ukazu, třebaže d̊ukaz je velmi snadný a
v́ıceméně obsažen v následuj́ıćı poznámce (viz poznámka 33). Některé d̊ukazy jsou odbyté a nepřesné (viz
poznámky 2, 14, 22, 25, 31), některé vysloveně chybné (viz poznámky 5(ii), 13, 30). Některé standardńı
značeńı je podrobně zaváděno (viz Definice 1.1), některé nestandardńı je použ́ıváno bez vysvětleńı (viz
poznámky 11 a 20). Z hlediska jazykového je v práci použ́ıván specifický mix archaického pravopisu
s hovorovými formulacemi, které do psaného odborného textu nepatř́ı, třebaže se pro oživeńı použ́ıvaj́ı
během přednášek (viz např. poznámky 7, 9, 10, 21, 22(ii)). Rád bych, aby student při obhajobě vyjasnil
poznámku 13 a vyjádřil se k otázkám z poznámek 1(i) a 23(v).

Přes uvedené výhrady, i přesto, že je práce zbytečně dlouhá na úkor kvality zpracováńı, se domńıvám,
že předložená práce splňuje požadavky kladené na bakalářskou práci.

V Praze, 29.5.2017
Doc. RNDr. Ondřej Kalenda, Ph.D., DSc.
KMA MFF UK


