Oponentsky posudek bakalaiské prace
Emil SkifSovsky: Tlusté mnoziny v Banachovych prostorech

Prace se zabyva tlustymi a tenkymi mnozinami v Banachovych prostorech. Tyto pojmy jsou jistou
»absolutné konvexni analogii“ mnozin druhé a prvni kategorie. Préce je rozdélena do ti kapitol — v prvni
jsou uvedeny zékladni definice a zédkladni vlastnosti a charakterizace definovanych pojmu. Druha kapitola
je vénovana vztahu tlustych mnozin k dusledkim Baireovy véty v Banachovych prostorech a pifibuznym
pojmum (princip stejnomérné omezenosti, Banach-Steinhausova véta, véta o otevieném zobrazeni, bare-
lovanost, w*-integrovatelnost) a porovnan{ tlustych a w*-tlustych mnozin. Tret{ kapitola obsahuje pifklad
tlusté mnoziny souvisejici s Nikodymovou vétou o omezenosti vektorovych mér.

Téma prace je velmi zajimavé, jeho obtiznost pfesahuje tiroven bakalarského studia. Student si musel
nastudovat zdklady teorie lokdlné konvexnich prostoru i vektorové integrace a je tieba ocenit, ze tak
veelku tspésné ucinil. Na druhou stranu je na bakalaiskou préci text velmi dlouhy, a to na tkor kvality
zpracovani a srozumitelnosti. Prace mensiho rozsahu, avsak lépe zpracovans by byla lepsi volba. Rada
jednoduchych a standardnich tvrzeni je dokazovdna krkolomné, tvrzeni (c¢) z Lemmatu 1.14 neplati, dukaz
Lemmatu 2.9 je chybny a v kapitole 3 panuje zmatek v definicich. Za pfinos préce povazuji zejména
kapitolu druhou, kterd je ucelend, z vétsi Casti srozumitelnd a obsahuje nékolik netrividlnich dukazu
vpodstaté dobfe zpracovanych (napi. Lemma 2.1, Véta 2.4, Véta 2.7, Véta 2.10 a Lemma 2.26).

Nésleduje seznam piipominek a komentéaiu.

1. Obecny kontext: V praci mi ponékud chybi nazorna prezentace kontextu a osvétleni vyznamu
jednotlivych pojmu, které je nahrazeno technickymi charakterizacemi. Konkrétnéji:

Necht X je Banachtv prostor (& jen normovany prostor) a 7 slabsi lokélné konvexni topologie na X.

(i) Pak A C X je T-nenormujici, pravé kdyz je A obsazena v 7T-uzaviené absolutné konvexni #idké
mnoziné. Dédle, A je 7-tenkd, prdvé kdyz je obsazena v sjednoceni rostouci posloupnosti T-uzavienych
absolutné konvexnich mnozin. Pokud by se toto vyjasnilo na zacdtku, pak vztah k mmnozindm prvni
kategorie (Lemma 2.1(d)) je zfejmy.

[Mimochodem, za tivahu by stélo i prozkoumat pfirozeny pojem mezi tenkymi mnozinami a mnozinami
prvnf kategorie — mnoziny pokrytelné rostouci posloupnosti 7-uzavienych konvexnich (ne nutné absolutné
konvexnich) mnozin.]

(ii) Rovnéz hned na pocdtku by se mélo Fici, ze z Mazurovy véty plyne, Ze pro topologie se stejnym
duélem piislusné pojmy nenormujicich (a tedy i tenkych ¢i tlustych) mnozin splyvaji. Z neznamého
duvodu je toto zakladni pozorovani uvedeno az v Lemmatu 2.32.

(iii) Na misté by bylo i vysvétlit vztah pojmu nenormujicich mnozin ke standardnimu pojmu nor-
mujictho podprostoru dudlu. Totiz, ze Y CC X* je normujici (v klasickém smyslu), pravé kdyz Y N Bx~
neni w*-nenormujici.

2. Strana 3, dikaz Lemmatu 1.5(b): Pro dukaz, ze uzdvér konvexni mnoziny je konvexni se pouzivaji
nety, a to ne zcela spravné. Z toho, ze x,y € AT plyne existence netu v A, z nichz jeden konverguje k x
a druhy k y. To je pravda, ale zde se navic pouziva, ze tyto nety jsou indexovdny touz mnozinou. To lze
snadno zaridit diky tomu, Ze 7 je transla¢né invariantni, a tedy v obou pfipadech muze byt indexovou
mnozinou filtr okoli nuly. Nicméné, mozné by bylo lépe pochopitelné, kdyby se dukaz provedl bez netu,
s pouzitim charakterizace uzavéria pomoci okoli. Nejspis by to ani nebylo delsi.

3. Lemma 1.6: To je tvrzeni ve vektorovém prostoru, topologie zde nehraje roli.

4. Strana 4, dukaz Lemmatu 1.7: Zde se krkolomné dokazuje trivialita — pouziva se Lemma 1.6 a nety.
Pfitom je to zcela jasné. Necht ¢ = sup,¢ 4 p(x). Pak mnozina {z € X;p(z) < ¢} je absolutné konvexnf
(protozZe p je pseudonorma) a T-uzaviend (protoze p je T-zdola polospojitd), tedy obsahuje aco” A.

5. Strana 7, Lemma 1.14:

(i) Body (a) a (b) jsou trividlnim dusledkem definice, je zbyteéné pouzivat Lemma 1.7 a Lemma 1.13.
Je totiz zFejmé, Ze pro mnozinu A plati

- - T
aco’ A =aco’ (acoA) =aco’ A .

(ii) Bod (c) neplati. Tedy, plati v piipadé, ze A je absolutné konvexni a 7-uzaviend (a pak je to
trividln{); chybnd je tivaha, kterd obecny piipad redukuje na piipad absolutné konvexni 7-uzaviené
mnoziny. Napiiklad pokud A = Sx, sféra prostoru X, pak A neni nenormujici, ale A N %B x = 0.
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Tvrzeni neplati ani v piipadé, ze A je absolutné konvexni. Je-li totiz X Banachuv prostor a Y C X* je
w*-husty podprostor, ktery neni normujici, pak Y neni w*-nenormujici, ale Y N Bx~ je w*-nenormujici.

6. Strana 9, dikaz Lemmatu 2.1(e): Druhd implikace se dokazuje zbytecné slozité. Pokud span A & X,
pak je to absolutné konvexni fidka mnozina, a tedy nenormujici.

7. Strana 9, véta pred Definici 2.3: Vyraz ,mame korektnost néasledujici definice“ neni cesky. Lépe ,je
nasledujici definice korektni“.

8. Strana 9, Véta 2.4(c) — mysl{ se omezenost v normé, coz z formulace nenf ziejmé.

9. Strana 10, dukaz Véty 2.4:

(i) Prvni véta dukazu neni gramatickd véta.

(ii) V definici A4,, by se druhy stfednik mél nahradit slovem ,,pro“.

(iii) Dukaz (c)=-(a) neni proveden sporem, ale nepiimo, tj. obménou.

10. Strana 11, Poznamka 2.5:

(i) ,Vezmeme za fakt“ neni ¢esky, rozhodné to nepati{ do psané ¢estiny.

(ii) Stacilo by za A vzit jednoprvkové mnoziny, pak by vyjadreni bylo jednodussi.

11. Strana 11, Véta 2.7: Pojem bodové omezenosti na A nebyl definovdn (byl definovén jen pro Y
normovany). Nicméné je to srozumitelné.

12. Strana 11, fddky 12-11 zdola: Vyraz ,q je pseudonorma generujici topologii ¢“ neni §fastny.
Vypada to totiz, jako by topologie o byla generovana pseudonormou ¢; mysli se zfejmé ,jedna ze systému
pseudonorem generujicich topologii“, coz lze kratce vyjadrit vyrazem ,spojitd pseudonorma‘.

13. Strana 13, druhd ¢ast diukazu Tvrzeni 2.9: Tato ¢dst dukazu je Spatné. Ano, je tieba ukéazat, zZe
yeYaze)  y,=yVvprostoru Y. Pfedvedeny dikaz vSak dikazem neni, mimo jiné proto, ze se v ném
pouzivaji nedefinované symboly — napiiklad || - ||y aplikovand na vektory, o nichz nevime, zda patii do
Y (zdtraznuji, ze || - ||y je definovdna jen na Y'). Nelze fikat, ze fada Yy, konverguje k y v Y, kdyz
jeSté nevime, ze y € Y. Spravny postup je jiny: Nejprve je tieba ukézat, ze y € Y. K tomu je nutné
vyuzit uzavienost mnoziny A — ta se v textu nevyuzivd [vyuzivd se na zacdtku uzavienost v Y, ale ne
uzavienost v X|. Teprve kdyz vime, ze y € Y, 1ze pomoc{ vhodnych odhadu ukdzat konvergenci v Y.

14. Strana 13, fadek 7 zdola: Predpokladam, ze Bx znaci uzavienou kouli. Pak T'By nemusi obsahovat
%B x, ale jen %U x, piislusnou otevienou kouli, viz citované lemma z [Fab).

15. Strana 14, druha polovina stranky:

(1) Rédek, kde se odkazuje na Lemma 1.14, nenf zcela spravny, protoze se odkazuje na neplatné tvrzeni
(¢) onoho lemmatu. Nastésti se zde pouzivd jen jedna implikace, a to ta, kterd trividlné plati, a zddné
lemma k tomu potfeba neni.

(ii) Pro¢ se zavadi mnoziny B,, jako rozdily? Pfipadd mi, Ze to je zbyte¢né, ze by se mohlo misto B,
vzit A, a vyslo by to stejné.

16. Strana 15, prvni polovina:

(i) Prvni ¢tyti fadky jsou spravné, ale jsou krkolomné. Z prvniho Fadku totiz plyne, ze ||z| < %7 a
tedy |z*(z)| < 2 < LA to je celé.

(ii) Na radcich 7-9 se opakuje dukaz jedné implikace Lemmatu 1.13, misto aby se ta implikace pouzila.

(iii) Dostaneme span B D span A, asi ne rovnost. Ale to staci. Totéz plat{ v Pozndmce 2.11.

17. Strana 17, zacdtek dukazu Lemmatu 2.18: Pro¢ pouzivat nety? Je-li f € (X, 7)*, pak ker f je
T-uzaviend. Je-li zadroven 7T-hustd, je to celé X.

18. Strana 18, prvni odstavec: Je to spravné, ale krkolomné. Pokud A je tlustd, pak neni nenormujici,
a tedy uzdver aco A obsahuje okoli nuly. Proto linedrni obal A je husty v X.

19. Strana 18, posledni dva odstavce: Zde je trochu zmatené znaceni. Z predpokladu vime, ze (T5,)
konverguje bodové na A. Proto je pfirozené oznacit T nejprve limitu jako zobrazeni A — Y. Pak se
ukéze (jako v textu), ze (T),) konverguje na span A. Limitu, kterd je rozsifenim T z A na span A, muzeme
oznacit opét T.

20. Strana 19, Definice 2.24:

(i) Bylo by na misté upozornit, ze x*g je zkratkou pro slozeni z* o g.

(ii) Bylo by na misté vysvétlit znaceni zg (i kdyz mu rozumim).



21. Strana 19, odstavec pred Lemmatem 2.26: ,w*-integrovatelnost funkci g : Q@ — X* pro x € A* je
podivny termin, byt srozumitelny.

22. Strana 20:

(i) Rédek 12: Bylo by vhodné dodat ,pro z € A“.

(ii) Termin ,fada z ni vybrand“ nenf standardni, nicméné je srozumitelny.

(iif) V moznosti (1) se piSe lim; o [25(ym)| # 0. To neni stastné, protoze tento zdpis standardné
znamend, ze limita existuje a je ruznd od nuly. Zde se vSak asi mysli, Ze ,neni pravda, Ze limita je nula“,
coz by se formdlné zapsalo limsup;_, . 27 (Y )| > 0.

(iv) V prvnim piipadé neni tfeba vybirat podposloupnost, sta¢i ovérit, ze nenf splnéna nutnd podminka
konvergence.

(v) Na poslednim faddku mé byt 27 misto zj, a prvni nerovnost by méla byt ostra.

23. Strany 21-22, dikaz Véty 2.27:

(i) Na strané 21 dole se tvrdi, ze se ukdzalo, ze A,, je absolutné konvexni. To se samoziejmé neukézalo,
to by platilo jen, kdyby A byla absolutné konvexni.

(ii) Totéz plati pro tvrzeni na strané 22, rddky 10-11, kde se tvrdi, ze A,, je absolutné konvexn{ a
uzaviena.

(iii) Dukaz (a)=(b) by byl jednodussi a nazornéjsi, kdyby se A,, definovaly jinak: A, = {x € A4;|zg| <
n}. Pak A C |J,, A, a tedy jedna z nich nenf nenormujici. Pritom A,, je zfejmé absolutné konvexni. Déle
je uzaviena diky Fatouovu lemmatu. Tudiz jedna z mnozin A,, obsahuje okoli nuly, z ¢ehoz se snadno
dukaz dokonéi.

(iv) Dukaz (b)=-(a) je proveden nepiimo, nikoli sporem.

(v) V charakterizacich pomoci prostoru s mirou se ¢asto uvazuji prostoru s koneénou mirou. Platila
by Véta 2.27 i v piipadé, ze bychom v (b) uvazovali jen koneéné miry?

24. Strana 25, dukaz Véty 2.36:

(i) Na tietim fddku mé byt Y* misto Y.

(ii) ANmT*By~ je absolutné konvexn{ jen v pifpadé, ze A je absolutné konvexni. Nicméné opét je
to jednodussi, kdyz se pouzije postup naznaceny v poznamce 23(iii) vySe. Z toho, ze A je w*-tlustd a
Rng(T*) D A dostaneme, ze Rng(T*) je w*-tlustd, a tedy nT* By~ neni w*-nenormujici pro néjaké n.
Protoze posledni mnozina je absolutné konvexni a w*-kompaktni, obsahuje néjaké normové okoli nuly.
Proto T je na.

25. Strana 25, Poznamka 2.37:

(i) V druhém odstavci se asi mysli implikace (b)=-(a) z Véty 2.10.

(ii) Postup nazna¢eny v dalsi vété funguje jen pro w*-nenormujici mnozinu, ne obecné pro w*-tenkou
(kterd muze byt w*-hustd). To také odpovidd dukazu Véty 2.10, kde se nejprve ukézal specidlni piipad
nenormujici mnoziny a pak se obecny pripad na tento prevedl.

(iii) Po krétké tvaze jsem doSel k ndzoru, ze dukaz této implikace je spiSe ndroény myslenkové nez
technicky — nevyzaduje slozité vypocty a argumenty, ale spravné sestavenou kombinaci znamych vét.

26. Strana 26, dukaz Véty 2.40:

(i) V prvni vété dukazu chybi slovo ,ekvivalence®.

(ii) Ekvivalence (a) a (e) ukdzdna neni. Jen jedna implikace, druhd je pouze zminéna a naznacena.

27. Kapitola 3, celkové: Zda se, ze cilem této kapitoly je dikaz Véty 3.6 a Dusledku 3.17, jakozto
konkrétniho prikladu tlusté mnoziny, ptipadné tlusté fidké mnoziny. Nicméné v této kapitole je spousta
zmatku, pouzivd se nestandardni definice méfitelnosti, z néjakého duvodu se dokazuje Lemma 3.7, které
se nikde nepouzivd. Lepsi by bylo kapitolu bud vynechat (préce by byla dost dlouhd i bez nf), nebo se
soustiedit jen na dukaz hlavni véty a véci k tomu nezbytné. V dalsich poznamkédch uvddim komentéte
k jednotlivym problematickym mistum.

28. Strana 27, Definice 3.1: Mame-li jen dvé mnoziny, obvykle nefikdme, Ze jsou ,,po dvou disjunktni“.

29. Strana 27, Pozndmka 3.4: Vektorova funkce se obvykle nazyva méfitelnou, pokud je bodovou
limitou jednoduchych méfitelnych funkei, nikoli stejnomérnou limitou. To je v souladu s Definici 2.24,
kde je vektorovd méfitelnd funkce na prostoru s mirou definovana jako funkce, kterd je skoro vsude
limitou jednoduchych méfitelnych. V piipadé, Ze mame jen o-algebru a ne miru, nemame konvergenci
skoro vsude, ale bodovou. Navic, stejnomérna limita jednoduchych funkei je vzdy omezend, a méfitelné
funkce nemusi byt omezené.



Omezme se vSak na omezené méfitelné funkce — tj. na prostor B(X2, X) resp. B(X). Ve skaldrnim piipadé
plati, ze kazda omezend méritelnd funkce je stejnomérnou limitou jednoduchych méfitelnych funkei, tj.
jednoduché funkce jsou husté v B(X). Ve vektorovém piipadé to vSak neplati (jakmile dim X = o0). Ve
vektorovém pifpadé plati, ze v B(X, X) jsou husté spocetné hodnotové méfitelné funkce.

30. Strana 28, Lemma 3.7 a jeho dikaz:

(i) Myslim, ze toto lemma se dale pouzivé jen ve skaldrnim piipadé (pokud vibec), nikoli ve vektorovém
pripadé. Dukaz ve skaldarnim piipadé je jednodussi, je to jeden z klasickych Banachovych prostoru.

(ii) Na konci tfettho odstavce se pise, ze (f,) konverguje k f v B(3, X). To vsak je v tuto chvili
nesmyslné tvrzeni, protoze dosud nevime, ze f € B(X, X). Spravné by bylo fici, ze (f,,) konverguje k f
stejnomérné na €.

(iii) Zévér dukazu by byl dobfe, kdyby jednoduché funkce byly husté v B(X, X). Proto by byl pouzitelny
ve skalarnim piipadé, nikoli vSak obecné.

(iv) Spravny a elegantni dikaz pro skaldrni piipad by byl tento: Pokud (f,,) je cauchyovska v B(X),
pak je stejnomérné cauchyovskda na 2. Proto je stejnomérné konvergentni na 2. Ozna¢me limitu f. Pak
f je omezend (stejnomérnd limita omezenych je omezend) a méfitelnd (bodova limita méfitelnych je
meéfitelnd). Pouzivaji se pouze véty zndmé ze zdkladniho kurzu matematické analyzy a teorie miry a
integrélu.

(v) Dukaz pro vektorovy piipad je podobny, jen dikaz toho, ze bodov4 limita méfitelnych je méfitelnsd,
je obtiznéjsi.

(vi) Alternativné: Omezené méfitelné funkce tvori uzavieny podprostor v prostoru vech omezenych
funkei.

31. Strana 29, dikaz Lemmatu 3.9: Rik4 se, Ze je analogicky predchozimu lemmatu. No, to neni pravda,
je to mnohem jednodussi. Lze to dokédzat velmi snadno pomoci postupu naznaceného v pozndmece 30(vi).
Ukaze se totiz, ze omezené aditivni funkce jsou uzavieny podprostor Banachova prostoru vsech omezenych
funkci. A to se vlastné dale v textu déla.

32. Strana 29, tadek 1: Misto 2 ma byt X.

33. Strana 29, Lemma 3.11 a Pozndmka 3.12: Nerozumim tomu, pro¢ se to uvadi bez dukazu, kdyz
v Poznamce 3.12 je dukaz viceméné obsazen. Slova ,da se ukazat“ lze nahradit dvéma az ¢tyimi radky,
kde se vysvétli, ze to vSe plyne z definic. Jen to, ze jednoduché funkece jsou husté v B(X) neni definice,
ale véta.

Zavér: Student musel nastudovat netrividlni mnozstvi latky presahujici troven bakalafského studia,
zejména vétsina kapitoly druhé svédéi o tom, ze se mu to veelku podarilo. Nicméné droven prezentace i
latka toho, co dokazovat, v praci kolisd — na jednu stranu se ob¢as krkolomné dokazuji triviality (hlavné
v kapitole 1, viz mj. pozndmky 4-6), nékteré dukazy ptisobi dojmem, ze student chtél podat prosté jakykoli
dukaz, bez snahy o uhlazeni, skuteéné pochopeni a zasazeni do kontextu (viz napf. pozndmky 16-18, 23
a 24 vyse), na druhou stranu jednou je tvrzeni uvedeno bez dukazu, tiebaze dukaz je velmi snadny a
viceméné obsazen v ndsledujici pozndmce (viz pozndmka 33). Nekteré dukazy jsou odbyté a nepiesné (viz
poznamky 2, 14, 22, 25, 31), nékteré vyslovené chybné (viz poznamky 5(ii), 13, 30). Nékteré standardn{
znacen{ je podrobné zavadéno (viz Definice 1.1), nékteré nestandardni je pouzivédno bez vysvétleni (viz
poznamky 11 a 20). Z hlediska jazykového je v préci pouzivdn specificky mix archaického pravopisu
s hovorovymi formulacemi, které do psaného odborného textu nepatti, tfebaze se pro oziveni pouzivaji
béhem predndsek (viz napt. pozndmky 7, 9, 10, 21, 22(ii)). R4d bych, aby student pti obhajobé vyjasnil
poznamku 13 a vyjadiil se k otdzkdm z pozndmek 1(i) a 23(v).

Ptes uvedené vyhrady, i pfesto, ze je prace zbytecné dlouhd na iikor kvality zpracovani, se domnivam,
ze predlozend prace splnuje pozadavky kladené na bakalaiskou préci.
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