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Abstrakt

Tato bakaldrska prdce se zabyvd bezestrojou definici polynomidlnich
funkci. Hlavnim cilem je étendie obeznamit nejen s touto definici, ale
mysleno: zdkladni funkce, schéma skldddni funkci, rekuzivni schémata

a polynomidlni podminky. Béhem prdce bude ¢tendr mimo jiné svédkem
odvozeni nejzndméjsich polynomidlné omezenyjch funkct, jako jsou ndsobend,
séitant, nebo jiné aritmetické funkce. Odvozeny vSak budou i zajimavéjsi

a netradicni funkce, jako je funkce smash, nebo mocnéni v moduldrnim
prostoru Zy,.

Abstract

This thesis focuses on machine-free definition of polynomial functions.
The main goal is to not only make the readers familiar with this de-
finition, but also to introduce them to the other pivotal terms of this
thesis. The other pivotal terms are: basic functions, function composi-
tion, recursive schemes a polynomial conditions. Throughout the thesis
the readers will be introduced, among other things, to derivation of
the most used polynomially bounded functions, like multiplication, ad-
dition, or other arithmetic functions. Other interesting, less common
and non-traditional functions, such as the Smash function or power
function in modular space Z, will be showcased.
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1 Uvodem

Tato prace se bude vénovat definici polynomidlnich funkci beze strojové de-
finice. Prace bude postupovat soubézné s ”A. Cobham. The Intrinsic Com-
putational Difficulty of Functions,”, nicméné formalné se bude drzet spise
”Samuel R. Buss. Bounded Arithmetic”a bude lehce ¢asteéné inspirovana
praci ”P. Mach. Bezestrojova charakterizace funkci pocitatelnych v poly-
nomialnim case”.

V druhé kapitole bude ¢tenafr sezndamen se zakladnimi strojovymi defini-
cemi. Mezi tyto terminy patii definice slozitostnich t¥id (konkrétné definici
tiidy O(g) a t¥idy poly(g)), ¢asové funkce stroje T" a polynomomidlniho
casu.

Na strojové definice navazuje definice sedmi zakladnich funkci, na kterych
bude tato prace stavét. Mezi tyto funkce patii konstantni nulova funkce,
funkce projekce proménnych, funkce naslednika, dvé funkce pro bitové pro-
suny a dvé vétvici funkce. Tyto funkce budou spolu se schématem pro
sklddanani funkei detailnéji predstaveny pomoci piikladi odvozeni nékolika
jednoduchych funkei (véetné odvozeni nékterych trividlnich funkef).

Ve ¢tvrté kapitole jsou definovany dvé rekurzivni schémata. Konkrétnéji
schéma pro délkovou rekurzi a schéma pro polynomialni rekurzi. Ctenafi bu-
dou opét predstaveny pomoci odvozeni nékolika jednoduchych funkci. Tyto
funkce budou poté pouzity v dukazu ekvivavelnce téchto schémat. Pomoci
zakladnich funkei, schématu skladani funkci a rekurzivnich schémat defi-
nujeme pojem polynomidlné omezené funkce. Pomoci pojmu polynomialné
omezené funkce definujeme pojem polynomidlni podminky a polynomialni
mnoziny. U polynomidlnich podminek dokazeme uzavienost na vyrokové lo-
gické operace a na omezenou kvantifikaci. V Sesté kapitole jsou vyjmenovany
nejznaméjsi funkce, které pocitaji v polynomialnim ¢ase. O téchto funkcich je
dokdazano, ze jsou polynomidlné omezenymi funkcemi. Mezi zminéné funkce
patii naptiklad s¢itani, ndsobeni, nebo funkce modulo. Zminény jsou ovsem i
zajimavéjsi funkce, jako je funkce smash, nebo funkce pro mocnéni v prostoru
7. Posledni kapitola bude vedena v neformalnim duchu v zdjmu vyhnuti se
zbyteénému formalizmu. Nejdfive budou nastinény moznosti kédovani po-
sloupnosti pomoci gédelova ¢isla pro posloupnost. Zminény budou jednotlivé
funkce, které jsou tieba odvodit, aby bylo kédovani pouzitelné.



2 Pocatecni definice

V této kapitole definujme zakladni strojové definice pro polynomidlné pocitatelné
funkce. Mezi tyto pojmy patii vypocetni tiidy O(g)apoly(g), ¢asova funkce
stroje T, definice polynomiédlniho ¢asu. Definice jsou piimo piejaté z [6].
Definujme t¥idy funkci na N takto:

Definition 2.1. Ttidy funkci na N
Necht g : N — N. Definujme t¥idy funkei:

O(g) :={f :N — N : existuje pfirozené ¢islo k > 0 tak, ze f(n) < k-g(n)},
poly(g) :== {f : N — N : existuje polynom p(n) tak, ze f(n) < p(g(n))}.

Daéle definujme ¢asovou funkci stroje T', za stoj berme pro jednodu-
chost jednosmérny jednopaskovy turingiv stroj. Definici turingova stroje
lze nalézt napiiklad zde[6].

Definition 2.2. Casové funkce stroje T
Definujme funkci f : N — N urcenou k vypoctu ¢asové slozitosti stroje nad
vstupnim slovem y € {1,0}".

f(n) = maz{vypocetni ¢as nad slovem y € {1,0}"}

Na zéavér kapitoly definujme nejdilezitéjsi z definic v této kapitole. De-
finici stroje pracujictho v polynomidlnim case.

Definition 2.3. Polynomidlni cas

Rekneme, ze stroj T pracuje v ¢ase (nanejvys) fadové g(n), jestlize jeho
casovd funkce f(n) = O(g(n)). Reknéme, ze stroj T pracuje v poly-
nomidlnim case, je-li f(n) = poly(n).

3 Defini¢éni obory v této praci

Diive nez zacneme s bezestrojovymi definicemi, tak definume defini¢n{ obory
funkei v této préaci. V dalsim textu se omezime pouze na ptirozend ¢isla. Po-
kud nebude feceno, pak 1ze o kazdé funkce f s k proménnymi predpokladat,
7e se jednd o funkei f : N¥ — N.



4 Mnozina zakladnich funkci

V této kapitole definujeme mnozinu elementarnich funkci inspirovanou prevzatou
ze zdroju [1], [3] a doplnénou funkci projekce z [4]. Déle definjeme schéma pro
skladéni funkei prevzaté z [4]. Jednotlivé elementarni funkce si predstavime
a pomoci skladani funkci odvodime pro ukazku nékolik jednoduchych funkeci.

Definition 4.1. Definice zakladnich funkci Definujme 7 zakladnich funkei.
Seznam 6 zakladnich funkei je pfevzaty z praci [1] a [3]. V rdamci zachovani
formalizmu doplnéna 7. Funkce z knihy [4], kterd slouzi pro préci s parametry
funkce.

(1) z : x — 0 (Konstantni nulové funkce)
(2) i :  — z; (Projekce proménnych)
(3) s(x) : x — x + 1 (Funkce néslednika)
(4) asr(z) : z — |z/2] (Bitovy posun vpravo)
(5) asl(z) : x — z - 2 (Bitovy posun vlevo)
1 if z<y ,

<uy: _ S

(6) r<y:x+—> { 0 if x>y (Mensi rovno)
. y if >0 e

(7) Choice(x,y,z) : z — i z—0 (Vybérova funkce)

Kdyz mame definovany zdkladni funkce, definujme schéma pro jejich
skladani definované v [4]. Schéma sklddani slouzi k slozeni funkce g s dalsimi
funkcemi. Kazda z funkei je nasycena pomoci & proménnych. Tyto na nasy-
cené funkce jsou nasledné dosazeny do funkce g.

Definition 4.2. Skladani funkci

Necht ¢ je funkei n proménnych a fi ..., f, jsou funkcemi k proménnych.
Pak pro odvozeni funkce f (n proménnych) pomoci slozeni funkci g a f1,. .., fn
(znac¢me go|[f1,..., fn] pron >1a go fi pron =1). Pro kazdé z a z plati

flz) ==
Praveé tehdy kdyz plati:

g(f1<£)v .- 7fn(£)) =z



4.1 Rozbor mnoziny zakladnich funkci

V této kapitole se detailngji podivame na zdkladni funkce z minulé ka-
pitoly. Jednotlivé funkce si predstavime detailnéji a ukazeme si piiklady
pouziti sklddani funkei. Mimo jiné si v této kapitole predstavime a odvodime
nékteré z trividlnich operaci prevzatych z [4]. V praci vSak nebudou odvo-
zeny vSechny z primitivnich operaci vzhledem k tomu, Ze jejich odvozeni
je spiSe technickym dukazem. Pokud by ¢tenai mél zdjem, pak muze najit
odvozeni vsech ¢tyt funkei v [4]. Jako prvni z primitivnich operaci odvod'me
operace pridani jalové proménné(terminologie prevzata ze zdroje). Tato ope-
race slouzi pro k odvozeni funkce k+ 1 proménnych z funkce k proménnych.

4.1.1 Projekce proménnych
Projekce

Theorem 4.3. Schéma pridand jalové proménné je odvoditelné pomoci zdkladnich
funkci a schématu pro skldddand funkci

Proof. Nechf f je funkce N* — N, kde n > 0. Definujme funkci g :
N7+l 5 N, pro kterou plati Vz,y € N : f(z) = g(z,y).

g(x1,. . 1) = fAEY, . 1) (21,0, X))

4.1.2 Funkce naslednika

Funkce naslednika je funkei jedné proménné, ktera pricte jednicku k &islu x.

Odvod'me schéma pro odvozeni libovolné konstantni funkce. Funkce je
odvozeny pomoci slozeni konstantni funkce pro nulu, kterd je c-krat slozena
s naslednickou funkci. Za zminku stoji, ze funkce pro odvozeni konstantni
funkce neni jedna, nicméné kazda z konstantnich funkci musi byt odvozena
samostatne.

Theorem 4.4. Konstatni funkce jsou odvoditelné pomoci zdkladnich funkci
a schématu pro skldddnd funkci

Proof. Necht ¢ € N je libovolnd konstanta. Odvodme konstantni funkci
f:N — N pro tuto konstantu nasledovné:

o(x) = (30 -0s02)(x)

c-krat pouzita funkce s
Cimz dostaneme funkci generujici konstantu c.

Podobnym zptisobem, jako jsou odvozeny konstantni funkce, 1ze odvodit
schéma pro pficteni konstanty k ¢islu. Funkce pro pfi¢teni konstanty je od-
vozena pomoci ¢ pouziti naslednické funkce na proménnou x. Opét se jedna
o schéma a je tedy tieba pro kazdé ¢ odvodit samostatnou funkci.



Theorem 4.5. Funkce pro prictent konstanty(z+c) jsou odvoditelné pomoct
zdkladnich funkci a schématu pro skldddani funkci

Proof. Nechf ¢ je libovolnd konstanta a necht x je vstupni proménnd, pak
funkci f : N — N definujme takto:

f(g):(So---os)oi%)(ml,...,xk)
~—_———

c-krat pouzita funkce s

Druhou z primitivnich operaci je schéma pro dosazeni konstanty do
funkce. Uvazujme funkci £ proménych, kde k£ > 0. Pomoci operace dosa-
zeni konstanty do funkce vytvorime funkci & — 1 proménnych fi, jelikoz
dosadime konstantu c¢ za jednu z proménych. Schéma je odvozené manipu-
laci proménnych pomomoci funkce projekce proménnych.

Theorem 4.6. Schéma pro dosazeni konstanty do funkce je odvoditelnd po-
mocit zdakladnich funkci a schématu pro skladdni funkci

Proof. Necht f je funkce N* — N, kde n>0. Definujme funkci g : N*~1 —

N pro kterou plati: Vzq,...,2, € N ¢ f(x1,...,25-1,6,Tj41,...,Tp) =
g(z1,...,2n—1), kde ¢, j jsou pfedem zvolené konstanty.
9(T1, - T, Ty 1, - Tn) = f(G, g, 6 i) (2 T

4.1.3 Bitové posuny

Bitové posuny jsou funkcemi dvou proménnych, které pracuji s bitovou po-
dobou ¢isla. Bitovy posun vpravo zkrati ¢islo o posledni (nejméné vyznamny
bit), zatimco bitovy posun vlevo piidd k ¢islu jeden nulovy bit zprava (na
misto nejméné vyznamného bitu). Pokud pouzijeme na ¢islo z bitovy posun
vpravo a poté na vysledek bitovy posun vlevo, pak dostaneme opét ¢islo x.
Definume takovymto zptisobem funkei identity.

Theorem 4.7. Funkce identity - (Id(x)) je odvoditelnd pomoci zdkladnich
funkci a schématu pro skladdand funkci

Proof. Necht z je proménné. Odvodme funkci identity f: N — N

asr(asl(z))

Definici bitovych posunti umoznuje bitovy posun pouze o jeden bit. V
pozdéjsich kapitolach této prace odvodime bitové posuny vlevo a vpravo o
délku vstupni proménné. Nyni odvodme bitové posuny o konstatni pocet
bit1.



Theorem 4.8. Konstantni bitovyj posun vlevo (v x2¢) a vpravo(5;) o c biti
jsou odvoditelné pomoci zikladnich funkci a schématu pro skldddand funkci

Proof. Odvozeni probihd pomoci slozeni ¢ funkei stejné jako v sekci 4.1.2

4.1.4 Vétvici funkce (funkce mensi rovno a funkce choice)

Posledni dvé zakladni funkce jsou funkcemi umoznujici vétveni. Funkce bu-
dou pouzivany v dalsich kapitolach a to primarné v kombinaci s délkovou
rekurzim, ktera pracuje s jednotlivymi bity.



5 Definice délkové rekurzivnich funkci

V této kapitole definujeme dvé rekurzivni schémata. Kokrétnéji schéma pro
délkovou rekurzi a schéma pro polynomialni rekurzi. Definice rekuzivnach
schémat jsou prevzata ze zdroju [1] a [3] Kazdé ze schémat nésledné po-
popiSeme a uvedeme nékolik piikladu pouziti, aby se s nimi ¢tendi lépe
obeznamil. Nésledné s pouzitim odvozenych funkci dokazeme ekvivalenci
obou schémat. Prvnim rekurzivnim schématem je schéma délkové rekurze:

5.1 Definice rekuzivnich funkci

Definition 5.1. Délkové rekurze Necht ¢ je libovolnd funkce g : N¥ — N
pro k < 0 a f je libovolnd funkce f : N¥*2 — Npro k& < 0. Déle nechf ¢
je libovolny vhodny polynom. Pak funkce f : N¥ — N je odvozena omeze-
nou rekurzi z funkei f,g s ¢asovym omezenim |y| a prostorovym omezenim
pomoci polynomu g, jestlize pro libovolné |y| plati nésledujici:

o f(z)="(zyl)
e 7(z,0) = g(x)
e 7(z,n+1) = h(z,n,7(z,n))

A navic:
Vo < |yl(I7(z,n)| < q(|z|, [y]))

Schéma délkové rekurze pracuje s mnozinou parametru x a hloubkovou
proménnou y. Rekuze v tomto schématu mé celkovou hloubku |y|. Aktudlni
hloubka rekurze je zachycena proménnou n, kterd nabyvé hodnot 0 az |y|
(kde 0 predstavuje nejhlubsi ¢dst rekurze). Pro n = 0 je hodnota funkce
definovédna, jako vysledek funkce g(z). Hodnota funkce pro n je definovéana,
jako hodnota fukce h, do které je dosazena aktudlni hloubka n, hodnota
funkce v hloubce n — 1 a mnozina proménnych z. Pro funkci musi existovat
polynom ¢ takovy, ze pro libovolnou hloubku n musi platit (|7(z,n)| <
q(lzl; [y])

Definition 5.2. Polynomialni rekurze

Necht g je libovolna funkce g : N¥ — N pro & < 0 a f je libovolnd funkce
f : NF2 5 N pro k < 0. Déle necht p je libovolny vhodny polynom. Pak
funkce f : N¥ — N je odvozena polynomidlni rekurzf z funkei f,g s ¢asovym
omezenim pomoci polynomu g, jestlize plati nasledujici:

o flz,y) = hMa,y, f(z,|y/2]))

o f(z,0) = g(z)

A navic:
|fz,y)| < q(|z], [y])

Schéma polynomalni rekurze pracuje s pfidanim jednoho bitu na konec
¢isla. Celkovd hloubka rekurze je opét definovana jako |y|. V nulté hloubce
je hodnota funkce f definovéna, opét pomoci funkce g(z). proy 2 0

10



5.2 Pomocné funkce

V této podkapitole provedeme odvozeni nékolika jednoduchych funkei, které
budou pouzity v dikazu ekvivalence rekurzivnich schémat. Pokusme se od-
vodit funkci 1 << xo.

Excersise 5.3. Funkce z; << x9 neni odvoditelnd pomoci ze zakladnich
funkei a pomoci schémat rekurze, skladani funkci.

Uvazujme délkovou funkci, pomoci které omezime délku funkce. Vzhledem
k tomu, ze délka vysledné funkce je x x 2¢ , tak je jasné, ze polynomidlni
funkci omezit nejde. Jednd se jednoznaéné o funkci exponcidlni.

Funkce 1 << x2 je funkci exponencidlni a z tohoto duvodu se ndm ji ne-
podatilo odvodit. Uvazujme nyni funkei z1 << |x2|, kterd jiz exponencidlni
neni. Funkce bude odvozena délkovou rekurzi podle délky proménné |za|. Za
kazdy bit ¢isla xo bude na ¢islo x; pouzita funkce asl.

Theorem 5.4. Funkce f : N?> — N pro bitovy posun vlevo o y biti
(x1 << |z2|) je odvoditelnd pomoci ze zdkladnich funkci a pomoci schémat
rekurze, skladdani funkci.

Proof. pomoci rekurze

e z = {x1,72}

®Yy=22

° glz) ==z

h(z,n,7(z,n)) =7(z,n) << 1

Opét zkusme rozdélit funkci na dvé funkce a obé omezit polynomem. p; = 1
a py = |21%2l| = |z|. Neboli ¢ = |z1] + |z2| = |z

Stejnym zpusobem muzeme odvodit funkei 1 >>|z2|. Funkce bude odvozena
délkovou rekurzi podle délky proménné |xs|. Za kazdy bit ¢isla zo bude na
¢islo x1 pouzita funkce asr.

Theorem 5.5. Funkce f: N? — N pro bitovsj posun vpravo o |y| biti
(x1 >> |x2|) je funkce odvoditelnd pomoci ze zdkladnich funkci a pomoci
schémat rekurze, skladdni funkci.

Proof. Odvodme pomoci délkové rekurze.

e z={x1,y}

I
<

() =2
(z,n,7(z,n)) =1(z,n) >1

o
>

11



Vzhledem k tomu, ze délku ¢&isla 1 zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem ¢q = (|z1).

Odvod'me funkci pro podminéné odecteni jednicky. Algoritmus pro odectent
¢isla jedna spociva v inverzi v8ech nulovych biti na konci ¢isla az po prvni
nenulovy bit(véetné tohot bitu). Odvozeni probihd pomoci délkové rekuze
probiha tak, ze jsou umazény vSechny nulové bity. Déle je invertovan prvni
nenulovy bit a ¢islo na éislo je pouzivand funkce asl dokud asl(7(z,n)) < z
(dokud by pouzitim funkce asl nezniklo ¢islo vétsi nez x) .

Theorem 5.6. Funkce f : N* — N pro odectent jednicky (z = 1)
je funkce odvoditelnd pomoct ze zdkladnich funkci a pomoci schémat rekurze,
skldadanit funkct.

Proof. Nejdiive si pripravime funkci f, kterd smaze vSechny nuly na konci
cisla.
°*z
[ J y —
e glz) =z
[ asr(r(z,n)) if 7(z,n)[0]=0
* Mz,n,7(z,n)) { T(z,n) if Jinak

Vzhledem k tomu, Ze délku ¢isla x1 zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem q = |x|

Dale si odvodime funkci —1, tak Ze jednicku na koci ¢isla prepiseme na nulu
a doplnime adekvdtni pocet nul pomoci rekurze. Za zminku stoji fakt, Ze
takovdto funkce nijak neovlivni éislo 0.

z = {z}
o y==x
g(z) = AddToEnd(asr(f(x)),0)

B [ asl(t(z,n)) if asl(t(z,n)) <z
e =h(z,n,7(z,n)) = { 7(x,n) if Jinak

Vzhledem k tomu, Ze délku ¢isla x1 zmensujeme, tak muzeme omezit poly-
nomem q = |x|

V dalsi podkapitole budeme dokazovat rovnost polynomialni a délkové re-
kurze. Pro dukaz této rovnosti bude potieba odvodit funkci délkového odéitani,
neboli rozdil ¢isla x1 a délky ¢éisla x9. Odvozeni probihd pomoci délkové re-
kurze, tak ze je za kazdy bit ¢isla x9 od ¢isla x; odectena jednicka.

12



Theorem 5.7. Funkce f : N2 — N pro délkové odéitdni (x1—|xa|) je funkce
odvoditelnd pomoct ze zdkladnich funkci a pomoci schémat rekurze, skldddni
funkct.

z = {x1, 22}

® Y=2I2
e g(z) =z

| 1(z,n)) =1 if n|<x
e h(z,n,7(z,n)) —{ r(z,n)) if Jinak i

Vzhledem k tomu, Ze délku éisla |x1| zmensujeme, tak miuZeme omezit poly-
nomem g = (|z]).

6 Ekvivalence délkové rekurzivnich funkci

V této sekci ukazeme rovnost rekurzivnich schémat. Pfi odvozovani budeme
znacit odvozované schéma a jeho proménné s aspostrofy, aby se mohli ve
funkcich vyznat.

Theorem 6.1. 5.1 — 5.2
Dukaz.

Nejdfive zvolme vhodné proménné pro dosazeni do funkce 5.1

o 2 =1,

e 4 =y (v nultém kroku rekurze)

o g'(2') = g(i})
o W2y, (&, [y'/2])) = h(i{, li3], i)
Dokazme ekvivalenci na nulté hladiné rekurze. Tato ekvivalence je trividlni,

vzhledem k tomu ze byla zvolena totozna funkce g a do ni dosazena totozna
mnozina x.

Déle si dokazme ekvivalenci f(z,y') = f(z,y)

F@ ) =n@ o, f@ 1y /2]) = b, 13],53) = h(, |y'], 7' (2, )
= h(z,n,7(z,n)) =71(z,n+1) = f(z,y)
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Funkce A’ na n-té hladiné rekurze dosadi proménné z, |y| a |y'/2]) do
funkce h(do funkce h, kterd byla pouzita pfi odvozeni pomoci délkové re-
kurze). Vzhledem k tomu, Ze |y| je souc¢asnou hloubkou rekuze a, ze |y'/2])
je vysledkem funkce f v hloubce n—1, tak jsme funkci h predali stejné para-
metry, jako funkce 7 pfi odvozeni pomoci délkové rekurze. Z tohoto divodu
je jasné, ze pro vSechny z,n plati f/(2/,y') = 7(z,n + 1), coz jsme chtéli
dokazat.

(Jinymi slovy jsme opét pouzili volani funkce h tentokrat z dukazu po-
moci polynomialni rekurze a této funkci jsme piedali stejné parametry, jako
polynmialni rekurze. Diky ¢emuz Dostaneme na kazdé drovni rekurze stejny
vysledek, jako polynomidlni rekurze.

O

Proof. f"(x1,x9) zkrati ¢islo x na délku y lze odvodit pomoci délkové
rekurze

Dikaz.

o = {x1,22}

e y=1
e g(z) =m

[ asr(tau(z,n)) if tau(z,n) > xo
* hz,n,7(z,n)) _{ tau(z,n) if Jinak

Vzhledem k tomu, ze délku ¢isla |z1| zmensujeme, tak muzeme omezit po-
lynomem ¢ = (|z|). O

Theorem 6.2. 4.2 — 4.1

Dikaz.
e 2/ =,y (kde se jednd o y v nultém kroku rekurze)
e ' =y (v nultém kroku rekurze)
o g'(z,y) = g(i})
o W(z,y,y, fl(2 [y'/2]) =

Dokazme ekvivalenci na nulté hladiné rekurze. Tato ekvivalence je trivialni,
vzhledem k tomu zZe byla zvolena stejnd funkce g a do ni dosazena stejna
mnozina x.

f@,0)=7(,0) = ¢(2) =4 (z,y) = g(i1) = g(z) = f(z,0)

14



Rad bych neni probral jednotlivé rovnosti v této ekvivalenci. Prvni a druha
rovnost plyne z definice délkové rekuze. Tteti rovnost plyne z toho, jak jsme
si definovali z. Ctvrta rovnost plyne z toho, jak jsme si nastavili funkei ¢’
P4t4 rovnost plyne z definice projekce proménych. Sestd rovnost pak plyne
z definice funkce z’. Sestd rovnost plyne z definice délkové rekurze. Timto
jsme dokézali bazi indukce.

@y, y) =7 (@ yn +1) =W (z,yn, 7 (2,y,n) = h(if, f"(i3,13),i])
= h(z, f"(y,n'), m(x,n)) = hz,y, f(z, [y/2]) = f(z,y)

Opét proberme rovnosti. Prvni rovnost plyne z nasi definice  a definice
délkové rekurze. Druha rovnost vyplyva z definice délkové rekurze. Tieti
z rovnost vyplyva z toho jak jsme si definovali funkci h. Ctvrtd rovnost
argumentu je trividlni. Druhé argumenty jsou vysledkem definice funkce
f"". Rovnost tietich argumentu vyplyva z indukéniho predpokladu. Posledni
funkce vyplyva z definice plynomialni funkce. Rovnost délkovych omezeni je
trivialni.

O]
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7 Polynomialné pocitatelné funkce s polynomialni
podminky

V této kapitole definujme pojmy polynomidlné pocitatelné funkce, poly-
nomidalni podminky a pojem polynomidlni mnoziny. Definice polynomialni
podminky je inspirovdna knihou[4], definice polynomidlné pocitatelné funkce
je prevzata z [1]. Kapitola se bude zabyvat predevsim rozborem polynomialnich
podminek. Bude dokézana uzavienost polynomialnich podminek na vyrokové
operace a omezenenou kavantifikaci (které bude také definovéna v této ka-
pitole).

Definition 7.1. Polynomialné pocitatelné funkce

Definujme mnozinu polynomiélné pocitatelnych funkci, jako mnozinu vsech
funkci, které jsou ze zékladnich funkci odvozeny pomoci schémat skladani
funkei, délkové rekurze a polynomidlni rekurze. Nasledujici definice charac-
teristické funkce je prevzata z [6].

Definition 7.2. Charakteristickd funkce
Charakteristickou funkei mnoziny A je funkce(s definiénim oborem A)
xa:A — {0,1} definovand predpisem

1 if xeA
xald) _{ 0 if Jinak

Definition 7.3. Polynomialni mnozina a polynomialni podminka
Definujme polynomialni mnozinu, jako libovolnou mnozinu, jejiz charakte-
risticka funkce je polynomidlné pocitatelnou funkci. Takovouto charakteris-
tickou funkci budeme nazyvat polynomialni podminkou.

Uved'me dikazy uzavienosti polynomidlnich podminek na jednotlivé ope-
race. Samotné dukazy nejsou nijak slozité a jsou jednoduSe pochopitelné.
Principem dukazu je fakt, ze polynomialni podminkou jsou zaroven poly-
nomialné pocitatelnymi characterisctickymi funkcemy a proto na né muzeme
aplikovat schémata pro skladani funkci a rekurzivni schémata. Pokud bude
vyslednd funkce f funkcei do mnoziny {0, 1}, pak je polynomiélni podminkou.

Theorem 7.4. Uzavrenost polynomidalnich podminek na negaci(—p)

Proof. Necht ¢ je polynomialni podminkou. Pak polynomiélni podminku
1, jez reprezentuje jeji negaci, odvodime takto:

P=¢p<0

Theorem 7.5. Uzavrenost polynomidlnich podminek na konjunkci(o A1)
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Proof. Necht ¢ a 1 jsou polynomidlni podminky. Pak polynomidlni podminku
X, jez reprezentuje jejich konjunkci, odvodime takto:

X = Choice(i, %, 0)

Theorem 7.6. Uzavienost polynomidlnich podminek na disjunkci(o V )

Proof. k Necht ¢ a % jsou polynomidlni podminky. Pak polynomidln{
podminku y, jez reprezentuje jejich disjunkci, odvodime takto:

X =(p A=)

Theorem 7.7. Uzavrenost polynomidlnich podminek na vSechny viyrokové
logické operace

Proof. V ptedchozich dikazech bylo dokazéana uzavienost na negace, dis-
junkci a konjunkci. Vzhledem k tomu, zZe tyto t¥i operace tvoii iplny systém
logickych spojek, tak mame dokazano.

Definition 7.8. Délkové omezenda kvantifikace

Necht (¢)(z) je polynomidlni podminkou a necht z,y € z, pak definujme
délkové omezenou kvantifikaci jako jednu z formuli ve tvaru:

o Vy < |a|(¥)(z)
o Vy < |x|(¥)(z)
o Jy < |xf(¥)(z)
o Jy < |xl(¥)(z)

V nésledujicim odvozeni bude z polynomidlni podminky (¢)(x,y) odvozena
polynomidlni podminka Yy < |z|(¢))(z,y). Odvozeni probéhne odvozenim
funkce (x)(z,2) pomoci polynomidlni rekurze dle proménné z. v kazdém
rekurzivnim kroku bude do funkce (1) dosazena hodnota proménné z a
vysledek bude zkonjunktovan s (x)(|z/2],z). Bude tedy platit:

(X)(y,&) = (¢)(£7 0) N (1/1)(% 1)/\7 ) /\(?P)(L y)

Definition 7.9. Polynomidlni podminky jsou uzavieny na omezenou kvan-
tifikaci

Proof. Necht (¢)(z,y) je polynomidlni podminkou. Odvodme funkci
Vz < la|(¥)(z)

(0)(22,2) = (X)(z,2) A (V)(2), [22])
() (z, [22 + 1)

—~
-
—~
DO
I3
+
\t—‘
&
~—
I
S
—~
n
&
~—
>
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8 Odvozeni funkci s pouzitim rekurze

8.1 Pripravné funkce

Pred tim, nez si odvodime polynomalni funkce je vSak tieba si odvodit
jednodussi funkce, které nam pomohou k odvozeni dalsich funkci. Prvni z
funkci, které budeme odvozovat je funkce pro ptristup k n—tému bitu zprava,
s tim zZe se budeme drzet programéatorského kodexu a budeme ¢islovat od
nuly.

Theorem 8.1. z[y]

Necht x je cislo, ve kterém chceme zndt velikost y-tého bitu. Dohodnéme
se, ze podle programdtorské tradice budeme céislovat bity od nultého bitu.
Nejditve odvod'me funkci g, kterd ndm vrdti vijsledek pro y < |z|

[0 if (z>>y) <asl(z>>s(y))
9(z,y) { 1 if Jinak

Nyni odvodime funkci f, kterd bude fungovat pro libovolné ¢islo.

[0 if y> |z
@) { g(x,y) if Jinak

Omezme polynomem q = 1

Dalsi z funkci, kterou budeme odvozovat, bude konkateéni funkce. Tato
funkci provede konkatenaci ¢isla s bitem. Dalo by se tedy fici, ze provede
konkatenaci libovolného ¢&isla s ¢islem jedna, nebo nula. Tuto funkci ocenime
predevsim pii kédovani posloupnosti v dalsi kapitole.

Theorem 8.2. AddToEnd(x1,x2)
Odvod'me si funkci AddToEnd(z1, x2) kterd na konec bindrniho zdpisu ¢isla
x1 doplni éislict x2, kde xo je éislice 1, nebo 0.

asl(xl) Zf €To < 0

f(@.y) :{ s(asl(z1)) if Jinak
Omezme polynomem q = |z1| + 1

Predposledni z odvozovanych funkci je funkce pro reverzi bitu. Tato funkce
provede reverzi bitu v &isle. Nicméné pro nékterd ¢isla by se nékteré bity
ztratily. Pravé z tohoto duvodu je tato funkce bindrni s tim, ze jako druhy
argument je ¢islo délky nula, neboli bit. Tato bit je funkci umistén na zacatek
Cisla a muze tak zamezit ztraté nul. Je tieba poznamenat, ze zvoleni nuly,
jako druhého argumentu nijak neupravi vysledek.

Theorem 8.3. ReverseBits(x1, x2)
Definujeme funkci, kterd bude slouZit, jako reverze bitu cisla. Mdame navic
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moznost pridat xo pred reverzi, coZ se nam hodi, pokud hrozi ztrdta nulovych
bitu na konci c¢isla.

o x=ux;2
o y=|zl
e g(z) =22

h(z,y, f(z, [y/2])) = AddToEnd(f(z, [y/2]), z1[y])
Omezme polynomem q = |x1 + x2|

Posledni z pomocnych funkeci je zbytek po déleni dvéma. Tato funkce je
shodna s funkci, jez pfecte posledni bit.

Theorem 8.4. %2
Odvodime funkci pro modulo dvéma

NN
”’2_{ 0 if x[0]

1
0

Omezme polynomem q = 1

8.2 Aritmetické funkce

Dale odvodime aritmetické funkce, tedy ty polynoimalni funkce, jez pouzivame
nejcastéji. Jmenovité se jedna o funkce plus, minus, krat, déleno a modulo.
Zatneme s funci s¢itani, kterd bude odvozena pomoci délkové rekurze. Re-
kurze pujde od nejvice signifikantniho bitu (zleva). Rekurze

Theorem 8.5. 1 + 29

r Odvodvodime funkci pro séitani dvou cisel, pomoci délkové rekurze. Funkce
f bude na hloubce n vracet soucet hornich n biti z obou ¢isel (jsou pocitiny
i nuly v pripadé ruzné louhyjch éisel).

e z={z,y}
* Y=y
e g(z): 0

| AddToEnd(s(t(z,n)),z[n] Ayln]) if x[n]Ayn]
M.y, f(z, [y/2])) : { AddToEnd(t(z,n)), z[n] A y[zwjz]) if Jinak !

Omezme polynomem q = |x1| + |z2|
Funkce f bude vsak fungovat pouze v pripadé, ze y je vétsi z obou Cisel.

Uvazujme tedy funkci fi : fi : { ;Eji;y >z N

Dale si odvodime funkce, pro soucet dvou ¢isel. Je tfeba poznamenat, ze s
pomoci polynomialni rekurze a funkce pro s¢itani je odvozeni nasobici funkce
velice intuitivni a jednuduché.
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Theorem 8.6. x1 * 29
Odvodime funkci pro ndasobeni dvou cisel.

x1 * 2(ze) = asr(xy * x2)
x1 % (229 + 1) = asr(xy x x2) + 21
1 x0=0

Omezme polynomem q = |x1 + 2]

Dalsi z aritmetickych funkci je funkce pro rodil dvou éisel. Jeji odvozeni
nebudu uvddét, jelikoz $kolni algoritmy pro séitani a odcitdni funguji velice
podobné.

Theorem 8.7. x1 — 29
Odvozeni minusové funkce je wvelice podobné odvozeni funkce pro scéitdani.
Nicméné se pri odvozeni pouZivd funkce =—1.

Jako predposledni z aritmetickijch mdme funkci pro zbytek pri délent, neboli
funkce modulo. Odvozneni funkce je velice prosté, jelikoZ vyndsobeni cisla
dvéma znamend i vyndsobeni zbytku dvéma. Stejné zvétseni ¢isla o jedna
znamend zvétsent zbytku o jedna.

Theorem 8.8. 1 % o
Nejdrive si odvodime funkci g:

(w x): 1 ifﬁC1<$2
g\*1, 22 r1 —x2 if Jinak

Nyni odvod'me funkci modulo:

2x1 % xe = g(asl(z1 % x2), x2)

(2z1 + 1) %xe = g(s(asl(x1) + z2))
0%xo=0

Omezme polynomem q = |x3]

Posledni z aritmetickych funkei je funkce pro déleni dvou é&isel. Odvozeni
pracuje s tim, ze pokud vynasobim ¢islo dvéma, pak je vynésoben dvéma i
vysledek déleni a zbytek po déleni.

Theorem 8.9. z1/x9
Odvodime si funkci pro déleni:

(221 + 1) /22 = 2(x/y) + (2(z%y) + 1) %y)
(221) /22 = 2(x/y) + ((2(z % y)) % y)
0/%2 =0

Omezme polynomem q = |x1]|
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8.3 Zajimavé funkce

V této sekci se podivame na funkce, které jsou zajimavé tim, ze obsahuji
exponencidlni funkci. To je zajimavé z toho hlediska, ze vSechny problémy,
které jsou exponencidlné naro¢né nejsou zpravidla polynomidlni. Nicméné,
vS8echny funkce které se ndm povede odvodit pracuji v polynomidlnim case
i presto, ze obsahuji ve svém piedpisu funkci mocniny. Prvni z takovych to
funkci bude x1 na délku xs.

Theorem 8.10. 2/%1

(@, y, f(z, [y/2]) : 7(z,m) 2
Omezme polynomem q = |x1 + 2|.

Dalsi ze zajimavych funkei je takzvana funkce ”Smash”. Tato funkce dokonce
obsahuje nasobeni uvniti exponencialni funkce a mohlo by se zdat, ze se
jedné o funkci exponencidlni. Jedna se vSak o funkci polynomidlni.

Theorem 8.11. Smash(Q‘“'*W')

e z = {1, 72}
T
(z):1
(2,9, £z, 19/2))) s 7l,m) » 20

Omezme polynomem q = (|x1| 4+ 2) * (|z2| + 2).

D‘Q

Dalsi z odvozovanych funkci je nékolikrat zminéna exponencidlni funkce. O
této funkci je jasné, ze nepatii do mnoziny polynomidlnich funkci a dukaz
musi tedy nékde selhat. Odvozeni ukazuje kde presné dikaz selze.

Excersise 8.12. 27>
Pokusime se odvodit mocninou funkei:

® T = {.’L’l,l’g}

* Yy=1a2

e g(x):1 |
s ste b = { TR E T
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Pokud se podivdme na funkci, tak je jasné, ze pocet rustu cifer je expo-
nencialni a neptijde tedy omezit polynomem.

Posledni ze zajimavych funkci je exponencialni funkce v prostoru modulo x3.
Fuknce se opét zda exponencidlni, nicméné nikdy nelze dojit k mezivysledku
vet$imu nez xz. A proto pujdé tato funkce pomoci x3 omezit.

Theorem 8.13. z{?mod z3

.
<
Il

2

L = {$1,$2,$3}
X
1

(
Wy, (. 1y/2])) : {

L ]
s}
18
~

(T(z,n) *7(z,n)) %3 if xon—1]=0
(t(z,n) *7(x,n) *x1) %xs if Jinak

Staci nam omezit polynomem q = |x3]
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9 Koédovani posloupnosti

V této kapitole neforméalné predstavime jeden z moznych zpusobu kédovani
posloupnosti. nejdfive definujeme godelovo ¢islo pro posloupnost. Pro kddovani
posloupnosti je potieba definovat tii zdkladni funkce. Témi jsou funkce pro
odmazini posledniho ¢lenu posloupnosti, funkce pro pridani nového ¢lenu
posloupnosti a funkce pro vybér ¢lenu z posloupnosti. VSechny tii funkce
jsou velice jednoduse odvoditelné pomoci délkové rekurze a jsou prenéchany
¢tendfi. N8sledujici definice Godelova ¢isla je prejatd ze zdroje [3].

Definition 9.1. Goédelovo ¢islo pro posloupnost

Necht M = {xg,...,z,} je mnozina proménnych, na které muzeme defi-
novat uspofaddni pomoci indexu éisel. Gédelovo ¢islo pro mnozinu M, na
které jsme si definovali upotraddni pomoci indext, dostaneme takto. Vez-
meme konkatenaci binarnich reprezentaci Cisel xzg az x, s tim, Ze jednot-
livé ¢ila oddélime ¢arkami (¢isla konkatenujeme pomoci naseho usporadani).
Vysledkem bude fetézec nul, ¢arek a jednicek. Vezméme reverzi tohoto fetézce
a provédme simultdlni substituci 10 za 0, 11 za 1 a 00 . Vysledek muZeme
precist, jako binarni ¢islo. Toto ¢&islo prohlasme za Godelovo éislo pro po-
sloupnost < z, . .., z, >. Cislo 0 povazujme za prazdnou posloupnost (zna¢me
<>).
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10 Zavérem

Prace se zabyvala bezestrojovou definici polynomidlné pocitatelnych funkei
a byla silné inspirovdna pracemi [1] a [3]. Ve dvou uvodnich kapitolach
jsme nastinili, jakym smérem se se bude prace ubirat a definovali jsme
zékladni definice strojové definice ohledné polynomidlnosti. Dale jsme defi-
novali zakladni funkeci a schéma pro jejich sklddani a dvé rekurzivni schémata.
Ctensr byl se zdkladnimi funkcemi obeznamen diky odvozeni nékolika funkci
a dikazu ekvivalence mezi rekurzivnimy schématy. Poté byly definovany
pojmy polynomidlné pocitatelné funkce, polynomialni podminky a poly-
nomialni mnoziny. U polynomialnich podminek byla dokazdna uzavienost
na vyrokové logické operace a omezenou kvantifikaci. Posledni dvé kapitoly
této prace byly vedeny v neformalnim duchu. Na zavér prace byly nastinény
moznosti pro definici kédovani.
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