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Abstrakt: Tato diplomova préace se zaméruje na statistickou inferenci v modelech
zalozenych na kopulich. Popsany jsou zakladni pojmy teorie kopuli, nasledné jsou
prezentovany metody pro statistickou inferenci. Ty jsou rozliSeny do t¥i hlav-
nich skupin. Prvni z nich jsou parametrické metody odhadu parametru kopule,
které predpokladaji plné parametrickou strukturu modelu, tedy jak pro sdruzené,
tak pro margindlni rozdéleni. Druhou skupinou jsou semiparametrické metody
odhadu parametru kopule, které oproti parametrickym metodam nekladou pa-
rametrické predpoklady na marginalni rozdéleni. Posledni skupinou jsou testy
dobré shody urcené k testovani hypotéz, zda zkoumana kopule nalezi do nékteré
dané rodiny kopuli. Prace je v zavéru doplnéna o simulac¢ni studii, kterda zkouma
zavislost pozorovaného pokryti asymptotického intervalu spolehlivosti pro para-
metr kopule na rozsahu vybéru. Pro tuto studii byla vybrana metoda zalozena
na pseudoveérohodnosti, tedy jedna z nejpouzivanéjsich semiparametrickych me-
tod odhadu. Ukazuje se, ze pro vétsinu zkoumanych rodin kopuli je pozorované
pokryti velmi blizké teoretickému pro vybéry rozsahu 50 a vice. Pro Frankovu
a Gumbel-Hougaardovu rodinu se ukézaly dostatecné jiz vybéry o rozsahu 30
pozorovani.
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Title: Statistical inference in multivariate distributions based on copula models
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Abstract: This diploma thesis aims for statistical inference in copula based mo-
dels. Basics of copula theory are described, followed by methods for statistical
inference. These are divided into three main groups. First of them are para-
metric methods for copula parameter estimation which assume fully parametric
structure, thus for both joint and marginal distributions. The second group con-
sists of semiparametric methods for copula parameter estimation which, unlike
parametric methods, do not require parametric structure for marginal distributi-
ons. The last group describes goodness-of-fit tests used for testing the hypothesis
that considered copula belongs to some specific copula family. The thesis is ac-
companied by a simulation study that investigates the dependence of the observed
coverage of the asymptotic confidence intervals for copula parameter on the sam-
ple size. Pseudolikelihood method was chosen for the simulation study since it is
one of the most popular semiparametric methods. It is shown that sample size of
50 seems to be sufficient for the observed coverage to be close to the theoretical
one. For Frank and Gumbel-Hougaard copula families even sample size of 30 gives
us satisfying observed coverage.
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Uvod

Problematika kopuli je aktualné dynamicky se rozvijejicim oborem studia
v oblasti mnohorozmeérné statistiky. Kopule nabizi velice prakticky zptisob, ja-
kym modelovat zavislostni strukturu mezi dvéma a vice velicinami. Zjednodu-
sené Teceno jsou kopule funkce, které spojuji jednorozmérné marginalni distri-
bucni funkce nahodnych veli¢in do jejich sdruzené distribuc¢ni funkce. Na kopule
se vSak da divat také primo jako na sdruzenou distribu¢ni funkci takovou, ze
margindlni rozdéleni jsou rovnomérna na intervalu (0,1).

Podle znamych informaci pouzil poprvé pojem kopule americky matematik
Abe Sklar v roce 1959 (viz Sklar|, [1959). K dilé¢im vysledkim, které se poji k teo-
rii kopuli, vsak dosli nékteri autofi, napriklad Hoeffding| (1940)), jiz diive pfi studiu
dvourozmérnych rozdéleni s pevné danymi marginalnimi rozdélenimi. K rozsiteni
zajmu o kopule doslo v 90. letech 20. stoleti vzhledem k moznostem jejich praktic-
kého uplatnéni. Velké oblibé se kopule tési ve finanénim sektoru, nebot umoznuji
oddélené modelovat jednorozmeérna rozdéleni (napiiklad chovani trznich subjektii)
a zavislostni strukturu (to, jakym zptisobem se subjekty na trhu ovliviiuji). Dal-
sim moznym vyuzitim kopuli v této oblasti mize byt modelovani rozdéleni ztrat
ve vice portfoliich ptjcek, dluhopisti nebo akcii. Také mimo finanéni sektor nabizi
autori mnoho aplikaci. [Wang, Chang a Yeh (2009) pouzivaji kopule pro studium
sdruzeného rozdéleni priitoku vody na soutoku dvou fek, ¢imz nabizi argumenty
pro vhodné pouziti protipovodnovych opatteni. |Onken a kol. (2009) pouzivaji
kopule pro studium vzajemné zavislosti mezi neurony, jakmile jsou vystaveny
uré¢itému druhu stimulace. Tyto i mnohé dalsi prace ukazuji uzitecnost kopuli
a motivuji k jejich hlubsimu studiu.

Tato préace si klade za cil prezentovat ¢tenaitim zaklady teorie kopuli a na-
sledné prehledné a jednotné popsat existujici metodologii vztahujici se ke statis-
tické inferenci v modelech zaloZenych na kopulich. Zabyvame se zde metodami
odhadu parametra kopuli a také testy dobré shody. Prace je doplnéna simula¢ni
studii zkoumajici praktické vlastnosti vybrané metody odhadu. Cely text je Cle-
nén do kapitol a sekci na zdkladé pouzivanych metod a tématickych celkt tak,
aby prace mohla slouzit jak ¢tenari se zajmem o komplexni pohled na statistickou
inferenci v modelech zalozenych na kopulich, tak ¢tenari se zdjmem o konkrétni
statistickou metodu.

Vzhledem k absenci ¢esky psané literatury na téma kopuli je tato diplomova
prace psana v Ceském jazyce a obsahuje také zakladni pojmy teorie kopuli tak,
aby mohla v ptipadé potteby slouzit zdjemctim, ktefi se doposud s kopulemi ne-
setkali. Napriklad by tak mohla slouzit jako doplikovy studijni text pro studenty
predmétu Mnohorozmérna analyza na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity
Karlovy.



1. Kopule

1.1 Definice kopule

V tvodu tohoto textu budeme definovat pojem objektu kopule. Nejprve bu-
deme teorii kopuli budovat ve dvourozmérném prostoru, pozdéji ukazeme, jakym
zpusobem lze celou tuto problematiku prevést ze dvou do vice dimenzi. Tato sekce
je zalozena na knize Nelsen| (2006)). Nejprve potfebujeme definovat dvourozmeér-
nou analogii neklesajici funkce.

Definice 1. Necht R znaci rozsirenou redlnou osu, tedy interval [—oo, 0o]. Necht
H je funkce, jejiz definicni obor tvori podmnoZinu RxR a obor hodnot podmnoZinu
R. Potom H-objemem obdélniku B = [x1,x3] X [y1,y2] rozumime hodnotu

Viu(B) = H(x1,y1) + H(za,2) — H(21,92) — H(z2,101),

kde vrcholy obdélnika, tedy body (x1,vy1), (T2,Y2), (x1,y2) a (x2,y1) leZi v definic-
nim oboru funkce H.

Definice 2. Necht H je funkce jako v definici . Rekneme, %e H je 2-rostouct,
pokud pro kazZdy obdélnik B s vrcholy v definicnim oboru H plati, Ze

Vi (B) > 0.
Pro zjednoduseni zapisu budeme déle také definovat specialni typ obdélniku.

Definice 3. Jednotkoviym ctvercem budeme nazgvat obdélnik [0,1]x[0,1] a budeme
jej znacit 1. Analogicky budeme n-rozmérny interval [0,1]" znadcit T".

Podotknéme, ze obecné neplati, Ze funkce, ktera je rostouci v obou svych
argumentech, je také 2-rostouci a obdobné 2-rostouci funkce nemusi byt rostouci
v obou svych argumentech. Dokladem jsou néasledujici priklady.

Priklad 1. Definujme funkci H : I? — R piedpisem H(z,y) = log,(1 + = + y).
Tato funkce je rostouci v obou svych argumentech, nebot logaritmus je rostouci
funkce. Nicméné Vi (I%) = log, (1) +1og,(3) —logy(2) —log,(2) = log,(3) —2 < 0,
a tedy funkce H neni 2-rostouci.

Priklad 2. Definujme funkci H : I* — R piedpisem H(z,y) = (22 — 1)(2y — 1).
Tato funkce je pro y € [0,1/2) klesajici v x. Nicméné pro libovolny obdélnik v I?
ve tvaru B = [x1, 23] X [y1, 2] je jeho H-objem dén jako

— (222 = 1)(2y1 — 1) = 4@z — 1) (y2 — 1) 2 0,

a tedy funkce H je 2-rostouci.

Jednim ze zptusobt, jakymi muzeme popisovat chovani jednotlivych slozek
dvourozmérnych funkci, jsou takzvané margindly.



Definice 4. Necht S; a Sy jsou neprdzdné podmnoziny R. Ddle necht by je nej-
vetsim prvkem mnoziny S1 a by je nejvetsim prvkem mnoZiny Ss. Poté rekneme,
ze funkce H definovand na S1 X So md margindly, které jsou dany jako funkce F
a G tak, Ze Sy a S jsou po rade jejich definicnimi obory a

Ve € Sy : F(x) = H(x,bs), Yy € Sy : G(y) = H(by,y).
Nyni mizeme prikrocit k samotné definici dvourozmérné kopule.

Definice 5. (Dvourozmérnou) kopuli nazjvame funkci C splriiujici nasledujici
podminky:

1. Definiénim oborem funkce C je jednotkovy ctverec 12, oborem hodnot pak
interval 1.

2. Funkce C je 2-rostouct.
3. Pro kazdé u,v € 1 plati
C(u,0) =0=C(0,v),
Clu,1)=u a C(1,v) =w.

Miuzeme si vSimnout, ze funk¢ni hodnotu kopule C' lze za prispéni definice
snadno vyjadrit pomoci C-objemu jako C'(u,v) = Ve ([0, u] x [0,v]).

Pozndmka. Do zavedeni m-rozmérné kopule v sekci budeme slovem kopule
rozumeét dvourozmérnou kopuli.

1.2 Zakladni vlastnosti kopuli

V této sekci budou uvedeny nékteré ze zakladnich vlastnosti kopuli. Nésledu-
jici lemma hovori o monotonii kopuli ve svych argumentech.

Lemma 1. Necht C je kopule. Potom C' je neklesajici v obou svijch argumentech.

Diikaz. Plyne z lemmatu 2.1.4 v knize [Nelsen| (2006)).
O

Povsimnéme si, ze zatimco u obecnych 2-rostoucich funkci tato monotonie
v argumentech zarucena neni, u kopuli je této vlastnosti jiz diky podmince 3
z definice kopule dosazeno.

Nasledujici véta pojednava o omezenich, které jsou dany pro funkéni hodnoty
kopule.

Véta 2 (Fréchet-Hoeffdingovy meze). Necht C' je kopule. Potom pro kaZdou dvo-
jici (u,v) z 12 plati

max(u + v — 1,0) < C(u,v) < min(u,v). (1.1)

Ddle plati, Ze funkce W (u,v) = max(u+v—1,0) a M(u,v) = min(u,v) definované
na I? jsou kopule.



Diikaz. Dikaz nerovnosti v (|1.1)) uvadi Nelsen| (2006, Theorem 2.2.3).

Ukazme nyni, Ze spodni i horni mez nerovnosti jsou kopule. Podminky 1 a 3
z definice kopule jsou zfejmé u obou mezi splnény, nebof defini¢ni obor i obor
hodnot jsou specifikovany a pro (u,v) € I? plati

W(u,0) = max(u — 1,0) = 0 = max(v — 1,0) = W(0,v),
M (u,0) = min(u,0) = 0 = min(v,0) = M(0,v)

a také

W(u,1) = max(u,0) =u, W(1,v) ( =
M(u,1) = min(u,1) =u, M(1,v) = min(0,v) =

Zbyva ovérit, ze jak W, tak M jsou 2-rostouci funkce. Musi tedy platit, Ze pro
kazdé pro [uy, us] X [v1,v5] C I?

VW = W(ul,vl) + W(Ug, UQ) — W(Ul, UQ) — W(UQ,?}l)
Ve = M (ug,v1) + M(ug,ve) — M(uy,vy) — M(ug,vy)

Zde je nutno pristoupit k rozboru moznosti, dikaz bude proto proveden pouze
pro M. Pro W by nasledujici rozbor probihal analogicky.

1. Necht u; < ug < v7 < vy. Potom Vi = uy +ug — ug — ug = 0.
2. Necht u; < vy < ug < vy. Potom Vi = uy + ug — ug — 01 = ug — v > 0.
3. Necht u; < vy <wvy <wuy. Potom Viy = uy +v9 —uy — vy =v9 — vy > 0.

Zbylé pripady jiz plynou ze symetrie funkce M.
O

Véta [2] spolu se svym dikazem uvadi moznosti, jak v nékterych ptipadech
rozhodovat, zda je vybrana funkce kopule. Nesplnuje-li zadana funkce nerovnost
, pak nemuze byt kopuli. Dikaz, ze je zadana funkce kopule, pak muze byt
veden obdobné jako vyse ovérenim vsech tii bodu definice.

Dalsi zakladni vlastnosti kopuli je jejich spojitost.

Véta 3 (Spojitost kopuli). Necht C' je kopule. Potom pro kazdou dvojici bodi
(u1,u2), (v1,v2) € I? plati

|C(ug, v2) — C(uy,v1)| < |ug — ug| + |vg — vy,

C' je tedy lipschitzovskd, a tudi? také stejnomérné spojitd na I2.

Diikaz. Dikaz uvadi Nelsen| (2006, Theorem 2.2.2) a plyne z trojihelnikové ne-
rovnosti a faktu, ze C' je 2-rostouci.
O



1.3 Kopule, distribuc¢ni funkce a nadhodné veli-
¢iny

V dosavadnim pribéhu toho textu jsme o kopulich mluvili jako o obecnych

funkcich. Dale bychom vsak chtéli vyuzit kopule jakozto nastroj pro modelovani

vztahu vicerozmérného rozdéleni a prislusnych marginalnich rozdéleni. Zavedme
tedy pojmy distribu¢ni funkce a sdruzené distribu¢ni funkce.

Definice 6. Funkci F' s definicnim oborem R nazveme distribucni funkci, pokud
1. F je neklesajict,
2. F(—o0) =0 a F(o0) = 1.

V definici [6] nejsou kladeny zadné dalsi podminky. V tomto kontextu tedy
nepozadujeme ani jednostrannou spojitost takto definované funkce. Obdobnym
zpusobem muzeme definovat také sdruzenou distribuéni funkei.

. . o =2 y .
Definice 7. Funkci H s definicnim oborem R™ nazveme dvourozmérnou sdruze-
nou distribucni funkci, pokud

1. H je 2-rostouct,
2. H(x,—00) = H(—00,y) =0 a F(00,00) = 1.

JelikoZ nejvétsim prvkem R je oo, vidime, Ze funkce H m4 marginaly dané jako
F(z) = H(z,00) a G(y) = H(o0,y). Nasledujici lemma dokladd, ze marginaly
dvourozmérné sdruzené distribuc¢ni funkce jsou samy také distribucni funkce.

Lemma 4. Necht H je dvourozmeérnd sdruZend distribucni funkce. Potom jeji
margindly jsou distribucni funkce.

Diikaz. Necht F(z) = H(z,00) je marginal funkce H. Ovéfime pro F' obé pod-
minky z definice distribu¢ni funkce.

1. F je neklesajici, pokud Vo, 25 € R: 2y < 29 = F(11) < F(x3). Vezméme
tedy xy < x5. Potom
F(zy) — F(21) = H(x9,00) — H(x1,00)
= H(x3,00) — H(x1,00) + H(x1,—00) — H(x9, —00)
= Vi ([r1, 23] x [—00,00]) >0,

nebot H(x1, —00) = H(xy,—00) =0 a H je 2-rostouci.

2. 7 druhého bodu definice sdruzené distribuc¢ni funkce snadno ziskdvame
F(—00) = H(—00,00) =0 a také F'(co) = H(o0,00) = 1.

Ovérenim téchto bodt jsme dokazali, ze F' je distribuc¢ni funkce.
O

Americky matematik Abe Sklar jiz v roce 1959 vyslovil vétu, ktera popisuje,
jakym zptusobem kopule spojuji dvourozmérnou sdruzenou distribuéni funkci a jeji
margindaly.



Véta 5 (Sklarova). Necht H je dvourozmérnd sdruZend distribucni funkce s mar-
ginaly F' a G. Potom existuje kopule C takovd, Ze pro kazdé x,y € R plati

H(z,y) = C(F(x), G(y)). (1.2)

Jsou-li F' a G spojité, pak je kopule C' urcena jednoznacne. V opacném pripadé
je C urcena jednoznacné na mnoziné H(F) x H(G), kde H(F') znaci obor hodnot
funkce F' a H(G) znaci obor hodnot funkce G.

Dale, pokud C' je kopule, F' a G jsou distribucni funkce a plati , potom je
funkce H dvourozmernd sdruzend distribucni funkce s margindly F a G.

Driikaz. Dukaz uvadi Nelsen| (2006, Theorem 2.3.3).
O

Prave Sklarovi byva ¢asto pripisovano prvni pouziti oznaceni ,kopule“. Tento
nazev ma symbolizovat pouto, par nebo spojeni, které kopule vytvari mezi mar-
ginaly.

Dosavadni cast této sekce sice popisuje zptisob, jakym kopule propojuje mar-
ginaly distribucnich funkci, avsak distribuc¢ni funkce je libovolna funkce splnujici
zadané vlastnosti. Pro nase aplikace kopuli vSak bude uzitecné chapat distri-
bucni funkce jakozto funkce, které popisuji nahodné veli¢iny. Pro redlnou na-
hodnou veli¢inu X na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.4, P) definujeme jeji
distribu¢ni funkci jako F(z) = P(X < z), kde x € R. Analogicky definu-
jeme dvourozmeérnou sdruzenou distribuc¢ni funkci redlnych nahodnych veli¢in X
a Y definovanych na témze pravdépodobnostnim prostoru (£2,.4, P) jako funkci
H(z,y)=P(X <2,Y <y), kde 2,y € R.

Pozndmka. Kdykoliv budeme v nasledujicim textu hovorit o nahodnych velici-
nach, budeme vzdy predpokladat, ze jsou to realné nahodné velic¢iny definovany
na stejném pravdépodobnostnim prostoru.

Chépeme-li nyni distribu¢ni funkci jako distribuc¢ni funkei nahodné veliciny,
muzeme Sklarovu vétu prepsat v nasledujicim tvaru.

Véta 6 (Sklarova pro ndhodné veli¢iny). Necht X a Y jsou ndhodné veliciny
s distribucnimi funkcemi F' a G a dvourozmérnou sdruZenou distribucni funkci
H. Potom existuje kopule C' takovad, Ze pro kazdé xz,y € R je

H(z,y) = C(F(x), G(y)).

Jsou-li F' a G spojité, pak je kopule C' urcena jednoznacné. V opacném pripadé
je C urcena jednoznacné na mnoziné H(F) x H(G).

Kopuli €' danou ndhodnymi veli¢inami X a Y a vétou [6] budeme oznacovat
Cx,y, abychom dali najevo jeji vztah k témto nahodnym veli¢indm.

Prirozenou otazkou, ktera se vaze k aplikaci teorie kopuli na nahodné velic¢iny
a jejich distribuc¢ni funkce, je ta, jakym zptisobem ovliviuji transformace nahod-
nych veli¢in tvar prislusné kopule. O problematice ryze monoténnich transformaci
pojednava nasledujici véta.



Véta 7 (O kopulich ryze monoténnich transformaci ndhodnych veli¢in). Necht
X a'Y jsou ndhodné veliciny, jejichZ distribucni funkce jsou spojité, a funkce
a:H(X)—=Rap:H(Y)— R jsou spojité. Potom pro u,v € 1 plati ndsledujici
ctverice tvrzend.

1. Jsou-li o a B rostouct, pak
Ca(x).8v) (4, 0) = Cxy (u,0),
2. Je-li a rostouci a [ klesajici, pak
Cox)pory(u,v) =u — Cxy(u,1 —v).
3. Je-li a klesajici a B rostouct, pak
Cox)pv)(u,v) =v = Cx y (1 — u,v).

4. Jsou-li o a B klesajici, pak

Cotx)o0n) (U, 0) = u 40 — 14 Cxy (1 —u, 1 —v).

Diikaz. Dtikaz uvedeme pro bod 2. Pro zbyvajici ptipady je dikaz analogicky.
Necht F, Fy, G, Gy jsou po fadé distribu¢n{ funkce ndhodnych veli¢in X, a(X),
Y, B(Y). Jelikoz je « rostouci funkee, plati pro z,y € R

Fy(z) = P(a(X) < o) =P(X < a™'(2)) = Fi(a™'(2))
a podobné, nebot ( je klesajici, plati

Gay) =P(BY) <y) =P(Y = 7 (y) =1 - G (67 (v)),

kde posledni rovnost vyzaduje spojitost funkce Gy. Dohromady proto

Ca(x),60v) (F2(2), Ga(y)) = P(a(X) <z, 8(Y) < y)
=P(X <a™(2),Y > 57(y))
=P(X <a () -P(X <a '(2),Y <57(y))
= Fi(a™(2)) = Cxy(Fi(a (), G1(67 ()
= Fy(z) — CX,Y(F2(~’L’)a 1 —Gs(y)),

kde posledni rovnost vyzaduje spojitost funkce G,. Ta plyne ze spojitosti Gy
a faktu, ze nahodna veli¢ina, ktera vznikla spojitou, ryze monotonni transformaci
nahodné veli¢iny se spojitou distribu¢ni funkci, ma spojitou distribu¢ni funkei. Ze
spojitosti Fy a G5 také plyne, ze obor hodnot obou téchto funkci je cely interval
I. Proto pro kazdé u,v € I plati Co(x) vy (u,v) = u — Cxy(u,1 —v).

O

Pfipometime nyni Fréchet-Hoeffdingovy meze z véty 2} I tyto meze mizeme
nyni vyuzit v pripadé kopuli pro nahodné veli¢iny. Pro kazdou kopuli C a u,v € 1
plati

max(u + v —1,0) < C(u,v) < min(u,v).
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Je-1i H dvourozmérna sdruzend distribucni funkce s margindly F' a G, potom pro
x,y € R plati

max(F(z) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min(F(z),G(y)). (1.3)

Je otazkou, v jakém vztahu jsou nahodné veli¢iny X a Y s distribu¢nimi funk-
cemi [’ a G a se sdruzenou distribuc¢ni funkci H, pokud H nabyva jedné z Fréchet-
Hoeftfdingovych mezi ve smyslu nerovnosti . Odpovéd na tuto otazku shrnuje
nasledujici véta.

Véta 8. Necht X a Y jsou ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemi F' a G
a sdruZenou distribucni funkci H. Potom

1. Pro kazdé x,y € R plati
H(z,y) = max(F(z) + G(y) — 1,0)
pravé tehdy, kdyz pro kazdé (uy,v1) a (u2,09) 2z nosice funkce H plati

Uy < Uy = V1 > Vs.

2. Pro kazdé x,y € R plati
H(z,y) = min(F(z),G(y))
pravé tehdy, kdyz pro kazdé (uy,v1) a (u2,v9) 2z nosice funkce H plati

U < Uy = V1 < Vs,

Diikaz. Viz |Nelsen| (2006, Theorems 2.5.4, 2.5.5.).

Obrazek [1.1] uvadi piiklad nosice spliiujiciho ekvivalenci z bodu 1 véty

Formélni matematicky zapis zminéné véty lze velmi snadno interpretovat. Nej-
snaze pak piijde tento vztah popsat na dvojici nahodnych veli¢cin X a Y s rov-
nomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1). Pokud je sdruzena distribu¢ni funkce
téchto ndhodnych veli¢in dana dolni Fréchet-Hoeffdingovou mezi ve smyslu ,
tedy funkel max(F(z) + G(y) — 1,0), potom plati, ze P(X +Y = 1) = 1. Ta-
kové ndhodné veli¢iny nazyvame kontramonoténni. Tato situace obecné nastava
pravé tehdy, kdyz je ndhodna velicina Y klesajici transformaci ndhodné velic¢iny
X skoro jisté. V opacném pripadé, pokud je sdruzend distribucni funkce téchto
nahodnych veli¢in dana horni Fréchet-Hoeffdingovou mezi ve smyslu , tedy
funkei min(F(z),G(y)), plati, ze P(X =Y) = 1. Takové ndhodné veli¢iny nazy-
vame komonoténni. Tato situace obecné nastava pravé tehdy, kdyz je ndhodna
veli¢ina Y rostouci transformaci nahodné veli¢iny X skoro jisté.



Obrézek 1.1: Priklad nosic¢e sdruzené distribuc¢ni funkce H, ktera je rovna dolni
Fréchet-Hoeffdingové mezi.

Kopule preziti

V mnoha oblastech aplikaci statistiky, at uz se jedna naptriklad o lékarské
studie nebo financ¢ni sektor, je predmétem zajmu spise funkce pteziti nezli distri-
bucni funkce. Funkci preziti definujeme jako doplnék distribuc¢ni funkce, tedy jako
S(x) =1— F(x), kde F je distribu¢ni funkce. Vidime, ze je-li Sx funkei preziti
nahodné veli¢iny X, pak plati Sx(z) = P(X > x). Funkce preziti proto nejcastéji
popisuje, jakd je pravdépodobnost, ze jedinec (pacient, klient) prezije zadanou
dobu. Je-li také Y nahodna veli¢ina s distribuc¢ni funkci G a funkci preziti Sy,
muzeme analogicky jako pro distribuc¢ni funkce definovat sdruzenou funkci preziti
jako Hg(x,y) = P(X > z,Y > y). Poté mizeme psat

Hs(z,y) =1— F(z) — G(z) + H(z,y) = Sx(z) + Sy (y) — 1 + C(F(z),G(y))
= Sx(z) + Sy(y) — 1+ C(1 = Sx(z),1 — Sy (y)).

Pokud tedy definujeme funkci C's predpisem
Cs(u,v)=u +v —14+C(1 —u,1 —v),
kde u,v € I, obdrzime vztah mezi sdruzenou funkei preziti a funkci C's ve tvaru
Hy(z,y) = Cs(Sx(x), Sy (y))-

Ze ¢tvrtého bodu véty [7] plyne, ze pro spojité ndhodné veliciny X a Y je Cs také
kopule. V obecném pripadé by bylo mozné ukazat, ze je Cs kopule, také ovérenim
podminek z definice kopule. Takova tiloha je snadnym cvicenim obdobnym dikazu
véty [2, proto jej zde vynechévame.
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Obréazek 1.2: Bodovy graf pro nezavislé pary pozorovani, jehoz obé slozky jsou
vzajemné nezavislé ndhodné veli¢iny z exponencialniho rozdéleni Exp(1).

1.4 Grafické znazornéni kopuli

Pro praktickou praci s kopulemi je nutné predstavit nastroj, pomoci kterého
budeme snadno schopni kopule vizualizovat a také graficky hodnotit nejen vhod-
nost pouziti konkrétni kopule, pripadné rodiny kopuli, ale také miru zavislosti
mezi sledovanymi veli¢inami. Tuto problematiku uvedeme prikladem.

Priklad 3. Uvazujme dva vzajemné nezavislé nahodné vybéry z exponencial-
ntho rozdéleni X1, ..., X000 ~ Exp(1) a Yi,...,Yi000 ~ Exp(1l). Pfipomenme,
ze distribuéni funkei tohoto rozdéleni je funkce F(z) = 1 —e™™ pro x > 0
a F'(xz) = 0 jinak. Vykresleme bodovy graf pro ndhodné vygenerované pary pozo-
rovani (X1,Y7), ... ,(X1000, Y1000)-

Na obrazku vidime mnozinu bodt seskupenych prevazné pobliz pocatku.
Predmétem zajmu v tento moment je popsani zavislosti mezi obéma veli¢inami.
K tomuto ucelu je vSak zrejmé takovéto vyobrazeni nevhodné. Aplikujme tedy
na kazdé pozorovani funkci F' jakozto distribuc¢ni funkci obou ndhodnych vybéra
a vykresleme bodovy graf pro transformované péary

(F(X1),F'(Y1)), - - ,(F(X1000), £(Y1000))-
Mezi obéma ndhodnymi vybéry z obrazku neni patrnd zadnd zavislost.

Priklad [3| dava néavod na to, jakym zptisobem postupovat pri grafickém znéa-
zornéni kopuli. Samotné zndzornéni paru ziskanych hodnot (realizaci ndhodnych
veli¢in Xq,...,X, a Yy, ....Y, ) vypovida pouze o jejich sdruzeném rozdéleni, ni-
koliv 0 vzajemné zavislosti. Zname-li tedy prislusné distribu¢ni funkce F' a G obou
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Obréazek 1.3: Bodovy graf pro nezavislé pary pozorovani, jehoz obé slozky jsou
transformace (pomoci distribuéni funkce rozdéleni Exp(1)) vzajemné nezavislych
ndhodnych veli¢in z exponencidlniho rozdéleni Exp(1).

ndhodnych vybéru, namisto dvojic (X;,Y;) pro ¢ € {1,...,n} vykreslujeme dvo-
jice (F(X;),G(Y;)). V praktickych aplikacich vSak obvykle nezndme distribucni
funkce F' a G. Intuitivnim TeSenim je v takové situaci nahrazeni distribuc¢nich
funkci F' a G jejich vybérovymi protéjsky

)= 21 <a),  G)= 3 10i<y. 0

kde 1 znad¢i indikdtorovou (charakteristickou) funkci. Pov§imnéme si, ze oproti
obvyklé definici empirické distribucéni funkce je zde pouzito jeji preskalovani vy-
razem n/(n + 1). Cilem této tpravy je zamezeni pouzivani hodnot, které jsou na
hranici definicniho oboru kopule a mohly by zptisobovat problémy pti pouzivani
teorie maximalni vérohodnosti (dale v sekci . Grafickym znazornénim kopuli
je pak vykresleni part (F,(X;), G,(Y;)). Slozky téchto part muzeme také piepsat
jako

Fn(Xi) = ma Gn(Yi) = ma

1=1,...,n,

kde R; znac¢i poradi X; ve vybéru Xi,...,X,, a obdobné S; znaci poradi Y; ve vy-
béru Yy, ...,Y,. Odtud ziskavame také jedno z moznych vyjadieni pro empirickou
kopuli.

Definice 8. Necht X1,...,X, je ndhodny vybér z rozdeleni s distribucni funkci
F aYy,...)Y, je nahodny vybér z rozdéleni s distribucni funkci G. Ddle necht
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R; znaci poradi X; ve vybeéru Xi,...,X, a obdobne S; znaci poradi Y; ve vybéru
Y1, ...,Y,. Potom empirickou kopuli na zdkladé téchto nahodnich vybéri rozu-
mime funkci C,, definovanou na I? predpisem

C’n(u,v)zlz]1< I < u, Si §v>.
ni= \n+1 n—+1

1.5 Priklady kopuli

V této sekci si uvedeme priklady kopuli, pripadné jejich rodin. Pro vSechny
argumenty (ne vsak parametry) kopuli v této sekci budeme automaticky predpo-
kladat, ze lezi v intervalu I.

Soucinova kopule (kopule nezavislosti)

Velmi jednoduchym, avsak dulezitym prikladem kopule je soucinova kopule
I1, kterd je na I? definovana predpisem

M(u,v) = uv.

Tato kopule je casto oznacovana také jako kopule nezavislosti, nebot charakteri-
zuje nezavislost dvojice spojitych ndhodnych velic¢in. Tento fakt mtizeme shrnout
pomoci nasledujici véty.

Véta 9. Necht X a'Y jsou absolutné spojité nahodné veliciny. Potom jsou X a'Y
nezavislé prave tehdy, kdyz Cxy = 11

Diikaz. Plyne snadno z véty [6] a faktu, ze ndhodné veliciny jsou nezavislé prave
tehdy, kdyz je jejich sdruzena distribuc¢ni funkce rovna souc¢inu marginalnich dis-

tribucénich funkeci.
O

Normalni kopule

Necht 0 € [—1, 1]. Déle necht ® znadi distribu¢ni funkei normovaného normal-
niho rozdéleni a ®y(-, -;0) znadi distribuéni funkei dvourozmérného normélniho
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a korelaci mezi dvéma slozkami 6. Potom
je funkce definovana predpisem

C(u,v;0) = P29 (), @7 (u); 0)

kopule.

Fréchetova rodina kopuli
Necht «, 8 € I jsou takové, ze a+ < 1. Potom je funkce definovana predpisem
Clu,v;a, f) = aM(u,w) + (1 — a = f)I(u,0) + W (u,v)

kopule. Pripomenme, ze funkce M a W znadi Fréchet-Hoeffdingovy meze a 11
soucinovou kopuli. Parametricka rodina takovychto kopuli se nazyva Fréchetova.
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Mardiova rodina kopuli
Necht 6§ € [—1,1] je parametr. Potom je funkce definovana predpisem

0%(1+ 0) 6%(1 — 0)
2 2

kopule. Funkce M a W opét znaci Fréchet-Hoeffdingovy meze a Il soucinovou
kopuli. Parametricka rodina takovychto kopuli se nazyva Mardiova.

C(u,v;0) = M (u,w) + (1 — 0*)II(u,v) + W (u,v)

Cuadras-Augého rodina kopuli

Necht 6 € 1 je parametr. Potom je funkce definovana predpisem

uvl’e, u < v,
C(u, v30) = (min(u, )" (w0)~* =
ul_ev, uU>v

kopule. Parametrickd rodina takovychto kopuli se nazyva Cuadras-Augého. M-
zeme si povsimnout, ze volbou 6 = 0 ziskame souc¢inovou kopuli II a volbou 6 = 1

horni Fréchet-Hoeffdingovu mezi M.

Farlie-Gumbel-Morgensternova rodina kopuli

Necht 6 € [—1, 1] je parametr. Potom je funkce definovand predpisem
C(u,v;0) = uv + Quv(l —u)(1 —v)

kopule. Parametricka rodina takovychto kopuli se nazyva Farlie-Gumbel-Morgen-
sternova. Nelsen/ (20006, str. 78) uvadi, ze snadny funkéni tvar zastupct této rodiny
kopuli stoji za jejich velkou oblibou v praktickych aplikacich.

Archimédovské kopule

Velmi Sirokou tridu kopuli tvori takzvané Archimédovské kopule. Ty svou
funkéni formou pokryvaji velké spektrum rodin kopuli. Pro jejich korektni zave-
deni budeme pottebovat nasledujici definici.

Definice 9. Necht ¢ je spojitd, klesajici funkce z 1 do intervalu [0,00] takovd,
Ze ¢(1) = 0. Potom pseudoinverzni funkci (pseudoinverzi) k ¢ rozumime funkci
oY 2 intervalu [0, 00] do I definovanou predpisem

ol (t) = {w@), hsis ¢<<0>,

t < oo.

0, ¢(0)

Mizeme si v§imnout, Ze ¢~ je na intervalu [0, 00] spojitéd a nerostouci, na
intervalu [0, ¢(0)] pak dokonce klesajici. Déle také plati ¢l=U(¢(u)) =una I a

Pokud je tedy ¢(0) = oo, pak ¢/=1 = ¢~1. T¥ida archimédovskych kopuli je
definovana néasledovné.

SA() = {
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Definice 10. Necht ¢ je funkce jako v deﬁnicz’@ a ¢! je jeji pseudoinverze.
Ddle predpoklddejme, Ze ¢ je konvexni. Potom kaZdou funkci C zI? do I danou
predpisem

C(uw) = ¢ (o (u) + 6(v)) (1.5)

nazyvdme Archimédovskou kopuli s generdtorem ¢.

Lze ukézat, ze Archimédovskd kopule definovana v ([1.5)) je opravdu kopule.
Odvozeni uvadi napriklad (Nelsen, |2006, Theorem 4.1.4). Zde pouze podotknéme,
ze pro funkce ¢, které nejsou konvexni, pak takto definovana funkce C' kopuli neni.

Mezi priklady rodin kopuli, které nalezi do t¥idy Archimédovskych kopuli,
patii napriklad

1. Claytonova rodina, ktera je pro 6 € [—1,00)\{0} definovana pfedpisem
0, -0 —1/6
C(u,v;0) = (max (u +v7 —1, O))

a jejiz generator je ve tvaru ¢y(t) = (7% — 1)/6. Claytonova rodina s para-
metrem 6 = 0 byva casto dodefinovana jako soucinova kopule II, nebot

éii% (u*(’ +o0? — 1)71/9 = uv.

2. Ali-Mikhail-Haqova rodina, kterd je pro 6 € [—1, 1) definovana predpisem
C(u,v;0) = max (1— ((1—u) +(1—v) ) ,O)

a jejiz generétor je ve tvaru ¢g(t) = (1 —t)?.

3. Gumbel-Hougaardova rodina, kterd je pro 6 € [1, 00) definovana predpisem

C(u,v;0) = exp <((_ m(u))e 4 (- ln(v))9)1/9>

a jejiz generdtor je ve tvaru ¢g(t) = (— In(t))’.

4. Frankova rodina, kterd je pro 6 € (—o00,00)\{0} definovana pfedpisem

In (1 MGl i ”)

C(u,v;0) = — I

| =

a jejiz generdtor je ve tvaru ¢g(t) = —In((e7%—1)/(e~?—1)). Také Frankova
rodina s parametrem ¢ = 0 muze byt dodefinovana jako soucinova kopule
II, nebot
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1.6 Zobecnéni kopuli do vice dimenzi

V této sekci ukdzeme, jakym zptisobem mohou byt kopule rozsifeny do vice-
rozmérného prostoru. K tomu bude nejprve nutné zobecnit definice [I] a 2] Necht
R™ znad rozsifeny m-rozmérny prostor realnych &sel, tedy m-rozmérny interval
[—00,00] X ... X [—00,00].

Definice 11. Necht H je funkce, jejiz definicni obor tvord podmnozinu R a obor
hodnot podmnozinu R. Potom H-objemem m-rozmérného intervalu

B =lay,bi] x ... X [am, b

rozumime hodnotu
Vu(B) =) sgn(c)H (c),

kde scitdme pres vSechny vrcholy ¢ m-rozmérného intervalu B. Tedy pres takové
vektory ¢ = (c1,...,¢m), kde pro kaZdé i = 1,...,m je ¢; = a; nebo ¢; = b;.
Znaménko vrcholu ¢ je pak ddno jako

-1, je-li in: 1(cr = ag) liché,
k=1

sgn(e) = m
1,  je-li 3 1(cp = ax) sudé.
k=1

Zobecnéni 2-rostoucich funkci muzeme nyni definovat nasledovné.

Definice 12. Necht H je funkce jako v deﬁm’cz’. Rekneme, %e H je m-rostouct,
pokud pro kazZdy obdélnik B s vrcholy v definicnim oboru H plati, Ze

Vu(B) > 0.
Také marginaly mizeme definovat pro funkce vice nez dvou proménnych.

Definice 13. Necht Si,...,S,, jsou neprdzdné podmnoZiny R. Ddle necht b; je

nejvétsim prokem mnozZiny S; pro i = 1,...,m. Poté rekneme, Ze funkce H defi-
novand na Si X ... X .S, md jednorozmérné margindly, které jsou ddny jako funkce
H;,v=1,...,m tak, Ze S; je definicnim oborem H; a

Vo € SI : HZ(ZL') = H(bl, ce 7bi_1,l’,bi+1, .. ,bm)

Analogicky jako v definici [13| bychom mohli definovat také vicerozmérné mar-
ginaly. Napriklad dvourozmérny marginal by pro i = 1,....ma j = 1,...,m
takové, ze ¢ < j, byl dan jako funkce dvou proménnych definovana na S; x S
predpisem

Vz c SZ,Vy € Sj : HU<£L',:I/) = H(bl, .. .,bl;l,x,bzqu, ce ,bjfl,y, bj+17 RN ,bm)

Definice 14. Funkci C' nazijvaime m-rozmernou kopuli, pokud spliuje ndsledujici
podminky:

1. Definicnim oborem funkce C' je I, oborem hodnot pak interval 1.

2. Funkce C' je m-rostouci.
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3. Pro kazdé uw € IT™ plati C(u) = 0, pokud alespori pro jedno i € {1,...,m}
je u; = 0.

4. Funkce C' md jednorozmérné margindly C; pro i =1,...,m, které splniuji
Ci(u) = u pro kazdé u € 1.

Existuji-li smisené parcialni derivace

0" CO(u, o Uy
 Ouy...0uy,

c(ugy ..., Up) , (1.6)

pak funkci ¢ nazveme hustotou kopule.

Stejné jako v dvourozmérném pripadé jsou m-rozmérné kopule stejnomérné
spojité a neklesajici ve vsech svych argumentech. Také Fréchet-Hoeffdingovy meze
maji svou vicerozmérnou variantu. Pro kopuli C' a kazdé u € I"™ plati

W () < Clu) < M™ (),
kde

W™ (u) = max(uy + ...+ uy, —m+1,0),
M™(w) = min(uq, . .., Upy).

Zatimco horni mez M™ je opét kopule, pro m > 3 jiz W™ kopule neni, jak uvadi
Nelsen| (2006, str. 47).

Sklarova véta pro m ndhodnych veli¢in ma nasledujici tvar.

Véta 10 (Sklarova pro m ndhodnych veli¢in). Necht Yi,...,Y,, jsou nahodné
veliciny s distribucnimi funkcemi Fy, ..., Fy, a sdruZenou distribucni funkci H.
Potom ezistuje m-rozmérnd kopule C takovd, Ze pro kazdé y € R plati

H(yi, - Ym) = C(F1(11), -+ s Fon(Ym)).

Jsou-li Fy, ..., F,, spojité, pak je C' urcena jednoznacne.

Diikaz. Viz Ruschendort] (2009] kapitola 2).
0

Také charakterizace nezavislosti pomoci soucinové kopule se prenasi do obecné
dimenze. Necht Y7i,...,Y,, jsou absolutné spojité ndhodné veli¢iny. Potom jsou
Y1, ..., Y, nezavislé pravé tehdy, kdyz je jejich kopule dana jako m-rozmérna
soucinova kopule TI"™(w) = uy - ...« Up,.

Zavérem zde definujme m-rozmérnou empirickou kopuli.

Definice 15. Necht Yi,...,Y, jsou nezdvislé, stejné rozdelené ndahodné vektory,
kde proi=1,...,n je Y; = (Yi1,...,Yin)". Potom empirickou kopuli na zdkladé
téchto nahodngjch vektoru rozumime funkci C,, definovanou na I'"™ predpisem

1
Cn(ula <. 7um) = E 1 (Fln(Y;l) S Uy, .. 7an(Y;m) S um);

1

n
1=

kde F}j, znaci empirickou distribucni funkci j-té sloZky definovanou analogicky

jako v ((1.4)).
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2. Statisticka inference

V celé této kapitole se budeme vénovat statistické inferenci v modelech za-
lozenych na kopulich. Kapitola je rozdélena do trech hlavnich sekei lisicich se
pristupem a pouzivanymi metodami. Tyto sekce budou vénovany nejprve pa-
rametrickym metodam pro odhad parametri kopule, déle semiparametrickym
metodam kombinujicim metody zalozené na maximalni vérohodnosti a empirické
odhady, zavérem se pak zamérime na testy dobré shody.

2.1 Parametrické metody odhadu

V této sekci budou predstaveny parametrické pristupy k modelovani kopuli.
Budeme se vénovat dvéma z nich, a to konkrétné metodé zalozené na maximalni
vérohodnosti a déle také metodé inferenc¢nich funkei pro marginaly navrhovanou
v knize Joe (1997, kapitola 10).

Predpokladejme v této sekci nasledujici strukturu dat. Necht Y7, ..., Y, je po-
sloupnost nezavislych, stejné rozdélenych ndhodnych vektorta s m slozkami, tedy
Y, = (Ya,...,Ym) " pro kazdé i € {1,...,n}. Necht pro kazdé j € {1,...,m}
oznacuje Fj(-; a;) jednorozmérnou distribu¢ni funkei nahodné veli¢iny Y;; zna-
mou a7 na parametr a; dimenze k; z parametrického prostoru 2; C R%. Déle
necht C' je kopule nélezici do znamé rodiny {C'(+;8); 0 € ® C RP}, kterd sdruzuje
tato jednorozmeérna rozdéleni, tedy dle Sklarovy véty plati

Flyiou,...,00,0) = C(Fi(yi1;00), ..., Fn(Yim; o); 6).

Vektorem vsech parametrt je pak n = (o ,..., . ,07)7 jakoZto vektor délky
k=32, k;j + p z parametrického prostoru Y C R*. Pokud c(; @) oznacuje hus-
totu kopule C(+; @) podle jeji definice v (1.6)), nabyva hustota nahodného vektoru
Y, tvaru

m

flyson, ..o 00, 0) = c(Fi(yi; aa), - Fn(Yim; @m); H y1]7a]

kde f; znaci (jednorozmeérnou) hustotu Y3,. Na zdkladé napozorovanych dat pak
muzeme vypocitat jak logaritmickou vérohodnost pro jednotlivé slozky (pouze na
zékladé marginali)

Zlog f] ijy & ))7 (2'1)

tak zaroven logaritmickou Verohodnost pro sdruzené rozdéleni
la, ..., 00,0) =) log(f(Yiou,...,amn,0)).

V tomto okamziku se metoda maximalni vérohodnosti a metoda inferenc¢nich
funkci pro marginaly rozchazeji. Pri pouziti klasického postupu metodou maxi-
malni vérohodnosti ziskame odhady parametri a., ..., a,,, 8 jako

T AT
(aln,... mn,B ) = argmax {l(aq,...,0u,0).
(o ,o,0T)TEY
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Za urcitych podminek je takto nalezeny odhad fesenim soustavy rovnic

-
<8€ - ol (‘%) 0,

da] ' 0t 00T

kde 0, znac¢i vektor nul délky k. Témito podminkami jsou — diferencovatelnost
logaritmické vérohodnosti ¢ podle vSech slozek n, otevienost parametrického pro-
storu Y a omezenost shora funkce /.

V pripadé metody inferenc¢nich funkei pro margindly je postup dvoukrokovy.
V prvnim kroku nalezneme odhady parametri oy, . .., &, pomoci maximali-
zace logaritmické vérohodnosti pro jednotlivé slozky z (2.1]), tedy

a;, = argmax (;(a;).
a;€E;

Takto ziskané odhady poté v druhém kroku dosadime do celkové vérohodnosti £,
kterou jiz maximalizujeme pouze pres parametr 6. Formalné zapsano

0, = argmax{ (0, ..., 0., 0).
6cO

Takto nalezeny odhad je za urc¢itych podminek Fesenim soustavy rovnic

-
(861 oy, 8€> o,

da] ' O 00T

Témito podminkami jsou — existence uvedenych parcialnich derivaci, otevienost
T a omezenost shora funkci ¢4, ...,0,,,¢.

V obecném piipadé se odhady (&, ..., &, . 67 a (O sy Oy s
neshoduji. |Joe (1997, str. 300) uvadi, ze pro mnohorozmérné normalni rozdéleni
dané normalni kopuli (viz sekce s korela¢ni matici parametrizovanou vekto-
rem 6 a jednorozmérnymi margindly s rozdélenim N (uj,ag) proj =1,...,m,
kde a; = (p;,07)", se viak oba typy odhadi shoduji.

T ~T gT)T

2.1.1 Asymptotické rozdéleni odhadu

Abychom byli schopni pro zkoumané parametry pocitat asymptotické konfi-
den¢ni mnoziny a testovat hodnoty parametrii, potfebujeme znat asymptotické
rozdéleni odhadnutych parametri. Predpokladejme, ze Y7, ..., Y, jsou nezavislé,
stejné rozdélené nahodné vektory z rozdéleni se sdruzenou distribuéni funkci
F(:;m) a hustotou f(-;n). Bud g : Sy x ¥ — R* funkce, kde Sy je obor hodnot
nahodného vektoru Y; a Y je parametricky prostor tvoreny moznymi hodnotami
parametru 1. Také predpokladejme, Ze soustava odhadovacich rovnic pro odhad

7, parametru ) ma tvar
n

> g9 (Yin,) =0y (2.2)

i=1
Tento odhad identifikuje parametr ny takovy, ze E g(Y1;ny) = 0x. Tedy pokud
definujeme g napriklad predpisem

_ Olog f(y:m)

b j:17"'7k7
on;

9;(y;m)
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dostavame odhadovaci rovnice z (2.2)) presné ve tvaru pro maximalné vérohodny
odhad.
Pokud g definujeme jako

yim) — (Dloshilyin) - Olog fu(ysm) Olog S(ysm)\'
g y7n aair )yt aa;"l ? aOT Y

dostavame odhadovaci rovnice z (2.2 ve tvaru pro metodu inferencnich funkef
pro marginaly.

Necht dg/0n" je matice parcidlnich derivaci funkce g, tedy matice, kterd ma
na pozici (4, j) prvek dg;(y;n)/0n;. Dale pfedpoklddejme, ze funkce g, rozdéleni
nadhodného vektoru Y; a parametricky prostor T spliuji podminky regularity pro
Z-odhady, které zminuji |Jureckova, Sen a Picek| (2013, véta 5.1.). Asymptotické
vysledky teorie Z-odhad ndm poté davaji, ze pro n — oo plati

\/ﬁ(ﬁn - nY) i> Nk (07 (Dg)_lMg ((Dg)1>T> )

d » . o
kde — znadi konvergenci v distribuci,

D, =E (9g(Yiny)/on"), M, =E (9(Yiny)g (Yiny))

a k je dimenze 1. Podotknéme, ze v pripadé, ze hleddme maximalné vérohodny
odhad (tedy specidlni pripad Z-odhadu), lze podminky regularity konkrétnéji
uvadét ve tvaru, v jakém je uvadi prof. Andél (2007)) v predpokladech véty 7.93.

Poslednim krokem, ktery nam zbyva ucinit, abychom byli schopni prova-
dét inferenci o 7, je odhad uvedené asymptotické rozptylové matice. Moznym
piistupem je proto vyuzit techniky jackknife. Vice o této technice viz [Efron
(1987). Pokud pro i = 1,...,n oznac¢ime ﬁf;ll jako odhad m na zakladé dat
Yi,..., Y 1,Y, ..., Y, nabizi Joe (1997, str. 302) odhad pro matici

! (Dg) " M, (D)) (2.3)

ve tvaru

S (a2 —a) (3l —a) -

Pouzitim tohoto odhadu jsme pak jiz zcela standardnim zpiisobem schopni
pocitat konfidenéni mnoziny pro 1 a testovat hypotézy o hodnotach n, pripadné
jejich castech.

Dalsim pristupem pro ziskani asymptotickych intervalt spolehlivosti je vyuziti
bootstrapu. Zvolme B dostateéné velké a pro kazdé b = 1,..., B vygenerujme
nahodny vybér Y%, ..., Y, jako prosty ndhodny vybér s opakovdnim z vybéru
Y),...,Y,. Pro kazdé¢ b = 1,..., B ddle nalezneme odhad 7, ;. Odhad matice

(2.3) je pak dén jako
1 & =% —% =% =k T 7% 1 U ~F
B_1 2 ("7n,b - "M,B) ("7n,b - nn,B) ) kde N = B 1;2::1 MNnp-
Stejné tak by bootstrap mohl byt vyuzit pifimo pro poc¢itani intervalt spolehlivosti
pro slozky n (vice viz [van der Vaart, |2000} kapitola 23).

20



Porovnani odhadu metodou inferencnich funkei pro marginaly oproti odhadu
metodou maximéalni vérohodnosti zkoumal ve své praci Xu| (1996). Jednim typem
porovnani bylo porovnani asymptotickych rozptylovych matic, druhym porovnani
charakteristik z Monte Carlo simulaci odhadi. Pro vsechny zkoumané modely se
ukazalo, ze metoda inferen¢nich funkci pro margindly je ve svych charakteristi-
kéach (napfiklad odhad stfedni ¢tvercové chyby odhadu) kvalitativné velmi blizka
metodé maximalni vérohodnosti, a proto je vzhledem ke své mnohem nizsi vypo-
¢etni naroc¢nosti a vétsi numerické stabilité preferovanym zptisobem parametric-
kého odhadu parametru 1 v modelech zalozenych na kopulich.

2.2 Semiparametrické metody odhadu

V pripadé, ze nejsme schopni definovat parametrickou strukturu marginala,
pripadné mame dostatecné mnozstvi pozorovani pro kvalitni neparametricky od-
had marginalnich rozdéleni, plné¢ parametrické metody definované v sekci
nejsou vhodnym pristupem k odhadu. V této situaci je pak mozno vyuzit kom-
binace parametrickych a neparametrickych metod zpiisobem, ze parametrickou
strukturu predepisujeme pouze kopuli, nikoliv vsak jednotlivym marginalnim roz-
délenim.

2.2.1 Semiparametrické Z-odhady

V tvodu této ¢asti podotknéme, ze nazev semiparametrické Z-odhady je zde
pouzit pro odhady, které jsou v anglicky psané literature nazyvany jako ,rank
approximate Z-estimators®.

Maximalné pseudovérohodny odhad

Predpokladejme nyni, ze Y7, ..., Y, je posloupnost nezavislych, stejné rozdé-
lenych ndhodnych vektortt s m slozkami, tedy Y; = (Yii,...,Yin)" pro kazdé
i € {1,...,n}. Necht pro kazdé j € {1,...,m} je F; jednorozmérna distribu¢ni
funkce ndhodné veli¢iny Y;. Dale necht C' je absolutné spojita kopule nalezici do
znamé rodiny {C(+;0);0 € © C RP}, ktera sdruzuje tato jednorozmérné rozdé-
leni, tedy plati

F(y1;0) = C(Fi(yn), - - -, Fn(yim); 0).

Hustota nahodného vektoru Y; je poté ve tvaru

m

f(yl; 9) = C(Fl(yll)a- ylm H ylj

kde ¢ znac¢i hustotu kopule C'. Pokud definujeme empirickou distribu¢ni funkci
pro j-ty marginal na zakladé Y7, ... Y, jako

1 n
DMLY <),

=1

muzeme psat logaritmickou pseudovérohodnost ve tvaru

(ps(0) = 3 Tog c(Fin(Y)s o Fyn(Yin):0) + 33 log(f5(Y,)),  (2.4)

i=1 i=1j=1
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kde f; znaci hustotu Y;;, kterd nezavisi na parametru 6. Tato funkce se nazyva
pseudovérohodnost z diivodu, ze ackoliv mé obecnou strukturu obdobnou klasické
vérohodnosti, je pouze jeji aproximaci. Predstavme si, ze by argumenty hustoty ¢
v byly dény jako c¢(F1(Yi1),. .., Fm(Yim); @), tedy bychom pouzili skuteéné
margindlni distribuc¢ni funkce namisto téch empirickych. Oznacme tyto argumenty

Uj=Fj(Yy;) proi=1,....naj=1,...,m.

Rozdéleni nezavislych, stejné rozdélenych nadhodnych vektora Uy, ...,U,, kde
U; = (Uy,...,Up)", by poté bylo rozdéleni s distribu¢ni funkei C, se slozkami,
které jsou rovnomérné rozdélené na I. Takto upravend funkce £,s by pak dévala
skutecnou vérohodnost pro parametr 6.

V nasem ptripadé vsak, jelikoz nezndme skutecné marginaly, pouzivime pri
vypoctu pseudovérohodnosti takzvana pseudopozorovani, kterd jsou dana jako

ﬁij:an(Yij) proi=1,....naj=1,...,m. (2.5)
Néhodné vektory if\l, e ,(/J\n jiz nejsou nezavislé a také jejich slozky jiz nejsou

rovnomeérné rozdélené na I.
Odhad zaloZeny na maximalizaci pseudovérohodnosti v (2.4), ma tedy tvar

6% = argmax (pg(0).
0cO

Pokud budeme derivaci hustoty ¢ podle parametru @ znacit ¢, tedy
¢ = (8¢/06y,...,0c¢/00,)"

splnoval by odhad na zékladé této pseudovérohodnosti soustavu rovnic

n & (Ug,...,Upm;6F
(A b ) _ 0,. (2.6)
i=1 C(Uﬂ,.. U TILD )
Obecny semiparametricky Z-odhad

Analogicky k teorii Z-odhadu muzeme vektorovou funkci ¢'/c na levé strané
rovnice v ([2.6)) nahradit obecnéjsi funkei ¢(+; 0) : (0,1)™ — RP spliujici podminku

d(u; 0)dC (u; 0) = 0,. (2.7)
(0,1)m

Pozndmka. Zde, v rovnici (2.7), i v dalsim pribéhu textu budeme integrdlem
vektorové funkce rozumét vektor integralii jednotlivych slozek. Podobné integra-
lem matice A budeme rozumét matici, jejiz prvky jsou dany jako integraly prvku
matice A.

Hledany odhad 684% je pak feSenim soustavy rovnic
Z¢( zla---af]im;éfAZ) :Op- (28)

Takovyto odhad budeme nazyvat semiparametricky Z-odhad (v anglické literature
oznacovan jako ,rank approximate Z-estimator®, odkud plyne jeho symbolické
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znaceni). Jak uvddi [Tsukahara| (2005, sekce 3.1.), v obecném piipadé nemusi
feseni soustavy (2.8)) existovat. V tomto p¥ipadé autor doporuéuje odhad 054%
volit jako

éfAZ:ar min (Afi,...,(Afim;O ,
egee ; ¢ ( 1 ) )
kde ||-|| znaci euklidovskou normu.

Zamérme se nyni na vlastnosti odhadu éfAZ . K tomuto tcelu potrebujeme
nejprve sérii definic a podminek regularity.

Definice 16. Definujme ndsledujici:

1. Necht Q oznacuje systém spojitych funkci q na intervalu [0,1], které jsou
kladné na intervalu (0, 1), symetrické okolo 1/2, rostouci na [0,1/2] a splriuji
fol(Q(t))_2 < 0.

2. Funkci r : (0,1) — (0,00) nazveme u-krivkou, pokud je symetrickd okolo
1/2 a klesajici na intervalu (0,1/2].

3. Pro 5 € (0,1) a u-krivku r definujme funkci
- r(pt), 0<t<1/2
rs(t) = {r(l—ﬁ(l—t)), a<t<l, (2.9)

Pokud pro kaZdé B > 0 na néjakém okoli O existuje konstanta Mg takovd,
Ze rg < Mpar na intervalu (0,1), nazyvd se r reprodukujict u-krivka. Systém
reprodukujicich u-krivek oznacime R.

Uvedme si priklady funkci, které jsou obsazeny v systémech Q a R.

Priklad 4. Definujme pro a € (0,1/2) funkei ¢(-; @) : [0, 1] — R predpisem

qt;a) = (((1—1))".

Pro libovolné o € (0,1/2) je potom ¢(+; ) zfejmé symetrickd okolo 1/2; kladna
na (0,1) i spojita na [0, 1]. Derivace ¢(t; o) podle t je rovna a (¢(1 — t))o‘fl (1—-2t),
a tato derivace je tedy kladna na (0,1/2). Funkce ¢(-; ) je proto vzhledem ke své
spojitosti zprava v 0 rostouci na [0, 1/2]. Déle plati také

/Ol(q(t; )% = /01 (H(1 = 1)) = B(1 — 2,1 — 2a) < 0,

kde B znaci beta funkeci. Funkce ¢(-;a) tedy pro kazdé « € (0,1/2) nélezi do
systému Q).

Piiklad 5. Definujme pro 7 > 0, D > 0 funkci r(-; D,7) : (0,1) — (0, 00) pred-
pisem

r(t;D,r) =D (1 —1t)) .
Tato funkce je pro kazdé 7 > 0, D > 0 zfejmé symetrickd okolo 1/2 a obdobné

jako v prikladu {4 lze ukazat, ze je klesajici na intervalu [0, 1/2]. Funkce r(-; D,7)
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je proto u-kfivka. Definujme nyni funkei r3(-; D, 7) pfedpisem v (2.9). Potom pro
libovolné pevné 5 € (0,1) a t € (0,1/2] plati

rg(t; D, T) _ r(6t; D,7) _ D (pt(1 — pt)) " _ < 1—t )T
r(t; D,7) r(t; D,T) D(t(1—1t)" Bl —pt)) -

Tato funkce je spojitd na intervalu (0, 1/2], nebot pro kazdé g € (0,1) at € (0,1/2]
je Bt < 1, a jeji derivace podle t je dana jako

D rst:D.1) < 1—t¢ )” —B(1—Bt) + 521 —1))
ot r(t; D, ) B(1—Bt) (B(1 = Bt))?

_T< 1t ) 51— 5)
B(L=pt))  (B(1—Bt)’

Funkce r3(t; D, 7)/r(t; D, 7) je proto klesajici v t na intervalu (0, 1/2]. Proto

t: D t: D 1
sup 77’,3(, ’T):limir’g(’ ’T):—.
teo1/2) (t; D, ) =0 (D, T) BT

Dohromady tedy pro pevné g € (0,1) plati, ze

ra(t D,7) < éh7(t;l),r), te(0,1/2).
Zcela analogicky bychom mohli ukézat, ze pro pevné 8 € (0,1) plati, Ze také
1
ra(t; D, 7) < E
Nalezli jsme tedy konstantu pozadovanou v bodu 3 definice [16], a proto pro kazdé
7> 0, D > 0 nalezi funkce r(-; D,7) do systému R.

r(t; D, T), te(1/2,1).

Uvedme nyni predpoklady nutné k platnosti asymptotickych vysledki uvede-
nych nize. Podminkami regularity pro semiparametricky Z-odhad budeme ozna-
¢ovat nésledujicich pét pozadavku na rodinu kopuli {C(+;0);0 € ® C RP}, para-
metricky prostor ® a funkci ¢.

(R-1) Necht jsou pro kazdé 8 € O slozky funkce ¢(+;80) : (0,1)™ — RP spojité
diferencovatelné s parcialnimi derivacemi gzﬁ @ = 0¢;/0u; proi = 1,...,m
aj=1,...,p. Dale necht existuji funkce r;; € R,7;; € R a ¢;; € Q spliujici

pro kaidé u € (0,1)™

lpj(u; 0)] H

‘(;5 uB‘ J(u Hrkj ug),

i
/ <H%m>d0u@

/ Gij (i) iy (u; H'rkj ug)dC(u;0) < 0o
.1 kot

prot=1,....maj=1,...,p.

24



(R-2) Je-li 8, skutecna hodnota parametru 6, predpokladejme, ze plati

| ¢w:0)dC(u:60) = 0, = 6 = 6,

(0,1)m
(R-3) Pro kazdé 8 € © plati

| (@(u:0)) dC(u:0) < .

(0,1)™
(R-4) ¢(+;0) je diferencovatelnd vzhledem k € s Jakobiho matici

Do(ust) = (*55 )

ij=1
Dy (u; @) je dile spojitd v obou svych argumentech a Frobeniova norma
| Dg(u; )] je shora omezena dC(+; @) integrovatelnou majorantou h(w).

(R-5) Ctvercova matice A fadu p ve tvaru

Ag = / D (w; 00)dC (w; By)

(071)7n
je regularni.

Priklad 6. Ovérme podminku regularity (R-1) pro odhad zalozeny na pseudoveé-
rohodnosti a dvourozmérnou Farlie-Gumbel-Morgensternovu rodinu kopuli (viz
sekce v pripadé, kdy parametr 0 lezi v intervalu @ = [—1 +€,1 — €] pro
néjaké € > 0. Vzhledem k tomu, Ze ¢ ma pouze jednu slozku, nebudeme pro zjed-
noduseni uvadét index (v podmince regularity oznacovan jako j), ktery se k ni
vaze.

Hustota kopule z Farlie-Gumbel-Morgensternovy rodiny je pro u,v € I dana
jako

c(u, v; 0) = W =14+ 6(1— 2u)(1 - 2v).
Jeji derivace podle @ je ve tvaru
d(u,v;0) = 9e(u,v;6) = (1 —2u)(1 — 2v).
00
Dohromady pak mame
d(u,v;0) (1 —2u)(1—2v)

d(u,v;0) = c(w,v:0)  1+6(1—2u)(1—2v)

Parcialni derivaci funkce ¢ podle jejich argumentii staci vyjadrit pouze pro jeden
z nich, nebot je ¢ ve svych argumentech symetricka. Plati
(dv—2)(1 4+ 0(1 — 2u)(1 — 2v)) — (1 — 2u)(1 — 2v)0(4v — 2)
(14 0(1 —2u)(1 — 2v))?
4y — 2
(146(1—2u)(1—2v))%

¢ (u, v;0) =
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Odhadujeme-li shora funkci |¢|, dostdvame

(1 - 2u)(1 — 20)
14+60(1 —2u)(1 - 2v)

I
10 €

6, 0;0) = |

Podobné miizeme postupovat také pro funkei |¢(V|, kde plati

qv — 2
(1+60(1 —2u)(1 —2v))?

< 2
T (@-ler e

|6 (u, v; 0)] = |

Vidime, ze |¢| i |¢"| jsou na (0,1)? omezené. Definujme funkce 7, ro, 71, T2, q1
a @y predpisy
1 V2

Y I 60717
u2—i—€ u € (0,1)

@ (v) = g(v) = (v(1 = v))'3, v e [0,1].

ri(u) = ro(u) = 1 (u) = r2(u) =

Vsechny 4 pozadavky v podmince regularity (R-1) jsou nyni splnény, nebot pro

kazdé u,v € (0,1) plati
1 2 1 2
< (‘u — 5t \/—> ('v -5t {) =1 (u)ra(v),

Jo2) 4o 2)

a podminky na integrovatelnost v (R-1) jsou splnény, jelikoz funkce ry, rq, 71, 7,
¢1 a g2 jsou omezené, stejné jako kopule C'(u,v;0) pro kazdé u,v € (0,1).

Zaverem tohoto prikladu podotknéme, ze vzhledem k omezenosti funkci ¢
a ¢ jsme mohli funkce 71, 7o, 71 a 7 volit také jako omezené, diky ¢emuz byla
jejich integrovatelnost okamzité zajisténa. Jako funkce ¢; a ¢ pak stacilo brat
libovolné funkce z Q, které jsou omezené na (0,1).

Nasledujici véta shrnuje asymptotické vysledky pro odhad 5A%.

Véta 11. Jsou-li splnény podminky regularity (R-1) aZ (R-5), potom s pravdépo-
dobnosti blizici se 1, jakmile n — oo, existuje Teseni OFAZ soustavy [2.8)), které
konverguje ke skutecné hodnoté parametru 6y. Ddle, jakmile n — oo, potom

~ _ T
Vi (8547 — ) =5 A, (0, (40) ™ Qo ((80) ) ).
kde Ag je definovano v podmince reqularity (R-5) a
Qo = var | $(U;6p) + > / d (u; 6o) (1 (U < uy) — ;) dC(u; 65) | |
jzl(O,l)m

kde ¢pl) = (¢§j), o 0N jsou definovdny v podmince regqularity (R-1) a U je

ndhodny vektor z rozdéleni s distribucni funkci C(-; 6y).
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Diikaz. Viz Tsukahara (2005, Theorem 1).
UJ

Abychom byli schopni tvrzeni véty aplikovat, je nutné uvést také kon-
T
zistentni odhad rozptylové matice (Ag) ™" Qg ((Ao)fl) . [Tsukahara, (2005, sekce
3.1.) uvadi, ze takovymto odhadem je matice fadu p ve tvaru (A)"'Q((A)™HT.
Odhad matice A je dan jako
A= / (D (u; 6747) ) dC (w; 8747 . (2.10)
(0,1)™
Odhad Q je dan jako vybérovy rozptyl
~ 1 n _ _\T

n—1:=

kde prot=1,...,n je

Q = $(U:0M7) 1 3 [ o9 (w024%) (1 (0 < wj) = uy) dC (u; 6547)

=Lo,nm

a U, jsou pseudopozorovani definovand v (2.5)).

Priklad 7. Uvazujme, ze chceme odhadovat jednorozmérny parametr 6 v dvou-
rozmérné kopuli C'(+;6) nalezici do zvolené rodiny {C(-;0);6 € ©® C R}. Pred-
poklddejme, ze budeme parametr § odhadovat pomoci teorie maximalné pseudo-
vérohodnych odhadi. Samotny odhad 55 9 nalezneme jako feSeni soustavy rovnic
(2.6). Ukazme si, jakym zptsobem nalézt odhad asymptotického rozptylu odhadu
6FS . P¥ipometime, Ze pseudovérohodny odhad je specidlnim piipadem semipara-
metrického Z-odhadu, kde je pro jednorozmérny parametr funkce ¢ dana jako
P(u;0) = (u;0)/c(u;0).

Nejprve se zamérime na odhad matice Ay ve vété kterou v tomto pripadé
pro jednorozmeérny parametr oznac¢ime jako Agy. Po dosazeni konkrétniho tvaru

funkce ¢ ziskavame, ze

B 02 log c(u; 6y) .
= [ SRR o 0y) (2.12)

(0,1)

Za podminek analogickych tém, které ve vété 7.27 uvadi prof. |Andél (2007)), pak
muzeme vyjadrit

(0,1)2

— —varc(g < ((g gg’;) (2.13)

kde posledni rovnost plyne z podminky regularity (R-2). Ekvivalentem Aj v teorii
maximalni vérohodnosti je Fisherova informace. Vidime, ze v tomto pripadé je
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vsak prvek Ag zaporny. Tento fakt vychazi z obecného tvaru Ag tak, jak jej uva-
dime pro Z-odhady. Pokud bychom pozadovali, aby Aj bylo kladné, volili bychom
funkei ¢ ve tvaru ¢(u; 0) = —c'(u; 0) /c(u; §). Nahradime-li v ([2.13)), podobné jako
to ¢ini|Genest, Ghoud1 a Rivest (1995 kapitola 3), skutecny parametr 6 odhadem
HP S a U ziskanymi pseudopozorovanimi U prot=1,...,n, dostavame pouzitim

vybérového rozptylu odhad
(¢ (T8
—1 ; ( (T3 09)

Nyni prejdéme k odhadu matice Qg ve vété kterou v tomto pripadé pro
jednorozmérny parametr oznac¢ime jako (Jy. Opét dosazenim konkrétni funkce ¢
dostavame (Qy ve tvaru

1 2 " log c(u;
. M 3 / Flog e(uibo) (3 (17 < 4y — ) dC(uws o)
= 000u;

0?1)2

I;

Pocitejme integral uvedeny v predchozi rovnici pomoci per partes integrace vzhle-
dem k u;. Tento integral je pak roven

1
02 log c(u; 6y)
0/ (/ 000u, : (LU < uy) = uy) e(w; eo)duj) dus_;

; 0log c(u; 6p) ' 1
O/(ag( (Uj <uy) =) C('UHHO)} )dUS—j (2.14)

u;=0

0/ /é?logg(eeo)( De(w; Qo)duj) dus-j (2.15)

0

_0/ O/W (1(U; < u)) —uy) ac(a"ﬁo)duj) dus_j.  (2.16)

Integral v (2.14) je roven 0, nebot jak 1(U; <1) —1 =1—1 = 0, tak rovnéz
1(U; <0)—0=0-—0=0. Integrdl v je roven 0, nebot se jednd presnd
o podminku regularity (R-2). Dohromady je tedy integral I; dan pouze jako vyraz
v (2.16). Hodnotu @y mizeme nyni piepsat jako

d(U;0) & u; 0p) @) (w; 6p) |
var (U o) -2, / c(u; bo) (1 (U; < uj) — uy) WdC’(u, 0o)

=L

Nahradme opét skutecny parametr 6y odhadem 55 S a vektory u a U ziskanymi
pseudopozorovanimi U; pro ¢ = 1,...,n. Pokud navic integral uvedeny vyse po-
¢itdme vzhledem k empirické kopuli C), namisto k C(-;6p), dostavame pouzitim
vybérového rozptylu odhad
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kde proi=1,...,n je

o (ﬁi;@ffs) 2 n (ﬁ-'§P5> . . ) (ﬁi;@fs)
Qi = c (fj.gps) _]z::“; c (ﬁ,.gps) (]1 (UU = kj) B Ukj) n-c (ﬁ,.gps)'

rYn r'n

Konecéné, odhadem asymptotického rozptylu odhadu 55 S miZzeme oznadit

52 = 2 (2.17)

Dalsi priklady odhadovacich funkci

V tavodu této podsekce jsme poznamenali, Ze pristup pomoci semiparametric-
kych Z-odhadu je pfimocarym zobecnénim pseudovérohodného odhadu z ([2.6]).
Tsukahara, (2005, sekce 3.1.) uvadi, Ze pro vétsinu pouzivanych rodin kopuli je
v piipadé volby ¢(u,0) = c'(u,0)/c(u,O) splnéna pétice podminek regularity
(R-1) az (R-5), a tedy je vySe uvedend asymptotickd teorie platna. Jaké jsou vsak
dalsi mozné volby funkce ¢? Predpokladejme, ze m = 2 a p = 1, tedy, Ze mame
dvourozmeérnou kopuli s jednorozmérnym parametrem z rodiny {C(-,0);60 € ©}.
Definujme v tomto pripadé

7(C:0) =4 / O(u; )dC (u; 0) — 1,
012

p(C;0) =12 / uuadC(u; 0) — 3.

(2.18)

Funkce 7 je nazyvana Kendallovo 7, funkce p pak Spearmanovo p. Obé tyto
funkce jsou méritky sily zavislosti mezi dvéma veli¢cinami. Vice informaci k témto
funkcim, pripadné k jejich porovnani s Pearsonovym korela¢nim koeficientem lze
nalézt v praci |[Embrechts, McNeil a Straumann| (1999). Zadefinujme dale funkci
- (u;0) = 4C(u;0) — 1 — 7(C; 0) a funkei ¢,(u;0) = 12ujuy — 3 — p(C; 6). Obé
tyto funkce pak ziejmé spliuji podminku (2.7) a pfislusné odhady patii mezi
semiparametrické Z-odhady. Oznac¢me takto vzniklé odhady parametru 6 po radé
jako 7 semiparametricky Z-odhad a p semiparametricky Z-odhad.

2.2.2 Metoda nejmensi vzdalenosti

V pripadé, ze nejsme presvédceni o spravnosti zvolené rodiny kopuli, do které
patii ta nami modelovand, je alternativou k pouziti semiparametrickych Z-odhadu
pouziti metod zaloZenych na minimalizaci vzdalenosti. V anglicky psané litera-
ture jsou takové odhady nazyvany ,minimum distance estimators“. Vyhodou
takovychto odhadi je, ze v pripadé, Ze nase predstava o parametrické rodiné ko-
puli {C(+,0);0 € ©® C RP} neni spravna, odhaduje metoda nejmensi vzdalenosti
takové 6, které v urc¢itém smyslu (jak uvidime nize) minimalizuje vzdélenost mezi
skutecnou kopuli a {C(+,0);0 € ©}.

Predpokladejme opét, ze Y7, ..., Y, je posloupnost nezavislych, stejné rozdé-
lenych ndhodnych vektorti s m slozkami, tedy Y; = (Yii,...,Yin)" pro kazdé
i€ {l,...,n}. Dale necht C znaci skutecnou kopuli prislusejici ndhodnému vek-
toru Yy a {C(-,0);0 € ® C RP} je parametrickd rodina kopuli, kterou chceme
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pouzivat pro modelovani dat. Zdiraznéme, ze nepredpokladame, ze C' nalezi do
této parametrické rodiny. Definujme dale funkcional T" na prostoru vsech kopuli
predpisem

T(D) = argmind(D, C(+8)),
6o

kde d znaci néjakou vzdalenost mezi rozdélenimi na (0,1)™. Ve zbylé ¢asti této
prace budeme pouzivat Cramér-von Misesovu vzdalenost

d(D,C) = dewns(D, C) = / (D(u) — C(w))* du.
(0,1)m

Dalsi moznou volbou vzdalenosti mize byt naptiklad Kolmogorov-Smirnovova
vzdalenost, ktera je definovana jako

dxs(D,C) = sup |D(u) = C(u)].

u €(0,1)™

Pokud C), znaéi empirickou kopuli na zékladé Y1, ..., Y, (viz definice[15]), pak

definujeme odhad parametru @ metodou nejmensi vzdalenosti jako
6MP = T(C,).

I pro tento odhad jsme za urc¢itych podminek schopni nalézt asymptotické rozdé-
leni. Ozna¢me vnitiek parametrického prostoru © jako int(®).

Podminkami regularity pro odhad metodou nejmensi vzdalenosti budeme o0z-
nacovat néasledujicich pét pozadavki na rodinu kopuli {C(-,0);0 € © C R},
parametricky prostor © a vzdalenost d.

(D-1) Pro kazdou kopuli D je zobrazeni t — d(D, C(-;t)) spojité.
(D-2) d(C(-;0),C(-;t)) = 0 prave tehdy, kdyz 6 = t.

(D-3) Pro kazdé 0 € int(®) existuje funkce dp : R™ — RP takovd, ze kazda jeji
slozka nélez{ do prostoru L%((0,1)™) a

/ Cust) — Cu;0) — (t—0) dp(w)| du=o ([t —6]7).

0.1

(D-4) Zobrazeni 8 — &g je pro kazdé 6 € int(®) spojité podle kvadratického
stredu, tedy
lim / 16, () — dg(w)||*du = 0.

t—0
(0,1)m

(D-5) Matice [ &g(u)dg (u)du je pro kazdé 0 € int(®) reguldrni.
o,1)™

Nejcastéji muze byt funkce dg volena tak, ze jeji i-ta slozka je dana jako
(6g(w)); = 0C(u;0)/06;. Definujme dale funkci vy : R™ — RP predpisem
-1
Yo(w) = | [ So(w)8g (w)dv | So(u).
(0,1)™

Nyni jsme pripraveni zformulovat vétu o asymptotické normalité odhadu meto-
dou nejmensi vzdéalenosti, jejiz obecnéjsi variantu predkladd [Tsukaharal (2005]
Theorem 3).
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Véta 12. Necht jsou splnény podminky regularity (D-1) az (D-5). Potom pro
n — oo plati
Vi ()P = T(C)) =% N, (0, Wo),

kde

Wo = var / Yo(u) (IL (U <wu)— ic(j)(u;O)]l (U, < uj)) du |,

(0,1)m =1

CY(u;0) = 9C(u;0)/0u; a U je ndhodny vektor z rozdélent s distribucni funkci
C.

Diikaz. Viz Tsukaharal (2005, sekce 3.2.4.).
U

Zde pouze podotknéme, ze ¢len T'(C) vyjadiuje piesné objekt naseho zajmu,
tedy hodnotu parametru 6, kterd minimalizuje d(C, Cp).

I v tomto pripadé |Tsukahara| (2005] sekce 3.2.4.) uvadi konzistentni odhad W
asymptotické rozptylové matice. Takovyto odhad je dan jako vybérovy rozptyl

— 1
W:

> (Wi W) (Wi W)

n—1i3
kde proz=1,...,n je
W, = / ’ngD(u) (]1 (ﬁ@ < u) - iC(j) (u; §%D> 1 (I/J\'” < uj)) du
(0,1)m J=1

a U; jsou pseudopozorovani definovana v ([2.5]).

2.2.3 Momentova metoda

Dalsi ze skupiny semiparametrickych pristupti je momentova metoda, ktera
aplikuje standardni postupy momentového odhadu na teorii kopuli. V anglicky
psané literature jsou takové odhady nazyvany ,,copula moment estimators®. Tuto
metodu zkoumali Brahimi a Necir| (2012), a tato sekce je shrnutim nejdulezitéj-
sich poznatki uvedenych v této praci.

Predpokladejme znovu stejnou strukturu dat jako v podsekci s tim, ze
navic predpokladdme, ze rodina kopuli {C(+;0);0 € ® C RP} spliuje takzvanou
podminku usporadani, tedy

V6,,0, € © : 0, # 0, = (Yu € (0,1)™ : C(u;0,) < (nebo >) C(u;0,)). (2.19)

Definujme déle k-t moment kopule C(-; 8) predpisem

My (8) = / (C(u:6))"dC(u; 0)

(0, 1)
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pro k= 1,2,.... PovSimnéme si, ze vzhledem k tomu, ze pro kazdé u € (0,1)™
je 0 < C(u;0) < 1, existuje kone¢ny k-ty moment kopule pro libovolné k. Na zé-
kladé k-tych momenti mizeme snadno definovat funkci M : ® — RP predpisem
M(6) = (M(6),...,M,(0))". Vzhledem k podmince uspoiadani je funkce M
prosta. Tedy existuje inverzni zobrazeni k M a momentovy odhad ég M parame-
tru @ muzeme definovat jako

o~

ocM — M ((Ml(e), o Mp(e))T> ,

kde Mk(e) znaci vybérovy odhad k-tého momentu. Nalezeni momentového od-
hadu mtzeme popsat v nasledujicich krocich.

1. Spoc¢teme hodnoty pseudopozorovani [7“ ktera jsou definovand v (2.5)).

2. Nalezneme pro k = 1,...,p vybérové odhady momenti kopule
—~ 12 —~\\ k
M= -3 (Ca (T))

i=1
kde C,, znaci empirickou kopuli definovanou v definici

3. Momentovy odhad 85 nalezneme jako 6 Tesici soustavu rovnic

M1<0> — Mh

Mp(e) = Mp'

Obdobné jako u predchozich metod predstavime podminky regularity nutné
k platnosti asymptotickych vlastnosti tohoto odhadu. Nejprve vsak oznac¢me

L(u;0) = (Ly(w;8),...,Ly(u;0))", kde
Li(u;0) = (C(u; 0))* — M(6).

Podminkami regularity pro odhad momentovou metodou budeme oznacovat na-
sledujici tfi pozadavky na rodinu kopuli {C(+,0);0 € ©® C RP} a parametricky
prostor ©.

(M-1) Necht 6y je skutecnou hodnotou parametru 6. Predpokladejme pak, ze
plati

/ L(u;0)dC(u;8;) = 0, < 6 = 6.

(0,1)m
(M-2) Funkce L(-;0) je diferencovatelnd vzhledem k 6 s Jakobiho matici

D (u;0) = ((%é;j,é)))p

ij=1

Dy (u;0) je dale spojitd v obou svych argumentech a Frobeniova norma
|Dr(w; 0)] je shora omezend dC'(+; @) integrovatelnou majorantou h(u).
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(M-3) Ctvercova matice By fadu p ve tvaru
By = / Dy (u; 6)dC (u; 6p)
(0,1)m
je regularni.

Nyni jsme jiz pripraveni formulovat vétu o asymptotické normalité odhadu
momentovou metodou.

Veta 13. Necht je spinéna podminka usporaddani (2 a podminky reqularity (M-
1) az (M-3). Potom momentové odhady OCM emstuyz s pravdépodobnosti blizici
se Z, jakmile n — 0o. Navic pro n — oo plati

~ T
vn (HSM - 90) LN, (0, (Bo)™" Zo ((Bo)il) > :
kde matice By je definovdna v podmince reqularity (M-3),

Zo = var I/(U7 00) + Z / ‘/;(90) (]]_ (UJ S Uj) - Uj) dC(’U,, 00) s
j:1(071)m

Vi(0) = (0(C(u38))! /0wy, -, (C(u; 0)) /duy)"
a U je nahodny vektor z rozdéleni s distribucni funkci C(+;6y).

Diikaz. Viz Brahimi a Necir| (2012, Theorem 1).
O

Abychom byli schopni tvrzeni véty [13| aplikovat v praxi, je nutné uvést kon-
T
zistentni odhad rozptylové matice (Bg)™" Zg ((Bo)_l) . [Brahimi a Necir| (2012,

Remark 1) navrhujf tento odhad jako ¢tvercovou matice (B)'Z((B)™")T fadu p.
Odhad B je dan jako

B = / (DL (u; é,?M)) ac (u; BASM) :
(071)7n
Odhad Z je dan jako vybérovy rozptyl
1 & — —\T

> (2-2,) (2~ 2.) .

i=1

7 =

n—1
kde proi=1,...,n je

2= (O:0) 155 [ V(00 (30 ) ) ()

0,1)m

a U; jsou pseudopozorovani definovand v ([2.5)).
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2.2.4 Porovnani semiparametrickych metod

Mnozi autori se ve svych textech zabyvali porovnanim mezi jednotlivymi se-
miparametrickymi metodami pomoci simula¢nich studii. Dalsi ¢astou metodou,
kterou jsme se v predeslém textu nezabyvali, je metoda zalozena na Kendallové 7
definovaném v ([2.18]). Pokud definujeme navic vybérové Kendallovo 7 predpisem

4
w1l ——— ST U(Yy < Vi, Vi < Vi),
To, +n(n—1)§; (Y <Yj1,Y i2)

muzeme nalézt odhad parametru 0 jako takové 0, které fesi rovnici 7(C, 0) = 1o,

n-

Takovy odhad nazyvame odhad metodou inverzniho 7 a znacime VY.

Tsukahara, (2005, kapitola 4) se ve své simulac¢ni studii zaméfil na porovnani
vychyleni a stfedni ¢tvercové chyby pro rtzné rodiny kopuli, rizné hodnoty je-
jich parametru a rizné metody odhadu téchto parametri. Byly uvazovany pouze
dvourozmérné kopule s jednorozmérnym parametrem. Odhad vychyleni na za-
kladé N nahodnych vybéra je dan jako

—

1M
Bias= — Y 0, — 6
1as N; o

a odhad stfedni ¢tvercové chyby jako

R - L3 (6 a)°
=52 (6= ).

i=1

Porovnany byly ¢tyti rodiny kopuli, a to Claytonova, Gumbel-Hougaardova, Fran-
kova a Plackettova. Zkoumané metody byly — metoda zalozena na pseudo-véro-
hodnosti, 7 semiparametricky Z-odhad, metoda inverzniho 7, metoda nejmensi
vzdélenosti (Cramér-von Misesova vzdélenost) a metoda nejmensi vzdélenosti
(Kolomogorov-Smirnovova vzdalenost). Autorovy vysledky ukazuji, Ze ve vét-
siné pripadii ma metoda zaloZzend na pseudovérohodnosti nejmensi ¢tvercovou
chybu, zatimco nejmensi vychyleni je patrné u 7 semiparametrického Z-odhadu.
Naopak nejhorsi vlastnosti vykazuje metoda nejmensi vzdalenosti zalozend na
Kolomogorov-Smirnovové vzdalenosti. Obecné si 1ze také povSimnout, ze jak vy-
chyleni, tak stfedni c¢tvercova chyba odhadu rostou, jakmile skutec¢na hodnota
parametru 0 udava silnéjsi miru pozitivni zavislosti mezi veli¢inami.

Brahimi a Necir| (2012, kapitola 4) ve své praci uvadi simula¢ni studii, ve které
je zkoumano vychyleni a odmocnina stfedni ¢tvercové chyby u kopuli nalezicich
do Gumbelovy rodiny. Zkoumané metody byly — metoda zalozend na pseudo-
vérohodnosti, momentova metoda a takzvana 7-p metoda, kterd je zobecnénim
metody inverzniho 7 pro dvourozmérny parametr 6. Vice o posledni jmenované
metodé uvadi ve své praci Brahimi a Necir| (2012 kapitola 1). Vysledky této
simulac¢ni studie ukazuji, ze metoda zalozena na pseudovérohodnosti a momen-
tova metoda dosahuji lepsich vysledki (v obou hodnoticich parametrech) nez 7-p
metoda. Vyhodou momentové metody je v tomto pripadé vypocetni nendrocnost,
nebot odhady parametrii v Gumbelové rodiné pomoci momentové metody mohou
byt vypocteny explicitné. Poznamenejme vSak, Ze jiné rodiny kopuli zkoumany
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nebyly, nelze tedy s dostatecnou jistotou doporucovat momentovou metodu oproti
jinym.

Zavérem této podsekce podotknéme, ze kromé vzajemného porovnani semipa-
rametrickych metod se nékteri z autorii zabyvali také porovnani parametrického
a semiparametrického pristupu. Simulacni studie za timto tcelem provedli napii-
klad |Kim, Silvapulle a Silvapulle| (2007)). V prvni ¢asti svého clanku porovnévaji
pro zvolené rodiny kopuli (Ali-Mikhail-Haqova, Claytonova, Frankova, Gumbe-
lova, Joeva, Plackettova) odhady stfednich ¢étvercovych chyb odhadit parametri
za podminky, ze u parametrickych metod je parametricka podoba marginalta de-
finovana spravné. Sledujeme-li, jaky je pomér takovych odhadi stfednich étver-
covych chyb mezi metodou inferenc¢nich funkci pro marginaly a metodou zaloze-
nou na pseudovérohodnosti, vidime, ze se pohybuje obvykle v rozmezi mezi 0,85
a 0,95. V druhé c¢asti této simulacni studie autori posuzovali mimo jiné odhad
vychyleni, pokud je parametrickd podoba marginali definovana nespravné. Vy-
sledky ukazuji, ze vychyleni pro parametrické metody je pro nespravné specifiko-
vané marginaly vyrazné vyssi nez pro metodu zalozenou na pseudovérohodnosti.
Celkové proto autori doporucuji preferovat metodu zalozenou na pseudovérohod-
nosti oproti parametrickym metoddm uvedenym v sekci [2.1], které jsou citlivé na
spravnou specifikaci marginalnich rozdéleni.

2.3 Testy dobré shody

V dosavadnim prubéhu této kapitoly jsme se zamétovali pouze na odha-
dovani parametru 6@ za predpokladu, ze zkoumana kopule C' patii do rodiny
{C(+;0);8 € O}. Druhou otdzkou, kterou bychom se pii modelovini pomoci
kopuli méli zabyvat, je zda kopule C' opravdu patii do rodiny {C(+;0);0 € O}.
Uvedeme zde nékolik variant testli pouzivanych pro testovani nulové hypotézy
Hy:Ce{C(:0);0 c B}.

Predpokladejme opét, ze Y7, ..., Y, je posloupnost nezavislych, stejné rozdé-
lenych ndhodnych vektorti s m slozkami, tedy Y; = (Yii,...,Yin)" pro kazdé
i€ {l,...,n}. Dale necht C znaci skutecnou kopuli prislusejici ndhodnému vek-
toru Y1 a {C(-;0);0 € ©® C R} je parametricka rodina kopuli, kterou chceme po-
uzivat pro modelovani dat, a necht U; jsou pseudopozorovani definovana v .

2.3.1 Testy zalozené na empirické kopuli

Intuitivni postup pro testovani dobré shody je zalozen na porovnani empi-

rické kopule C,, s kopuli C(;8,,), kde 6,, je odhad parametru 6 za platnosti Hy,
tedy napriklad odhad zalozeny na pseudovérohodnosti. Zakladem pro takovéto

testovani je proces
Cp=vn(Co—C(+6,)).

Jeho pouziti vsak napriklad Fermanian/ (2005, kapitola 1) oznacuje vzhledem ke
slozitosti asymptotického rozdéleni za nepraktické. |Genest a Rémillard (2008)
presto zkoumali vyuziti tohoto procesu pri testovani a navrhuji jeho pouziti
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v Cramér-von Misesové statistice a Kolomogorov-Smirnovoveé statistice. Tvar téch-
to statistik je postupné

S, = / (C(w))2dC ()

(o, 1)m

T,= sup |C,(u)l.
ue(0,1)™

Asymptoticka rozdéleni statistik S, a T}, jsou zavisla na limitnim chovani procesu
C,.. Genest a Rémillard (2008, Theorem 1) ukazuji konvergenci tohoto procesu
(za urcitych podminek regularity) a také konzistenci testt zalozenych na statisti-
kach S,, a T, ve smyslu, ze pokud nulova hypotéza neplati, je s pravdépodobnosti
blizici se 1, jakmile n — 0o, zamitnuta. Nevyhodou téchto metod je, Ze asympto-
tické rozdéleni statistik .S, a T,, za platnosti Hy zéalezi na rodiné {C(-;0);0 € ©}
a také na hodnoté neznamého parametru 6. Priblizné (dané asymptotickym roz-
délenim) p-hodnoty je pak mozné ziskat za pouziti parametrického bootstrapu.
Tento postup blize popisuji (Genest, Rémillard a Beaudoin (2009, Appendix A).

2.3.2 Testy zalozené na Kendallové transformaci

Dalsi z moznych ptistupu k testovani dobré shody je zalozen na takzvané
Kendallové transformaci. |Genest, Quessy a Rémillard| (2006, kapitola 1) navrhuji
uvazovat zobrazeni z R™ do [0,1] definované predpisem

Y =(Yy,....Y) = V=HY)=CFM),...,EFu.(Vn),

kde H je sdruzena distribucni funkce nahodného vektoru Y a F; je marginalni dis-
tribuc¢ni funkce slozky Y;. Toto zobrazeni byva nazyvano Kendallova transformace.
Genest a Rivest| (1993] kapitola 3) ukazuji, Ze pokud K znad¢i (jednorozmérnou)
distribu¢ni funkci ndhodné veliciny V', lze ukazat, ze K muze byt neparamet-
ricky odhadnuta pomoci empirické distribucni funkce na zakladé transformova-
nych pseudopozorovani ve tvaru V; = C,(U,), ..., V, = Cy(U,). Oznaéme tuto
empirickou distribuéni funkei jako

Kn(v):;Z]l(f/igv) prov € [0,1].
i=1

Genest, Rémillard a Beaudoin| (2009, sekce 3.2.) uvadéji, ze K, je konzistentnim
odhadem distribu¢ni funkce K. Za platnosti nulové hypotézy je sdruzené rozde-
len{ vektoru U = Fy(Y1),..., Fru(Y,,) " ddno jako C(-,0) pro 8 € ©. Kendallova

transformace C(U; @) ma tedy distribu¢ni funkci, kterou oznacime jako Kjp.

Pomoci méreni odlisnosti K,, a parametrického odhadu K 8. muzeme testovat
nulovou hypotézu ve tvaru Hj : K € {Ky,0 € ©}. Obecné muze nastat situace,
kdy ackoliv kopule C' nepatii do zkoumané parametrické rodiny {C(-;80);0 € O},
distribu¢ni funkce K Kendallovy transformace jiz muze pattit do {Ky,0 € O}.
Plati proto, ze Hy C H|. Pokud tedy zamitame H|, zamitame také Hy. Neza-
mitnuti H| vsak neznamend, ze by Hy neméla byt zamitnuta. Z tohoto divodu
nejsou testy zalozené na procesu

K, = vn (K, — K5 )
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v obecném pripadé konzistentni. |Genest, Quessy a Rémillard (2006, sekce 4.2.)
nabizeji postupy pro vypocet p-hodnot i pfes nekonzistenci takovych testi. Po-
dobné jako v pripadé testi zalozenych na empirické kopuli jsou testové statistiky
zalozeny na Cramér-von Misesove statistice a Kolomogorov-Smirnovoveé statistice.
Zde jsou testové statistiky ve tvaru

S = [ (Ka(w))*dKG, (u)

(0,1)

T'E) = sup |K,(u)|.
u€e(0,1)
Asymptotickd rozdéleni téchto testovych statistik jsou opét zavisla na kopuli
C(+;0) a samotném parametru 6. Piiblizné p-hodnoty opét nejsou tabeloviny
a mohou byt nalezeny pouze pomoci simula¢nich metod. (Genest, Rémillard a Be-
audoin| (2009, Appendix B) uvadéji postup pro pouziti parametrického bootstrapu
v tomto pripadé.

2.3.3 Testy zalozené na Rosenblattové transformaci

Dalsim typem transformace, na které mohou byt zalozeny testy dobré shody,
je Rosenblattova transformace. Rosenblattovou transformaci danou kopuli C' ro-
zumime zobrazeni R : (0,1)™ — (0,1)™, které vektoru w € (0,1)™ pritadi vektor
R(u) = (e1,...,em) ", kde e; = u; a pro kazdé i € {2,...,m} je

aiflC(ul, co U, Lo 1) 8"*10(211, e Ui, 1, 1)
€, = .
8u1 N 8UZ’_1 8u1 ce 8ui_1
Vlastnosti takové transformace je to, ze U ma rozdéleni s distribuéni funkci C
pravé tehdy, kdyz rozdéleni R(U) je m-rozmérna kopule nezavislosti

O((er,....em) ) =€1-...  Cm.

Na zakladé tohoto pozorovéani je nulova hypotéza Hy : U ~ C € {C(-;0),0 € O}
ekvivalentni nulové hypotéze Hy : Ro(U) ~ II pro néjaké 8 € O, kde Ry(-) znadci
Rosenblattovu transfromaci danou kopuli C(-, 8). K testu Hy mizeme vyuzit, ze
transformovand pseudopozorovani Ry = Ry (Ui), ..., R, = Ry (U,) mohou byt
za HJ interpretovina jako vybér z kopule II. Tato interpretace je vsak pouze pri-
blizné, nebof tato transformovana pseudopozorovani nejsou vzajemné nezavisla.
Empiricka distribu¢ni funkce

D, (u) = ii]l (Ri < u)

by pak méla byt v urcitém smyslu blizka kopuli II. Testovani dobré shody na
zakladé Rosenblattovy transformace mohou byt proto zalozena na zkoumani této
blizkosti. |Genest, Rémillard a Beaudoin| (2009, kapitola 4) nabizi dva typy tes-
tovych statistik, obé zalozené na Cramér-von Misesové pristupu. Prvnim typem
testové statistiky je

S = / (Dy(w) ~ T(w))dD,(u) = 3 (D, (R) ~T1(R,))’,

(0,1)m i=1
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kde druha rovnost plyne z toho, ze funkce D), je po ¢astech konstantni se skoky
velikosti 1/n presné v bodech Ry, ..., R,. Druhym typem testové statistiky pak
je

Stejné jako u vyse uvedenych testii je asymptotické rozdéleni téchto statistik
zavislé na kopuli C(-; @) a samotném parametru 6. I zde uvadéji Genest, Rémillard
a Beaudoin| (2009, Appendix D) postup pro pouziti parametrického bootstrapu.
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3. Simulac¢ni studie

Cilem v této kapitole uvedené simulacni studie je ovérit praktickou platnost
teoretickych vysledktl uvedenych v predeslém pribéhu této prace. Konkrétné se
zde zamérime na vliv rozsahu vybéru na platnost asymptotické teorie odhadu
parametra kopuli.

Pro tuto simulacni studii je vybrana metoda zalozena na pseudo-vérohodnosti,
nebot se jedna o nejuniverzalnéjsi metodu. Vyhody této metody oproti jinym jsou
shrnuty v podsekei 2.2.4] Simula¢ni studie, které byly uskuteénény v rdmci zde
citovanych i dalsich texti, se vSsak primarné zaméruji na porovnani této metody
s dalsimi metodami pro odhadovani parametru kopuli. Rozsah vybéru pak byva
volen jako dostatecné velky a hlavnim predmétem zajmu jsou odhady vychyleni
a stiedni ¢tvercové chyby tak, jak jsou uvedeny v podsekci [2.2.4] My se zde za-
mérime na to, zda je v zavislosti na rozsahu vybéru dodrzovano pokryti intervalu
spolehlivosti pro jednorozmérny parametr 6 na zakladé vygenerovanych hodnot
z predem zvolené kopule.

Ptesny postup pri tvorbé této simulacni studie je nasledujici.

1. Vygenerujeme N = 10000 ndhodnych vybért z rozdéleni se zndmou sdruze-
nou distribuéni funkei C(-, 0). Uvazovany jsou dvourozmérné kopule s jed-
norozmérnym parametrem, konkrétné

« normalni kopule s parametrem korelace 6 € {0,2;0,5;0,8},

 Farlie-Gumbel-Morgensternova (dédle FGM) rodina kopuli s paramet-
rem 0 € {—0,45;0,45;0,9},

 Claytonova rodina kopuli s parametrem 6 € {0,5;2; 8},

« Ali-Mikhail-Haqova rodina kopuli s parametrem 6 € {—0,5;0,4;0,71}
(dale jako AMH),

o Gumbel-Hougaardova rodina kopuli s parametrem 6 € {1,25;25;5},
o Frankova rodina kopuli s parametrem 6 € {1,87;5,75;18,2}.

VSechny pouzité kopule jsou uvedeny v sekci[I.5] Zpusoby, jakymi lze gene-
rovat z rozdéleni zaloZenych na kopulich, nabizi Nelsen (2006, kapitola 3).
Parametry kopuli jsou voleny tak, aby Kendallovo 7 ptislusné kopule odpo-
vidalo priblizné hodnotam 0,2; 0,5 a 0,8. Pouze v pripadé AMH rodiny ko-
puli a FGM rodiny kopuli odpovidaji parametry Kendallovu 7 o hodnotach
—0,1; 0,1 a 0,2. Divodem je struktura téchto rodin, kterd neumoznuje mo-
delovani silnych zavislosti. Pro vSechny tyto kopule jsou generovany vybéry
s ruznymi rozsahy. Ty jsou zvoleny jako n € {5, 10, 20, 30, 50, 100, 300, 500}.

2. Pro kazdy vybér pomoci metody zalozené na pseudovérohodnosti nalezneme
odhad 6 parametru 6 a prislusny interval spolehlivosti zalozeny na vété
a nasledném odhadu asymptotického rozptylu detailné uvedeném v prikladu
. Ten je oznacen jako 52 a uveden v (2.17)).

Poté je interval spolehlivosti s asymptotickym pokrytim 95 % dan jako

N 6 ~ o
60— U0.975ﬁ; 0 + U0.975ﬁ )
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kde wug.g75 znaci 97,5% kvantil normovaného normdlniho rozdéleni.

3. Spocteme pozorované pokryti jako podil poc¢tu intervalt spolehlivosti, které
pokryly skutec¢nou hodnotu parametru 6, a celkového poctu N vygenero-
vanych nahodnych vybért. V pripadé, ze z numerickych divodi nejsme
schopni ziskat vSsechny odhady, pripadné intervaly spolehlivosti, definujeme
pozorované pokryti jako podil poc¢tu intervali spolehlivosti, které pokryly
skutecnou hodnotu parametru 6, a celkového poctu skutecné nalezenych
intervalt spolehlivosti.

Ziskané pozorované pokryti je uvedeno v tabulce [3.1]. K situaci uvedené v bodu
3, kdy jsme vinou vypocetnich problémii nebyli schopni nalézt interval spoleh-
livosti pro 0, obecné nastavalo pouze u Frankovy kopule v pripadé malych vy-
béra. Z 10 000 vygenerovanych vybéri rozsahu 5 z Frankovy kopule s parametrem
0 = 18,2 jsme ziskali pouze 6474 intervala spolehlivosti. V dalSich ¢tytech pripa-
dech jsme ziskali mezi 9 a 10 tisici intervalt spolehlivosti. Jednalo se o § = 1,87
a = 5,75 u vybéru s rozsahem 5 a dale také o 6 = 5,75 a 0 = 18,2 u vybéri s roz-
sahem 10. Nicméné, byl-li rozsah vybéru alespon 20, u vsech rodin jsme ziskali
plny pocet intervali spolehlivosti, a vysledky tudiz nemohly byt zkresleny.

V tabulce mizeme vidét, Ze ve vSech rodindch se s rostoucim rozsa-
hem vybéru blizi pozorované pokryti tomu teoretickému, tedy 95 %. U Gumbel-
Hougaardovy rodiny a Frankovy rodiny tomu tak je jiz pro relativné malé rozsahy
vybéru, priblizné od n = 30. Relativné rychlou konvergenci k teoretickému po-
kryti mizeme pozorovat také u Claytonovy rodiny. U normélnich kopuli a AMH
rodiny vidime postupny nartst pozorovaného pokryti s rostoucim rozsahem vy-
béru. U obou rodin je pti rozsahu vybéru n = 50 pozorované pokryti rovno
priblizné 90 %, az pri rozsahu vybéru n = 500 se pohybuje okolo 94 %. Odlisnym
piipadem je pak FGM rodina, kde je naopak pro malé rozsahy vybéru pozoro-
vané pokryti 100 %, pripadné témér 100 %. Az u vybéra rozsahu n = 100 a vice
pozorujeme pozorované pokryti blizké tomu teoretickému.

Celkové muzeme Tici, ze pro vybéry s rozsahem n = 100 a vice je u vsech
zkoumanych rodin kopuli velmi dobfe dodrzovana teoreticka hladina.

Ve druhé ¢ésti této simulacni studie rozsitfime nasi oblast zdjmu také o kopule
ve vice dimenzich. Postup simulaci a vypoc¢tu zustava stejny jako v prvni c¢asti,
zamérime se vsak také na pétirozmérné kopule, abychom vidéli, zda také rozmér
kopule méa vliv na rychlost konvergence k asymptotickému rozdéleni. V této c¢asti
jiz vyuzijeme pouze Archimédovské kopule, které umozinuji modelovani slabych
i silnych zavislosti, tedy Claytonovu, Gumbel-Hougaardovu a Frankovu rodinu.
Funkéni predpisy m-rozmérnych Archimédovskych kopuli kopiruji dvourozmérny
pifpad. Pro generator ¢ a u = (uy,...,u,)' je tato kopule ddna jako

C(u) = N (B(wr) + ... + B(um)).

Zvolené parametry i rozsahy vybéra zustavaji stejné jako v prvni ¢asti simulacni
studie, ackoliv praktické pouziti naptriklad vybéru s rozsahem 5 na modelovani
zavislosti 5 veli¢in nemutze byt doporuceno.

Tabulka uvadi pozorované pokryti pro pétirozmérné kopule. Gumbel-
Hougaardova rodina ukazuje stejné jako ve dvourozmérném piipadé pozorované
pokryti velmi blizké 95 %, a to jiz pro malé rozsahy vybéru. U Claytonovy rodiny
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Tabulka 3.1: Pozorované pokryti 95% intervalu spolehlivosti zalozenych na pseu-
dovérohodnosti pro parametr 6 vybranych dvourozmérnych kopuli. Vyjadieno
v procentech.

Rozsah vybéru 5 10 20 30 50 100 300 500
Normalni kopule

0 =072 59,8 71,8 84,5 87,8 912 932 945 946

0 =05 68,8 77,5 84,4 86,8 89,3 91,7 93,3 939

=08 84,4 879 89,8 90,6 91,5 92,6 93,5 94,2
FGM rodina

0 =—-0,45 100,0 99,9 98,8 972 972 955 944 94,7

0 = 0,45 100,0 99,7 984 972 96,6 953 94,2 948

0 =09 100,0 99,5 97,8 97,8 983 98,3 98,3 98,3
Claytonova rodina

=0, 69,5 86,1 91,8 93,5 945 94,8 944 94,7

=2 81,0 95,7 952 948 944 943 94,7 944

0 =28 56,0 90,4 93,0 93,5 943 949 959 951
AMH rodina

0=-0,5 71,9 854 90,9 92,7 94,6 95,7 94,1 94,2

0=04 93,5 76,3 83,2 87,5 90,1 92,8 94,1 944

0 =0,71 100,0 994 776 80,5 87,3 91,3 93,4 94,0
Gumbel-Hougaardova rodina

0 =125 97,5 98,0 972 974 948 951 952 955

=25 89,7 959 954 952 949 951 949 95,1

0=5 56,8 929 944 943 950 955 950 95,1
Frankova rodina

0 =1.87 95,9 96,3 953 951 952 950 951 949

0 =575 976 97,1 96,2 959 955 952 950 95,0

0 =182 96,2 94,5 952 955 96,0 96,1 958 954

naopak vidime, ze ve vétsiné mérenych pripadi je pozorované pokryti mensi nez
pozadovanych 95 %. Obzvlasté tomu tak je u parametru 6 = 0,5 odpovidajicimu
nizké mire zavislosti, kde bylo pro vSechny vybéry s rozsahy do 30 pozorované
pokryti mensi nez 90 %. Vyjimku v tomto ohledu tvori Claytonova rodina s pa-
rametrem ¢ = 8, kde pro velké rozsahy vybéru (100 a vice) vidime pozorované
pokryti priblizné 97 %. Spolehlivost pokryti pro Frankovu rodinu se v pétiroz-
mérném pripadé ukazuje také jako velmi dobra. Pro vsechny hodnoty parametru
je jiz od vybéru rozsahu 20 pozorovand hladina velmi blizka 95 %. Obdobné jako
u Claytonovy rodiny pozorujeme u velkych rozsahti pro nejvétsi hodnotu para-
metru (# = 18,2) pozorované pokryti typicky mezi 97 a 98 %.

Také v pétirozmérném pripadé jsme nebyli z numerickych divodii schopni
vzdy uréit interval spolehlivosti. Rédové stovky neuréitelnych intervali se vy-
skytly u vSech tfi rodin pro malé rozsahy vybéru (do 20 véetné). Pouze u Fran-
kovy rodiny s hodnotou parametru 6 = 18,2 jsme obdrzeli pouze 9939 intervali
pro rozsah vybéru 30 a 9989 interval pro rozsah vybéru 50.
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Tabulka 3.2: Pozorované pokryti 95% intervalu spolehlivosti zalozenych na pseu-
dovérohodnosti pro parametr 6 vybranych pétirozmérnych kopuli. Vyjadieno
v procentech.

Rozsah vybéru 5 10 20 30 50 100 300 500

Claytonova rodina

0 =05 81,1 85,0 89,3 899 90,6 91,8 93,2 942
=2 92,1 92,1 91,8 91,7 92,3 91,9 93,0 93,1
=38 91,7 90,2 91,2 93,3 949 96,5 97,3 97,2

Gumbel-Hougaardova rodina

0 =125 97,4 96,1 93,5 948 955 957 96,1 95,6

0=25 95,7 95,9 956 95,5 952 953 953 95,1

0=5 95,5 95,7 95,7 96,1 964 97.1 96,5 96,6

Frankova rodina

0=1_87 79,5 90,9 945 945 945 950 94,9 948

0 =575 95,0 96,5 96,6 964 96,1 96,2 955 95,2

0 =182 96,2 953 97,1 975 98,1 984 97,7 973

Poznamka. Tato simulacni studie byla uskuteénéna s vyuzitim balicku copula
ve statistickém programu R (R Core Team, 2016)). Kdod, ktery byl vyuzit pro
provedeni simulaci, je uveden jako elektronicka priloha této diplomové préce.
Dalsim zdjemciim autor tento kod rad poskytne na vyzadani.
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Z.aver

V prvni ¢asti této diplomové prace jsme zavedli pojem kopule a uvedli né-
které zédkladni a dilezité vlastnosti kopuli. Soucasti této sekce je také prehled
nejpouzivanéjsich rodin kopuli a navod, podle kterého je mozné graficky znazor-
novat dvourozmérné kopule. Pro vétsi nazornost byla vétsina obecnych poznatki
o kopulich formulovana primarné pravé pro dvourozmérné kopule. Sekce pak
prinasi zobecnéni pro vicerozmérné kopule spolu se struénymi komentati, zda
se vlastnosti dvourozmérnych kopuli prenasi také do obecného vicerozmérného
prostoru.

Hlavni kapitola této prace pak popisuje metody pro statistickou inferenci
v modelech zalozenych na kopulich. Nejprve jsme predstavili parametrické metody
odhadu parametru kopule, a to metodu maximalni vérohodnosti a metodu infe-
rencnich funkei pro marginaly. Tyto metody predpokladaji parametrickou struk-
turu jak pro kopuli, tak pro jednotlivd marginalni rozdéleni. S vyuzitim teorie
Z-odhadu jsme pro obé metody soucasné formulovali tvar asymptotického roz-
déleni odhadu parametru kopule a nabidli moznosti, jakymi je mozné pocitat
asymptotické rozptylové matice takovych odhadii.

Déle jsme se zabyvali semiparametrickymi metodami pro odhad parametru ko-
pule, které vyzaduji parametrickou strukturu pro kopuli, avsak nikoliv pro mar-
gindlni rozdéleni. Nabidnuty byly tii metody, a to semiparametrické Z-odhady
(,rank approximate Z-estimators*), odhady metodou nejmensi vzdalenosti (,,mi-
nimum distance estimators“) a momentové odhady (,copula moment estima-
tors®). U vSech t¥1 metod jsme opét formulovali patficnd asymptoticka rozdéleni
odhadii véetné vsech potiebnych predpokladii. Na zdkladé vysledkii nékolika si-
mulac¢nich studii v literature jsme porovnali tyto metody. Ukazalo se, ze pravdeé-
podobné nejspolehlivéjsi volbou je odhad zalozeny na pseudovérohodnosti, tedy
specialni pripad semiparametrického Z-odhadu, ktery ukazuje dobré vlastnosti
jak pri porovnani se zbylymi semiparametrickymi metodami, tak pii porovnani
s parametrickymi metodami.

V zavéru teoretické casti této prace jsme se zamérili na testy dobré shody,
které slouzi k testovani hypotézy, zda zkoumana kopule nalezi do nékteré dané
rodiny kopuli. Vybrany byly t¥i rtizné pristupy k testim dobré shody, a to testy
zalozené na empirické kopuli, testy zalozené na Kendallové transformaci a testy
zalozené na Rosenblattové transformaci. VSechny metody byly popsany a do-
plnény o odkazy na literaturu popisujici praktickou implementaci téchto testi
pomoci parametrického bootstrapu.

Vybrané teoretické poznatky byly poté ovéreny pomoci simulac¢ni studie, ktera
zkoumala zavislost pozorovaného pokryti asymptotického intervalu spolehlivosti
pro parametr kopule na rozsahu vybéru. Pro tuto studii byla vzhledem k divo-
dim uvedenym vysSe vybrana metoda zalozena na pseudovérohodnosti. Ukazali
jsme, ze pro vétsinu zkoumanych rodin kopuli je pozorované pokryti velmi blizké
teoretickému pro vybéry rozsahu 50 a vice. Pro Frankovu a Gumbel-Hougaardovu
rodinu se v tomto sméru ukazaly dostatecné jiz vybéry o rozsahu 30 pozorovani.

Cilem prace bylo prehledné popsat pouzivané metody statistické inference
v modelech zalozenych na kopulich. Tyto metody jsou zaloZzeny na dostupné li-
terature, kterd je vzdy (na zacatku i v prubéhu sekci) fadné odkazovana. Pro
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vétsi prehlednost a srozumitelnost celého textu bylo veskeré znaceni sjednoceno.
Teoretické poznatky jsou dale rozsiteny o vysvétlujici komentére, detailni popisy
postupt a priklady tak, abychom ¢tenari co nejvice usnadnili porozumeéni této
problematiky. V tivodni kapitole jsou také provedeny nékteré z ditkazi, které byly
v literature vynechany. Simulac¢ni studie v zavéru prace navic prinasi doporuceni
o potfebném rozsahu vybéru pro spolehlivou funkcénost intervali spolehlivosti pro
parametr kopule zaloZenych na pseudovérohodnosti.

Moznym rozsitenim této diplomové prace by mohlo byt popsani dalsich me-
tod statistické inference, prohloubeni doposud znamych poznatki o kopulich, pri-
padné aplikace prezentovanych metod na realna data.
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