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Uvod

Ptechod do 21. stoleti sebou prinesl mnoho zmén. Mezi hlavni z nich zajisté
muizeme pocitat vzestup osobnich pocita¢t a informac¢nich technologii, ktery se
nyni rozviji primo exponencidlnim tempem. VSechny tyto prostredky, zejména je-
jich spojeni pomoci internetu, v soucasné dobé generuji nepreberné mnozstvi dat.
Pravé tato data se pomalu, ale jisté, stavaji komoditou budoucnosti. A zde na
scénu prichazime my, matematici, statistici ¢i ekonometfi v neustavajicim pokusu
z téchto dat vytézit relevantni informace a byt schopni do jisté miry predpovidat
budoucnost. Analytici finan¢nich trhi odhaduji budouci vyvoj arokovych sazeb
na zakladé dosavadniho vyvoje, statistici v bankovnim sektoru modeluji prav-
dépodobnosti, ze si klient poridi uvérovy produkt, medidlni spole¢nosti se snazi
predpovidat sledovanost daného kandlu v pribéhu dne a takto bychom mohli vy-
jmenovat nespocet dalSich moznych uplatnéni matematikit v soukromém sektoru.
Zpusobt, jak pristupovat k matematickému modelovani, at uz volba podklado-
vého modelu ¢i metoda jeho odhadu, existuje velké mnozstvi, avSak v soucasné
dobé se v praxi asi nejvice setkdme se zobecnénou linedrni regresi. Zakladni line-
arni regrese a logisticka regrese pro odhad binarni odezvy nyni tvori praktickou
péater matematického modelovani. Od jejich publikace v (Nelder a Wedderburn,
1972) ale jiz uplynulo 45 let a netprosny vyvoj kuptedu si zada nové a pokrodci-
lejsi metody. Spolecnosti po celém svété zkouSeji nové pristupy k modelovani.
Obzvlast metody takzvaného strojového uceni nabyvaji na popularité. Mezi nej-
znaméjsi z téchto metod se fadi napriklad neuronové sité ¢i rozhodovaci stromy
a jejich pokrocila verze ndhodné lesy. V praxi se ale ukazuje, ze tyto alterna-
tivni metody trpi jednim velice zasadnim problémem - ve vétsiné pripada totiz
davaji horsi ¢i srovnatelné vysledky nez zobecnéna linedrni regrese, a to za cenu
interpretovatelnosti. Vzpomenme si, jak snadné je interpretovat vliv regresoru na
odezvu pomoci jeho odhadnutého koeficientu v klasické linearni regresi. Metody
strojového uceni takovouto vlastnosti bohuzel nedisponuji a ¢asto se o nich hovori
jako o tzv. "black boxech”, kdy ze vstupu vytvori vystup, ale zptisob jakym toho
dosadhly neni zcela zfejmy. Po mozném néastupci zobecnéné linearni regrese tedy
pozadujeme dvé vlastnosti - alespon stejné snadnou interpretovatelnost vysled-
ného modelu a presnost odhadu. Dosavadni alternativni metody bohuzel obou
téchto vlastnosti nedosahuji a hledani proto pokracuje.

V na$i préaci c¢tenare seznamime s pomérné novym a prozatim neprilis zné-
mym typem matematickych modeli - modely s proménlivymi koeficienty, poprvé
predstavenych v (Hastie a Tibshirani, 1993)). Pravé o nich si totiz myslime, ze
v blizké budoucnosti maji potencidl stat se nastupcem modelt zobecnéné line-
arni regrese. Tyto modely stoji na pomezi zobecnéné linedrni regrese a neparame-
trickych modelti, snazi se kombinovat to nejlepsi z obou. Jejich hlavni myslenka
spo¢iva v predpokladu, ze regresni koeficienty nejsou konstantami, nybrz hlad-
kymi funkcemi zavislymi na jinych regresorech, oznacovanych jako modifikatory
vlivu. K odhadu téchto koeficientl ale jiz neni vhodné pouzit klasicky parame-
tricky odhad, a proto se vyuzivaji silnéjsi neparametrické metody odhadu. Vy-
sledné koeficienty ve formé hladkych kiivek se interpretuji stejné snadno jako
v piipadé linearni regrese. Navic na nich jesté mlizeme pozorovat dodatecnou in-
formaci o zméné parametru v zavislosti na modifikatoru. Za zminku stoji hlavné



modely, kde je modifikdtorem vlivu ¢as. Pii dlouhodobych pozorovanich je to-
tiz nepravdépodobné, ze by vlivy regresori ztistavaly s ¢asem konstantni (Fan a
Zhang, 2008). Neparametricky odhad by taktéz mél byt presnéjsi nebo alespon
stejné pfesny, nez odhad parametricky, a proto tyto modely maji zminény po-
tencial nahradit zobecnénou linedrni regresi. Tento zpisob odhadu vsak s sebou
nese i sva uskali. PTi velkém poctu regresorii nejsou tyto metody kvili vypocetni
slozitosti schopny dojit k vysledkiim. Tento fenomén se oznacuje jako kletba di-
menzionality. Diky omezeni se na hladké kiivky se modelim s proménlivymi
koeficienty podafilo tomuto fenoménu vyhnout, avSak vypocetni slozitost téchto
modeli je stale velmi vysoka.

Modely s proménlivymi koeficienty ndm tedy oproti zobecnéné linearni regresi
do modelu pfinaseji dodate¢nou informaci o zavislosti regresoru na néjakém mo-
difikdtoru vlivu, diky které by vysledny model mél vérnéji odrazet skutec¢nost.
To vsak tvori pouze Spicku ledovce, nebot hledani takovychto modifikatori vlivu
muze odhalit mnoho riznych zavislosti ve vstupnich datech, které na prvni pohled
nejsou zcela ziejmé a zustaly by jinak skryty.

Od svého vzniku prosly modely s proménlivymi koeficienty diky velkému
mnozstvi akademickych publikaci znac¢nym vyvojem. V této préaci se pokusime
prehledné shrnout dosavadni teoretické poznatky a metodologii modell s pro-
ménlivymi koeficienty. Zamétime se prevazné na statistickou inferenci v téchto
modelech. Ta je ale tizce spjata se zvolenou metodou odhadu. Ty zde proto také
struc¢né popiseme.

V prvni kapitole si definujeme zdkladni Gaussovsky tvar modelu s proménli-
vymi koeficienty zvlast pro standardni data s nezavislymi pozorovanimi a podi-
vame se na jeho rozsifeni na mnozinu exponencialnich rozdéleni. Pro demonstraci
Siroké skaly moznosti vyvoje a vyuziti téchto modelt ¢tenafe zbézné seznamime
i s nékolika specidlnimi pripady téchto modeli. Déle si definujeme i model s pro-
ménlivymi koeficienty pro longitudinalni data.

V druhé kapitole si nastinime metody odhadu, které se déli na dvé hlavni
skupiny - odhad pomoci splajnti a odhad pomoci lokdlni regrese. Splajnové me-
tody se pak dale déli dle pouzitych dat a dle pouzitého druhu splajni. Hlavnim
rozdilem mezi nimi je forma penalizace hladkosti a volba uzli.

Hlavni ¢ast diplomové prace, statistickd inference v modelech s proménlivymi
koeficienty, se nachéazi ve tieti kapitole. V té se budeme vénovat odhadim vychy-
leni, rozptylu a kovarian¢ni struktury, asymptotickym vlastnostem, konfiden¢nim
intervalim a testovani hypotéz o proménlivosti koeficienti.

Ve c¢tvrté kapitole navrhneme vlastni proceduru pro vybér proménnych ope-
rujici na bazi "forward selekce”a s modifikacemi pro pouziti na modelech s pro-
ménlivymi koeficienty.

V paté kapitole se zamérime na praktické vyuziti modeld s proménlivymi koe-
ficienty. Zminime nékolik pouziti téchto modelt na redlnych problémech a rovnéz
v soucasné dobé dostupny software, ve kterém lze modely s proménlivymi koefi-
cienty odhadovat. NaSe poznatky pak aplikujeme na dva ptiklady realnych dat.



1. Modely s proménlivymi
koeficienty

Jak jiz bylo feceno, modely s proménlivymi koeficienty kombinuji pfednosti
neparametrické regrese a snadné interpretovatelnosti. Stejné jako v linedrni regresi
do modelu vstupuji parametry v linedrnim tvaru. Vyraznid zmeéna nastava az
v jejich podobé, kde jiz nejsou konstantami, nybrz hladkymi funkcemi zavislymi
na néjakém modifikatoru vlivu.

Méjme ndhodnou veli¢inu zavislé proménné Y, ndhodny vektor regresort X =
(X1,..., Xg)T a ndhodny vektor modifikatort vlivu U = (Uy,..., Up,)T. Oznacme si
Y = (V4,...,Y,)T jako vektor z4vislé proménné.

Predpokladejme, ze mame k dispozici data slozend z n pozorovani nezavislych
a stejné rozdélenych nahodnych vektort (V;, X7, U)? s rozdélenim ndhodného
vektoru (Y, X7 UT)T. Takovito data budeme déle oznacovat jako standardni
data s nezavislymi pozorovanimi.

Déle si ozna¢me X; = (X;1,..., X;)7,i = 1,...,n jako vektor regresori pro
i-té pozorovani a X7 = (X ..., X, ;)7 jako vektor j-tého regresoru. Analogicky
oznacime i U; = (U; 1,..., Ui k)", i = 1,...,n jako vektor modifikétori vlivu pro i-té
pozorovani a U? = (Uy ..., U, ;)T jako vektor j-tého modifikdtoru vlivu.

Definujme si jeSté matici regresorti jako

Xia o Xag
X=1| : = | =(X"., X",
Xn,l Xn,k

a matici modifikatoru vlivu nasledovné

U=\ : = = |=@w'..U".
Un,l Un,k

Zakladni tvar modelu pro standardni data o n nezavislych pozorovanich je
pak definovan jako

k

}/i = Zﬂj(Ui’j)Xi’j + €;. (11)

j=1

Nahodné chyby ¢€;,2 = 1,...,n jsou nezavislé a normalné rozdélené se stredni
hodnotou E(e; | X;,U;) = 0 a rozptylem var(e; | X;,U;) = o*. Koeficienty 3;(-)
jsou definovany jako neznamé hladké funkce.



Zakladni definici modelu s normalné rozdélenymi chybami je mozno zobecnit
na mnozinu exponencialnich rozdéleni pomoci linedrniho prediktoru a prenosové
funkce jako

n = Zﬁj(Uj)Xj, (1.2)

kde 1 je zminény linearni prediktor a stfedni hodnotu odhadu o = EY ziskame
pomoci prenosové funkce g jako n = g(u) (Hastie a Tibshirani, 1993).

Na prvni pohled z definice (1.1)) nemusi byt ziejmé, jak Sirokou oblast tyto
modely pokryvaji. Taktéz zminénd souvislost mezi modely s proménlivymi koe-
ficienty a modely linearni regrese spolu s aditivnimi modely ndm mitze unikat.
Podivejme se proto na nékolik specidlnich piripadi modelu s proménlivymi koefi-
cienty.

e Pokud vezmeme vSechny koeficienty /3;(U;) jako konstanty §;, pak dosta-
vame klasicky model linearni regrese ¢i zobecnéné linearni regrese. Linearni
regrese je tedy specidlnim ptfipadem modeld s proménlivymi koeficienty.

e Kdyz bychom pouzili regresory X; = ¢, kde ¢ je néjakd konstanta (bez
jmy na obecnosti kupiikladu 1), pak ndm v rovnici zbyvaji pouze ¢leny
B;(U;). Ty jsou definovany jako jakési hladké funkce zavislé na U; a tim pa-
dem takovyto model je aditivnim modelem s regresory (Uy,..., Ug). Nic ndm
nebrani pouzit regresory (Xi,..., X3) jako tyto modifikitory vlivu a dostat
aditivni model pro puvodni regresory. Aditivni modely tedy taktéz miuzeme
povazovat za specidlni piipad modeli s proménlivymi koeficienty.

e Pokud si koeficienty ;(U;) definujeme jako (3;U;, pak vytvorime interakci
linedrniho regresnfho modelu 3;U; X ;.

e Predpokladejme jednoduchy model pouze s jedinym regresorem X. Tento
regresor pouzijme i jako modifikdtor vlivu. Dostavame pak rovnici modelu
Y, = B(X;)X; + €. Takovyto model je jak specidlnim piipadem modelu
s proménlivymi koeficienty, tak i modelem vyhlazovaci ¢i neparametrické
regrese.

o Taktéz je tieba se vice zamyslet nad tvary modifikatord vlivu U;, j = 1,..., k.
Modifikator vlivu si mizeme definovat nejen jako skalar, ale i jako vektor.
Volba vektorového modifikdtoru vlivu se nabizi kupiikladu pro zemépisné
nebo GPS souradnice, kdyz ocekdvame zmény vlivu parametri v zavislosti
na lokaci. Ve zbytku prace budeme uvazovat pouze skaldrni modifikatory
vlivu.

e V definici modelu s proménlivymi koeficienty je ke kazdému regresoru
X;,j7 = 1,...,k pfifazen vlastni modifikator vlivu U;. VSechny tyto modi-
fikatory vlivu ale mohou byt jedna a ta samé proménnd. V dalsi kapitole
nastinime nékolik riiznych metod odhadi model s proménlivymi koefici-
enty. Nékteré z nich jsou navrzeny pro rizny modifikitor vlivu pro kazdy
regresor, ale nékteré pouzivaji pouze jediny modifikdtor vlivu, stejny pro
vSechny regresory.



Dale pouze pro zajimavost uvedeme i dva pokrocilé specidlni typy modeli
s proménlivymi koeficienty, kterymi se uz ale v praci dale nebudeme zabyvat.

e (Hastie a Tibshirani, [1993)) navrhli Bayessovsky tvar modelu s ¢asové pro-
ménlivymi koeficienty Y; = X;3(t) + ¢; pro pozorovani v ¢asech t = 1,...,n,
odezvu Y; a jediny regresor X;. U koeficientu §(t) predpokladdme apriorni
informaci a model pak vypada nasledovné:

Y = XiB(t) + v, vy ~ N(0,V;), (1.3)

/B(t) = Gtﬂ(t — 1) + twt, Wt ~~ N(O,Wt) .
Prvni rovnice se nazyva rovnice pozorovani a druhd evoluc¢ni. Regresni pa-
rametr [ s ¢casovym modifikdtorem vlivu ¢ je zde definovan jako Markoviv
proces.

e (Fan a kol., |2003)) predstavili zcela novou t¥idu modelt s proménlivymi
koeficienty - adaptivni modely. Ty zde zminime proto, aby si ¢tenar udélal
predstavu o obrovském potencidlu téchto modeli. Jak jsme jiz zminili, velky
prinos modeli s proménlivymi koeficienty vidime v hledani skrytych zavis-
losti mezi trojici odezva, regresor a modifikator vlivu. P#i velkém mnozstvi
vstupnich proménnych pred modelafem stoji zasadni problém vybéru mo-
difikatoru ¢i modifikatort vlivu. Proménné jako c¢as ¢i vék se nabizeji jako
ziejmé, avSak pro nalezeni onéch ne zcela zfejmych zavislosti je tfeba testo-
vat riizné modely. To ale pii velkém poctu regresort neni prakticky mozné.
Analogicky ani v linearni regresi nelze pti poctu prediktorti v ramci stovek
a tisicli ru¢né pridavat ¢i odebirat proménné z modelu. Proto jsou pouzi-
vany rizné vybérové algoritmy, kupiikladu forward ¢i stepwise selekce. Tyto
metody bohuzel pro modely s proménlivymi koeficienty doposud nejsou
k dispozici, ale jako krok timto smérem vidime pravé adaptivni modely,
které jako modifikdtor vlivu dosadi kombinaci vSech regresort, z nichz je
pak podle hodnot odhadnutych koeficientti mozno vybrat ty relevantni. Jak
jsme jiz naznacili, autori podstatné rozsitili modelovaci schopnosti téchto
modelii nahrazenim modifikdtoru vlivu linedrni kombinaci vSech modifika-
tort vlivu. Jejich model je ve tvaru:

k
Y, = Z 5j(OéTUi)Xi,j + €, (1.4)

Jj=1

kde se nam oproti zdkladnimu tvaru modelu s proménlivymi koeficienty
v rovnici namisto modifikdtoru vlivu j-tého regresoru U;,j = 1,....k
objevuje kompozitni modifikator vlivu o’ U;. Koeficient o € R¥ znaéi vlivy
jednotlivych modifikidtort na vysledny modifikitor vlivu o U;.

Vsimnéme si, ze koeficient a nezavisi na poradi regresoru j = 1,..., k. Tim
padem vSechny regresory maji stejny modifikator vlivu. Pokud pomineme
vypocetni naro¢nost odhadu takovéhoto typu modelu s proménlivymi koe-
ficienty, pak by bylo mozno si do budoucna predstavit rozvoj téchto modelt
pfidanim odhadu «; pro kazdy vektor regresoru X7, j = 1...., k zvI4st.

6



Tim jsme popsali tvar modelu s proménlivymi koeficienty pro standardni data
s nezavislymi pozorovanimi a nékteré jeho specialni pripady. Casto se ale miizeme
setkat i s jinym druhem dat. Re¢ je o datech longitudinalnich, tedy datech, kde pro
jednotlivé subjekty mame k dispozici vicero rtiznych pozorovani. Ty reprezentuji
spojeni regresni analyzy a analyzy ¢asovych rad. S takovymto typem dat se asi
nejcastéji setkame v 1ékarstvi, kdy pro jednotlivé pacienty disponujeme zaznamy
z riznych ¢asti. Modely s proménlivymi koeficienty lze aplikovat i na tyto data.
Metody jejich odhadu a inference byly popsany v (Huang a kol., [2004]).

Budeme uvazovat casova longitudinalni data a zavedeme si nasledujici zna-
¢eni. Méjme k dispozici n pozorovanych nezavislych subjektt, pricemz ke kaz-
dému z nich jesté mame n, pozorovani v casech t,;,l = 1,...,n,. Zavislou pro-
ménnou pro -ty subjekt a jeho [-té pozorovani oznacime Y;; = Y;(¢;;) a vektor
pozorovani zavislé proménné pro i-ty subjekt jako Y; = (V;1,...,Yin,)?. Déle si
definujme X;;;,7 = 1,..., k jako j-ty regresor u [-tého pozorovani i-tého subjektu
a vektor X;; = (Xiy1,..., Xin)? = Xi(ti;). Pozorovan{ regresori si oznacme jako
D = {(Xi(ti,l)7ti,l);i = 1,...,n,l = 1,,7%}

Vzhledem k povaze téchto dat budeme pouzivat pouze jediny modifikator
vlivu, a to ¢as [-tého pozorovani i-tého subjektu ¢;;. Zakladni tvar modelu s pro-
ménlivymi koeficienty a longitudinalnimi daty je pak definovan nasledovné:

K

0= (i) Xipj + €, :

Yo=Y Biti)Xis; + € (1.5)
j=1

kde B;(t;;) znadi j-ty koeficient v Case ¢;; a €;; ndhodnou chybu s rozdélenim
N(0,0%(t;;)). Vektory chyb i-tych subjektt €; = (€;1,..., €i0,)7 ;7 = 1,...,;n jsou
nezavislé a stejné rozdélené. Jednotlivé chyby pro i-ty subjekt €;,,0 = 1,...,n; vSak
jiz nezavislé byt nemusi, a proto jsou jak odhad, tak statisticka inference pro tyto

vvvvvv

definovaného rovnici ([1.1)).



2. Metody odhadu

Modely s proménlivymi koeficienty se oproti klasickym zobecnénym lineér-
nim modelim lisi ve dvou bodech. Jedna se o proménlivou strukturu parametri
odhadu. Pravé tento neparametricky pristup poskytuje modeliim s proménlivymi
koeficienty flexibilitu. Jak jiZ ovS§em bylo feceno, nespocetné moznosti odhadnuté
funkce v neparametrickych metodach prindsi sva vlastni tskali. Kvili kletbé di-
menzionality je tfeba odhadovanou funkci vice specifikovat. (Hastie a Tibshirani,
1993) popisuji nékolik moznosti takovéto restrikce. Jako nejjednodussi priklad
uvadéji definovat si néjakou parametrickou bazi, kupfikladu polynomy ¢i trigo-
nometrické funkce. Tato metoda ovSsem poskytuje prilis malo flexibility. Alterna-
tivou by mohlo byt pouziti regresnich splajnii s pevné stanovenymi uzly. U této
metody ale nespravna volba umisténi uzlii vede k vychylenym vysledkim. Dale
je mozné omezit se kupftikladu na Fourierovy rady ¢i pouzit néjakou obecnéjsi
neparametrickou restrikci jako hladké funkce. Odhad takovychto obecnych nepa-
rametrickych funkei je pak taktéz mozno aplikovat riznymi zptsoby, at uz pres
lokalni jadrové metody, penalizaci nebo stochastické Bayesovy formulace.

Zpusobii odhadu koeficientt v modelech s proménlivymi koeficienty bylo v li-
teratute prozatim publikovano pouze nékolik. Ty se daji rozdélit na dva rtzné
pristupy - lokalné regresni metody a odhady pomoci splajnti. Je jisté, ze s rozvo-
jem v oblasti neparametrické regrese se budou vyvijet i modely s proménlivymi
koeficienty, at uz publikaci novych metod odhadu ¢i hlubsi statistickou inferenci.
V dnes$ni dobé jsou ale v literature ditkladné popsdny pouze tyto dva zpitisoby
odhadu. V nésledujicich podkapitolach si stru¢né nastinime tyto metody, jelikoz
se od nich bude odvijet cela konstrukce statistické inference.

V prvni kapitole jsme definovali jak zédkladni gaussovsky tvar modelt s pro-
ménlivymi koeficienty, tak i tvar zobecnény. V této kapitole se budeme vénovat
pouze odhadu gaussovské varianty. Odhady zobecnéného tvaru se konstruuji ob-
dobné, ale s pomoci maximalni vérohodnosti a aplikace algoritmu typu Newton-
Raphson. Odhady pomoci vyhlazovacich splajni (tzv. smoothing spline), pena-
lizovanych splajnti a pomoci lokalni regrese byly autory definovany pro zakladni
Gaussovsky tvar modeld s proménlivymi koeficienty a standardnimi daty (viz.
(1.1))). Naproti tomu odhad pomoci polynomiélnich splajni byl zkonstruovan spe-
ciadlné pro pouziti longitudinalnich dat a tak ho také uvedeme. Pro tento pristup
je tieba brat definici a jeji prislusné znaceni, které se od vyse zminéného
zakladniho trochu lisi.

2.1 Odhad pomoci splajni

V této podkapitole se seznamime se tfemi rtiznymi zptsoby odhadu modelu
s proménlivymi koeficienty pomoci splajnii - vyhlazovacimi splajny, polynomi-
alnimi splajny a penalizovanymi splajny. Splajn fadu d s uzly & < & < ... <
Em+1 je hladkd kiivka tvofend na kazdém intervalu [£,,&,11], 9 = 0,..., M polyno-
mem tadu d. Hladkost kiivky znamend, Zze ma na celém svém defini¢cnim oboru
(€0, Ear11] spojité derivace az do Fadu d— 1. Dvojice {&o,&a+1} je Casto oznafovana
jako vnéjsi uzly ohranic¢ujici defini¢ni obor splajnu a &1,..., &y jako uzly vnitini.



Odhadnuté funkciondlni regresni koeficienty v téchto metodach budou pro
modely s proménlivymi koeficienty vzdy splajny. V ¢em se tedy tyto metody lisi?
Rozdil neni v typu ktivky, ale ve volbé uzll &,..., &y a penalizaci nehladkosti.

e Vyhlazovaci splajny jsou definovany jako splajny tfetiho fadu, kde si jako
uzly zvolime vSechny unikatni pozorované hodnoty proménné, kterou dosa-
zujeme na pomyslnou osu x. V pfipadé modeli s proménlivymi koeficienty
tedy pijde o unikatni hodnoty pozorovanych hodnot ptislusného modifika-
toru vliva U;. Zaroven je v ramci odhadu aplikovan penaliza¢ni parametr
A definujici miru vyhlazeni odhadnuté kiivky.

e Polynomidlni splajny byvaji casto oznacovany jako regresni splajny. Naroz-
dil od vyhlazovacich splajnti mohou disponovat fadem jinym nez kubickym
a pii jejich odhadu nedochéazi k penalizaci nehladkosti. Taktéz vybér vni-
tinich uzlt probiha jinym zpisobem. Nejprve se kuptrikladu pomoci tzv.
cross-validace vybere pocet vnitinich uzld K < n. Ty jsou nasledné vybrany
bud jako odpovidajici kvantily ndhodné veli¢iny U nebo ekvidistantné, tj.
rozdélenim definiéniho oboru na K +1 stejné velkych intervali s uzly v hra-
ni¢nich bodech, ptipadné jinymi vhodnymi zptsoby.

e Penalizované splajny kombinuji pfistup vyhlazovacich a polynomidlnich spl-
ajnlii. Volba uzli a fddu probiha shodné s polynomidlnimi splajny a navic
se pri odhadu aplikuje penaliza¢ni ¢len nehladkosti.

U publikovanych metod odhadt model s proménlivymi koeficienty vSechny
tyto tii pristupy ke konstrukci splajnti pouzivaji B-splajnovou béazi. Jejimi argu-
menty jsou fad splajnu a mnozina uzld (vnitinich i vnéjsich). B-splajnova baze
pak tvori bazi linearniho prostoru vSech splajnovych funkci daného fadu a uzla.
Konstruuje se rekurzivné pomoci de Boorovy formule.

Méjme definovan 7ad splajnu d a uzly & < & < ... < &y Vnéjsi uzly d-krat
zreplikujeme a dostaneme posloupnost uzlt € 4 = ... = & < &0 < &y =
. = Epryas1- Oznadéme si B, ,(€) jako v-tou B-splajnovou bazickou funkei fadu p
v bodé & € [y, {arva]- Ta je definovana nasledovné

_ 1 pro fv §$<€v+17
Buo(€) _{ 0 jinak,

Bp&) = B @+ g )

£v+p - €v gv—&-p—l—l - gv—&-l

pokud je néjaky z jmenovatelli nulovy, pak je danému zlomku pfirazena nulova
hodnota. Pomoci této rekurzivni formule zkonstruujeme bazické funkce pozado-
vaného Tadu d a ty tvori B-splajnovou béazi vybraného splajnu. Existuji i jiné
zpusoby konstrukce baze prostoru splajnovych funkei, avsak B-splajnova baze se
tési nejveétsi popularité kvili jeji vypocetni stabilité. Vétsina statistickych soft-
waril dnes disponuje funkeci konstruujici B-splajnovou bazi.

2.1.1 Model se standardnimi daty

V této sekci se zaméiime na metody odhadi modeli s proménlivymi koefi-
cienty pomoci splajnii na standardnich datech s nezavislymi pozorovanimi de-



finovanych v rovnici (1.1). Kazdy regresor X;,j = 1,...,k mé prifazeny vlastni
modifikdtor vlivu Uj.

Vyhlazovaci splajny

Prvni odhadova procedura modeld s proménlivymi koeficienty byla navrzena
jiz v (Hastie a Tibshirani, [1993) a to odhad pomoci vyhlazovaciho splajnu pies
metodu penalizovanych nejmensich ¢tverct. Jednd se o kubicky splajn, tedy
splajn tretiho radu.

Budeme uvazovat model v klasickém tvaru

k
Y;‘ = E ﬁj(Ui,j)Xi,j -I— €, Z = ]_,...,TL, (21)
Jj=1
kde Y7..... Y, znadi pozorovani zavislé proménné Y, X, ; i-té pozorovani j-tého
yeeey In ’ 7
regresoru a U; ; ekvivalentné definovany modifikdtor vlivu. Pro odhad funkei ;
se pouzije metoda penalizovanych nejmensich ¢tvercti a budeme minimalizovat

n k 2 k
min Z (Yz — ZXi,jﬁj(Ui,j)> + Z )\j /B;/(U)Qdu, (22)
B;€C2,j=1,...k P ] =

kde C? zna¢{ funkce se spojitymi derivacemi do Fadu 2. Parametry \; kont-
roluji miru vyhlazeni a to tim zptusobem, Ze vy$si hodnota implikuje hladsi vy-
slednou kiivku. Pfed minimalizaci je zapotiebi nejprve zvolit jejich hodnoty. Ty
miizeme ziskat metodami cross-validace ¢i zobecnéné cross-validace, nebo pomoci
volby pozadovanych stupiii volnosti dané funkce a nasledné volby parametri A;,
které ndm daji pozadované vysledky.

Taktéz je tieba si uvédomit, ze tato minimalizace probiha pies funkce f,..., Ok
a tim padem pfed nami stoji nekone¢né dimenzionalni problém. Takovou tlohu
neumime efektivné vypocitat a je proto tieba tento problém feSit jinym zpiso-
bem. Reprezentujme si funkce §;,7 = 1,..., k pomoci kubickych splajni a jejich
tvar pak 1ze pomoci B-splajnové baze prepsat do tvaru

Sj
Bi(Uij) = > 74 BUU:,). (2.3)
s=1

B-splajnova baze je definovana jednoznac¢né stupném splajnu a jeho uzly. Jak
jiz bylo fefeno u vysvétleni konstrukce vyhlazovacich splajnii, stupen vyhlazo-
vaciho splajnu je definovan jako kubicky, tedy d = 3. Horni index j v zdpisu
B-splajnové béaze ng(Uivj) znamend, ze pro jeji konstrukci pouzivdme mnozinu
uzlt pro j-ty koeficient. Jako uzly bereme pozorovani modifikdtoru vlivu Uj.
B-splajnova baze jiz je konec¢na a budeme tesit konec¢né dimenzionalni problém
odhadu parametrt v, ;,7 = 1,....k,s = 1,...,.5;.

Pokud jako 3; oznacime (8;(Uy;),..., Bj(Un;))" a bazickou matici B; s is-tym
¢lenem definovanym jako Bg;(Um-), pak lze rovnici (2.3 zapsat maticové jako

Bj = B, (2.4)
kde v; = (71,5,---:7s;,;)" - Minimaliza¢ni problém pres koeficienty +; pak lze
zapsat v maticovém tvaru nasledovné
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min
~; €RI j=1,...k

k 2k
2
Y =) DiBiyi| + D Al 15, (2.5)
j=1 j=1
kde Y = (Y1,...,Y,)" je vektor pozorovanych hodnot zdvislé proménné, D;
diagonalni matice s n pozorovanymi hodnotami regresoru X, || 7, Héj: v Q5

a €, znadi matici s ik-tym elementem definovanym jako fBZ(]d) (u)B,(fC)l (u)du.
Vyraz || - || zde znadi Ly-normu.

Ulohy a nejsou ekvivalentni, avsak bylo ukazano, ze pri reprezentaci
pomoci vyhlazovaciho splajnu (fAd 3 a uzly jako unikdtni pozorované hodnoty
modifikatord vlivu Uj,j = 1,..., k) tyto dvé lohy davaji stejna FeSeni vzhledem
k datim. Ze ziskanych odhadt 4;,j = 1,..., k z minimalizace pak tim padem
muzeme dopocitat odhady Bj pres kupftikladu tzv. backfittingové procedury.

Penalizované splajny

Nevyhodou odhadu pomoci polynomialnich splajnii je nutnost spravné volby
poctu a lokace uzli. Jedna se o komplexni problém nelinearni optimalizace a pri
Spatné volbé téchto parametri dochézi k nepfesnostem v odhadech. (Marx, 2010)
proto navrhli metodu penalizovanych splajnt (P-splajny), kterd vyhlazuje kiivky
odhadnutych parametra ve dvou krocich. Nejprve vyuzije bohaté regresni baze
k zamérnému piefitovani vektoru hladkych parametri se skromnym poctem stejné
od sebe vzdalenych B-splajnti. V kroku druhém probiha vyhlazovani pres penali-
zaci diference mezi sousedicimi koeficienty B-splajnt, ¢imz nam vzniknou pravé
hledané P-splajny.

Jako v predchozich metodach se funkce 3;,j = 1,...,k vyjadiuji pomoci B-
splajnové baze pres parametry «y; a cilem je minimalizovat vyraz

min
716RSJ 7j:17"'7k

k 2k
Y = DByl + > AllAaylP, (2.6)
j=1 j=1
kde Y je vektor pozorované zavislé proménné, D; diagonalni matice s n po-
zorovanymi hodnotami regresoru X; a B; matice B-splajnové baze. A.~; znaci
z-tou diferenci «;, kde prvni diference A;~y; je definovana jako «,41 — «;, druhd
diference Ayvy; jako (Ayvyj+1 — Ay7y;) a analogickym zptisobem pro dalsi stupné.
Definujme si matici V = D;B; a vektor v = (v{,...,7{ )?. Déle pouZijeme také
matici M, kterd konstruuje z-té diference v jako M,y = A,~. Pak miizeme
odhad parametrii 4 pro néjakou A = (\y,..., \x)T zapsat jako

A= VIV +IMIM,) VY. (2.7)

I v této metodé je nutné predem zvolit parametry A; pro kazdou hledanou
kiivku parametru 3;, cehoz je dosazeno pouzitim cross-validace nebo AIC kritéria.
Déle je mozno volit i proménnou z vyjadiujici stupen diference. (Marx) 2010)
doporucuji volbu alespon druhého stupné diference a bazi kvadratického nebo
kubického B-splajnu.
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2.1.2 Model s longitudinalnimi daty

V této podkapitole se sezndmime jesté s jednim zptisobem odhadu modeli
s proménlivymi koeficienty zalozenym na splajnovych metodach - odhadem po-
moci polynomialniho splajnu. Ten je vSak navrzen specidlné pro pouziti na lon-
gitudinalnich datech a proto se od vyse popsanych metod lisi.

Polynomialni splajny

Dalsi metoda odhadu modelt s proménlivymi koeficienty pomoci splajni je
zalozena na polynomialnich splajnech a byla navrzena v (Huang a kol., 2004).
Polynomialni splajny jsou kfivky tvorené po c¢astech polynomy, které na sebe
hladce navazuji na mnoziné vnitinich bodi, kterym se tikd uzly. Polynomidlni
splajn stupné d s uzly & < & < ... < &pa, kde & a &xraq jsou koncové body
intervalu uzld, je na kazdém z intervald [£,,,{m41),0 < m < M — 1 a [Ea,&nr41]
polynomem stupné d a méa vsude spojitou derivaci do fadu d — 1. Reprezentace
koeficientii 3;,j = 1,..., k pomoci téchto splajnii mizeme zapsat jako

Sj
/Bj(tl,l) = ZVS,]B(E’J;(IS’LJ% j = 17"'7 k7 (28)
s=1

kde pro kazdé j =1,.... k, Béjc)l(), s =1,..., 5, je opét B-splajnova baze stupné
d na intervalu [§p,{a+1] s fixnim poétem uzli S; a jejich pofadim. VSechny od-
hadované hodnoty ¢asu t tedy musi lezet na intervalu [{o,&n711]-

Model s proménlivymi koeficienty pro longitudindlni data nyni mizeme zapsat
ve tvaru

S

j=1 s=1

<

Definujme si nasledujici vyrazy:

Ug; = XZT(tZJ>B<tZ7l)7
Ui - (Ui,la"'a Ui7ni)T7
W, = diag(wi,...,w;),

kde vahy w; mohou nabyvat hodnoty 1 pro prifazeni stejné vahy kazdému
pozorovani nebo hodnoty 1/n; pro pfifazeni stejné vahy kazdému pozorovanému
subjektu. Matice W; mé dimenzi k.

Odhady vs;,7 = 1,...,k,s = 1,...,.S; z rovnice vypocteme minimalizaci
vyrazu

12



S;

n . k 2

ng
Si .
Y ER =10k Ty 1 J=1 s=1

Rovnici (2.10) pak miizeme pomoci vy$e uvedenych vyrazi zapsat maticové
jako

n

min Y (Y, — Uny) " Wi(Y; - Upy), (2.11)

S .
Y ERYI,j=1,....k i=1

diky které miizeme vypocitat unikatni odhad 4 ve tvaru

n -1 n
’yz(ZUiTW@-Ui) >y Ul'wy,, (2.12)

=1 i=1

a odhad hledaného parametru Bj(t),j =1,...,k v néjakém ¢ase t ma tvar

S;j
Bi(t) =" 4., BYN).
s=1

V této metodé je tifeba predem zvolit pocty uzlii pro jednotlivé splajnové
funkce f5;,5 = 1,..,k a piipadné i jejich umisténi (pokud bychom se rozhodli
nepouzit ekvidistantni uzly ¢i uzly v ptislusnych kvantilech daného modifikatoru
vlivu). K tomu je mozno pouZit cross-validaci nebo informaé¢ni kritéria jako AIC
¢i BIC. (Huang a kol., 2004)) ukazali, ze nejoptimélnéji se jevi volba poctu ekvi-
distantnich uzli podle kritéria AIC.

2.2 Odhad pomoci lokalni regrese

Vsechny doposud popsané metody pouzivali pro odhad parametrickych kii-
vek splajny. Jako kvalitni alternativa se jevi pouziti lokalni regrese, ktera operuje
pouze s lokalnimi daty a ve vysledku je povazovana za méné naro¢nou ve smyslu
vypocetni slozitosti. Lokalnost zde spoc¢ivd v principu, Ze odhad funkce 3; kon-
struujeme vzdy pouze pro urcité okoli zvoleného bodu uy z oboru hodnot mo-
difikdtoru vlivu U namisto konstrukce celé funkce jako v predchozich metodach
odhadu pomoci splajni. Blize tuto metodu vysvétlime u minimaliza¢ni funkce
jednokrokového odhadu.

Dalsim rozdilem oproti odhadu pomoci splajnt je pocet rtznych modifika-
tord vlivu. Vzpoménme si, ze u odhadu pomoci splajnt byl kazdému regresoru
X;,7 = 1,..., k definovan vlastni modifikdtor vlivu U;. U odhadu pomoci lokalni
regrese vSak pouzivame pouze jediny modifikator vlivu U. Pti pouziti vlastniho
modifikatoru vlivu ke kazdému regresoru bychom totiz museli zvolit k-rozmérny
bod g pro konstrukci globalniho odhadu pozadovanych kiivek 5;(U), coz by ale
vyzadovalo vice pozorovani a vypocetni narocnost takového tkolu by pravdépo-
dobné byla netinosné naroc¢na.

Tato metoda byla navrzena pouze pro standardni data s nezavislymi pozoro-
vanimi.
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K aplikaci zminéné lokéalnosti se budou pouZzivat jadrové funkce (tzv. kernely).
Ty jsou definovany jako symetrické funkce K takové, ze K(x) > 0 spliuje pod-
minky [, K(z)dz =1, [ *K(z)dr =0 a [, 2K (x)dz > 0. Nejcast&ji se pouziva
Epanechnikova jadrova funkce definovana ve tvaru

3
K(x) = Z(l — 2*)]jz<1(z), pro x € R,

Jadrovych funkci existuje velké mnozstvi a v této metodé je mozné zvolit si
jakoukoliv z nich, avsak vysledné odhady by se pfi pouziti riiznych jadrovych
funkci nemély vyrazné liSit. Naopak zasadni roli v odhadu hraje vhodna volba
Sitky pasma, kterou popiseme pozdéji.

Jednokrokovy odhad

Fan a Zhang| (1999) navrhli jednokrokovou metodu odhadu modelu s promén-
livymi koeficienty pomoci lokalni regrese. Pfedpokladejme, 7ze mame k dispozici
standardni data s nezavislymi pozorovanimi {(Y;, X;1,..., Xix, U;)}7-, a model
s proménlivymi koeficienty s jedinym modifikdtorem vlivu U. Proménlivé koefi-
cienty 3; budeme odhadovat lokalni linedrni regresi a pro kazdy bod ug si tyto
funkce lokalné aproximujeme useknutou Taylorovou radou jako

ﬁ](U) ~ aj + bj<U — UQ). (213)

Nésledné se minimalizuje vyraz nize metodou nejmensich ¢tverci

n k 2
aj,bj6%2317...,k; (Y; — ; [aj -+ b](UZ — Uo)}XU> Kh<Uz — U()), (214)

pro zvolené jadro K s Sitkou pasma h a vyrazem Kj(-) definovanym jako
K(-/h)/h.

Tato rovnice ndm ale da odhadnuté koeficienty kiivek pouze v okoli bodu
ug. Logicky je proto nutné tento postup opakovat i pro jiné body ug, abychom
dostali odhady po celé délce krivky. Mame k dispozici n pozorovanych hodnot
modifikatoru vlivu U; a proto zkonstruujeme n lokalnich odhad pro zvolené
body ug = U;,i = 1,...,n pomoci minimalizace rovnici (2.14). Bodové odhady
Bj(Ui),i =1,...,n,j = 1,...,k jsou pak rovny odhadim a;(U;),i = 1,...,n,j =
1,..., k. Timto zptisobem z hledanych kiivek 3; dostaneme jejich odhady v bodech
U;,i =1,...,n a pii dostate¢né hustém pokryti domény U i vyslednou ktivku.

Tato metoda tedy namisto jedné velké a slozité minimalizace pouziva mnoho
jednoduchych minimalizaci a pravé v tom spociva jeji mensi vypocetni slozi-
mnoziny bodl U;,7 = 1,...,n na kterych provadime lokalni odhad. Kuptikladu je
mozné vzit si pouze unikatni hodnoty U;,7 = 1,..., n abychom neprovadéli stejnou
operaci vicekrat nebo si zvolit jen ¢ast z této mnoziny bod dle néjakého kritéria.

Odhady B(ug) = (B1(uo),.... Bi(uo))T lze z rovnice maticové vyjadiit
jako

B(uo) = (I,0,)(TL Wi T, ) 'TE W'Y, (2.15)

uo
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kde Iy je jednotkovd matice velikosti k£, 0 matice taktéz velikosti k, kterd ma
kazdy ¢len nulovy a

U,, = diag(Uy —ug,...,U, — ug),
r., = (X, U,&),
Wfo = diag(Kp(Uy — ug),..., Kp(U, — up)).-

Obrovska nevyhoda této metody ale spoc¢iva v predpokladu, ze vSechny funkce
parametrt 3; disponuji stejnou mirou hladkosti, kterd je algoritmem aplikovana
sitkou pasma h a useknutou Taylorovou fadu, jiz aproximujeme funkce 5;(U).
Hodnotu sitky pasma A volime pomoci cross-validace.

Dvoukrokovy odhad

Fan a Zhang| (1999) kromé jednokrokového odhadu navrhli i odhad dvoukro-
kovy, ktery fesi problémy s riznymi stupni hladkosti. Autofi ukazali, Ze predchozi
metoda nedokaze optimalné odhadnout hladsi komponenty, nezavisle na volbé
sitky pasma. V prvnim kroku tento algoritmus zvoli malou Sitku pasma a najde
odhady stejnym zptsobem jako v jednokrokovém odhadu. V kroku druhém jsou
tyto odhady pouZity u méné hladkych parametri a u zbylych (hladsich) parame-
tri dochazi k dalsimu vyhlazeni pomoci vétsi Sirky pasma a aproximaci useknutou
Taylorovou fadou vétsiho stupné.

Necht B = (Bi,..., B)T. Bez Gijmy na obecnosti piedpokladejme, 7e 3y, je hladsi
nez 3,7 = 1,...,k — 1, které maji stejny stupen hladkosti. Hladkost zde mtzeme
vyjadrit pomoci spojitosti derivaci. Predpokladejme, Ze §; ma spojitou ¢tvrtou
derivaci a zbylé 8; pouze druhou. Model s proménlivymi koeficienty pak zapiSeme
ve tvaru

k—1
Yo=Y Bi(U)Xij+ Bu(U)Xix e,  i=1..n (2.16)
=1

V prvnim kroku dojde k odhadu jednokrokovou metodou a odhady Bj jsou
ve tvaru z rovnice (2.15). V modelu (2.16) nahradime méné hladké parametry
Bj, 7 =1,....,k — 1 témito odhady a dostdvame vyraz

k—1
Y; — ZBJ(UZ)X’L,] = Bk(Uz)Xz,k: + €, ), = 1,..., n. (217)
7=1

V prvnim kroku byly parametry j3; aproximovany useknutou Taylorovou fa-
dou. My se ale ted zabyvame pouze parametrem [, ktery je hladsi a proto ho
muzeme odhadnout Taylorovou fadou tretiho stupné

3 (m) m
B (uo) (U — o)
m=0
a tento vyraz pak minimalizujeme s vétsi siftkou pasma h;
3

n k—1 2
min Z (YQ - Zﬁj(Ui)Xi,j - Xik Z apm (Ui — Uo)m) Ky, (Ui — ug).
7j=1

a .0k 3ER
k,05-+,dk,3 i=1 . m=0

(2.18)
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Vysledny odhad Bk koresponduje s odhadem minimalizovaného parametru ay o
a maticové ma tvar

Brluo) = el (GL W Gyo) 'GL WY, (2.19)

kde Y = (}71,..., ffn), e14 je 4 x 1 vektor s jedni¢kou v prvnim fadku a nulami
jinde a

~ k=1
Y; = Yi— > B(U)Xiy,
j=1
qulol = diag(Khl (Ul - ’LL())7..., Kh1(Un - UO))7
Guo = diag(Xl,k,...,Xnyk)QuO,

]_ U1 — Ug (U1 — UO>2 (Ul — UO)S
Qu, = : : : E
]_ Un — Ug (Un — UO>2 (Un — Ug)g

Alternativou k tomuto dodate¢nému vyhlazeni koeficientu [, mize byt nahra-
zeni druhého kroku jednoduchym vyhlazenim Bk z prviniho kroku pomoci lokalni
kubické regrese se Siftkou pasma h;. Fan a Zhang| (1999) ukazali, Zze dvoukrokova
metoda vzdy prinasi lepsi vysledky nez procedura jednokrokova. I v ptipadé, ze
vSechny parametry maji stejnou hladkost, dosahuje dvoukrokova metoda stejné
kvalitnich vysledk jako metoda jednokrokova.
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3. Statisticka inference

V predchozi kapitole jsme si nastinili ¢tyii pristupy, kterymi lze modely s pro-
ménlivymi koeficienty konstruovat. A¢ algoritmy pro odhad jsou podrobné po-
psany u vsech, jejich inference je nasledné zkoumana pouze u dvou metod - od-
hadu pomoci polynomidlnich splajnt (Huang a kol., 2004) a odhadu pomoci lo-
kalni regrese (Fan a Zhang, 2008)). Tyto metody se od sebe lisi nejenom v pfistupu
k odhadu kiivek §;,7 = 1,...,k, ale i v pouzitych datech. (Huang a kol., |2004)
svoji praci aplikovali na longitudinalni data. Z toho divodu tuto kapitolu roz-
délime na dvé ¢asti. V prvni se budeme vénovat statistické inferenci pro model
se standardnimi daty odhadnuty pomoci lokalni regrese. V druhé casti se pak
zamérime pouze na model s longitudinalnimi daty odhadnuty pomoci polynomi-
alnich splajnti. V obou téchto ¢astech se podivame na odhad vychyleni, rozptylu
a kovarianc¢ni struktury, asymptotickou teorii a z nich vychazejici konstrukei kon-
fiden¢nich intervalli a pasem a testovani hypotéz. Nakonec popiSeme i nékolik
zpusobi testovani hypotéz pro zbylé metody odhadu.

3.1 Model se standardnimi daty

V této podkapitole se zamérime na inferenci pro odhad pomoci lokalni regrese
na standardnich datech s nezavislymi pozorovanimi.

3.1.1 Vychyleni a rozptyl

V piipadé odhadu modelu s proménlivymi koeficienty pomoci lokalni regrese
je odhad vychyleni a rozptylu tizce spjat s volbou sitky pasma h, kde jeji optimalni
hodnota minimalizuje stfedni ¢tvercovou chybu M SE, pro jejiz vypocet je treba
nejprve ziskat pravé odhady vychyleni a rozptylu.

Pomoci Taylorova rozvoje a nékolika kalkulaci z (Fan a Zhang, 2000) se lze
dostat k vyrazu

bias(B(uo)| X, U) = (I, 0,)(TE WA T, ) 'TL W r, (3.1)
kde 7 je sloupcovy vektor délky n s i-tym c¢lenem definovanym jako

1

Ty = inT (5(2) (o) (Ui — U0)2 + %5(3)(%)([]@' - U0)3)7

a znacenim B (ug) je myslena druh4 derivace po slozkich vektoru B(uq).

A

Odhad podminéného vychyleni 3(ug) na (X, U) pak ziskdme dosazenim 7 za
7 v rovnici (3.1)), kde v 7 je BJ(-k) (up) nahrazena odhadem Bj(k)(uo), k = 2,3, ktery
se da ziskat lokalnim kubickym vyrovnavanim s pilotni sitkou pasma h,.

7 rovnice zfejmé vidime, Ze matice podminéného rozptylu je rovna

var(B(uo) | X,U) = (I, 0,) (U5, W T,,) (0] W T, )
X (Fgo WuhoFUO)_l (Ikv Ok‘)TO-Q (uo)v
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a pro odhad tohoto rozptylu pak sta¢i nahradit 6%(ug) za o%(ug). Odhad 62 (ug
dostaneme jako vedlejsi produkt lokalniho kubického vyrovnavani 8% (ug), k =
2,3 s pilotni sitkou pasma h, jako:

T hs hs T *T he T \—17*T hs
o Y {Wuo - Wuo Fuo (Fuo Wuo Fuo) 1Fu0 Wuo }Y

)
0 (ug) = , (3.3)
tr{Whe — (DTWh-T; )" (DT Wi2T, )}

kde T, = (X, U, X, U2 X, U3 X).

uo

3.1.2 Asymptotické vlastnosti

Konstrukce asymptotické teorie zde probih4d obdobné jako u linearni regrese.
Nejprve je definovano nékolik technickych podminek, diky kterym jsou nasledné
vyTc¢eny véty o asymptotickém chovani vychyleni a rozptylu. V tomto piipadé se
jedné o predpoklady (C1)-(C7). Ty zde nebudeme piepisovat, ale odkadzeme cte-
nafe na (Fan a Zhang, 1999). Autofi vypracovali asymptotické vlastnosti pro obé
své metody odhadu - jednokrokovou i dvoukrokovou. Pro formulaci nasledujicich
vét je ale nejprve tieba definovat nékolik vyrazi:

y — / PR (t)dt,
R

v, = /tpKz(t)dt,
R

dale polozme g ; = 1y j(ug) = E(X*XJ | U = ug) pro s,j = 1,..., k a definujme

U = diag(o*(Uy),..., % (Uy)),

a; = a(ug) = (11,5 (o), Th-1,5(u0))",
Q; = Qj(up) = B[(X',..., XHT(X ., XY | U = ugl.

V dalsim textu se setkdme s nékolika riiznymi sitkami pasma. Parametr hg
znaci zacatecni sirku pasma, hy Sitku pro jednokrokovy odhad a hy Sitku pasma
pro dvoukrokovy odhad. Pro jednokrokovy odhad k zapisu koeficientu ptridame
index JK (pro dvoukrokovy odhad pak analogicky DK) a dostavame nésledujici
asymptotické vlastnosti:

Véta 1. (Vychgleni a rozptyl, jednokrokovy odhad)
Predpokladejme, Ze podminky (C1)-(C6) jsou splnény. Pokud hy — 0 tak, Ze
nhy — 0o, pak asymptotickeé podminéné vychyleni By yx(uo) je rovno

_ IR =
bias( B (uo) | X,U) = _27{52 > 1B (o) + 0p(h),

) —

a asymptoticky podminény rozptyl Bk,,]K(uo) je

o® (o) Aar e + Aaaf Qi o)

varB U xX,U) = o
( k,JK( 0) | ) nh1f(uo)>\1rk,k(rk7k — agﬂkilak’)

(14 0,(1)),
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kde My = (pa — 113), Ay = vopi — 2Uapinpis + p5vs @ Ng = 2puolofiy — 2Uofi5fts —
p5vs + Vot

VEimnéme si nékolika véci. Pii volbé &iiky pasma h; = O(n~'/°) dosahne
podminénd MSE jednokrokového odhadu B]{;,JK(UO) miry Op(n~%/%). Vyjadieni
vychyleni vySe jasné ukazuje, ze aproximacni chyby funkci f,..., Bx_1 se prene-
sou do vychyleni 8. Tim padem jednokrokovy odhad Sy nabyva nezanedbatelné
aproximacni chyby a neni optimalni. Déale také vySe popsand véta plati i bez
predpokladu podminky (C3).

Nasledujici ¢ast se jiz bude tykat asymptotického chovani dvoukrokového od-
hadu.

Véta 2. (Vychgleni a rozptyl, dvoukrokovy odhad)
Predpokladejme, Ze podminky (C1)-(C7) jsou splnény. Pak lze asymptotické
podminéné vychylent By pr(uo) vyjddrit jako

. ~ 1 2 - h2 k_l 1"
bias(Brpi (uo) | X,1) = A L2 50 ) pd D205 5 )y o+ op (S + 1),
Al py — s 21k j=1

a asymptoticky podmineny rozptyl Bp,DK(UO) jako

(Ko — 2papavs + p5va)0* (uo)
nha f(uo)(pa — 113)?

Asymptoticky rozptyl dvoukrokového odhadu je nezavisly na pivodni §ifce
pasma hg, pokud plati, ze nh] — oo, kde v je ddna z podminky (C7). Tim
padem plvodni Sitka pasma by se méla volit co nejmensi aby stale jesté splioval
tuto podminku. Déle také lze ukazat, ze pokud zvolime optimalni sitku pasma hs
fadu n~'/?, tak podminény MSE dvoukrokového odhadu dosadhne optimalni miry
konvergence Op(n=5/9).

Ve vétach vyse byly odvozeny asymptotické vychyleni a rozptyl Bk(uo) pro
jednokrokovy i dvoukrokovy odhad. Jelikoz odhadujeme pomoci lokalni regrese,
tak Bk(uo) je linedrni odhad By (ug) a mé proto asymptotické normalni rozdéleni
se stfedni hodnotou rovnou (B (u)|X,U) a rozptylem var (B (uo)| X, U).

var (B px (o) | X,U) = el . e (1 + op(1)).

3.1.3 Konfidenéni pasma

Ukézalo se, Ze konfidenc¢ni intervaly pro funkcionélni koeficienty modelt s pro-
ménlivymi koeficienty neptedstavuji validni piistup k danému problému. Vez-
méme si nezndmou funkei g(+), jejiz 1 — a konfidenéni interval (g;1(+), g2(+)) ndm
zaruc¢i pouze fakt, ze P(g1(u) < g(u) < go(u)) = 1 — a pro vSechna u. To ale
neznamend, ze by platilo i P(g;(u) < g(u) < ga(u),Vu) =1 — a.

K praktickému odhadu konfiden¢énich mezi se tedy pouzivaji konfidenéni pas-
ma. K jejich odhadu je tfeba nejprve zjistit distribuci maximalniho rozdilu mezi
odhadnutou funkci Bj a skutecnou funkei ;. Teoretickd zjiSténi potiebnd k to-
muto tucéelu byla podrobné popsana v (Fan a Zhang, 2000). Autofi se zde bez Gjmy
na obecnosti zaméfili na konfiden¢ni intervaly na intervalu [0,1]. Opét si defino-
vali nékolik technickych podminek, které zde nebudeme uvadét. V této praci dosli
k velice dulezité veteé:
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Véta 3. (Distribuce mazimalniho rozdilu mezi odhadnutym a skutecngm funkci-
ondlnim koeficientem) Za platnosti podminek uvedengch v (Fan a Zhang, 2000)
dostdvame

| Biluo) — B;(uo) — bias(B; ()| X, U) | _ d) 3 } 0, -z

P[(_Qlogh)1/2<supU€[o,1] (var( i (uo)| X, Uu))i?

pro j =1,...k a kde

1 1 /
o = (=2Hogh)"™% + (—2logh)'/? Zog(4z/o7r J(& (t))th)
= [ K2(t)dt

Dle této véty lze konfidenéni pasma pro f;(ug),j = 1,...,k jednoduse zkon-
struovat jako

B;(uo) — bias(5;(uo)| X, U) £ Ajalug),
kde

Ajo(ug) = (dv,n + [l0g2 = log( —log(1 — a))] (—210gh)1/2>
A 1/2
<(m@dl)

Odhady bms(ﬂj (u0)| X, U) a var(B;(uo)| X, U) byly popsény v sekci ([B.1.1). (Fan
a Zhangl 2000) taktéz na simulacich ukazali, Ze takto konstruované konfidenc¢ni
pasma funguji velice dobre.

3.1.4 Testovani hypotéz

U odhadnutych funkcionédlnich koeficientd nas bude zajimat predevsim infor-
mace o tom, zda-li jsou skute¢né proménlivé dle svého modifikdtoru vlivu nebo
zda-li nabyvaji konstantni hodnoty a odhadujeme je proto zbytec¢né odhadovat
je neparametricky. Pravé k tomuto tcelu pouzijeme principy testovani hypotéz
a test s hypotézami

H(] . 6](U) = Cj

Hy : 3;(U) # ¢,

kde ¢; znaci jakousi konstantu. Pro odhady 3,7 = 1,..., k kalkulované po-
moci lokalni regrese byla ukazana jejich asymptotickd normalita. Pfi dostate¢ném
poctu pozorovani je proto mozné pro vyse uvedeny test konstruovat klasickou
t-testovou statistiku z linedrni regrese zaloZenou pravé na znalosti normalniho
rozdéleni odhadnutého koeficientu. Takovyto postup je ale aplikovan pouze na
jediny bod vysledné kiivky. Postupuje se tedy tak, Ze pro kazdy v datech po-
zorovany modifikator vlivu zkonstruujeme a vyhodnotime tento test. Pokud pro
néjaky z téchto bodi nebo néjakou jejich ¢ast zamitame nulovou hypotézu, Ze
funkce odhadnutého koeficientu v daném bodé je rovna zvolené konstanté, pak
lze tvrdit, ze odhadnuta kiivka neni konstantni. Samoziejmé je tieba vhodné

(3.4)
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zvolit testovanou konstantu, kupiikladu jako primeér vSech odhadnutych hod-
not koeficientu 3;, tj. odhady pro pozorovany modifikator vlivu U;,i = 1,...,n.
Taktéz je tfeba vhodnym zptlisobem upravit vysledné p-hodnoty, jelikoz se jedna
o problém vicendsobného testovani.

Pokud bychom vsak radéji presnéjsi vysledky nebo disponujeme prilis méalo
metody. (Fan a Zhang, 2000) navrhli vlastni verzi testovani hypotéz pro jimi
zkoumané modely s proménlivymi koeficienty odhadnuté pomoci lokalni regrese.
Jejich metoda je zalozena na distribuci maximalniho rozdilu mezi odhadnutou
funkci a skute¢nou funkci, jez byla formulovana ve vété 3| pro konfiden¢ni pasma.
Tato metoda umoznuje dvé riznad pouziti. Za prvé je mozné testovat hypotézu

Hy : §;(U) = po(U)
Hy: 5;(U) # Bo(U),
pro néjakou pevné stanovenou funkci fy(-). P¥irozené se naskyta otazka, zda-li

néjaka takovato funkce spada do konfiden¢niho pasma, coz je ekvivalentni s pou-
zitim testové statistiky

7 = (=2t0gn) (| @@ 3 0)12.20) ™ (40) = 6u(0) = Gias Gy (O)1x.20) | - )

kde zamitame nulovou hypotézu, pokud tato testova statistika prekroc¢i hod-
notu ¢, = —log(—0.5loga).

Vv s

zda-li odhadnuty funkcionalni koeficient neni konstantni. Test je formulovan jako

H() . 5](U) == Cj
H1 . ﬁJ(U) # Cj.

Zkouset dosazovat rizné konstanty a pro né pak hypotézu testovat by bylo
dosti nesmyslné a velmi nepraktické. Proto je tieba nejprve odhadnout, jaké ve-
likosti by testovana konstanta meéla za nulové hypotézy nabyvat. Za platnosti
nulové hypotézy je model definovan jako

k—1
Y =) BiU)X7 + X" te
j=1

Odhad ¢ vypocteme dvoukrokové. Nejprve zanedbame fakt, ze by ¢ méla byt
konstanta a namisto toho k ni pfistupujeme jako k néjaké funkci 5 (U). Lokalni
regresi dostaneme odhady Bk(Ui),i = 1,...,n. Kazdy z téchto odhadi je taktéz
i odhadem neznédmé konstanty c za platnosti nulové hypotézy. Ve druhém kroku
pak uz jen tyto odhady zprimeérujeme a dostaneme

1 n . 1 n
&=~ U)==Y e, (GLW!Gy) 'GLW]Y,
nlzlﬁk( ) n; 1,4( u; Yvu; Uz) u; YYu;
kde [ = 4(k—1)+1. Pro zjednoduseni se zde predpoklada, ze modifikator vlivu
U se nachézi na intervalu [0,1], kde je spojity nezaporny. Autofi formulovali vétu
o asymptotickém chovani vychyleni a rozptylu odhadnuté konstanty ¢, diky niz
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a diky vété o distribuci maximalniho rozdilu mezi odhadnutou funkei a skute¢nou
funkci pak lze pro tento test formulovat testovou statistiku ve tvaru

T= (—210gh>1/2(H(W&(Unx,m) P (BuU) - & - bias(Buv) 2. w) | —dm),

a zamitat nulovou hypotézu pro velké hodnoty této statistiky, tedy pii pre-
kroceni kritické hodnoty ¢, = —log(—0.5loga) na hladiné a.

3.2 Model s longitudinalnimi daty

Dalsi podkapitola se vénuje inferenci pro odhad pomoci polynomialnich splaj-
nl na longitudinalnich datech.

3.2.1 Rozptyl a kovarianéni struktura

Oproti odhadu rozptylu a kovarian¢ni struktury u modelu se standardnimi
daty je tato operace u longitudinalnich dat ponékud komplikovanéjsi. Duvodem
je zavislost mezi riiznymi pozorovanimi pro jednotlivé subjekty. Matici rozptylu
odhadu 4 podminénou na mnoziné D lze zapsat jako

var(¥|D) = (ZUTWU>_1<iUiTWGWW}Ui>(iUiTW}-Ui)_I, (3.5)

i=1 i=1

kde V; = var(Y;) = Cc(t; j, ti,j’) a Cc(t,s) je kovariance €(t). Pro finalni odhady
parametri B je treba odhady koeficientlt 4 aplikovat na pouzitou B-splajnovou
bézi a matice rozptylu B(t) podminény mnozinou D méa podobu

var(B(1)|D) = Bt )(Z UiTI/ViUi)_l (Z UngiWiUi)

i=1 i=1

X ( i: UZ-TVVZUZ) 7lBT(t).

=1

(3.6)

Pokud bychom chtéli ziskat rozptyl pouze pro jednotlivy parametr Bl(t), tak
sta¢i definovat si e;; jako (k 4 1)-dimenzionalni nulovy vektor s (j + 1)-nim
¢lenem rovnym jedné. Pak podminény rozptyl §;(t) na D je

UCLT’(B]( )|D> - BJ_HUCLT( ( )|D)ej+1v J= 1a"'7k' (3 7)

Vsimnéme si, ze ze vSech pouzitych proménnych nezname podobu matice V; =
Ce(tis, t; ). K té je zapotiebi urcit kovarian¢ni strukturu procesu chyb €(t). To je
ale kvili longitudinalni podobé vstupnich dat podstatné slozitéjsi nez pii pouziti
standardnich dat s nezavislymi pozorovanimi. Na druhou stranu to ale podstatné
rozsifuje moznosti pouziti modelu s proménlivymi koeficienty s odhadem pomoci
polynomidlnich splajnti, jelikoz v posledni dobé se longitudinalni data zacinaji
vyuzivat mnohem castéji a to nejen v lékarskych pozorovanich.
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(Huang a kol., 2004) navrhli metodu zaloZenou na odhadu kovarianéni funkce
pomoci splajni, kde funkci C(t,s) aproximovali jako tensorovy produkt splajnt

na [£o, Ears1] X [€o, Enral
5) ~ Z Z““’ng,d(t)Bg,d(S)a t,s € [&,Emt], t # s, (3.8)
a b

kde Bid(t) je a -ta4 B-splajnova baze stupné d na mnoziné uzli &,..., Earyq-
Ziejmé plati, ze E(e(tiy)e(t,y) = Celtipt;y) pro l # 1 a Cc(t,s) = C(s,t). P
pozorovanych {¢;(¢;;),7 = 1,....,n,l = 1,....,n;} lze Cc(s,t), s # t odhadnout pies
minimalizaci vySe uvedenych parametrit {uqp : o p = Up,} pomoci vyrazu

ua,be&%:ubaz Z < tis)ei(t ZzuabB BS (¢, l)>2. (3.9)

=1 =11l

Skutetna ¢;(t;;) vSak nejsou pozorovana a proto je tfeba misto nich dosazovat
jejich odhady - rezidua €;(t;;) = Y, — XiT,é(ti,l). Vysledny odhad kovarian¢éni
funkce pro t # s pak snadno dostaneme dosazenim odhadnutych parametri y,
do vzorce (B.§). Odhad rozptylu ¢?(t) = C.(t,t) dostaneme obdobné aproximaci
C(t,t) ~ z vaB5 4(t), kde odhad 9, opét ziskime minimalizact

n n; 2
min ; lzlj (6?(%) E Z %Bgd(ti,l)> . (3.10)

Timto zptisobem je odhadnuta celd rozptylova matice. Autofi se dale zamysleji
i nad kvalitou tohoto odhadu, ktery ziejmé zavisi na volbé splajnového prostoru,
tedy volbé umisténi uzli. Opét zde narazime na problém vypocetni slozitosti, kdy
volba poctu stejné vzdalenych uzli pomoci cross-validace vyzaduje velké mnoz-
stvi vypocetniho vykony. Autori podle svych zkusenosti proto doporucuji vybrat
pocet uzli ru¢né v rozmezi 5 az 10.

3.2.2 Asymptotické vlastnosti

V této ¢asti se blize podivame na asymptotické vlastnosti odhadnutych funkei
,3. Asymptotiku pro longitudinalni data zde zkoumame pro mnozinu subjekti
1 = 1,...,n, kde jejich pocet n jde k nekonecnu. Pocet pozorovani u i-tého subjektu
oznaceny jako n; miize nebo nemusi jit k nekonecnu. Pro kazdy subjekt je rovnéz
pouzita vaha w; = 1/n;.

(Huang a kol., 2004)) si nejprve definovali technické podminky (C1)-(C6). Opét
je zde nebudeme uvadét a ¢tenare odkdzeme na citovany ¢lanek. Abychom zde
pouze neprepisovali tento ¢lanek, tak v plném znéni uvedeme pouze nékolik hlav-
nich vét a zbylé poznatky jen popiseme.

Autori ukazali, 7e vysledné odhady ﬁj, j = 1,..., k jsou definovany jednoznacné
a s pravdépodobnosti jdouci k jedné. Tyto odhady jsou taktéz konzistentni. Zavadi
se zde nova proménna f;(t) = E[3,(t)|D] jako stiedni hodnota f3;(t) podminéna
na D

V dalgi vété je vycislena mira konvergence || Bj—ﬁj 1%, || Bj—ﬂj | all @—Bj
Tato véta implikuje, 7ze rozsah vychyleni je omezen v pravdépodobnosti nejlepsi

I
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aproximacni mirou dosazitelnou v prostorech splajnovych funkeci. Kdyz je pocet
pozorovani pro kazdy subjekt omezen, tedy n; < C,1 < i < n pro néjakou
konstantu C, pak mira konvergence || 5; — B; ||* je omezena na Op(K,,/n + p2),
coz je stejnd mira jako u standardnich dat s nezavislymi pozorovanimi.
Pokud zvolime K, ~ (n=2)>_n;!)~'/% a pocet pozorovani pro kazdy subjekt
7

je omezen, pak lze dosahnout || 5; — B; |>= Op(n=*%), coz je taktéZ stejnd
optiméalni mira jako u dat s nezavislymi pozorovanimi. Kdyz dale omezime pocet
pozorovani pro kazdy subjekt n, fixni konstantou, pak nam pro dosazeni n~*/°
miry staci K, ~ n'/°.

Véta 4. (Vychyleni)
Predpoklddejme, Ze podminky (C1)-(C5) jsou splnény a % — 0, pro

n — 00. Pak suPyeie ¢1,11] ‘Bj(t) — B;(t)| = Op(pn),j =1,... k.

Tato véta nam dava postacujici podminku k tomu, aby vychyleni bylo zane-
dbatelné vzhledem k rozptylu.

Véta 5. (Asymptotickd normalita)
Predpoklddejme, Ze podminky (C1)-(C6) jsou splnény.
Pokud%%@, Pro n — 00 a W%O, pro n — oo, pak

M 4, N(0,]),
var(B(t))

2

v distribuci, kde B(t) = (Bl(t),...,Bk(t))T. Specidlne pak pro j = 1,..., k plati, Ze
B;(t) = B;(1) KN
var(f;(t))

N(0,1).

O Bj(t) Ize smyslet jako o odhadnutelné &asti (;(t) a vétu o asymptotické
normalité v dalsi ¢asti pouzijeme ke konstrukci konfidencnich intervald pro Bj(t)
a potazmo i f3;(¢).

Vyse uvedené véty lze aplikovat i na data s deterministicky stanovenymi casy
;1. V tom pripadé je ale tfeba vhodnym zplisobem upravit jednu z technickych
podminek.

3.2.3 Konfiden¢ni intervaly a pasma

V této ¢asti vyuzijeme asymptotické vlastnosti modelt s proménlivymi koefici-
enty, odhadnutymi pomoci polynomidlnich splajnt, ke konstrukci bodovych konfi-
dencnich intervalt pro jednotlivé proménlivé koeficienty B]—, j=1,...,k. Vzhledem
ke ktivkovému charakteru odhadnutych parametri ale takovato metoda neni zcela
ktera zde také popiseme.

Za platnosti technickych podminek a z nich vyvozenych asymptotickych vét
vime, ze pro j = 1,....k a t € [y, {p11] plati nasledujici konvergence

N

(var(B;(6))) "2 (B;(t) — EB;(1)]) % N(0,1), pro n — oo, (3.11)
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kde rozptyl a stfedni hodnota Bj (t) je opét podminéna na D. Pokud nalezneme
odhad war(f;(t)) takovy, 7e var(f;(t))/var(B;(t)) £ 1 pro n — oo, pak (B.11)
plati i pro tento odhad a (1 — «) asymptoticky interval E[f5;(t)] je stanoven jako
rozmezi

Bilt) %z (T (535(0))) (3.12)

kde 22 je (1 — a/2)-ty kvantil normélniho rozdéleni. V pfedchozi Césti si

vzpomenime na diskuzi o asymptotické zanedbatelnosti vychyleni E[BJ (t)] —B;(t).

Pokud tomu tak je, pak vzorec v definuje (1 — «) asymptoticky konfidenéni
interval i pro f;(t).

Konstrukce simultdnnich konfidenénich pasem pro E[3;(t)] a §;(t) na néja-
kém intervalu [a,b] € [£o,&{prp1] rozSifuje vysSe popsané postupy pro konstrukei
konfiden¢nich intervald. Interval [a,b] rozdélime na M + 1 ekvidistantnich tsekt
pomoci uzlti a = § < ... < &y41 = b a pro kazdy z nich vypoc¢teme meze (1 — «)
simultannich konfiden¢nich intervalt (1;4(&;), uj.a(&r)) pro E[BJ (€),] takovych, zZe
1imy oo Pllj (&) < E[B;(€),] < ujnl&),r =1,..., M + 1] > 1 — a. Jednoduchy
piistup zalozeny na Bonferroniho postupu navrhuje zvolit (1;,(&,), u;q (&) jako
1/2

Bi(&) £ Zajaury) (Var(B;(5))) (3.13)

Stiedni hodnotu E[f;(t)] budeme konstruovat jako linearni interpolaci
ED[B;(t)] mezi E[B;(€,)] a B[Bj(&41)] pro & <t < &41 dle vzorce

BOG0] = M (S ) sl 6]+ 00 (=5 ) B )

Stejnym zpiisobem se pak linedrné interpoluji i krajnf meze (1 —«a) konfidenc-
nfho intervalu pro EX[3;(t)]. Pro konstrukei konfiden¢nich pasem predpokladdme
splnéni jedné z podminek

supte[a,b”(E[Bj(t)]),{ < ¢ pro znadmou konstantu ¢; > 0, (3.14)
supte[a,bﬂ(E[ﬂAj (t)])//’ < ¢ pro znamou konstantu cg > 0. (3.15)
Kalkulaci pomoci Taylorova rozvoje lze dojit k nasledujicim vysledkiim
(G — )= &) :
. . 2c1 M ( ) za platnosti (3.14)),
B15;()] — EV[B;(1)]] = b—a

1
§CQM(£7»+1 —t)(t—&) za platnosti ((3.15]).

Pomoci téchto ¢lenti pak upravime interpolované meze (1 — «) konfiden¢nich
intervalt a ziskdme tak odhadnutd (1 — «) konfidenéni pasma pro E[S;(t)] za

platnosti nebo jako
(z](fi(t) - 2clM<(5*“ ;?S - 5”)) ufalt) + 2C1M((§7‘“ ;?S — &)» ,
(3.16)

(lﬁ-fi(t) — %CzM (6o — 1)(t — &), u(0) + SesM(€pn — 1)(t — gr)). (3.17)

2
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Pokud je vychyleni E[3;(t)] — 5;(t) asymptoticky zanedbatelné a jedna z pod-
minek (3.14)), (3.15)) je splnéna, pak vysledky vyse tvoii odpovidajici asymptotické
konfiden¢éni pasmo i pro §;(t),j = 1,..., k.

3.2.4 Testovani hypotéz

Stejné jako u testovani hypotéz pro model se standardnimi daty pomoci lo-
kalni regrese nam bude zajimat, jestli je odhadnuty koeficient proménlivy nebo
konstantni. Takovy test mizeme formulovat jako

HO . 5]' (t) = (]
Hy: /Bj(t) # c,
kde ¢; znaci jakousi konstantu. Pro odhady f;, 7 = 1,..., k kalkulované pomoci
polynomidlnich splajnii byla taktéz ukazana jejich asymptotickd normalita a lze
proto pro tento test konstruovat t-testovou statistiku obdobné jako v linearni
regresi. Samotné vyhodnoceni testu pak probihé stejné jako u testovani hypotéz
pro lokélni regresi v predchozi podkapitole, tj. testujeme vzdy pro jednotlivy bod
a tuto operaci provedeme pro kiivku ve vSech pozorovanych bodech c¢asového
modifikdtoru vlivu ¢. Jednéa se opét o problém vicendsobného testovani a to je
tfeba vhodnym zptisobem oSetfit. Nejvhodnéjsi volba porovnavané konstanty je
opét prumér krivky.

(Huang a kol., [2002)) taktéz vyvinuli vlastni test pro ovéfeni proménlivosti
koeficientli zalozeny na tzv. bootstrappingu, kdy neni potifeba apriorni znalost
rozdéleni odhadnutych koeficientt. Jejich test se namisto na jednotlivé funkce
Bj,7 = 1,..., k zaméfuje na cely model. Testuje se hypotéza

(3.18)

HO : 6]@) :Cj, j :2,...,k’,t€ [fg,gMJrﬂ
H, : néjaky z funkciondlnich koeficientii je ¢asové proménlivy,

kde ¢;,7 = 2,...,k jsou néjaké konstanty. Regresor X; budeme uvazovat jako
intercept. Za platnosti nulové hypotézy se tedy pouze tento intercept s casem
méni, zatimco ostatni funkcionalni koeficienty jsou konstantni. Vazeny rezidudlni
soucet ¢tvercll za platnosti nulové hypotézy pak ma tvar

no n; S1
RSSy = Z Zwi (Y;,l - ZXi,l,lB;,d i) Ys,1 — ZX”JCJ) )
s=1

i=1 [=1

kde odhady ¢; a 9,1 minimalizuji dany vaZeny rezidualni soucet ctvercii. Za
platnosti obecné alternativy, ze vSechny funkce koeficientti se mohou s ¢asem lisit
mé takovyto vazeny soucet ¢tvercl rezidui tvar

n n; 2
RSSl = Zzwz (Y;,l - ZZXZ,I,]B zl 73,]) .

=1 [=1 j=1 s=1

Diéle si definujme testovou statistiku 7' = (RSSy — RSS1)/RSS;. Autoti for-
mulovali vétu o této testové statistice a jeji kritické hodnoté, kterd ukazuje, Ze
testovou statistiku budeme zamitat pii prekroceni odpovidajici kritické hodnoty.
K tomu je ale tfeba pouzit bootstrap algoritmus s prevzorkovanim pozorovani,
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abychom zjistili distribuci statistiky 7" za platnosti nulové hypotézy. Jako €;; bu-
deme pouzivat odhady rezidui z modelu za platnosti alternativni hypotézy, tedy
z klasického modelu se vS§emi proménlivymi koeficienty. Déle si definujme mnozinu
(Yh=i=1,.nl=1..n} jako

Y
Z XiiaBy g(tin)¥s1 + Z Z X6 + €y,

j=2 s=1

znacici jakousi pseudo-odezvu za platnosti nulové hypotézy. Nasledujici algo-
ritmus zjisti rozdéleni testové statistiky a hledané p-hodnoty
(1. krok) Nahradime n vzorkd pozorovanimi z mnoziny {(Y”,X( il)t 75),2' =
L...,n,l = 1,...,n;} aziskdme vzorek pro bootstrap {(Y}}", X ( Zl) ), =1,.
l=1,.,n'}

(2. krok) Predchozi krok zopakujeme B-krat

(3. krok) Z kazdého vzorku vypocteme testovou statistiku T*. Z B nezavislych
vzorkl pak odvodime empirické rozdéleni 7.

(4. krok) Nulovou hypotézu H, zamitame na hladiné «, pokud je hodnota testové
statistiky 7" vétsi nebo rovna (100(1 — «))-tému percentilu empirického rozdéleni
T*. P-hodnota testu je rovna empirické pravdépodobnosti ze {T* > T'}.

Tuto proceduru lze upravit, kdyz bychom kuptikladu chtéli testovat, zda-li
néjaka podmnozina koeficient® neni konstantni. Procedura byla taktéz popsana
specialné pro model s longitudinalnimi daty, ale lze ji v ptislusné preformulova-
ném tvaru aplikovat i na jiné metody odhadt jako odhad pomoci vyhlazovaciho
splajnu.

3.3 Dalsi metody

U odhadu pomoci vyhlazovacich a penalizovanych splajni bohuzel nebyla di-
kladnéji vypracovana jejich inference a nezname proto vychyleni ¢i rozptyl je-
jich odhadnutych koeficienti, nevime zda-li u nich za urcitych podminek plati
asymptotickd normalita a neumime pro né zkonstruovat konfiden¢ni pasma. Avsak
existuji pro né jisté alternativni testy, diky kterym mutzeme urcit, zda-li je dany
koeficient proménlivy nebo konstantni. Formulujme si takovyto test jako

Ho : Bi(U;) = ¢
BJ( ) # ¢j,

kde ¢; znadi jakousi konstantu. (Hastie a Tibshirani, 1993) navrhli metodu
zalozenou na pribliznych stupnich volnosti. Tato metoda je pouzitelnd pro vyhla-
zené Cleny, které monoténné zavisi na néjakém vyhlazovacim parametru, coz plati
jak pro vyhlazovani spajny, tak pro odhad lokdlni regresi pres jadrové funkce. Vez-
méme si jednoduchy hladky odhad ¥ = SY. Autofi ukézali, ze pfiblizné stupné
volnosti pro takovyto odhad jsou v = tr(28 — SST) a distribuce nésledné testové
statistiky pfiblizné F, ,,_,. Odhad pomoci vyhlazovacich splajnti navrzeny taktéz
v (Hastie a Tibshirani, [1993) ma vyhlazovaci ¢len S, ktery tvori odhad BJ(U)XJ,
podobu D;B;(BI D?B; + \Y;) "' B;D;. Vidime, ze v = tr(28 — §'S'") kde S je
vazeny vyhlazovaci ¢len kubického splajnu pouzity v algoritmu odhadu modeli
s proménlivymi koeficienty pomoci vyhlazovaciho splajnu. Jako velice uzite¢ny

(3.19)
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se ukézal fakt, ze stupné volnosti ¢lenu Bj(U)Xj jsou stejné jako stupné volnosti
odpovidajiciho vyhlazovaciho ¢lenu. Stac¢i nam tedy vypocitat v. Ukazuje se ale,
7e na rozdil od tr(8") je tr(S'S'T) t&zko spocitatelna. Autofi proto vyvinuli jeji
aproximaci

tr(28 — 8'8'7) ~ 1.25tr(S) — 0.5.

Pomoci této aproximaci pak lze spocitat potiebné priblizné stupné volnosti
a k nim odpovidajici F' rozdéleni, s jehoz znalosti pak lze testovat pozadovanou
hypotézu.

V celé praci jsme se zamérili pouze na standardni Gaussovsky tvar modelt
s promeénlivymi koeficienty. Pro zobecnény tvar byl ale taktéz vyvinut test, ktery
by zde stilo za to zminit. (Fan a kol., [2001) vyvinuli zobecnény test poméru
maximalni vérohodnosti a (Cai a kol., |2000) ho aplikovali na testovani hypotéz
v zobecnénych modelech s proménlivymi koeficienty. Jedna se o test

H()Iﬁj(U):Cj, ]:1,,k
H; : néjaky z funkciondlnich koeficientt je ¢asové proménlivy,

a testovou statistikou ve tvaru

T = 2(I(Hy) — I(Hy)),

kde [(Hp) a I(H;) jsou logaritmické vérohodnostni funkce zkonstruované za
platnosti nulové a alternativni hypotézy. Takovyto test se da relativné snadno
implementovat a je dostatecné silny. Testova statistika ma za platnosti nulové hy-
potézy asymptotické normadlni rozdéleni a nezdvisi na hodnotéch c¢;,j = 1,..., k.
Tento jev je oznacovan jako Wilkstv fenomén a je podrobnéji popsan v (Fan
a kol., |2001). P¥i menSim poc¢tu pozorovani je autory doporu¢eno radéji pou-
7it bootstrap metodu za platnosti nulové hypotézy pro zjisténi kritické hodnoty
testové statistiky.
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4. Vybér proménnych

V predchozich kapitolach jsme popsali jak modely s proménlivymi koeficienty
vypadaji, jakym zptisobem je odhadnout a pro nékteré metody pak i jak se tyto
odhady chovaji z hlediska statistické inference. Popsali jsme procedury, jimiz
lze otestovat, zda-li jsou vSechny, nebo pouze nékteré, koeficienty konstantni ¢i
nikoliv. Dalo by se Fici, ze teorie modeli s proménlivymi koeficienty je v soucasné
dobé vice nez dostatecné vypracovand pro praktické pouziti. V nasledujici kapitole
dokonce zminime i nékolik ptikladi, kdy autofi citovanych ¢lankt otestovali svoje
poznatky na praktickych aplikacich. V Gvodni kapitole jsme rozebirali vyhody
a nevyhody modeli s proménlivymi koeficienty v porovnani s klasickou linearni
regresi a konstatovali jsme naSe ocekdvani, ze modely s proménlivymi koeficienty
nahradi linedrni regresi na $pici pomyslného zebricku nejpouzivanéjsich metod
matematického modelovani. AvSak i pres vSechna tato pozitiva se v soucasné dobé
s praktickym pouzitim modeld s proménlivymi koeficienty setkdme v podstaté
pouze v akademické sfére. Je otazkou, pro¢ je takovyto revoluéni nastroj stale
prehlizen ve vysoce kompetitivnim trznim prostiedi, kde kazdy neustale hleda
néjakou vyhodu oproti svym oponentiim.

Dle naseho nazoru je tomu tak ze t¥i hlavnich davodi. Za prvé celd teorie
modeli s proménlivymi koeficienty je stdle dosti neucelend. Néktefi autofi pra-
cuji se standardnimi daty, jini s longitudinalnimi. Nékteti popisuji odhad pomoci
vyhlazovacich splajni, jini zase pomoci lokalni regrese. Kdyz si ¢tenar prostuduje
nékolik zakladnich ¢lankd o modelech s proménlivymi koeficienty, tak bude nej-
spiSe zmaten tim, ze kazdy z téchto ¢lankia pojednava o nécem jiném. Pravé toto
vétveni se do riiznych smért casto vyvolava zmatky a evokuje neucelenost celého
tématu modell s proménlivymi koeficienty. A tato neucelenost ma nejspise za na-
sledek fakt, ze téma model s proménlivymi koeficienty neni na vétsiné vysokych
Skol vyucovano. Ve vysledku pak o téchto modelech maji prehled pouze akade-
mici specializujici se na statistiku a odborna vefejnost, ktera se s timto tématem
nékde setkala. Prvotnim problémem tedy je informovanost o modelech s promén-
livymi koeficienty. Jako dobry zacatek se jevi jakymsi zptisobem spojit vSechny,
¢i alespon ty nejvice rozpracované popsané sméry do unifikovaného celku. Ne-
troufame si tvrdit, Ze nase prace tohoto cile dosahla, avSak snazili jsme vzit si
zaklady metod odhadu a statistickou inferenci ze vSech riznych sméru a zcelit je
do prehledného celku.

Druhym divodem je vypocetni slozitost. V praxi je tfeba modelovat nad daty
o desetitisicich pozorovani a stovkach az tisicich proménnych. V takovychto pii-
padech jiz je tfeba vyuzivat vykonu serveri a i tak je vypocetni Cas stale prilis
dlouhy. Nabizeji se dva zptsoby, jak prekonat tuto prekdzku. Bud mtzeme podc-
kat nékolik let, az nam rozvoj informacnich technologii dovoli pocitat i takto
slozité problémy v kratkych c¢asech. Nebo je tfeba zapracovat na metodach od-
hadl. Vyzkumnici by v tomto pripadé museli ptijit s novymi pristupy, algoritmy
¢i heuristikami jak vypocet urychlit. Kterou z téchto cest se svét bude ubirat nam
ukaze az Cas.

Posledni divod a pojednani této kapitoly je vybér proménnych. Pii prak-
tickém vyuziti je tfeba pracovat se stovkami az tisici prediktory. Neni mozné,
nebo presnéji feceno neni pripustné, vybirat proménné do modelu ru¢né jednu po
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druhé. Nejprve je vhodné jakymsi zpisobem zredukovat pocet proménnych pouze
na ty relevantni a az pak prichazi na fadu ru¢ni modelovani. V linedrni regresi
tento ucel plni napiiklad selekce proménnych typu forward ¢i stepwise. V mode-
lech s proménlivymi koeficienty takovyto algoritmus prozatim nebyl ustanoven.
V této podkapitole se pokusime nastinit jak by jakdsi obdoba forward selekce
proménnych mohla vypadat pro modely s proménlivymi koeficienty.

Nejprve se zamysleme nad situaci, kdy néjaky proménlivy koeficient vyjde
konstantni ¢i témér konstantni. Nebylo by pak vhodnéjsi ho odhadovat rovnou
jako konstantni, ¢imz si uSetfime vypocetni vykon. Nase prace pojednava na téma
modelit s proménlivymi koeficienty, ale v literatufe se casto setkdme s pojmem
model se semi-proménnymi koeficienty. Jednd se o model s proménlivymi koefi-
cienty, kde ¢ast regresori ma koeficienty konstantni, tedy jsou definovany jako
v linearni regresi. Model ma tvar

m k
Y, = ZBj(Ui,j)Xi,j + Z GiXin+ €
Jj=1 I=m+1

kdy prvnim m koeficientii je proménlivych a zbylych k& — m konstantnich.
(Fan a Zhang, 2008) navrhli metodu odhadu takovychto model pomoci lokalni
regrese. Princip je relativné jednoduchy. Nejprve je cely model odhadnut jako
model s proménlivymi koeficienty, tedy i koeficienty dané jako konstantni odhad-
neme proménlivé. Nasledné hodnoty Bj(Ui,l),j =m + 1,..., k zprumérujeme pies
U;,i = 1,...,n a tim ziskdme odhady konstant Bj,j =m+1,..., k. Déle pak v dru-
hém kroku pouzijeme tyto odhady a odhadneme i zbylé proménlivé koeficienty.

Nas algoritmus navrhujeme pro tyto modely ze dvou divodi. Za prvé pokud
je dany koeficient konstantni, pak dava smysl k nému tak pti odhadu i pristupo-
vat a usetfit si vypocetni slozitost neparametrického odhadu. Za druhé se nam
zjednodusi testovani hypotéz. Pokud nam v prvotnim testu vyjde koeficient jako
konstantni, pak ho tak mizeme i odhadnout a pfi testovani jeho relevance pouzit
klasicky t-test z linedrni regrese.

Pr1i rozhodovani se o pridani ¢i nepridani proménné do modelu se pred nami
nachézi tfi otazky. Pridat proménnou s proménlivym parametrem? Ptidat pro-
ménnou s konstantnim parametrem jako v linearni regresi? A nebo proménnou
do modelu neptidat? Nas algoritmus bude fungovat na stejném principu jako for-
ward vybér proménnych. V kazdém kroku do modelu pridame dalsi proménnou
a pomoci néjakych statistickych testi rozhodneme, zda-li jeji koeficient bude pro-
ménlivy, konstantni ¢i ji nepfiddme. Na to ovsem budeme potiebovat az dva testy,
prvni zda-li je odhadnuty koeficient proménlivy a pokud ne tak ho odhadnout jako
konstantni a otestovat, zda-li neni nulovy. To uz je ale problém vicenasobného
testovani a nestac¢i proto pouze zvlast provést tyto testy, ale je tieba aplikovat
néjakou korekci aby nam vysledné p-hodnoty odpovidaly. K tomu navrhujeme
pouzit Benjamini-Hochbergovu korekci, kterd je definovana nasledovné
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Véta 6. (Benjamini-Hochbergova korekce)

Méjme m nezavislych testovacich procedur s nulovymi hypotézami Hq,..., H,,
a k nim odpovidajici p-hodnoty P,..., P,,. Ty seradime od neymensi po nejvetsi
p-hodnotu a oznacime je Py,..., Pun). Korekce pro stupen o md ndsledugici dva
kroky

1) Pro poZadovany stuperi o najdeme nejuyssi index k spliujici Py < —a

3|

2) Zamitdme nulové hypotézy pro testovaci procedury Hy,i=1,...,k

Timto zplisobem vykompenzujeme chyby mnohonasobného testovani a zavéry
téchto testt by meély byt relativné pfesné. V nasem piipadé budeme pouzivat
pouze dvé testovaci procedury a proto m = 2.

Déle je tieba se zamyslet nad slozitosti. Odhadnout samotny model s promén-
livymi koeficienty je dost vypocetné narocné a tento algoritmus v kazdém kroku
odhaduje model jednou az dvakrat (pokud koeficient u nové ptidaného regresoru
vyjde jako proménlivy pak pouze jednou, pokud ne, tak je tfeba model odhad-
nout znovu, akorat s timto regresorem definovanym s konstantnim koeficientem).
Je tedy treba co nejvice snizit vypocetni slozitost a do jisté prijatelné miry i za
cenu korektnosti a presnosti.

Prvné navrhujeme zafixovat stav regresoru tak, jak byl v kroku kdy byl do
modelu pridan klasifikovan. Pro zjednoduseni zde budeme pouzivat nékolik vlast-
nich pojmi. Pod pojmem proménlivy regresor budeme myslet takovy regresor,
jehoz odhadnuty koeficient v modelu je funkce, tedy proménlivy koeficient zavisly
na néjakém modifikdtoru vlivu. Jako konstantni regresor pak myslime takovy re-
gresor, jehoz odhadnuty koeficient je konstantni, ¢ili klasicky regresor z linearni
regrese. Pokud nové pridany regresor otestujeme a vyjde nam jako proménlivy,
pak uz po cely zbytek chodu algoritmu bude do modelu vstupovat s promén-
livym koeficientem. Stejné tak pokud proménlivost zamitneme a regresor vyjde
konstantni, ale nenulovy. Nemtizeme vyloucit, Ze s prichodem dalsich regresori se
néjaky diive pfidany nestane z proménlivého konstantni ¢i zanedbatelny, avsak
to je cena za mensSi vypocetni slozitost. Abychom zmensSili pravdépodobnost, ze
takovato chyba nam pti algoritmu nastane, tak hodlame test o proménlivosti
regresoru polozit na vysoké hladiné 1 — .

Taktéz by bylo vhodné predem stanovit poradi, ve kterém budeme regresory
do modelu algoritmem pridavat. Navrhujeme nejprve kupiikladu odhadnout kla-
sicky model linedrni regrese a sefadit proménné dle vysvétlujici sily, tedy tieba dle
chi-kvadratu jez klasicky vidime pii vystupu. Dlivodem proc¢ je vypocetni slozi-
tost. Kdybychom si vzali opa¢ny ptiklad a proménné seradili od nejvétsi relevant-
nosti, tak ¢im drive proménna do modelu vstoupi, tim vétsi ma pravdépodobnost,
ze v ném i zustane. Tim padem pro proménné na konci fady budeme muset v ka-
7zdém kroku znovu a znovu odhadovat model s vétSinou proménnych které do néj
ve findle patii. Pi postupu od nejméné relevantnich proménnych ale ze zacatku
vétsinu téchto proménnych zamitneme a ve vysledku usetiime vypocetni vykon.

Tim jsme nastinili n4s algoritmus a divody jeho podoby a nyni jej pojdme
presné formulovat:
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Méjme data o ¢ = 1,...,n nezavislych pozorovanich s j = 1,..., k regresory X ;
a odezvou Y;.
(0) Odhadneme model linedrni regrese pro odezvu Y a pro regresory X;,j =
1,..., k. Regresory pak sefadime od nejmensi relevantnosti po nejvétsi dle chi-
kvadratu a oznacime je jako X(yy,..., X1). Polozme p = 0.
(1) Polozme p = p+1. Definujme si mnozinu regresortt X = {X(1),..., X }. Ke ka-
zdému regresoru si definujeme i jeho stav, tedy stav (proménlivy/konstantni/ne-
vstupuje) v jakém byl do modelu klasifikovan a pfipadné stav neznamy pokud se
v tomto kroku v mnoziné regresori ocitnul poprvé.
(2) Proménné X(;y,j = 1,...,p— 1 do modelu vstupuji v takovém stavu (promeén-
livy/konstantni/nevstupuje), v jakém byly diive klasifikovany. Proménna Xy
je v modelu definovana jako promeénlivd. Model odhadneme. Otestujeme, zda-
li je proménnd X, proménlivd (pomoci néjakého vhodného testu popsaného
v podkapitole o testovani hypotéz). Taktéz na vyslednou p-hodnotu aplikujeme
Benjamini-Hochbergovu korekci. Pokud zamitadme nulovou hypotézu konstant-
nosti koeficientu f,), pak preskoc¢ime nésledujici kroky a iterujeme krokem (1).
Pokud nulovou hypotézu nezamitame, pak pokrac¢ujeme krokem (3).
(3) Model je definovan nasledovné. Proménné X ;), 7 = 1,...,p—1 do modelu vstu-
puji v takovém stavu, v jakém byly diive klasifikovany. Proménnd X ;) je v modelu
definovana jako konstantni. Model odhadneme a klasickym t-testem otestujeme,
zda-li je koeficient regresoru X, konstantni. Na vyslednou p-hodnotu aplikujeme
Benjamini-Hochbergovu korekci. Pokud zamitdme nulovou hypotézu, ze 5, = 0,
pak regresor do modelu vstupuje jako konstantni. Pokud nulovou hypotézu neza-
mitame, tak regresor do modelu nevstupuje. Iterujeme krokem (1).

Timto zpiisobem po posledni iteraci ziskame stavy ke kazdému regresoru a mi-
zeme piejit k ruénimu modelovani.

Tento algoritmus byl sepsan dosti obecné a nabizi mnoho prilezitosti pro mo-
difikaci. Prvotni otazkou je metoda odhadu modelu s proménlivymi koeficienty.
Vzhledem k tomu, ze zde navrhujeme pouzivat modely se semi-proménlivymi koe-
ficienty, jejichz odhad byl popsan v (Fan a Zhang), [2008), tak se metoda odhadu
pomoci lokalni regrese jevi jako nejvhodnéjsi. Avsak i splajnové metody by se
daly modifikovat pro tento typ modeli.

Dale zptsobu jak otestovat, zda-li je proménlivy koeficient konstantni ¢i niko-
liv bylo navrhnuto nékolik. Vybér vhodného testu pak zavisi primarné na volbé
metody odhadu a sekundarné na preferencich uzivatele algoritmu.

Taktéz volba korekce mnohonasobného testovani nékomu nemusi vyhovovat.
Pokud bychom nepovazovali dva pouzité testy za nezavislé, pak lze pouzit kupii-
kladu Benjamini-Hochberg-Yekutieli modifikovanou korekei.
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5. Aplikace

V predchozi kapitole jsme shrnuli teoretické podklady modeli s proménlivymi
koeficienty a v této ¢asti se podivame na jejich praktickou aplikaci. Kombinace ne-
parametrickych odhadovych metod a interpretovatelnosti zobecnéného linearniho
regresniho modelu déld z modelt s proménlivymi koeficienty vSestranny ndastroj.
Jejich vyuziti 1ze proto najit v Sirokém spektru oblasti, od financi a politiky po
lékarstvi a ekologii.

(Hastie a Tibshirani, [1993) pfedstavili model s proménlivymi koeficienty pro
zkoumani zavislosti koncentrace oxidu dusnatého v motorech spalujicich etanol.
Parametry modelu autofi zvolili jako zavislé na poméru ekvivalence vyjadiujicim
miru smeési palivo-vzduch. Déale autori zkoumali pravdépodobnost infarktu myo-
kardu s proménlivosti koeficientl dle systolického krevniho tlaku a cholesterolu.
Jako posledni ptiklad byla prezentovana studie doby pteziti pacienti s rakovinou
plic, kde byl k jiz existujicimu modelu pridan proménlivy parametr dle casu.

(Cai a kol., 2000) se zabyvali po¢tem navs§tév nemocnice s obéhovymi a respi-
ra¢nimi potizemi vzhledem ke koncentraci znecistujicich latek ve vzduchu. Autori
pouzili model s ¢asové proménlivymi koeficienty. V druhém prikladu analyzovali
binarni odezvu indikujici jestli pacient prezil popaleniny, pficemz se zkoumala
zavislost koeficientti na véku pacienta.

(Fan a Zhang, 2008)) se taktéz zaméfili na pocet nav§tév nemocnic pacienti
s obéhovymi a respira¢nimi potizemi v Hong Kongu.

(Huang a kol., 2004) zkoumali procentuédlni podil CD4 bunék u osob nakaze-
nych virem HIV a proménlivost koeficientll v zavislosti na dobé od nakazeni.

(Marx, |2010) studovali mozny vyskyt kataklastické zlomové zény (reprezen-
tované odezvou obsahu kataklastické horniny) v zavislosti na obsahu podzemni
vody, grafitu, oxidu hlinitého, oxidu sodného a tepelné vodivosti. Data pochézela
z méreni az do hloubky 9,1 kilometri pod povrchem. Jako modifikator vlivu para-
metri byla pouzita pravé hloubka méteni. Jejich vysledny model byl o 12%-21%
lepsi (podle koeficientu determinance) nez ostatni klasické modely odhadnuté na
téchto datech.

Vétsina uvedenych piikladii se tykala lékarskych dat a jejich modely se vyzna-
¢ovaly parametry proménlivymi s ¢asovou proménnou. Proménlivost parametri
s Casem je jisté velice intuitivni, avSak i jiné proménné mohou prinést zajimavé
vysledky.

V prvni ¢asti této kapitoly prozkoumame dostupny software obsahujici funkce
pro vytvareni modeli s proménlivymi koeficienty. V ¢asti druhé a tieti predsta-
vime dva priklady demonstrujici rizna vyuziti modelid s proménlivymi koeficienty.
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5.1 Software

Vétsina komercéné vyuzivanych statistickych softwart, jako SAS, STATA,
SPSS ¢i Eviews v sobé doposud nemé implementovany modely s proménlivymi
koeficienty. Z téch nejbéznéji uzivanych je zatim podporuje pouze volné dostupny
software R (R Core Team)| 2013). R operuje na principu balickia (”package”),
ve kterych rlizni vyvojaii implementuji teoretické principy a algoritmy ve formé
funkci. V soucasné dobé se nabizi nékolik bali¢ki s modely s proménlivymi koefici-
enty. (Sperlich a Theler} |2015]) porovnali nékolik R balicki schopnych odhadnout
modely s proménlivymi koeficienty. Z nich autofi povazuji za nejkvalitnéjsi balicek
mgev (Wood), 2007) zaméfeny na neparametrickou regresi. Ten disponuje funkei
gam, ktera v sobé ma moznost pouziti modelt s proménlivymi koeficienty a vy-
kresleni jejich koeficientti. Déle je zde rovnéz k dispozici funkce bam vyuzivajici
stejné principy, avSak za pouziti efektivnéjsich algoritmii s rychlejsim vypoctem.
Pravé v tomto programu jsme vypracovali nasledujici priklady.

Jesté je tieba zminit zasadni véc a to vypocetni slozitost modeli s promén-
livymi koeficienty v softwaru R. Pouzité vypocetni algoritmy v soucasné dobé
nejsou zcela optimalizované a to spolecné se slozitosti téchto modelt zpisobuje
vysoké naroky na vypocetni vykon pouzitého pocitace. Pfi odhadu pouze s né-
kolika prediktory algoritmus dobéhne rychle, avsak jakmile se pocet regresort
vy$plhd do tadu desitek ¢i dokonce stovek, tak nastavaji problémy. Software R
je znamy tim, ze vyuziva predev§im pamét RAM. Pti desitkach regresorti je pak
nutné disponovat bud Spi¢kovym pocita¢em nebo serverovou verzi R, ktera je
vSak jiz placena. Pokud tomu tak neni, pak se nelze dobrat vysledku, jelikoz R
skon¢i s chybovou hlaskou oznamujici, ze nebylo mozné alokovat dalsi pamét.
Pravé tato narocnost brani pouziti modelid s proménlivymi koeficienty pro Sirsi
komercni vyuziti. Je otdzkou, zda-li se dfive podafii najit rychlejsi algoritmy pro
jejich odhad nebo vypocetni technika pokroc¢i natolik doptedu, ze vyzadovany
vykon nebude problémem.

5.2 Priklad 1

Cilem této préace je srozumitelné a kompaktné shrnout dosavadni teoretické
poznatky tykajici se modeli s proménlivymi koeficienty a jejich statistické infe-
rence. Jednim z moznych pouziti téchto modeli je model, kde se koeficienty lisi
s casem. Ten je vhodny zejména pro dlouhodoba data, kdy se s velkou pravdépo-
dobnosti vlivy jednotlivych regresorti s postupem ¢asu méni.

Zvolili jsme si proto relativné jednoduchy priklad, na kterém budeme demon-
strovat silu modeli s proménlivymi koeficienty a jejich inferenci. Podivame se
hlavné na presnost vyslednych odhad z hlediska vystihnuti dat a z hlediska
presnosti odhadu dle konfiden¢niho pasma. Déle otestujeme hypotézu, zda-li vy-
sledny koeficient neni konstantni. Jako data jsme pouzili ¢tvrtletni makroeko-
nomicka pozorovani z USA v letech 1960-2000 (Greene, 2003). Nasim cilem je
modelovat zavislost objemu spotieby domécnosti (CONS) na hrubém doméacim
produktu (GDP) a ¢ase (t) pomoci metody proménlivych koeficientii a nasledné
porovnat predpovédni schopnosti tohoto modelu s obdobnym modelem linearni
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regrese.
Vysledné modely jsou ve tvaru:

CONSt = 50 + ﬁlGDP + 6275 + ﬂgGDP *x 1+ Et
CONSt = 51<t)GDP + &¢

V kapitole Modely s proménlivymi koeficienty bylo popsano nékolik zptisobi
odhadu modelu. Nami zvoleny model odhadneme vSemi témito zptisoby - pomoci
polynomidalniho splajnu, penalizovaného splajnu, vyhlazovaciho splajnu a pomoci
lokalni regrese, které mezi sebou vzajemné porovname.

Nejprve vsak feknéme nékolik slov k volbé modelu aplikaci jednotlivych metod
odhadu. V datech se nachazi vice proménnych nez pouze hruby domaci produkt
GDP, avSak tato proménnd je z nich vii¢i zadané odezvé jedind relevantni. VSim-
néme si také, ze v nasem modelu s proménlivymi koeficienty neni pouzit intercept.
Je tomu tak ze dvou divodi. Za prvé proménlivy intercept nam neptijde jako
zcela vhodny. Z matematického hlediska sice zlepsuje odhad, ale z praktického
pohledu postrada smysluplnou interpretaci. P¥ijde ndm proto lep$i intercept bud
nepouzit, nebo ho definovat jako konstantni, aby se zkoumané proménlivost pre-
nesla do koeficienti k prislusnym interpretovatelnym proménnym. Druhym di-
vodem je odhad pomoci lokalni regrese. Narozdil od odhadt pomoci splajnii pro
néj prozatim neni k dispozici uceleny balicek v softwaru R. Byli jsme proto nu-
ceni si tuto metodu sami naprogramovat. Pti konstantnim interceptu by se vSak
nejednalo o model s proménlivymi koeficienty, ale o model se semi-proménlivymi
koeficienty, kterymi jsme se v této praci vice nezabyvali. Rozhodli jsme se proto
intercept zcela vynechat u vsech testovanych metod pro jejich porovnani.

Na obrazku jsme vykreslili vysledné odhady ¢asové proménlivého koefici-
entu 1 pro odhady pomoci polynomialniho splajnu, vyhlazovaciho splajnu a lo-
kalni regrese. Odhad pomoci penalizovaného splajnu byl téméf shodny s odhadem
pomoci polynomialniho splajnu a proto jsme ho do grafu nezahrnuli.

Vidime, Zze do roku 1965 se vliv GDP snizoval, ale dile od tohoto roku se
jiz, az na mensi pokles kolem roku 1980, zvysSoval nebo stagnoval v 90. letech.
7, téchto odhadt ale kazdopadné mtizeme tvrdit, ze se zde proménlivost s casem
jisté nachazi.

Taktéz se zde ukazuji rozdily mezi jednotlivymi typy odhadi. Vyhlazovaci
splajn na rozdil od polynomialniho neni tak hladky. To je zptisobeno tim, Ze pri
jeho odhadu se jako uzly voli vSechny pozorované c¢asy t, kdezto u polynomialniho
splajnu je vybran pouze urcity pocet ekvidistantnich uzlt. AvSak i pfes drobné
rozdily se da fici, ze vSechny odhady pomoci splajnii jsou si relativné dosti po-
dobné. Odhad pomoci lokalni regrese je ale uz ve svém principu fundamentalné
odlisny a pfi porovnani se splajnovymi odhady v grafu je to znat. 95 konfide-
néni pasmo u lokalni regrese je mnohem $irsi nez u odhadu pomoci splajni.

U metody odhadu pomoci lokalni regrese hraje velkou roli vybér sitky pasma
neni piiliS hladka a jeji konfiden¢ni pasmo je Sirsi nez pii odhadu s vétsi sitkou
pasma. (Fan a Zhang), |2008)) doporucuji volit §itku pasma minimalizujici st¥edni
¢tvercovou chybu MSE. Nejprve jsme ruc¢né vyzkouseli nékolik odhadi pro rizné
sitky pasma. Jako dobra volba nam prisla sitka pasma 10 ¢tvrtleti, jejiz odhad
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Vliv GDP, odhad pomoci polynomidlniho splajnu
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Obrazek 5.1: Vliv regresoru hrubého domaciho produktu GDP na odezvu spotieby
domacnosti CONS a jeho 95% konfiden¢ni pasmo dle riznych typt odhadi modelu

jsme vykreslili na obrazku Nejmensi stiedni ¢tvercova chyba MSE nam ale
vysla pro Sirku pasma 3 ¢tvrtleti. Podivejme se na rozdil mezi témito volbami na
obrazku Sitka pasma 3 sice vykresluje datiim piesnéji odpovidajici kiivku,
avsak za cenu znatelného rozsiteni konfiden¢niho pasma. Jak volit Sitku pasma
se tedy pii aplikaci odhadu modelu s proménlivymi koeficienty pomoci lokalni
regrese jevi jako hlavni otazka. Volba nejptfesnéjsiho odhadu pri minimalizaci
stfedni ¢tvercové chyby MSE se za cenu stability vysledného odhadu nemusi je-
vit jako zcela optimdlni. PTi ¢asové proménlivosti v dlouhodobém horizontu jsou
prudké zmény chovani regresortt spiSe nezddouci. Vyznamné udalosti (v piipadé
tohoto ptikladu globalniho charakteru, jinak udélosti s velkym dopadem na zkou-
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many jev) mohou zptisobit vyraznou zménu, avsak obecné bychom ¢ekali zménu

Pojdme se podivat na piesnost jednotlivych odhadt pro porovnani s modelem
klasické linedrni regrese. Jako ukazatel pfesnosti si vezméme rezidudlni soucet
¢tverct.

Tabulka nam ukazuje nékolik poznatki. Modely s proménlivymi koefi-
cienty dosahuji lepsich vysledkti nez klasicka linedrni regrese i na takto jedno-
Vyhlazovaci splajny diky volbé vétsiho poctu korenti dosahuji lepsitho podchyceni
dat nez splajny polynomialni ¢i penalizované. Lokalni regrese ma vici datim
nejlepsi odhad, ale za cenu jeho velké nestability. Ta se pak projevi ve veskeré
inferenci a muze velice neptijemné zkreslovat vysledky. Splajnové odhady jsou na-
opak velice pfesné soudé dle jejich uzkych konfidenénich pasem. Kazda z téchto
metod tedy ma své pro a proti a je na ¢tenari, kterou povazuje za nejlepsi.

V tabulce porovnavame predikce jednotlivych metod. Z nich je v tomto
ohledu zdaleka nejpiesnéjsi odhad pomoci lokalni regrese. Odhad pomoci vyhla-
zovaciho splajnu byl podle rezidualniho souc¢tu ¢tverci o néco lepsi nez odhady
pomoci polynomidlniho a penalizovaného splajnu, ale pri predikci dava horsi vy-
sledky. Linearni model dava nejhorsi vysledky.

Pti predikci v tomto pripadé si ale musime uvédomit pouzitou metodologii.
Vysledné splajny byly odhadnuty na casovém intervalu mezi roky 1960 a 2000.
VSechny splajnové metody ke své konstrukci pouzivaji B-splajnovou bazi. Ta
vSak neexistuje mimo své vnéjsi uzly, coz jsou pravé roky 1960 a 2000. Mimo tyto
meze jsou jeji hodnoty linedrné interpolovany pomoci krajnich hodnot a derivaci
v téchto bodech. Stejné tak u odhadnuté kiivky pomoci lokalni regrese jsme
pro odhad pouzili tutéz linedrni interpolaci. Je proto tfeba davat si pozor na

Metoda odhadu Rezidualni soucet ¢tvercu
Linearni regrese 167 475.4
Polynomidlni splajn 134 947.5
Penalizovany splajn 134 870.8
Vyhlazovaci splajn 122 075.7
Lokalni regrese, h = 10 83 579.5
Lokalni regrese, h = 3 o1 742.6

Tabulka 5.1: Porovnani presnosti odhadu jednotlivych metod dle rezidudlniho souc¢tu ctverci

Lin. Pol. Penal. Vyhl. Lokalni
model splajn splajn splajn regrese (10)

Q12000 6171,1 6081,34 6131.87 6133.57 6099.24 6149.59
Q2 2000 6226,3 6160,82 6224.12 6226.26 6183.79 6244.46
Q3 2000 6292,1 6185,46 6251.61 6254.17 6203.87 6274.39
Q4 2000 6341,1 6217,59 6288.13 6290.99 6232.72 6313.27

Cas Data

Tabulka 5.2: Porovnani skute¢nych pozorovani a predikce dle linedrniho modelu a modeld s pro-
ménlivymi koeficienty odhadnutymi pomoci polynomialniho, penalizovaného a vyhlazovaciho
splajnu a pomoci lokdlni regrese se sitkou pasma 10
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Vliv GDP, odhad pomoci lokalni regrese se Sifkou pasma 3
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Cas

Vliv GDP, odhad pomoci lokalni regrese se Sitkou pasma 10

R(1)
0.64
|

0.60

Q11960 Q41964 Q41960 Q41974 Q41979 Q41984 Q41989 Q41994 Q4 1999

Cas

Obrazek 5.2: Vliv volby §itky pasma pii odhadu pomoci lokalni regrese na vysledny od-
had proménlivého koeficientu 3, pro regresor hrubého doméciho produktu GDP a jeho
95% konfiden¢ni pasmo

smérnici odhadnuté kiivky proménlivého koeficientu v krajnich bodech, jelikoz
méa na predikce mimo odhadnuty interval klicovy vliv.

7 hlediska pouziti modelu s proménlivymi koeficienty pro predikce se tedy
jevi jako proziravéjsi volit takovy modifikator vlivu, u kterého mame k dispozici
data pokryvajici jeho defini¢ni obor. Dobrym prikladem je tieba vék. Pri vyu-
7iti v bankovnim sektoru vytvorime model s vékem klienta jako modifikatorem
vlivu. Ten odhadneme na klientskych datech, ve kterych se pravdépodobné na-
chazi vétsina hodnot, jichz vék milize nabyvat. Pti predikci pro nové klienty pak
prislusné koeficienty budou spadat do odhadnutych kiivek bez nutnosti jakékoliv
interpolace.

Na zavér budeme testovat, zda-li je koeficient regresoru GDP skutecné pro-
ménlivy. Jednd se tedy o néasledujici hypotézu

HO . ﬁl (t) =C
H1 . ﬁl (t) 7& C.

K tomu vyuzijeme asymptotickou normalitu, a proto mizeme otestovat pouze
odhad pomoci polynomidlnich splajnii a lokdlni regrese. Jako konstantu ¢ volime
priumér odhada kiivky f;.

Odhad pies polynomialni splajny je soucasti balicku mgcv a ma v sobé za-
komponovany i takovyto test. Zminény t-test je tam aplikovan na kfivku v ka-
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zdém bodé pozorovanych modifikdtort vlivu a ve vyslednych odhadech je pak
uvedena nejmensi p-hodnota ze vSech téchto v nasem piipadé 160 testi v pozoro-
vanych casech. Tyto p-hodnoty jsou oSetfeny pro vicenasobné testovani. Konecna
p-hodnota pro polynomialni splajny vysla < 0.0001 a nulovou hypotézu konstant-
nosti koeficientu proto zamitame.

Odhad pomoci linedrni regrese jsme naprogramovali sami a proto budeme
moci diikladnéji prozkoumat vyhodnoceni takovéhoto testu. Pro kazdy ze 160
pozorovanych ¢asu jsme otestovali, zda-li koeficient v daném bodé je roven kon-
stanté ¢, jiz jsme dosadili jako primér odhadnuté ktivky pfes pozorované casy.
Z vyslednych 160 p-hodnot jich nezamitdme pouze 14. Miizeme tedy nejenom
fici, ze existuje bod kde zamitame danou konstantnost koeficientu, ale i ze z ta-
kovychto bodt se sklada vétsina kiivky. Jednoznacné tudiz zamitdme hypotézu,
ze by odhadnuta krivka byla konstantni.

5.3 Priklad 2

Rist informacnich technologii a digitalizace poslednich desetileti zpiisobila
masivni nartst v objemu dostupnych dat, prevazné takovych, ktera se tykaji jed-
notlivych osob. S timto ristem vznikla potfeba data pochopit a analyzovat. Tato
disciplina se v§eobecné oznacuje jako Data Science a v posledni dobé zaziva velky
rozmach. V tomto piikladu ukdZzeme uplatnéni modeli s proménlivymi koefici-
enty pravé v oboru datovych analytiki. Namisto tvorby ptresného prediktivniho
modelu budeme v datech hledat zajimavé souvislosti.

Rozhodli jsme se prozkoumat némecka lékaiskd data (Riphahn a kol.l 2003)
o 25 proménnych a 27326 pozorovanich. Jedné se o data longitudindlni kde ke
kazdému z 7290 subjekti mame k dispozici vicero pozorovani, kterd pochazeji
z let 1984-1994. Jsou zde rovnomérné zastoupeni muzi a zeny (3691 muzi a 3599
zen) ve véku 25-64. Na obrézkuzkouméme rozdéleni véku dle pohlavi pacienta.
K 1ékafti zde chodi o trochu vice mladych muzi a starsich zen, ale jinak se da tici,
ze zde mame vSechny véky zastoupené relativné rovnomérné.

Déle v datech mame proménné jako rodinny stav, Groven vzdélani, zamést-
nani, ptijem, piiznak fyzického postizeni, navstévy lékait a kvalita zdravotni
pojisténi. Vzhledem k tomu, ze data pochazeji z Némecka, tak se zde setkdme
s ponékud odlisSnym systémem vzdélani. Disponujeme indikatory, zda-li je nej-
vyssi dosazené vzdélani stfedni skola, redlna skola, polytechnicky titul, maturita
a poslednim a nejvyssim stupném univerzitniho vzdélani.

Analyza pacienti dle jejich dosazeného vzdélani je k vidéni v tabulce [5.3] Po-
zorny ¢tenar si zajisté vSimne, ze celkové soucty subjekti v této tabulce presahuji
uvedenych 7290 pacientti. Jelikoz pracujeme s longitudinalnimi data, kde subjekty
pozorujeme v ruznych c¢asech, tak se miize stat, ze v dobé mezi pozorovanimi mohl
pacient dokoncit vyssi stupen vzdélani a proto se nam zapocita vicekrat. Jinak
je ponékud prekvapivé, ze vétsina pacientil disponuje pouze stiedni nebo redlnou
skolou ve vyspélém saté jako je Némecko. Na druhou stranu data pochazeji z doby
pred a tésné po sjednoceni zapadniho a vychodniho Némecka.

V tabulce jsou zobrazeny zaméstnani pozorovanych subjektt. Verejni za-
méstnanci, tj. lidé ve statni spravé, maji z téchto zaméstnani nejvyssi pocet
navstév lékare na osobu. Osoby samostatné vydélecné ¢inné jich naopak maji
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Nejvyssi dosazené Pocet Pocet

vzdélani subjektt pozorovani
Zakladni skola 211 553
Stredni skola 4 209 17 031
Reélna skola 1 538 5314
Polytechnicky titul 319 1041
Maturita 541 1 383
Univerzitni vzdélani 074 1 964

Tabulka 5.3: Uroven nejvyssitho dosazeného vzdélani ve zkoumanych datech

9 L, Pocet Pocet
Zaméstnani . . ‘s
subjektd pozorovani

Deélnik 2 188 6 652
Utednik 2 872 8174
Osoba samostatné vydélecné ¢inna 640 1 680
Vefejny zaméstnanec D72 2 038
Jiné 343 426

Tabulka 5.4: Zaméstnani subjekt ve zkoumanych datech

nejméné. Pod oznacenim jiné jsme oznacili pacienty, ktefi nebyli oznaceni ani
v jedné této kategorii. Je otazkou, zda-li tyto oznaceni nepokryvaji celou mnozinu
moznych zaméstnani, nebo zda-li jde o chyby v datech.

Zamérili jsme se na vliv téchto regresorti na spokojenost pacientlt se svym
zdravotnim stavem. Vychdazeli jsme z modelu, kde jsme vSechny regresory de-
finovali jako proménlivé podle véku pacienta. Nasledné jsme pak predefinovali
koeficienty u proménnych, které se graficky ukazaly jako konstantni ¢i témér
konstantni, a to z proménlivych na konstatni. Nakonec ndm vznikl model se
semi-proménlivymi koeficienty, kde ¢ast parametri je linearni a ¢ast proménliva.

Distribuce pozorovanych véki pro muze a Zeny

0.03-

=)
=
M

pohlavi

|:|muii
l:‘ieny

Empirické hustota

=}
=}

0.00-
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Obrazek 5.3: Empiricka distribuce pozorovanych vékid subjekti v zavislosti na pohlavi
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Obrazek 5.4: Vliv vybranych regresort na odezvu spokojenosti pacientu se svym zdra-
votnim stavem a jejich 95% konfidenéni pasma

Zajimavé vztahy ziistali jen u 5 regresorti - indikatoru univerzitniho vzdélani,
indikatoru osoby samostatné vydélecné ¢inné, indikdtoru verejného zaméstnance,
poc¢tu nemocni¢nich navstév za posledni rok a indikdtoru doplikového pojisténi.
Ke zminénym regresorim jsme vykreslili grafy a nyni se z nich pokusime
ziskat uzite¢né informace.

Vliv univerzitniho vzdélani je ve véku 20+ vysoky patrné kvili vétsSimu mnoz-
stvi volného Casu a mens$imu mnozstvi stresu oproti pacientim, kteri dosahli
nizsiho stupné vzdélani, a tim padem zacali i dfive pracovat. Tento trend postupné
klesa a blizko ¢tyticatého roku zivota opét zacina rust. Zda se tedy, ze vysokoskol-
sky vzdélani lidé kolem ¢tyticitky zacinaji vice dbat na své zdravi a aktivné usiluji
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o jeho zlepSeni, coz se projevuje v rustu spokojenosti se svym zdravotnim stavem.
Nésleduje dalsi sestupny trend do ptiblizné 55 let. ZhorSovani zdravotniho stavu
s pribyvajicim vékem je zcela prirozena zalezitost. Zajimavymi shledavame pravé
vysledky, kdy dojde k ristu vlivu — viz. graf po 55. roce. V této zivotni etapé
se pacienti opét snazi zlepSit sviij zdravotni stav. VSimnéme si také faktu, ze
od jistého véku je vliv univerzitniho vzdélani na spokojenost ¢lovéka se zdravot-
nim stavem, az na mensi useky, zaporny. Univerzitné vzdélani lidé nachazeji po
skole prevazné kancelaiské prace. Bylo lékarsky dokazano, ze nedostatecna mira
pohybu, oproti osobam s manualnim zaméstnanim, zdravi prili§ neprospiva, jak
ukazuje i nas graf.

Osoby samostatné vydélecné ¢inné jsou nejspokojenéjsi se svym zdravim ko-
lem 29. a 39. roku zivota. Naopak blizko 34. a 44. roku je tento vliv negativni.
V téchto letech pravdépodobné podnikatelé pracuji nejvice, aby si zajistili dosta-
tek financ¢nich prostfedki na rodinu ¢i dichod. Po 50. roce je pak vliv prevazné
nezaporny a rostouci, coz znaci lepsi zdravotni podminky v dichodu, at uz kvili
vétsi financni zajisténosti nebo zdravéjSimu zivotnimu stylu.

Do 40 let ma zaméstnani ve statni spravé pozitivni vliv na spokojenost se
zdravotnim stavem. Po celou dobu se ale tento vliv snizuje. Pro pacienty nad 40
let pak zac¢ina byt stale vice negativni. Nase data by proto podporovala zavér, ze
dlouhodoba sluzba vefejnosti ma negativni vliv na zdravotni stav.

Pocet nemocni¢nich navstév ma vzdy negativni vliv na spokojenost se zdra-
votnim stavem. AvSak kolem 30 a 42 let je tento zaporny efekt témér nulovy.
Znamenalo by to, ze v téchto obdobich je vhodné podstoupit urc¢ita vysetieni pro
kontrolu svého zdravotniho stavu.

Posledni graf je opét pou¢ny, ale z ponékud odlisného divodu. Ukazuje vliv
pritomnosti doplikového pojisténi na spokojenost se zdravotnim stavem. Jeho
interpretace vsak jiz nedava prilisny smysl. Je dilezité pri takovéto datové ana-
Iyze nebrat vysledky dogmaticky, ale provérovat jejich logickou spravnost a miru
reflekce reality.
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7, aveér

Modely s proménlivymi koeficienty piichazeji s prevratnou myslenkou zmény
koeficientli v zavislosti na néjakém modifikdtoru vlivu. Pfevratny neni ani tak
samotny odhad kfiivek, se kterym jsme se mohli setkat v neparametrické regresi,
avSak zaclenéni takového odhadu do struktury klasické linedrni regrese. Snadné
interpretace modelu linearni regrese je tim paddem zachovana. Navic dostavame
i dodatecnou informaci o zméné koeficientli, nemluvé o flexibilnéj$im neparamet-
rickém odhadu. V prvni kapitole jsme definovali zdkladni tvar modeld s promén-
livymi koeficienty se standardnimi daty s nezavislymi pozorovanimi a k nému
i nékolik specidlnich pfipadi. Taktéz jsme definovali model s proménlivymi koe-
ficienty s daty longitudinalnimi, kde pro jednotlivé subjekty je k dispozici vicero
pozorovani.

V druhé kapitole jsme struc¢né popsali nékolik v literature zpracovanych me-
tod odhadu modelt s proménlivymi koeficienty. Dilezité je uvédomit si charakter
tématu modeld s proménlivymi koeficienty. Podstata neparametrické regrese nam
dava moznost konstruovat odhady témér jakymkoliv zptisobem. Kvili kletbé di-
menzionality se omezujeme pouze na hladké kiivky, ale i tak zde stale existuje ne-
spocet moznych postupii. Uvedli jsme proto pouze takové metody, které jiz byly
dostatecné vypracovany v akademickych publikacich. Méjme ale na pozoru, ze
tyto metody nejsou konzistentni. Kazdy z autort se vydal svym vlastnim smérem
a jediné, co tyto metody spojuje, je proménlivost odhadnutych koeficient. Tuto
kapitolu délime dle dvou kritérii - dle metody odhadu (splajny/lokalni regrese)
a dle pouzitych dat (standardni/longitudinalni). (Hastie a Tibshirani, [1993) na-
vrhli prvni metodu odhadu pomoci vyhlazovacich splajnti na standardnich datech
s nezavislymi pozorovanimi a s vlastnim modifikdtorem vlivu pro kazdy z regre-
sorti. (Marx}, [2010)) pouzili stejnd data i vlastni modifikdtory vlivu, ale namisto
vyhlazovaciho splajnu se rozhodli pro splajn penalizovany. (Fan a Zhang, [2000))
povazuji modely s proménlivymi koeficienty ve své podstaté za lokalni, a proto
odhad konstruuji pomoci lokalni regrese, avSak pouze s jedinym modifikatorem
vlivu stejnym pro vSechny regresory. (Huang a kol., 2004 pro sviij odhad pou-
7ili komplikovanéjsi longitudinalni data namisto dat s nezavislymi pozorovanimi.
Kvili charakteru téchto dat zde maji taktéz jediny modifikator vlivu, a to cas
daného pozorovani. Jako odhadovanou kfivku si zvolili polynomiélni splajn, ¢asto
oznacovany jako regresni splajn. Kazdou z téchto metod je tedy nutno povazo-
vat za jeden z mnoha smérti, jimiz se modely s proménlivymi koeficienty mohou
vydat.

V préci jsme se zabyvali pouze zdkladnim tvarem modelu s proménlivymi
koeficienty na standardnich nebo longitudindlnich datech. Téma modeld s pro-
ménlivymi koeficienty ale obsahuje mnohem vice smért. Zakladni tvar je mozné
zobecnit na mnozinu exponencialnich rozdéleni. Mizeme pfedpokladat apriorni
informaci u Bayessovského tvaru, pouzit tyto modely pro analyzu preziti, odha-
dovat spolu s kiivkami koeficientii i jejich prislusné modifikatory vlivu nebo pou-
zivat vicerozmérné modifikdtory vlivu, a takto bychom mohli vyjmenovat jesté
mnoho riznych specidlnich pripadt. Kazdy z nich ale vyzaduje vlastni metodu
odhadu a lze ho tim padem povazovat za jeden z mnoha smért tématu modeli
s proménlivymi koeficienty. Ocekavat od néjaké prace shrnuti celého tohoto té-
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matu je v dnesni dobé vzhledem k obrovskému mnozstvi akademickych publikaci
o modelech s proménlivymi koeficienty nerealné, ne-li pfimo nemozné. Proto jsme
se rozhodli zamérit se pouze na zakladni tvar téchto modell se skaldrnimi mo-
difikdtory vlivu pro standardni a longitudinalni data, a tyto poznatky piehledné
shrnout.

Treti kapitolu povazujeme za stézejni ¢ast této prace, kterd se zamérila na
statistickou inferenci v modelech s proménlivymi koeficienty. Popsana byla ale
pouze inference pro odhady pomoci lokalni regrese a polynomialnich splajni. Do-
ty¢ni autoii odhadi pomoci vyhlazovacich a penalizovanych splajni se bohuzel
podrobnéjsi inferenci pro své odhady nezabyvali. Kapitolu jsme tedy rozdélili na
dvé casti dle pouzitych dat, jelikoz lokalni odhad pracuje se standardnimi daty
s nezavislymi pozorovanimi, zatimco odhad pomoci polynomialnich splajni byl
navrzen pro data longitudinalni. K obéma témto metodam bylo odvozeno vychy-
leni a rozptyl a dokdzana asymptoticka normalita za platnosti urcitych technic-
kych podminek. Pomoci vychyleni a rozptylu je pak mozno zkonstruovat konfi-
denéni padsmo na néjaké hladiné (1 — a),« € (0,1). Bylo by mozné zkonstruovat
i konfidenc¢ni intervaly, avsak vzhledem ke kiivkové povaze odhadovanych koefi-
cienti zde pouziti konfiden¢niho pasma dava vétsi smysl. Taktéz jsme popsali
testovani hypotéz, které se prevazné zabyva otazkou, zda-li je vysledny koeficient
skute¢né promeénlivy nebo zda-li je konstantni.

Ve ¢tvrté kapitole byla autory navrzena procedura pro vybér proménnych.
Ta funguje obdobné jako klasickd ”forward selekce”v linedrni regresi. V kazdém
kroku je do modelu pridan jeden regresor a procedura vyhodnoti, zda-li ho v mo-
delu ponechame nebo naopak vylou¢ime. Oproti linedrni regresi nam ale modely
s proménlivymi koeficienty pridavaji dalsi dimenzi tohoto problému, a to pro-
ménlivost daného koeficientu. Proto musime vyhodnotit dvé otazky. Je koeficient
proménlivy? A pokud ne, neni jeho konstantni odhad nulovy? V kazdém kroku
otestujeme tyto dvé hypotézy. Vzhledem k tomu, ze se jiz jednd o problém vice-
nasobného testovani, tak je na tyto testy aplikovana patfi¢nda korekce. Sledovany
regresor dle této procedury dosahuje tii stavii. Miize se jednat o proménlivy re-
gresor, coz znamena, ze do modelu vstupuje s proménlivym koeficientem, nebo se
muze jednat o konstantni regresor, ¢ili regresor s konstantnim koeficientem. Jako
posledni moznost definujeme irelevantni regresor, ktery v modelu nepouzijeme.
Vzhledem k vysoké vypocetni naro¢nosti modeld s proménlivymi koeficienty bude
goritmickych vylepSeni a kompromisti pro omezeni této naroc¢nosti.

V kapitole Aplikace jsme zminili nékolik aplikaci modeli s proménlivymi koe-
ficienty na praktické priklady. Podivali jsme se i na statistické softwary, které
lze zatim najit pouze v programu R (R Core Team| 2013)), kde je k dispozici
nékolik balicki. Modely s proménlivymi koeficienty lze samoziejmé odhadnout
témér v jakémkoliv vhodném softwaru, ale uzivatel si musi sdm naprogramovat
dané odhadové procedury. Takové procedury, naptiklad pro odhad zobecnénych
modeld s proménlivymi koeficienty, nejsou vibec triviadlni. Déle jsme vypraco-
vali dva relativné jednoduché piiklady pro demonstraci riiznych prednosti mo-
delti s proménlivymi koeficienty. V prvnim piikladu jsme porovnali vSechny ¢tyfi
popsané metody odhadu téchto modeli mezi sebou a zaroven i oproti klasické li-
nearni regresi. V druhém piipadé jsme se namisto statistického pohledu zamérili
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na analytickou interpretaci téchto modelii.

Do budoucna ocekdvame rozvoj téchto modeli nejen smérem do hloubky, tj.
dalsi poznatky pro jiz navrzené metody, ale hlavné do $irky s novymi metodami
a pouzitimi. Modely s proménlivymi koeficienty se v soucasné dobé tési velké
prizni akademikd. Pokud tento trend bude pokracovat, muzeme se pak mozna
tésit na novou éru matematického modelovani.

Modely s proménlivymi koeficienty tedy jednoznacné povazujeme za velky
krok kupredu v oblasti matematického modelovani. Bezpochyby maji potencial
stat se nastupcem linearni regrese, avsak nez se tak stane, je tfeba nejprve vy-
reSit nekolik prekadzek. Odhad modelu pro data s vice regresory ¢i velkym mnoz-
stvim pozorovani je vypocetné naroc¢ny. Nemyslime si, ze odhadové procedury
je mozno néjak radikalnéji optimalizovat. Problém neparametrického odhadu je
prosté sama o sobé slozita zalezitost, a proto lze nejspis tuto prekdzku odstranit
az s rozvojem vypocetni techniky. Druhym problémem zlistava nedostatecna in-
formovanost o téchto modelech. Je tieba toto téma dostat mezi $irsi odbornou
verejnost, at jiz zaclenénim modela s proménlivymi koeficienty do vyuky na ma-
tematickych vysokych Skolach ¢i priddnim funkei pro jejich odhad do pouzivanych
statistickych softwart. Az se tyto problémy vytesi, tak modely s proménlivymi
koeficienty zajisté ¢ekd dynamickd budoucnost i v praktické aplikaci.
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