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1.2.4 Ćıl práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.5 Schéma vyhlazováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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2.8.1 Výpočet vektoru neuniformity Uk

i . . . . . . . . . . . . 32
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vńımáńı, Katedra kybernetiky, Fakulta elektrotechnická, České vysoké učeńı
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Abstract: This thesis proposes a new method for fairing of surfaces, which
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corrupted by noise (due to data and processing inaccuracy), which is required
to be faired out. We solve the problem on a discrete surface, where two
criteria for optimization are defined: surface curvature and non-uniformity.
The curvature deals with surface smoothness, while the non-uniformity with
surface regularity. The problem of fairing is solved by a discrete diffusion.
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Kapitola 1

Úvod do problematiky

Kapitola popisuje motivaci pro tuto práci, úvod do problematiky vyhlazováńı
objekt̊u a stručný přehled metod zabývaj́ıćıch se t́ımto problémem.

1.1 Motivace

Motivaćı ke vzniku této práce je metoda, která se zabývá 3D rekonstrukćı
objekt̊u. Podrobný popis metody je v článku [4]. V této kapitole poṕı̌seme
3D rekonstrukci velmi zjednodušeně.

Metoda 3D rekonstukce řeš́ı rekonstrukci modelu scény
na základě množiny nasńımaných fotografíı. Vstupem metody je množina
nekalibrovaných fotografíı objektu, který bude rekonstruován. Nekalibrovaná
fotografie je taková, u které neńı známa pozice a nastaveńı fotoaparátu. Na
pořad́ı fotografíı nezálež́ı. Č́ım v́ıce je z objektu na fotografíıch zachyceno a
co možná pod nejv́ıce úhly, t́ım lepš́ı kvalitu výsledku můžeme dosáhnout.
Také neńı nutné, aby byly na vstupu jen fotografie zachycuj́ıćı objekt ve
stejném měř́ıtku. To je možné využ́ıt v př́ıpadě, kdy objekt obsahuje složitěǰśı
části, které mohou být nafoceny ve větš́ım rozlǐseńı. Tyto fotografie jsou pak
využity pro přesněǰśı rekonstrukci.

Prvńım krokem je nalezeńı koresponduj́ıćıch oblast́ı mezi dvojicemi
fotografíı. To je provedeno pomoćı porovnáváńı maximálně stabilńıch
extremálńıch oblast́ı fotografie [12]. Pro každou dvojici fotografíı je současně
s nalezeńım korespondenćı spoč́ıtána i odpov́ıdaj́ıćı epipolárńı geometrie.

Druhým krokem je výpočet konzistentńıch projekčńıch matic kamer [3].
Ke každé fotografii je hledána odpov́ıdaj́ıćı projekčńı matice kamery. Pomoćı
projekčńı matice kamery lze spoč́ıtat př́ımku v prostoru, na které lež́ı bod
promı́tnutý do př́ıslušného pixelu fotografie. Všechny projekčńı matice kamer
pro zadanou sadu fotografíı jsou hledány současně metodou faktorizace.

Třet́ım krokem je nalezeńı hustých korespondenćı [10]. Pro každou dvojici
fotografíı je hledána korespondence mezi jednotlivými pixely.

Čtvrtým krokem je rekonstrukce 3D bod̊u z vyhledaných korespondenćı.
V př́ıpadě přesné geometrie vznikne prostorový bod z každé korespondence
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dvou pixel̊u jako pr̊unik př́ımek, které určuj́ı, kde se může promı́taný
bod nacházet. V tomto př́ıpadě je však geometrie nepřesná a př́ımky se
neprot́ınaj́ı, proto je prostorový bod určen jako mı́sto, ve kterém se př́ımky
nejv́ıce přibĺıžily. Takto vzniklých bod̊u je velké množstv́ı, a proto je nutné
reprezentovat 3D objekt jiným zp̊usobem. Reprezentace byla zvolena pomoćı
šupin [14], které jsou lokálńım odhadem hustoty bod̊u, tedy středńı hodnotou
a kovariančńı matićı. Šupiny jsou zobrazovány jako elipsy odpov́ıdaj́ıćı hlavńı
rovině daného kovariančńıho elipsoidu.

Reprezentace pomoćı šupin neńı vhodná pro daľśı práci s objektem
(nejsou známy vztahy mezi jednotlivými šupinami, atd.). Proto je převedena
na reprezentaci pomoćı triangulované śıtě (viz.1.2.1). Algoritmus, pomoćı
něhož je možné převod provést, je popsán v [1]. Vzniklá triangulovaná śıt’

obsahuje šum a je nerovnoměrná. Proto je nutné ji před daľśım použit́ım
vyhladit. Řešeńı úlohy vyhlazeńı povrchu zadaného triangulovanou śıt́ı je
ćılem této práce.

1.2 Vyhlazováńı jako obecný problém

Úloha vyhlazeńı zadané triangulované śıtě neńı jen problémem v již
zmiňovaném algoritmu 3D rekonstrukce. Existuje mnoho daľśıch aplikaćı,
s nimiž je také spojena problematika vyhlazováńı. Pro př́ıklad můžeme uvést
3D scannery na principu MRI (magnetické rezonance), CT (tomografu) nebo
hloubkového laseru (range finder). Zde je triangulovaný povrch nejprve źıskán
trasovaćım algoritmem jako např́ıklad Marching Tetrahedra [13] nebo starš́ım
Marching Cubes [13].

Všechna data, která jsou pomoćı metod źıskána, bez ohledu na kvalitu
metody, obsahuj́ı šum. Vyskytuj́ıćı se šum může být náhodný nebo
diskretizačńı. Diskretizačńı šum vzniká např́ıklad při vytvářeńı śıtě z dat
reprezentovaných voxely, pomoćı již zmı́něných metod Marching Tetrahedra
a Marching Cubes. Př́ıklad diskretizačńıho šumu pro 2D př́ıpad je na
obrázku 1.1. Šum obsažený v datech je nežádoućı, a proto je nutné jej
před daľśım zpracováńım odstranit. Z toho d̊uvodu je nezbytné zabývat se
algoritmy, které śıt’ vyhlazuj́ı.

V př́ıpadě, že je takový algoritmus nalezen, je možné jej využ́ıt také
k řešeńı úlohy takzvaného blendingu neboli natažeńı hladké śıtě (tedy s co
nejmenš́ı energíı) mezi jednotlivými objekty. To lze využ́ıt např́ıklad pro
napojeńı několika těles nebo pro vytvořeńı spoje v mı́stě, kde jsou zadaná
tělesa proniknuta.

V následuj́ıćı části textu se budeme zabývat formalizaćı problému.

7



Obrázek 1.1: Př́ıklad diskretizačńıho šumu pro dvourozměrný př́ıpad.
Obrázek je reprezentován pixely, jejichž hodnota je ve stupńıch šedi. Z části
dat obrázku je vytvořena diskrétńı křivka, která je kv̊uli pixel̊um

”
zubatá“.

1.2.1 Triangulovaná śıt’

Diskrétńı povrch budeme reprezentovat pomoćı triangulované śıtě.
Triangulovanou śıt́ı nazveme komplex (viz. obrázek 1.2), který je definován
jako sjednoceńı následuj́ıćıch simplex̊u:

• 0-simplex – bod

• 1-simplex – úsečka bez koncových bod̊u

• 2-simplex – trojúhelńık bez hran a bod̊u

Každá úsečka je ukončena bodem na obou konćıch. Úsečku budeme nazývat
hranou a bod vrcholem. Vrchol w je bezprostředńım sousedem vrcholu v, právě
když existuje hrana mezi vrcholy v a w. Každý trojúhelńık je obklopen třemi
vrcholy a třemi hranami. Předpokládáme, že každá hrana soused́ı s nejvýše
dvěma trojúhelńıky. Pokud soused́ı pouze s jedńım, pak je hrana hraničńı.

1.2.2 Vyhlazeńı objektu

Ćılem je vytvořit algoritmus, který posunem vrchol̊u vytvoř́ı lépe vyhlazený
objekt. Pro diskrétně zadaný povrch neexistuje žádná obecná definice, která
by ř́ıkala, zda je či neńı povrch vyhlazený. Proto, chceme-li definovat
úlohu vyhlazeńı, muśıme takovou definici zvolit. Volbu provedeme tak,
aby odpov́ıdala intuitivńı představě o vyhlazeném povrchu. Na diskrétńım
triangulovaném povrchu nepostač́ı filtrovat normálový šum, ale také
regularitu śıtě. Obě složky se navzájem ovlivňuj́ı, a proto je třeba současná
optimalizace.

Úkolem vyhlazovaćıch algoritmů je tedy modifikovat vstupńı objekt tak,
aby byl z objektu odstraněn převážně šum a bylo doćıleno zrovnoměrněńı
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0-simplex

1-simplex

2-simplex

Obrázek 1.2: Př́ıklad sjednoceńı simplex̊u.

triangulace. Na druhou stranu od algoritmu vyžadujeme, aby v pr̊uběhu
vyhlazováńı zachoval tvar a velikost objektu.

Šum se projevuje jako vysoká křivost, proto budeme vyhlazovańı provádět
jako snižováńı křivosti v mı́stech, kde je vysoká. V pr̊uběhu vyhlazeńı docháźı
i k odstraněńı ostrých hran śıtě. Doćılit však vyhlazeńı povrchu tak, aby
k tomuto jevu nedocházelo, je velmi složité.

V daľśıch kapitolách se budeme zabývat již existuj́ıćımi metodami
vyhlazováńı, jejich rozděleńım a př́ıpadně i zhodnoceńım.

1.2.3 Existuj́ıćı metody vyhlazováńı

V posledńı době bylo zveřejněno velké množstv́ı článk̊u, které se zabývaj́ı
vyhlazováńım povrchu. Existuj́ıćı metody rozděĺıme do čtyř skupin, které
jsou podrobněji popsány ńıže:

1. Algoritmy založené na definici problému na spojitě zadaném povrchu.

2. Algoritmy založené na definici problému na diskrétně zadaném povrchu.

3. Metody vycházej́ıćıćı z postup̊u pro zpracováńı obrazu.

4. Jiné metody se specifickým př́ıstupem.

Prvńı dvě skupiny spojuje základńı myšlenka minimalizovat povrchovou
energii. Definice povrchové energie pro spojitou plochu vycháźı z hlavńıch
křivost́ı, př́ıpadně z jejich kombinaćı jako je Gaussova a středńı křivost.

Gaussova křivost bývá označována K a definována jako

K = κ1κ2, (1.1)

středńı křivost bývá označována jako H a definována jako

H =
κ1 + κ2

2
, (1.2)
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kde κ1 a κ2 je označeńı pro hlavńı křivosti povrchu. Hlavńı křivosti jsou
minimem a maximem normálové křivosti κn (viz. [2]).

Hlavńı křivosti jsou definovány jen pro spojitý povrch. Pro diskrétně
zadaný povrch je tedy nutné definice energie vycházej́ıćı z hlavńıch křivost́ı
pro daľśı výpočet nějakým zp̊usobem aproximovat. Možné aproximace
křivost́ı a energie jsou uvedeny v následuj́ıćıch odstavćıch.

Algoritmy založené na definici problému na spojitě zadaném
povrchu

Algoritmy jsou založeny na myšlence definovat řešeńı vyhlazováńı na spojitě
zadaném povrchu a toto řešeńı zvolenou aproximaćı převést na řešeńı pro
diskrétně zadaný povrch.

Řešeńı pomoćı povrchové energie, která vycháźı z definic hlavńıch křivost́ı
a jejich kombinaćı ((1.1) a (1.2)), vede na nelineárńı rovnici [7], jej́ıž řešeńı
je komplikované a časově náročné. Častěji jsou v praxi využ́ıvány r̊uzné
zjednodušené formy. Velmi často se pro minimalizaci povrchové energie
vycháźı z rovnic:

membrane

E1(X) =
1

2

∫

S

X2
u + X2

v dudv, (1.3)

thin plate

E2(X) =
1

2

∫

S

X2
uu + 2X2

uv + X2
vv dudv, (1.4)

kde S je parametricky zadaný povrch a X = X(u, v) je bod na povrchu S.
Výraz Xuu = ∂2X

∂u2 , Xvv = ∂2X
∂v2 a Xuv = ∂2X

∂uv
.

Minimalizace rovnice membrane minimalizuje zadaný povrch, t́ım ale
také docháźı k jeho postupnému smršt’ováńı. Toto chováńı neńı pro
vyhlazováńı vhodné. Rovnice energie thin plate aproximuje křivost povrchu,
ale nevýhodou je, že jej́ı hodnota záviśı na parametrizaci povrchu. Viz. [7, 18].

Existuje v́ıce př́ıstup̊u, které popisuj́ı jak dosáhnout minimalizace zvolené
energie. Jednou z možnost́ı je aproximovat rovnici energie pro diskrétně
zadaný povrch (např́ıklad viz. [9]). Hledáńı minima takové formy vede na
soustavu rovnic. Tento př́ıstup je použit např́ıklad v [16] a v [9] je součást́ı
myšlenky celého algoritmu vyhlazováńı. Velikost takto vzniklé soustavy
většinou odpov́ıdá počtu vrchol̊u śıtě a proto je řešeńı náročné. Z toho d̊uvodu
se soustavy často řeš́ı za pomoci Gauss-Seidelovy metody, která v postupných
kroćıch zlepšuje přesnost řešeńı.

Daľśım možným řešeńım je využit́ı vlastnost́ı Laplaciánu (budeme
označovat jako L(X)) a to v př́ıpadě, kdy nutná podmı́nka pro minimum
zvolené energie je ve formě Laplaceovy rovnice

L(X) = 0. (1.5)

10



V literatuře je z této rovnice setavena rovnice difuse

∂X

∂t
= λL(X), (1.6)

kde ∂t je změna v čase, X(0) = X a 0 < λ < 1. Potom

lim
t→∞

∂X

∂t
= 0 (1.7)

je řešeńım (1.5).
Převedeńı problému ze spojitého na diskrétńı je provedeno až ve chv́ıli,

kdy je nutné znát hodnotu Laplaciánu. Tedy aproximována neńı rovnice
energie, ale př́ımo hodnota Laplaciánu ve vrcholu povrchu. Výběr možné
aproximace zalež́ı na autorovi algoritmu.

Př́ıklad řešeńı pomoćı Laplaciánu je možné nalézt v [5]. Jako výchoźı
rovnice je zvolena rovnice (1.3). Aproximace L(X) ve vrcholu i je provedena
takzvaným deštńıkovým operátorem [5]:

L(Xi) =
1

N

N∑
j=1

Xj −Xi, (1.8)

kde Xi je aktuálńı vrchol triangulované śıtě, N je počet bezprostředńıch
soused̊u Xi a Xj je j−tý bezprostředńı soused vrcholu Xi.

Nevýhodou algoritmů založených na využit́ı Laplaciánu je fakt, že
k dosažeńı dobrého výsledku na objektech, které jsou hodně nebo
nerovnoměrně zašuměny, je nutné použ́ıt́ı velkého množstv́ı iteraćı difusńıho
kroku. Nav́ıc u některých objekt̊u docháźı ke smršt’ováńı vyhlazovaného
objektu a k př́ılǐsnému vyhlazeńı detail̊u. Na druhou stranu je nutné
zd̊uraznit, že výhodou algoritmu je snadné řešeńı a implementace a velkou
výhodou je také lineárńı složitost algoritmu.

Algoritmy založené na definici problému na diskrétně zadaném
povrchu

Jak již bylo zmı́něno, hlavńı křivosti, ze kterých výcháźı Gaussova (1.1)
a středńı (1.2) křivost, jsou definovány jen pro spojitý povrch. Existuj́ı
algoritmy, které se nezabývaj́ı vyhlazováńım na spojitém povrchu, ale
problém řeš́ı př́ımo na povrchu diskrétńım. Součást́ı algoritmu je definice
kritéria pro diskrétńı povrch, které jej popisuje. Kritérium může být
aproximaćı některé z křivost́ı definovaných na spojitém povrchu nebo zvoleno
nezávisle na křivosti. Nevýhodou takto definovaných křivost́ı je v převážné
většině definic složitost jejich výpočtu. Uvedeme několik možných aproximaćı
a pro celou podkapitolu zavedeme jednotné značeńı. Aktuálńı vrchol śıtě
budeme označovat v a bezprostředńı sousedy vrcholu v jako {vi}n

i=1.
Trojúhelńıky, které obsahuj́ı vrchol v označ́ıme jako {tvi }n

i=1, kde tvi =

11



v

vi−1

vi+1

vi

N
v

i+1

N
v

i−1

N
v

i vi+2

δi

αi

γi

βi

tvi

ei

Obrázek 1.3: Zobrazeńı definovaných úhl̊u pro vrchol v.

(Ivi
, Iv, Ivi+1

) a Iv je index vrcholu v v seznamu všech vrchol̊u. Hranu mezi
vrcholy v a vi označ́ıme jako ei a ‖ei‖ je velikost této hrany. Dále zavedeme
některé úhly (viz. obrázek 1.3) za předpokladu, že vi 6= vi+1 pro všechna i.
Potom

αi = 6 (vi,v,vi+1), (1.9)

βi = 6 (Nv
i−1,N

v
i ), (1.10)

γi = 6 (v,vi+1,vi), (1.11)

δi = 6 (v,vi−1,vi), (1.12)

kde Nv
i je normála trojúhelńıku tvi a lze ji spoč́ıtat jako

Nv
i =

(vi − v)× (vi+1 − v)

‖(vi − v)× (vi+1 − v)‖ . (1.13)

Středńı křivost lze aproximovat jako velikost toku křivosti [5]:

H =
∥∥∥∇A

2A

∥∥∥ =
∥∥ 1

4A

n∑
i=1

(cot γi + cot δi)(vi − v)
∥∥, (1.14)

kde A je rovno součtu ploch trojúhelńık̊u {tvi }n
i=1.

Daľśı možnost́ı je aproximace podle Gauss-Bonnetova schématu.
Odvozeńı lze nalézt v [6].
Gaussova křivost pro diskrétńı povrch je rovna

K =
2π −∑n

i=1 αi

1
3
A

(1.15)
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a středńı křivost je rovna

H =
1
4

∑n
i=1 ‖ei‖βi

1
3
A

, (1.16)

kde A je rovno součtu ploch trojúhelńık̊u {tvi }n
i=1.

Jako posledńı uvedeme aproximaci, která je provedena pomoćı
paraboloidu [17]. Aproximace vycháźı z myšlenky, že hlavńı křivosti na
spojitě zadaném povrchu jsou považovány za shodné s hlavńımi křivostmi
oskulačńıho paraboloidu. V aktuálńım vrcholu v je spočtena normála jako

Nv =
N̄v

‖N̄v‖
, (1.17)

kde

N̄v =
1

n

n∑
i=1

Nv
i (1.18)

a Nv
i je spočtena podle (1.13). Definujeme soustavu tak, že vrchol v zvoĺıme

jako počátek souřadné soustavy a vyjádř́ıme souřadnice bezprostředńıch
soused̊u v této souřadné soustavě. Směr osy z zvoĺıme shodný se směrem
normály Nv a osu x a y zvoĺıme libovolně. Rovnice oskulačńıho paraboloidu
v takto zadané soustavě má tvar

z = ax2 + bxy + cy2. (1.19)

Koeficienty a, b a c urč́ıme pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u tak, aby
paraboloid co nejlépe aproximoval plochu určenou vrcholem v a jeho
bezprostředńımi sousedy {vi}n

i=1. Gaussova křivost lze vyjádřit jako

K = 4ac− b2 (1.20)

a středńı křivost jako
H = a + c. (1.21)

Metody vycházej́ıćı z postup̊u pro zpracováńı obrazu

Metody vycházej́ı z algoritmů vhodných pro zpracováńı 2D obrazu. Ćılem
je převedeńı problematiky odstraněńı šumu z obrazu zadaného množinou
pixel̊u, kde každý pixel má přǐrazenou určitou hodnotu, na problém vyhlazeńı
triangulovaného povrchu.

Principem těchto algoritmů je nalezeńı nových normál (pro obrazová
data je ekvivalentem hodnota pixelu) trojúhelńık̊u a následná změna polohy
vrchol̊u śıtě tak, aby se normály nově vzniklých trojúhelńık̊u rovnaly těm,
které byly vypočteny. Publikovány byly např́ıklad metody na principu
hlavńıho a medián filtru [19], př́ıpadně MMSE filtr [11].

Tyto metody funguj́ı jen na velmi specifických datech. Např́ıklad MMSE
filtr je vhodný jen pro povrchy, které obsahuj́ı malý šum a nav́ıc jsou
kulovitého tvaru. Kv̊uli těmto omezeńım jsou algoritmy vhodné jen pro velmi
úzké spektrum použit́ı a pro vyhlazováńı obecných objekt̊u se nehod́ı.
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v

q′ q
Πq(v)Πq′(v)

Obrázek 1.4: Predikce vrcholu.

Jiné metody se specifickým př́ıstupem

Existuje mnoho daľśıch metod, které nelze jednoznačně zařadit do konkrétńı
kategorie algoritmů. Jedna z těchto metod je uvedena v [8]. Algoritmus je
založen na principu nalezeńı nových pozic všech vrchol̊u śıtě. Každá pozice
vrcholu je hledána jako vážená suma z predikćı, které jsou určeny pomoćı
sousedńıch vrchol̊u aktuálńıho vrcholu. V praxi je predikce založena na
trojúhelńıćıch śıtě, které reprezentuj́ı přirozené tečné roviny k povrchu (viz.
obrázek 1.4). Nový vrchol śıtě je určen jako

v′ =
1

k(v)

∑
qεS

Πq(v) aqf
(‖cq − v‖)g(‖Πq(v)− v‖), (1.22)

kde
k(v) =

∑
qεS

aqf
(‖cq − v‖)g(‖Πq(v)− v‖). (1.23)

Ṕısmeno v označuje aktuálńı vrchol a v′ je nová pozice vrcholu v. Ṕısmeno
S v tomto př́ıpadě označuje všechny trojúhelńıky śıtě. Ṕısmeno q označuje
trojúhelńık, jehož jedńım vrcholem je sousedńı vrchol vrcholu v a současně
tento trojúhelńık vrchol v neobsahuje. Určeńı, jak velké okoĺı a tedy i počet
predikćı je nutné k výpočtu aktuálńıho vrcholu, zálež́ı na uživateli. Označeńı
Πq(v) určuje pr̊umět vrcholu v do roviny určené trojúhelńıkem q. Označeńı
aq je rovno obsahu trojúhelńıka q a cq označuje těžǐstě trojúhelńıka q. Použité
označeńı ‖cq−v‖ je rovno vzdálenosti cq a v. Stejně tak i ‖Πq(v)−v‖. Jako
g a f je použita Gaussova funkce.

Výhodou algoritmu, jak je uvedeno v [8], je zachováńı tvaru
objektu i s jemnými detaily. Na druhou stranu k dosažeńı dobrých výsledk̊u
je nutné okoĺı poč́ıtaného souseda volit dosti veliké, což zp̊usobuje zvýšeńı
náročnosti algoritmu. Také je nutné zd̊uraznit, že samotný algoritmus neńı
dostačuj́ıćı k úplnému vyhlazeńı velkých stejnorodých povrch̊u. Aby bylo
možné takové povrchy dostatečně vyhladit, je před samotný algoritmus
zařazen pr̊uchod (zahlazeńı), který poč́ıtá nové hodnoty normál trojúhelńık̊u
na podobném principu jako samotný algoritmus nové vrcholy. Normály pak
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určuj́ı nové plochy př́ıslušných trojúhelńık̊u, které jsou dále zpracovávány
algoritmem.

1.2.4 Ćıl práce

Práce popsaná v následuj́ıćıch kapitolách si kladla za ćıl prozkoumat
chováńı algoritmu vyhlazováńı, který vycháźı ze spojeńı dvou již dř́ıve
použitých př́ıstup̊u. Prvńım je zavedeńı úlohy vyhlazeńı př́ımo pro diskrétńı
povrch. T́ım se vyhneme již dř́ıve popsaným problémům aproximace spojitě
definovaného problému a náročnosti výpočtu, vznikaj́ıćıch v př́ıpadě zavedeńı
úlohy pro spojitý povrch. Druhým př́ıstupem je využit́ı difuse. V našem
př́ıpadě je to difuse skalárńı funkce, č́ımž odstrańıme problém smršt’ováńı
porvrchu v pr̊uběhu vyhlazováńı.

Přesto, že aproximaćı křivost́ı pro diskrétńı povrch bylo již navrhnuto
mnoho, zvolili jsme vlastńı definici vektoru křivosti

H = k
∇∑n

i=1 A2
i∑n

i=1 A2
i

, (1.24)

kde n je počet trojúhelńık̊u, které obsahuj́ı vrchol, pro který je poč́ıtána
křivost, k je nezáporný skalár a Ai je rovno obsahu trojúhelńıka i.
Požadavkem na aproximaci křivosti byla jednoduchost výrazu a snadné
odvozovańı daľśıch výpočt̊u. Použit́ım druhé mocniny jsme odstranili
složité vzorce, na které vede výraz, kterým je aproximace vektoru křivosti
inspirována. Vycházeli jsme z výrazu

H =
∇∑n

i=1 Ai

2
∑n

i=1 Ai

. (1.25)

Značeńı je shodné jako v (1.24) a podrobný popis lze nálezt v [5].
V následuj́ıćım textu je popsáno řešeńı úloh vyhlazeńı pro křivky,

uzavřené povrchy a ohraničené povrchy.
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Kapitola 2

Vyhlazováńı 3D křivek

Tato kapitola popisuje vyhlazováńı křivek v 3D prostoru.

2.1 Vyhlazená křivka

Ćılem algoritmu je postupnými posuny jednotlivých vrchol̊u dané křivky
doćılit takového tvaru křivky, ve kterém je vyhlazená. Vyhlazeńım rozumı́me
optimalizaci dvou vlastnost́ı křivky: křivosti a neuniformity. Křivost udává
křivost dané křivky a neuniformita nerovnoměrnost mezi vzdálenostmi
vrcholu křivky k jeho bezprostředńım soused̊um. Řekneme, že křivka je
ideálně vyhlazená, když má křivost ve všech vrcholech rovnu pr̊uměru křivost́ı
bezprostředńıch soused̊u a neuniformitu rovnu nule (vzdálenosti vrcholu ke
všem bezprostředńım soused̊um vrcholu jsou shodné).

2.2 Křivost na spojité křivce

Necht’ S je C2 spojitá křivka, která minimalizuje

J =

∫ (
∂H

∂s

)2

ds, (2.1)

kde H je velikost křivosti a ds je element délky. Funkce H = H(s, t), kde
s je parametrizace křivky a t je čas. Rovnice (2.1) je Dirichlet̊uv integrál [15].
Nutná podmı́nka pro extrém funkce J je ve tvaru Laplaceovy rovnice

∆H =
∂2H

∂s2
= 0. (2.2)

Funkce H je tedy harmonická funkce. Funkci H tedy můžeme nalézt jako
řešeńı difusńı rovnice

∂H

∂t
= λ

∂2H

∂s2
, 0 < λ < 1, (2.3)
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kde λ je koeficient difuse, a pro kterou plat́ı

lim
t→∞

∂H

∂t
= 0 (2.4)

a H je harmonická funkce.
Pro funkci H plat́ı věta o aritmetickém pr̊uměru [15]:

Necht’ funkce u je v oblasti Ω spojitá. Hodnoty u ve středu každé
n-rozměrné koule K̄ε Ω jsou rovny aritmetickému pr̊uměru hodnot
na hranici K̄ tehdy a jen tehdy když u je harmonická.

My použijeme difusi pro vyhlazováńı křivky. Potom λ je rychlost
vyhlazováńı. Pro účely vyhlazeńı nepotřebujeme úplnou konvergeci, protože
pak bychom z každé uzavřené Jordanovské křivky po vyhlazeńı vytvořili
kružnici a z každé neuzavřené úsečku.

Řekneme, že diskrétńı křivka je zadaná posloupnost́ı vrchol̊u
{a1, a2, ..., an}.

Diskretizaćı věty o aritmetickém pr̊uměru dostaneme

H̄i −Hi = 0, (2.5)

kde H̄i = 1
2
(Hi+1 + Hi−1) je pr̊uměr okolńıch velikost́ı křivost́ı vrcholu ai.

Předpokládáme uniformńı okoĺı o poloměru jedna. Požadavek na uniformitu
je realistický, protože bude existovat člen, který jej v pr̊uběhu konvergence
zaruč́ı.

Výraz ∂2H
∂s2 ve vrcholu ai můžeme aproximovat

∂2H

∂s2
≈ H̄i −Hi. (2.6)

Dosazeńım výrazu (2.6) do výrazu (2.3) a nahrazeńım výrazu ∂H
∂t

výrazem

Hk+1
i −Hk

i dostaneme definici pro výpočet nové křivosti ve vrcholu ai. Index
k určuje iteraci. Potom

Hk+1
i = (1− λ)Hk

i + λH̄k
i , 0 < λ < 1. (2.7)

2.3 Definice křivosti

V pr̊uběhu vyhlazováńı křivky se pracuje s křivost́ı ve vrcholu křivky.
Zavedeme vektor křivosti a uvedeme výpočet velikosti tohoto vektoru.

Řekneme, že K = {a1, a2, ..., an}, kde ai = [xi, yi, zi], je uzavřená
diskrétńı křivka s n vrcholy. V následuj́ıćım textu budeme předpokládat, že
křivka existuje v prostoru dimenze tři. Obecně však dimenze neńı omezena.
Necht’ vrcholy ai−1 a ai+1 jsou bezprostředńı sousedi ai. Plat́ı, že a0 = an a
an+1 = a1. Označme di1 = ai − ai−1 a di2 = ai − ai+1.
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ai−1 ai+1

ai

di1di2

di1 + di2

α

(a)

ai−1

ai+1

ai

di1

di2

di1 + di2

α

(b)

Obrázek 2.1: Směr křivosti ve vrcholu ai. (a) Úhel α je nekonvexńı. (b) Úhel
α je konvexńı.

Skaláry di1 a di2 jsou velikosti vektor̊u di1 a di2 a plat́ı pro ně:
di1 = ‖di1‖ =

√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 + (zi − zi−1)2,

di2 = ‖di2‖ =
√

(xi − xi+1)2 + (yi − yi+1)2 + (zi − zi+1)2.
Pro účely této práce křivost křivky K ve vrcholu ai definujeme jako vektor

Hi = [hi,x, hi,y, hi,z], který spoč́ıtáme jako

Hi =
5(di1

2 + di2
2)

di1
2 + di2

2 , (2.8)

kde 5(di1
2 + di2

2) = (∂(di1
2+di2

2)
∂xi

, ∂(di1
2+di2

2)
∂yi

, ∂(di1
2+di2

2)
∂zi

).
Po upraveńı čitatele výrazu vznikne konečná definice vektoru křivosti ve

vrcholu ai křivky K. Tedy

Hi = 2 · di1 + di2

di1
2 + di2

2 . (2.9)

Směr vektoru křivosti je shodný se směrem vektoru di1 + di2 (viz.
obrázek 2.1(a) a 2.1(b)).

Velikost křivosti Hi = ‖Hi‖ =
√

(hi,x)2 + (hi,y)2 + (hi,z)2.

2.3.1 Vlastnosti vektoru křivosti Hi a velikosti křivosti
Hi

Zvolený vektor křivosti má vlastnosti, které jsou užitečné pro úlohu
vyhlazováńı:

• Křivost Hi = 0, právě když di1 = −di2.

• Velikost křivosti Hi je invariantńı k rotaci a translaci křivky.
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Obrázek 2.2: Závislost velikosti křivosti Hi na úhlu ϕ v př́ıpadě, kdy je
di1 = di2.

• Z definice Hi plyne, že v př́ıpadě pravidelného rovinného polygonu
směřuje Hi od středu polygonu a Hi = 1

r
, kde r je poloměr opsané

kružnice polygonu.

Důkaz: Odvod́ıme velikost hrany polygonu d = 2r sin(π
n
), kde n je počet

vrchol̊u polygonu. Necht’ u1 = −di1 = ai−1−ai a u2 = −di2 = ai+1−ai.
Pak ‖u1‖ = d a ‖u2‖ = d. Zvolme c = u1 + u2, pak c = 2d sin(β

2
), kde

β = 2π
n

. Po dosazeńı za d dostaneme c = 4r sin2(π
n
). Z definice (2.9)

zaṕı̌seme Hi = 2‖di1+di2‖
d2

i1+d2
i2

= 2· ‖(−u1)+(−u2)‖
2d2 = 2· ‖−c‖

2d2 =
2·4r sin2( π

n
)

2·4r2 sin2( π
n

)
= 1

r
.

• Velikost křivosti Hi neńı monotonńı funkćı úhlu ϕ, kterým označujeme
úhel, který sv́ıraj́ı vektory di1 a di2. Uvedeme př́ıpad pro di1 = di2 a
posun vrcholu ai ve směru di1 + di2 (viz. obrázek 2.2).

• V př́ıpadě, že di1 a di2 lež́ı v jedné př́ımce, pak závislost Hi na poměru
di1 a di2 je znázorněna na obrázku 2.3(a) a 2.3(b).

2.3.2 Proč pracovat s velikost́ı nové křivosti mı́sto s
vektorem

V př́ıpadě, že bychom ve vzorci (2.7) použili mı́sto velikosti křivosti vektor,
docházelo by v pr̊uběhu vyhlazováńı ke smršt’ováńı křivky. Korektńı chováńı
algoritmu je zachovat velikost plochy, kterou daná křivka ohraničuje.
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Obrázek 2.3: Závislost velikosti křivosti Hi na poměru velikost́ı vektor̊u di1

a di2 lež́ıćıch v jedné př́ımce.
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Př́ıklad smršt’ováńı křivky, v př́ıpadě použit́ı vektoru křivosti, si ukážeme
na vyhlazováńı pravidelného polygonu. Ve vrcholu pravidelného polygonu
spoč́ıtáme vektor nové křivosti tak, že ve vzorci (2.7) nahrad́ıme velikosti
křivost́ı vektory křivost́ı. Nový vektor křivosti je menš́ı než vektor staré
křivosti, což má za následek posunut́ı vrcholu ai směrem ke středu polygonu.
Takto posunutý vrchol zp̊usob́ı smrštěńı polygonu.

V př́ıpadě, že pro výpočet nové křivosti použijeme vzorec (2.7) a tedy
spočteme novou křivost př́ımo jako velikost, je u pravidelného polygonu
velikost nové křivosti Hk+1

i stejná jako velikost staré křivosti Hk
i . Vrchol

ai křivky K se nepohne, což je korektńı chováńı.

2.4 Definice neuniformity

V pr̊uběhu vyhlazováńı křivky se pracuje také s neuniformitou.
S neuniformitou pracujeme analogicky jako s křivost́ı.

Zadefinujeme vektor neuniformity a výpočet velikosti tohoto vektoru ve
vrcholu křivky.

Definice křivky a ostatńıch použitých veličin je uvedena v kapitole (2.3).
Označeńı Pi označuje projekci do směru určeného vektorem bi = ai+1 −

ai−1. Projekci spoč́ıtáme:

Pi =
bib

>
i

‖bi‖2
, (2.10)

kde ‖bi‖ je velikost vektoru bi.
Neuniformitu křivky K ve vrcholu ai definujeme jako vektor Ui =

[ui,x, ui,y, ui,z]. Vektor neuniformity je rovnoběžný s tečným směrem ve
vrcholu ai. Tečný směr ve vrcholu ai je určen vektorem bi a

Ui =
−Pi

(5(d2
i1 + d2

i2)
)

4
, (2.11)

kde 5(di1
2 + di2

2) = (∂(di1
2+di2

2)
∂xi

, ∂(di1
2+di2

2)
∂yi

, ∂(di1
2+di2

2)
∂zi

).
Po upraveńı čitatele výrazu vznikne definice vektoru neuniformity ve

vrcholu ai křivky K. Tedy

Ui =
−Pi(di1 + di2)

2
. (2.12)

Velikost vektoru neuniformity určuje nepoměr vzdálenost́ı vrcholu ai k jeho
bezprostředńım soused̊um. Č́ım bude poměr vzdálenost́ı di1 a di2 větš́ı, t́ım
bude větš́ı i velikost vektoru neuniformity. V ideálńım př́ıpadě, kdy vrchol
ai lež́ı uprostřed mezi vrcholy ai+1 a ai−1, je velikost vektoru neuniformity
rovna nule.

Velikost vektoru neuniformity Ui = ‖Ui‖ =
√

u2
i,x + u2

i,y + u2
i,z.
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Diskrétńı difusi pro neuniformitu definujeme předpisem

Uk+1
i = (1− λu)U

k
i , (2.13)

kde 0 < λu < 1, nebot’ chceme, aby v ekvilibriu byla neuniformita rovna
nule.

2.5 Schéma vyhlazováńı

Pro vyhlazováńı křivky jsou použita dvě kritéria. Prvńı je kritérium křivosti
a druhé kritérium neuniformity. Algoritmus pro vyhlazováńı pracuje s kritérii
jednotlivě. To znamená, že kritérium, podle kterého se pracuje, je stř́ıdáno
za druhé kritérium po určitém počtu krok̊u algoritmu. S kritérii pracujeme
odděleně i přes to, že nejsou ortogonálńı, tedy změnou jednoho se změńı
i druhé. Experimentálně jsme ověřili, že je výhodněǰśı pracovat s kritérii
odděleně, než pracovat s nimi současně. Náročnost algoritmu se t́ım nezvýš́ı.
Srovnáńı r̊uzných typ̊u schémat je v kapitole 2.11.4.

2.6 Algoritmus vyhlazováńı uzavřené křivky

Ćılem algoritmu je postupným posunem vrchol̊u křivky dosáhnout nových
konečných vrchol̊u křivky tak, aby křivost a neuniformita v těchto nových
vrcholech byly v rovnováze (vrcholy se již nepohybuj́ı). Snahou algoritmu je
také nezměnit plochu, kterou výchoźı uzavřená křivka ohraničuje. Algoritmus
pracuje odděleně s křivost́ı a neuniformitou. Zpracováńı kritéria křivosti a
neuniformity se bude stř́ıdat po daném (určeném uživatelem) počtu iteraćı
algoritmu.

V př́ıpadě obou kritéríı algoritmus urč́ı nové hodnoty, křivosti nebo
neuniformity, ve vrcholech křivky. Nová křivka je tedy popsána jen novými
hodnotami, ale poloha nových vrchol̊u, kterým by tyto hodnoty odpov́ıdaly,
neńı známá.

Algoritmus muśı být tedy schopen v následuj́ıćım kroku křivku
zrekonstruovat neboli určit nové vrcholy křivky. Tento postup se opakuje,
dokud neńı splněno kritérium zastaveńı (viz. 2.10). V každé iteraci
provedeme každý krok algoritmu pro všechny vrcholy křivky. Podrobný popis
jednotlivých krok̊u algoritmu podle kritéria křivosti je v kapitole 2.7 a podle
kritéria neuniformity v kapitole 2.8.

V př́ıpadě, že se v aktuálńı iteraci (k) pracuje s kritériem křivosti, jsou
v iteraci provedeny následuj́ıćı kroky:

1. Výpočet vektoru křivosti Hk
i a výpočet velikosti křivosti Hk

i (viz.
sekce 2.7.1).

2. Výpočet velikosti nové křivosti Hk+1
i (viz. sekce 2.7.2).
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3. Výpočet polohy nového vrcholu ak+1
i (viz. sekce 2.7.3).

4. Nahrazeńı vrcholu ak
i křivky K novým vrcholem ak+1

i (viz. sekce 2.6.1).

V př́ıpadě, že se v aktuálńı iteraci (k) pracuje s kritériem neuniformity,
jsou v iteraci provedeny následuj́ıćı kroky:

1. Výpočet vektoru Uk
i (viz. sekce 2.8.1).

2. Výpočet polohy nového vrcholu ak+1
i (viz. sekce 2.8.2).

3. Nahrazeńı vrcholu ak
i křivky K novým vrcholem ak+1

i (viz. sekce 2.6.1).

2.6.1 Určeńı nových vrchol̊u křivky

Jelikož jsou všechny veličiny pro k-tou iteraci algoritmu poč́ıtány z výchoźıch
vrchol̊u, je nutné nahrazeńı vrcholu provést až ve chv́ıli, kdy už výchoźı
vrchol nebudeme potřebovat. Posledńım výpočtem, ve kterém je nutné znát
výchoźı vrcholy křivky, je určeńı nových vrchol̊u ak+1

i . V (k + 1)-ńı iteraci
pracujeme jako s výchoźımi vrcholy s těmi, které jsme spoč́ıtali na konci k-
té iterace. Tedy na konci každé iterace algoritmu provedeme pro všechny
vrcholy křivky K = (ak

1, a
k
2, . . . , a

k
n) záměnu za nově spoč́ıtané vrcholy

K = (ak+1
1 , ak+1

2 , . . . , ak+1
n ).

2.7 Algoritmus vyhlazováńı podle kritéria

křivosti

V této kapitole poṕı̌seme podrobně jednotlivé kroky algoritmu vyhlazováńı
podle kritéria křivosti.

2.7.1 Výpočet vektoru křivosti Hk
i a jeho velikosti Hk

i

Pro výpočet difuse křivosti je nezbytné spoč́ıtat vektor křivosti a jeho
velikost. Vektor křivosti je také použit pro určeńı nového vrcholu křivky.

Vrcholy křivky K = {ak
1, a

k
2, . . . , a

k
n} jsou aktuálńı vrcholy křivky,

se kterými se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Vektor křivosti Hk
i =

[hk
i,x, h

k
i,y, h

k
i,z] ve vrcholu ak

i křivky K spočteme pomoćı vzorce (2.9). Vektor
dk

i1 = di1 a velikost vektoru dk
i1 = ‖dk

i1‖. Obdobně vektor dk
i2 = di2 a velikost

vektoru dk
i2 = ‖dk

i2‖.
Vzorec pro výpočet vektoru křivosti pro k-tou iteraci algoritmu je

Hk
i = 2 · dk

i1 + dk
i2

(dk
i1)

2 + (dk
i2)

2
. (2.14)

Velikost křivosti Hk
i = ‖Hk

i ‖ =
√

(hk
i,x)

2 + (hk
i,y)

2 + (hk
i,z)

2.
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2.7.2 Výpočet hodnoty nové křivosti Hk+1
i

Ve vrcholu ak
i křivky K spoč́ıtáme hodnotu nové křivosti, která bude

charakterizovat nový vrchol křivky. Tato křivost je závislá na vektoru a
velikosti křivosti ve vrcholu křivky a na vektorech a velikostech křivost́ı
bezprostředńıch soused̊u vrcholu. Novou křivost Hk+1

i spoč́ıtáme jako skalárńı
veličinu (viz. sekce 2.3.2), která může nabývat kladných i záporných hodnot.
V př́ıpadě, že je hodnota nové křivosti záporná, pak směr vektoru křivosti
v nově spoč́ıtaném vrcholu ak+1

i (v př́ıpadě, že jsme dosud nepohybovali se
sousedńımi vrcholy) bude opačný než směr vektoru křivosti Hk

i ve vrcholu
ak

i .
Velikost nové křivosti je dána rovnićı (2.7), potom

Hk+1
i = (1− λ)Hk

i + λH̄k
i , 0 < λ < 1,

H̄k
i =

sk
1 ·Hk

i−1 + sk
2 ·Hk

i+1

2
, (2.15)

kde Hk
i−1 je velikost křivosti ve vrcholu ai−1 a Hk

i+1 je velikost křivosti
ve vrcholu ai+1. Definujeme sk

1 jako znaménko křivosti, kterým se přenáš́ı
vektor křivosti Hk

i−1 do vrcholu ak
i , a sk

2 jako znaménko křivosti, kterým
se přenáš́ı vektor křivosti Hk

i+1 do vrcholu ak
i . Rekonstrukce znamének je

uvedena v následuj́ıćı části.

Rekonstrukce znamének křivost́ı

Ačkoli s novou křivost́ı pracujeme pouze jako se skalárem, v pr̊uběhu
jej́ıho výpočtu potřebujeme znát znaménko, se kterým se bude velikost
křivosti ze sousedńıho vrcholu přenášet do vrcholu ak

i . Znaménko určuje,
v jaké vzájemné poloze je vektor křivosti ve vrcholu ak

i s vektory křivosti
bezprostředńıch soused̊u vrcholu ak

i .
Řešeńım problému rekonstrukce znaménka by bylo také křivku explicitně

zorientovat. Pak bychom byli schopni vzájemnou polohu vektor̊u křivost́ı
určit právě v̊uči orientaci křivky. Jelikož nez̊ustaneme jen u filtraćı křivek,
ale budeme se snažit tento postup dále aplikovat na filtrace povrch̊u, mezi
nimiž se vyskytuj́ı i povrchy nezorientovatelné, rozhodli jsme se problém
rekonstrukce znaménka již pro křivky řešit bez explicitńıho zorientováńı
křivky.

Podle definice (2.15) je sk
1 znaménko křivosti, kterým se přenáš́ı vektor

křivosti Hk
i−1 do vrcholu ak

i , a sk
2 znaménko křivosti, kterým se přenáš́ı vektor

křivosti Hk
i+1 do vrcholu ak

i .
Následuj́ıćı výpočet je určen pro vyhodnoceńı znaménka sk

1. Pro výpočet
znaménka sk

2 je nutné nahradit sk
1 za sk

2, vektor křivosti Hk
i−1 vektorem

křivosti Hk
i+1 a vektor dk

i1 vektorem dk
i2.

Uvažujeme dva př́ıpady:
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1. Vektory dk
i1, Hk

i , Hk
i−1 jsou v obecné poloze (viz. obrázek 2.4(a) a

obrázek 2.4(b)).

2. Alespoň jeden z vektor̊u Hk
i , Hk

i−1 lež́ı v př́ımce určené vektorem dk
i1

(viz obrázky 2.4(c), 2.4(d), 2.4(e) a 2.4(f)).

V př́ıpadě bodu 1 definujeme přenos znaménka tak, že promı́tneme
vektory Hk

i a Hk
i−1 do roviny kolmé k vektoru dk

i1 a zjist́ıme úhel mezi nimi.
Pokud je menš́ı než π

2
, je znaménko kladné, pokud je větš́ı než π

2
, je znaménko

záporné, jinak je rovno nule. Takže

m1 = sign
(
Hk

i−1

(
E− d̃k

i1(d̃
k
i1)

>)
Hk

i

)
, (2.16)

kde E je jednotková matice 3× 3 a d̃k
i1 =

dk
i1

‖dk
i1‖

je jednotkový vektor.

Tento postup selhává v př́ıpadě 2., kdy m1 = 0. Zde ale můžeme
rozhodnout podle znaménka

m2 = sign
(
(Hk

i−1)
>Hk

i

)
. (2.17)

Celkové rozhodnut́ı uděláme takto: jestliže m1 = 0 tak sk
1 = m2 jinak

sk
1 = m1. To lze implementovat následuj́ıćım postupem:

1. Vypoč́ıtáme č́ısla

a = (Hk
i−1)

>Hk
i , b = (Hk

i−1)
> d̃k

i1(d̃
k
i1)

>Hk
i .

2. Znaménko sk
1 rozhodneme podle tabulky:

test sk
1

a > b ∨ (a = b ∧ a > 0) +1

a < b ∨ (a = b ∧ a < 0) −1

a = b = 0 0

Znaménko sk
1 bude rovno nule pokud:

• Vektor Hk
i = 0.

• Vektor Hk
i−1 = 0.

• Vektory Hk
i−1 a Hk

i jsou navzájem kolmé a alespoň jeden z nich je kolmý
na spojnici dk

i1. V takovém př́ıpadě nelze rozhodnout. Proto je správné,
že znaménko přenosu je rovno nule.

Vektor Hk
i je nulový, pokud ak

i a ak
i−1 lež́ı v jedné př́ımce a ak

i − ak
i−1 =

ak
i+1−ak

i . To je v ekvilibriu možné pouze, pokud všechny body křivky lež́ı na
př́ımce a nebo v inflexńım bodu. Poloha takového bodu se při daľśı aktualizaci
zachovává (Hk+1

i = 0). Pokud je Hk
i−1 nulový, nevad́ı, že př́ıslušné znaménko

přenosu je také nulové.
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Obrázek 2.4: Př́ıpady propagace znaménka: (a) kladné, (b) záporné, (c)
kladné, (d) záporné, (e) kladné, (f) záporné.
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2.7.3 Výpočet nového vrcholu ak+1
i

Ve vrcholu křivky je spočtena velikost nové křivosti. Pro daľśı vyhlazováńı
nebo zpracováńı křivky je nutné znát polohu nového vrcholu křivky.

Nový vrchol ak+1
i křivky K, který bude výchoźım vrcholem pro (k +1)-ńı

iteraci algoritmu, spoč́ıtáme podle

ak+1
i = ak

i + αk
i (d

k
i1 + dk

i2), (2.18)

kde ak
i je výchoźı vrchol křivky pro k-tou iteraci. Výpočet hodnoty αk

i je
uveden dále.

Nový vrchol křivky bude tedy ležet na př́ımce, jej́ıž směr je určen
vektorem křivosti Hk

i v bodě ak
i .

Pro výpočet nového vrcholu ak+1
i křivky je nutné znát skalárńı hodnotu

αk
i . Tato hodnota určuje parametr posunu vrcholu ak

i po př́ımce určené
vektorem křivosti Hk

i tak, abychom dostali nový vrchol ak+1
i .

Odvozeńı αk
i

Ze vzorce (2.9) pro Hk+1
i plat́ı

Hk+1
i = 2 · dk+1

i1 + dk+1
i2

(dk+1
i1 )2 + (dk+1

i2 )2
, (2.19)

kde Hk+1
i je vektor křivosti pro novou pozici vrcholu ak

i křivky K. Polohu
ostatńıch vrchol̊u křivky uvažujeme tu, která je výchoźı pro výpočet v iteraci
k. Tedy ∀j 6= i : ak

j = ak+1
j .

Pak z definice v kapitole 2.3 plyne:

dk+1
i1 = ak+1

i −ak
i−1 = ak

i +αk
i (d

k
i1 +dk

i2)−ak
i−1 = (1+αk

i )d
k
i1 +αk

i d
k
i2, (2.20)

dk+1
i2 = ak+1

i −ak
i+1 = ak

i +αk
i (d

k
i1 +dk

i2)−ak
i+1 = (1+αk

i )d
k
i2 +αk

i d
k
i1, (2.21)

(dk+1
i1 )2 + (dk+1

i2 )2 = (dk+1
i1 )>dk+1

i1 + (dk+1
i2 )>dk+1

i2 = (2.22)

= (1 + αk
i )

2 · (
(dk

i1)
2 + (dk

i2)
2
)

+

+
(
4αk

i + 4(αk
i )

2
) · (

(dk
i1)

>(dk
i2)

)
+

+(αk
i )

2 · ((dk
i1)

2 + (dk
i2)

2
)
.

Po dosazeńı do vzorce (2.19) dostaneme

Hk+1
i =

(1 + 2αk
i ) ·Hk

i ·
(
(dk

i1)
2 + (dk

i2)
2
)

(
1 + 2αk

i + 2(αk
i )

2
) · ((dk

i1)
2 + (dk

i2)
2
)

+ 4αk
i · (1 + αk

i ) ·
(
(dk

i1)
>dk

i2

) .

(2.23)
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Pokud čitatele i jmenovatele vzorce (2.23) vyděĺıme výrazem (dk
i1)

2+(dk
i2)

2

dostaneme výraz

Hk+1
i = Hk

i ·
1 + 2αk

i

1 + 2αk
i + 2(αk

i )
2 + 4αk

i (1 + αk
i ) · P

, (2.24)

kde P =
(dk

i1)
>dk

i2

(dk
i1)

2 + (dk
i2)

2
. (2.25)

Pro daľśı odvozeńı z rovnice je nutné, aby se v rovnici nevyskytovaly
vektory křivosti ale hodnoty křivosti. Proto celou rovnici vynásob́ıme

výrazem
Hk

i

Hk
i

. Dostaneme rovnici:

Hk+1
i · H

k
i

Hk
i

= Hk
i ·

1 + 2αk
i

1 + 2αk
i + 2(αk

i )
2 + 4αk

i (1 + αk
i ) · P

. (2.26)

Výraz Hk+1
i · Hk

i

Hk
i

můžeme nahradit Hk+1
i , což je hodnota nové křivosti

zadefinovaná v kapitole (2.7.2). Dále jej uprav́ıme tak, abychom z něj mohli
vyjádřit řešeńı kvadratické rovnice (αk

i ):

(αk
i )

2 ·(2Hk+1
i +4Hk+1

i ·P )+αk
i ·(2Hk+1

i +4Hk+1
i ·P −2Hk

i )+Hk+1
i −Hk

i = 0.
(2.27)

Pro lepš́ı přestavu v následuj́ıćım textu můžeme čitatele i jmenovatele

vzorce (2.24) vynásobit výrazem Q =
dk

i1

dk
i2

+
dk

i2

dk
i1

. Dostaneme výraz

Hk+1
i

Hk
i

=
(1 + 2αk

i ) ·Q
(1 + 2αk

i + 2(αk
i )

2) ·Q + 4αk
i (1 + αk

i ) · cos ϕ
, (2.28)

kde cos ϕ =
(dk

i1)>dk
i2

dk
i1· dk

i2
a ϕ je úhel, který sv́ırá vektor dk

i1 s vektorem dk
i2.

Abychom mohli dále pracovat s αk
i , budeme se nejdř́ıve soustředit na

to, jak vypadá funkce velikosti křivosti Hk
i v př́ıpadě, kdy je vrchol ak

i

vytahován v jednom směru (posun jen vrcholu ak
i , sousedi jsou na mı́stě) po

př́ımce, která je kolmá ke spojnici soused̊u vrcholu a procháźı vrcholem ak
i .

Funkce velikosti křivosti Hk
i v takto vytahovaném vrcholu ak

i neńı monotonńı.
Chováńı funkce si poṕı̌seme na př́ıkladu: Vytahujeme-li vrchol po př́ımce
směrem ven a t́ım i zmenšujeme úhel ϕ, který sv́ıraj́ı vektory dk

i1 a dk
i2, pak

se velikost křivosti zvětšuje. Toto chováńı plat́ı na intervalu ϕ ∈ [π,mezϕ],
kde mezϕ ∈ [π, 0] a funkce velikosti křivosti je tedy na tomto intervalu
rostoućı. Úhel mezϕ je roven úhlu, pro který nastává maximum funkce Hk

i

a je roven π
2
. Odvozeńı je provedeno pro funkci, která má stejný pr̊uběh jako

funkce Hk
i . Vysvětleńı a odvozeńı je dále v textu. Pokud vytahujeme vrchol

dále, tedy ϕ ∈ [mezϕ, 0], velikost křivosti se zmenšuje a tedy funkce Hk
i bude

na tomto intervalu klesaj́ıćı. Interval, na kterém je křivka klesaj́ıćı, neńı pro
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vyhlazováńı vhodný, protože i přes zmenšuj́ıćı se velikost křivosti se vrchol
v́ıce

”
špičat́ı“. Chováńı funkce Hk

i tedy neodpov́ıdá intuitivńı představě
o chováńı křivosti, podle které by se měla křivost se zmenšuj́ıćım se úhlem
mezi dk

i1 a dk
i2 zvětšovat.

Výběr řešeńı αk
i

Rovnice (2.27) je kvadratická. Mohou tedy nastat tři př́ıpady řešeńı:

1. Rovnice má jen jedno řešeńı:
Použijeme αk

i , které vyšlo.

2. Rovnice má dvě r̊uzná řešeńı:
Muśıme rozhodnout, které řešeńı je pro algoritmus výhodněǰśı.

Při výběru využijeme pozorováńı o chováńı funkce Hk
i . Funkce

Hk+1
i

Hk
i

(αk
i )

je složená z funkce Hk+1
i (αk

i ) a konstanty Hk
i , která je ve vrcholu ak

i

daná. Chováńı funkce
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i ) je na intervalu, kde

Hk+1
i

Hk
i

(αk
i ) ≥ 0,

stejné jako chováńı funkce Hk
i až na vynásobeńı nenulovou konstantou,

což na pr̊uběh funkce nemá vliv. Na intervalu, kde
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i ) ≤ 0, je

chováńı funkce stejné jako chováńı funkce −Hk
i , také až na vynásobeńı

nenulovou konstantou. Př́ıklad
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i ) je na obrázku 2.5. Řešeńı αk

i

budeme volit takové, které nálež́ı intervalu, pro který je funkce
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i )

rostoućı. Z tvaru funkce
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i ) plyne, že maximálně jedno řešeńı

nálež́ı tomuto intervalu.

V př́ıpadě dvou r̊uzných řešeńı αk
i vyb́ıráme tedy takto: Řešeńım

rovnice (2.27) je to ze dvou řešeńı (αk
i )1,2, které nálež́ı do intervalu(

(αk
i )min, (α

k
i )max

)
, kde z výrazu (2.28) vyjádř́ıme:

(αk
i )min = −1

2
− 1

2

√
Q− 2 cos ϕ

Q + 2 cos ϕ
, (2.29)

(αk
i )max = −1

2
+

1

2

√
Q− 2 cos ϕ

Q + 2 cos ϕ
. (2.30)

Věta: Velikost úhlu mezϕ, který sv́ıraj́ı vektory dk+1
i1 a dk+1

i2 (př́ıpadně

dk
i1 a dk

i2), je pro extrémy funkce
Hk+1

i

Hk
i

(tedy maximum i minimum)

rovna π
2
.

Důkaz: Důkaz provedeme pro maximum, pro minimum je zcela
analogický. Ve výrazu (2.30) nahrad́ıme Q a cos ϕ rozpisem, pomoćı
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Obrázek 2.5: Graf funkce
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i ), kde Q = 2 a ϕ = 4π

6
. Jiné hodnoty Q a ϕ

neměńı charakter pr̊uběhu funkce, měńı se pouze pozice (v̊uči αk
i ) a velikost

extrémů funkce.

dk
i1 a dk

i2. Jak bylo již použito v 2.28, Q =
dk

i1

dk
i2

+
dk

i2

dk
i1

a cos ϕ =
(dk

i1)>dk
i2

dk
i1· dk

i2
.

Po upraveńı dostaneme výraz

(αk
i )max = −1

2
+

1

2

√
(dk

i1)
2 + (dk

i2)
2 − 2(dk

i1)
>(dk

i2)

(dk
i1)

2 + (dk
i2)

2 + 2(dk
i1)

>(dk
i2)

. (2.31)

Pomoćı výraz̊u 2.20 a 2.21 vyjádř́ıme vektory dk+1
i1 a dk+1

i2 , v př́ıpadě,
že by k výpočtu nového vrcholu ak+1

i byla použita hodnota (αk
i )max:

(
dk+1

i1

)
max

=
(
1 + (αk

i )max

)
dk

i1 + (αk
i )max dk

i2. (2.32)

(
dk+1

i2

)
max

=
(
1 + (αk

i )max

)
dk

i2 + (αk
i )max dk

i1. (2.33)

Vyjádř́ıme-li a uprav́ıme skalárńı součin vektor̊u
(
dk+1

i1

)
max

a
(
dk+1

i2

)
max

dostaneme (
dk+1

i1

)
max

· (dk+1
i2

)
max

= 0, (2.34)

z čehož plyne, že úhel mezϕ, který sv́ıraj́ı vektory, je roven π
2
.

Poznámka: Pro odstraněńı problému děleńı nulou při implementaci
výpočtu extrému funkce přidáme do jmenovatele pod odmocninou ε,
ε > 0 a ε → 0.
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Výb́ırat řešeńı jen zp̊usobem αk
i = min

(| (αk
i )1 |, | (αk

i )2 |
)

neńı možné.
V některých př́ıpadech se vrchol křivky pohybuje přesně opačným
směrem, než je nutné k dosažeńı dobrých výsledk̊u vyhlazováńı.

3. Rovnice nemá řešeńı:
Tento př́ıpad je ekvivalentńı situaci, kdy hodnota

Hk+1
i

Hk
i

nepatř́ı do

intervalu
(
(

Hk+1
i

Hk
i

)min, (
Hk+1

i

Hk
i

)max

)
, kde

(Hk+1
i

Hk
i

)
min

=
Hk+1

i

Hk
i

((
αk

i

)
min

)
, (2.35)

(Hk+1
i

Hk
i

)
max

=
Hk+1

i

Hk
i

((
αk

i

)
max

)
. (2.36)

Pro implementaci je nutné αk
i zvolit. Hodnotu αk

i zvoĺıme tak, abychom

zvolili co možná nejbližš́ı hodnotu funkce
Hk+1

i

Hk
i

(αk
i ) k hodnotě

Hk+1
i

Hk
i

.

Nejbližš́ı hodnota je vyjádřena extrémy funkce (
Hk+1

i

Hk
i

)min a (
Hk+1

i

Hk
i

)max.

Př́ıslušný extrém zvoĺıme dle znaménka extrému a hodnoty
Hk+1

i

Hk
i

(znaménka musej́ı být shodná). Podle zvoleného extrému vybereme
odpov́ıdaj́ıćı (αk

i )min nebo (αk
i )max.

Tedy jestliže

sign
(Hk+1

i

Hk
i

)
= sign

((Hk+1
i

Hk
i

)
min

)
, (2.37)

potom
αk

i = (αk
i )min,

jinak
αk

i = (αk
i )max .

2.7.4 Speciálńı př́ıpady

Pokud velikost křivosti Hk
i = 0, pak dosazeńım do vzorce (2.26) dostaneme,

že Hk+1
i = 0. Novou křivost ve vrcholu ak

i tedy zvoĺıme rovnu nule. Vzhledem
k definici je volba nové křivosti Hk+1

i správná, protože vektor určuj́ıćı směr,
ve kterém má být nalezen nový vrchol ak+1

i , je nulový.
Pokud v pr̊uběhu výpočtu k-tého kroku algoritmu byla splněna některá

z následuj́ıćıch podmı́nek, hodnotu αk
i nepoč́ıtáme a dosad́ıme př́ımo

hodnotu, která je uvedena:

1. Pokud Hk
i = 0, pak Hk+1

i je také rovno nule a pozice vrcholu ai křivky
K se neměńı, proto z (2.18) vyjde αk

i = 0.

2. Pokud Hk
i 6= 0 a Hk+1

i = 0, pak dosazeńım Hk
i a Hk+1

i do (2.26) vyjde
αk

i = −0.5.
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2.8 Algoritmus vyhlazováńı podle kritéria

neuniformity

V této kapitole poṕı̌seme podrobně jednotlivé kroky algoritmu vyhlazováńı
podle kritéria neuniformity.

2.8.1 Výpočet vektoru neuniformity Uk
i

Pro výpočet difuse neuniformity a určeńı nového vrcholu křivky je nutné
spoč́ıtat vektor neuniformity ve vrcholu křivky. Vektor neuniformity je
nezbytný k výpočtu polohy nového vrcholu křivky.

Vrcholy křivky K = {ak
1, a

k
2, . . . , a

k
n} jsou aktuálńı vrcholy křivky, se

kterými se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Vektor neuniformity Uk
i =

[uk
i,x, u

k
i,y, u

k
i,z] ve vrcholu ak

i křivky K spočteme pomoćı vzorce (2.12). Vektor
dk

i1 = di1 a dk
i2 = di2.

Vzorec pro výpočet vektoru neuniformity pro k-tou iteraci algoritmu je

Uk
i =

−Pk
i (d

k
i1 + dk

i2)

2
, (2.38)

kde Pk
i = Pi a je zadefinováno výrazem (2.10).

2.8.2 Výpočet nového vrcholu ak+1
i

Definujeme výpočet nového vrcholu ak+1
i křivky:

ak+1
i = ak

i + βUk
i , (2.39)

kde ak
i je aktuálńı vrchol křivky K a hodnota β je odvozena dále.

Z definice neuniformity (2.12) odvod́ıme vzorec pro výpočet neuniformity,
kterou by měla křivka mı́t v (k + 1)-ńı iteraci algoritmu:

Uk+1
i =

−Pk+1
i (dk+1

i1 + dk+1
i2 )

2
, (2.40)

kde Pk+1
i je projekce zadefinovaná výrazem (2.10) a plat́ı, že bi = bk+1

i a
tedy Pk+1

i = Pk
i .

Vektor nové neuniformity ve vrcholu ak+1
i odpov́ıdá vektoru Uk+1

i

zadefinovaném výrazem (2.40), pokud pohybujeme jen s vrcholem ak
i a

všechny ostatńı vrcholy křivky K stoj́ı. Vektor bk
i se neměńı. Vektory Uk

i

a Uk+1
i jsou tedy rovnoběžné.
Můžeme zapsat:

Uk
i = uk

i · ‖Uk
i ‖ = uk

i · Uk
i , (2.41)

Uk+1
i = uk

i · ‖Uk+1
i ‖ = uk

i · Uk+1
i ,

kde uk
i je jednotkový vektor ve směru Uk

i .
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Vlastnosti Uk+1
i využijeme pro odvozeńı hodnoty β. Plat́ı tedy:

dk+1
i1 = ak+1

i − ak
i−1 = ak

i + βUk
i − ak

i−1 = dk
i1 + βUk

i , (2.42)

dk+1
i2 = ak+1

i − ak
i+1 = ak

i + βUk
i − ak

i+1 = dk
i2 + βUk

i .

Potom

Uk+1
i =

−Pk
i (d

k
i1 + βUk

i + dk
i2 + βUk

i )

2
=

=
−Pk

i (d
k
i1 + dk

i2)

2
− βPk

i U
k
i = Uk

i − βUk
i . (2.43)

Použit́ım výrazu (2.41) dostáváme:

uk
i · Uk+1

i = uk
i · Uk

i − uk
i · Uk

i β. (2.44)

Celou rovnici vynásob́ıme (uk
i )
> a za Uk+1

i dosad́ıme z rovnice difuse (2.13).
Potom

Uk
i − λuU

k
i = Uk

i − βUk
i , (2.45)

z toho vyplývá, že β = λu. Vyjádř́ıme nový vrchol ak+1
i :

ak+1
i = ak

i + λuU
k
i , (2.46)

kde 0 < λu < 1.
Nový vrchol tedy lež́ı na př́ımce, jej́ıž směr je určen vektorem neuniformity

Uk
i ve vrcholu ak

i .

2.9 Algoritmus pro vyhlazováńı neuzavřené

křivky

Pokud budeme vyhlazovat neuzavřenou křivku, můžeme použ́ıt algoritmus
pro uzavřené křivky pozměnený o následuj́ıćı body:

1. Neuzavřená křivka obsahuje dva krajńı (neplatné) vrcholy, které maj́ı
jen jednoho souseda. Pro tyto vrcholy nebudeme výpočty algoritmu
provádět v̊ubec. Souřadnice těchto krajńıch vrchol̊u budou po celou
dobu výpočtu ty, které byly zadány jako výchoźı pro tyto vrcholy
křivky.

2. Bezprostředńı sousedi krajńıch (neplatných) vrchol̊u maj́ı pro výpočet
nové křivosti informace jen z jednoho platného souseda. Výpočet nové
křivosti Hk+1

i budeme v těchto vrcholech provádět podle upraveného
vzorce:

Hk+1
i = (1− λ)Hk

i + λH̄k
i , 0 < λ < 1 , (2.47)

kde
H̄k

i = sk
1 ·Hk

i−1 . (2.48)

Velikost Hk
i−1 je velikost křivosti platného souseda a sk

1 je znaménko
přenosu křivosti z platného souseda do poč́ıtaného vrcholu.
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3. Pro výpočet neuniformity (stejně jako pro výpočet křivosti) plat́ı, že
dva krajńı vrcholy se nepoč́ıtaj́ı a jejich souřadnice se po celou dobu
výpočtu neměńı. S ostatńımi vrcholy křivky pracujeme stejně jako při
práci s neuniformitou uzavřené křivky.

Všechny ostatńı výpočty jsou shodné s výpočty pro algoritmus, který
pracuje s uzavřenými křivkami.

2.10 Kritérium zastaveńı

Pro výpočet je nutné zvolit tři konstanty, které určuj́ı, kdy se má algoritmus
ukončit, a dvě konstanty, které určuj́ı schéma vyhlazováńı:

1. Konstanta I určuje maximálńı počet iteraćı algoritmu (obou kritéríı
dohromady). Algoritmus je ukončen, pokud je splněna podmı́nka
k > I, kde k je součet iteraćı vyhlazováńı podle kritéria křivosti a
neuniformity.

2. Konstanta Sh určuje minimálńı př́ıpustný pr̊uměrný posun všech
vrchol̊u křivky K v př́ıpadě práce s kritériem křivosti. Pokud je tedy
vyhlazováno podle kritéria křivosti a plat́ı, že pr̊uměrný posun všech
vrchol̊u křivky K je menš́ı než Sh, algoritmus je ukončen.

3. Konstanta Su určuje minimálńı př́ıpustný pr̊uměrný posun všech
vrchol̊u křivky K v př́ıpadě práce s kritériem neuniformity. Pokud
je tedy vyhlazováno podle kritéria neuniformity a plat́ı, že pr̊uměrný
posun všech vrchol̊u křivky K je menš́ı než Su, algoritmus je ukončen.

4. Th a Tu konstanty slouž́ı k určeńı, po kolika iteraćıch se bude měnit
kritérium, podle kterého se pracuje. Pokud je pracováno s kritériem
křivosti a bylo takto provedeno Th iteraćı, algoritmus v daľśım kroku
začne pracovat s kritériem neuniformity a je provedeno Tu iteraćı, pak
se opět začne pracovat podle kritéria křivosti.

Pokud neńı splněna některá z ukončovaćıch podmı́nek, algoritmus pokračuje
iteraćı k = k + 1. Jinak je algoritmus ukončen.

2.11 Experimenty

V této kapitole ukážeme výsledky implementace algoritmu pro vyhlazováńı
křivek. Uvedeme experimenty, které prokazuj́ı robustnost a stabilitu
algoritmu. Nakonec uvedeme experimenty, které ukazuj́ı, jak volba vstupńıch
parametr̊u ovlivňuje výsledek algoritmu.

V celé kapitole budeme použ́ıvat jednotné značeńı pro vstupńı parametry
algoritmu. Parametr λ určuje velikost difusńıho kroku pro kritérium
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křivosti (viz. (2.7)). Parametr λu určuje velikost difusńıho kroku pro
kritérium neuniformity (viz. (2.13)). Parametr I určuje maximálńı počet
iteraćı algoritmu (kapitola 2.10), Sh a Su určuj́ı mimimálńı př́ıpustný pr̊uměr
posunu všech vrchol̊u pro kritérium křivosti a neuniformity (kapitola 2.10).
Abychom předešli rozd́ılnému nastaveńı těchto parametr̊u pro stejnou
křivku zadanou v r̊uzných měř́ıtkách, v implementaci jsou tyto parametry
vynásobeny pr̊uměrnou délkou hrany vstupńı křivky. Parametry Th a Tu

určuj́ı, po kolika iteraćıch se měńı kritérium vyhlazováńı (kapitola 2.10).
U popisu každého experimentu budou popsány parametry, které jsou

zvoleny jinak, než je jejich předdefinovaná hodnota. Parametry λ, λu a I
jsou uváděny vždy. Pokud parametr neńı v popisu experimentu uveden, jeho
hodnota je:

• Sh = 0.0001,

• Su = 0.0001,

• Th = 50,

• Tu = 50.

2.11.1 Základńı funkce

V této části jsou uvedeny experimenty, které ukazuj́ı základńı funkci
algoritmu. Každý experiment je proveden tak, že testovaná křivka je
zašuměna a takto zašuměná křivka je vstupem pro vyhlazovaćı algoritmus.
Provedena jsou dvě vyhlazeńı vstupńı křivky. Prvńı vyhlazeńı je provedeno
na deset iteraćı a druhé je spuštěno tak, aby vyhlazováńı dokonvergovalo
(algoritmus byl ukončen na podmı́nku jedné ze sum Sh a Su dle aktuálńıho
kritéria). Obě vyhlazeńı jsou spouštěna se shodnými parametry, kromě
parametru I.

Pro každý experiment jsou ukázány výsledky vyhlazováńı (obrázek (a)),
p̊uvodńı nezašuměná křivka (obrázek (b)) a následuj́ıćı grafy:

• V obrázku (c) jsou uvedeny grafy funkćı Havg

H0
, Hmax

H0
a Hmin

H0
v závislosti

na k-té iteraci algoritmu. Výraz H0 označuje pr̊uměrnou velikost
křivosti před začátkem vyhlazováńı. Výraz Havg označuje pr̊uměrnou
velikost křivosti v k-té iteraci algoritmu, Hmax a Hmin jsou maximálńı
a minimálńı velikosti křivosti v k-té iteraci.

• V obrázku (d) jsou uvedeny grafy funkćı Uavg

U0
, Umax

U0
a Umin

U0

v závislosti na k-té iteraci algoritmu. Výraz U0 označuje pr̊uměrnou
velikost neuniformity před začátkem vyhlazováńı. Výraz Uavg označuje
pr̊uměrnou velikost neuniformity v k-té iteraci algoritmu, Umax a Umin

jsou maximálńı a minimálńı velikost neuniformity v k-té iteraci.
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• V obrázku (e) je znázorněn graf funkce Savg

S0
v závislosti na iteraci

algoritmu. Výraz S0 označuje pr̊uměrný posun všech vrchol̊u křivky
v prvńı iteraci algoritmu a Savg je pr̊uměrný posun v k-té iteraci
algoritmu.

Velikost rozd́ılu mezi starou a novou křivost́ı je omezena parametrem
λ (př́ıpadně λu), a t́ım je i omezen pohyb vrcholu. Rozd́ıly mezi
pr̊uměrným, maximálńım a minimálńım pohybem vrcholu nejsou
v daném měř́ıtku grafu téměř zřetelné, proto nejsou grafy funkćı Smax

S0

a Smin

S0
uvedeny.

Prvńı experimenty byly provedeny na pravidelných n-úhelńıćıch.
Z definice výpočtu hodnoty nové křivosti ve vrcholu křivky (2.7) plyne, že
v každém vrcholu pravidelného n-úhelńıka je nová křivost rovna staré křivosti
a vrcholy n-úhelńıku se tedy nebudou pohybovat. Algoritmus vyhlazeńı
by tedy na pravidelné n-úhelńıky neměl mı́t vliv a výstupńı křivka by
měla být shodná s křivkou vstupńı. Experimenty potvrdili, že pravidelné
n-úhelńıky jsou algoritmem nezměněny a algoritmus je ukončen již po prvńı
iteraci výpočtu (vyhlazováno jak podle kritéria křivosti, tak i podle kritéria
neuniformity).

V daľśım experimentu jsme testovali vyhlazováńı čtverce. Vstupńı křivkou
je zašuměný čtverec s dělenými hranami. Parametry jsou λ = 0.1 a λu =
0.01. Algoritmus dokonvergoval po 1193 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı a
př́ıslušné grafy jsou na obrázku 2.6. Na obrázku 2.6(a) je vidět, že již
po 10 iteraćıch (zeleně) jsou z křivky odstraněny velké nerovnosti a po
dokonvergováńı po 1193 iteraćıch (červeně) je křivka téměř (d́ıky velkému
vstupńımu šumu) kružnićı. Na obrázku 2.6(c) lze pozorovat, že funkce Havg

H0
,

v pr̊uběhu vyhlazováńı, velmi rychle źıská konstantńı charakter a funkce
Hmin

H0
a Hmax

H0
se k ńı se vzr̊ustaj́ıćım počtem iteraćı přibližuj́ı. V pr̊uběhu

vyhlazováńı je také velmi rychle dosaženo téměř (d́ıky velkému vstupńımu
šumu) uniformńı křivky. To lze pozorovat (viz. obrázek 2.6(e)) na charakteru
funkce Savg

S0
: Iterace, ve kterých se pracuje s kritériem křivosti je v grafu funkce

pozorovatelná změna pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Pro iterace, ve kterých se
pracuje s kritériem neuniformity je pr̊uměrný posun vrchol̊u roven téměř
nule.

V následuj́ıćım experimentu je vstupńı křivkou zašuměný šestiúhelńık
s dělenými hranami. Parametry jsou λ = 0.1 a λu = 0.01. Algoritmus
dokonvergoval po 241 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou
na obrázku 2.7. Na obrázku 2.7(a) je vidět, že již po 10 iteraćıch algoritmu
(zeleně) je křivka téměř vyhlazena a v daľśıch iteraćıch je zmenšována
převážně neuniformita křivky. To je možné vidět také na grafech: Na
obrázku 2.7(c) lze pozorovat, že funkce Havg

H0
je již po velmi malém počtu krok̊u

téměř konstantńı, naopak na obrázku 2.7(d) lze pozorovat, že funkce Uavg

U0
,Umin

U0

a Umax

U0
klesáj́ı k nule. Funkce Uavg

U0
nedokonvergovala, protože algoritmus byl
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Obrázek 2.6: Vyhlazováńı zašuměného čtverce s dělenými hranami.
Parametry λ = 0.1 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 1193
iteraćıch. (a) Pr̊uběh vyhlazováńı. (b) Nezašuměný vstup. (c) Funkce
křivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u.
Funkce jsou definovány v kapitole (2.11.1).
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ukončen po 241 iteraćıch a ze schématu vyhlazováńı (50 iteraćı kritérium
křivosti, 50 iteraćı kritérium neuniformity) plyne, že byl ukončen v pr̊uběhu
pracováńı s kritériem křivosti. Pr̊uměrný posun všech vrchol̊u křivky tedy již
splňoval podmı́nku ukončeńı na minimálńı sumu Sh.

V následuj́ıćım experimentu jsme sledovali vyhlazováńı složitěǰśı křivky,
kde vstupem je zašuměná hvězdice. Parametry jsou λ = 0.01 a λu = 0.01.
Algoritmus dokonvergoval po 2185 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné
grafy jsou na obrázku 2.8. Na obrázku 2.8(c) lze pozorovat, že funkce Havg

H0

a Hmax

H0
na začátku vyhlazováńı křivky osciluj́ı: To je zp̊usobeno vlastnost́ı

funkce velikosti křivosti. Křivka obsahuje vrcholy, které jsou velmi
”
špičaté“

a vyhlazováńım jsou postupně stahovány. V pr̊uběhu stahováńı vrcholu
nabývá hodnota funkce velikosti křivosti svého maxima, což se projevuje ve
funkćıch Havg

H0
a Hmax

H0
jako postupný nár̊ust a posléze postupný pokles hodnoty

funkce. Na obrázku 2.8(d) lze na funkćıch Uavg

U0
a Umax

U0
také pozorovat oscilaci:

Na intervalech, kde je vyhlazováno podle kritéria křivosti, velikost funkćı
roste. Naopak na intervalech, kde je vyhlazováno podle kritéria neuniformity,
velikost neuniformity klesá. Oscilace je zp̊usobena neortogonalitou kritéríı.
Z grafu funkćı je však patrné, že se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı je oscilace
méně výrazná a funkce konverguj́ı k nule.

V posledńım prezentovaném experimentu je vstupńı křivkou zašuměná
lemniskáta. Parametry jsou λ = 0.1 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval
po 297 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 2.9.
Křivka obsahuje inflexńı body, které by měly být po vyhlazeńı zachovány. Na
obrázku 2.9(a) je vidět, že inflexńı body křivky jsou po vyhlazeńı skutečně
zachovány.

Součást́ı experiment̊u byl také test, ve kterém bylo zjǐst’ováno, zda
výsledky vyhlazováńı záviśı na dokonvergováńı v libovolném ze dvou kritéríı,
nebo jen v kritériu křivosti. Experimentálně bylo prokázáno, že pokud
je vynuceno dokonvergováńı jen v př́ıpadě pracováńı s kritériem křivosti,
výsledná křivka je téměř totožná s křivkou, která je výsledkem algoritmu,
jehož dokonvergováńı neńı omezeno na kritérium křivosti, ale počet iteraćı je
téměř dvojnásobný.

2.11.2 Robustnost a stabilita

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které prokazuj́ı robustnost
a stabilitu algoritmu. Robustnost je ukázána na vyhlazeńı extrémně
zašuměných křivek. Stabilita je ukázana tak, že po dokonvergováńı
vyhlazované křivky je k výsledku přidán šum a takto pozměněná křivka je
algoritmem znovu vyhlazena.

K experiment̊um s robustnost́ı jsou uvedeny výsledky vyhlazováńı
(obrázek (a)), p̊uvodńı nezašuměná křivka (obrázek (b)) a grafy, jejichž popis
je shodný s popisem graf̊u v kapitole 2.11.1.

Pro ověřeńı robustnosti algoritmu jsme ćıleně zvolili složitěǰśı objekty.
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Obrázek 2.7: Vyhlazováńı zašuměného šestiúhelńıku s dělenými hranami.
Parametry λ = 0.1 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 241
iteraćıch. (a) Pr̊uběh vyhlazováńı. (b) Nezašuměný vstup. (c) Funkce
křivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u.
Funkce jsou definovány v kapitole (2.11.1).
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Obrázek 2.8: Vyhlazováńı zašuměné hvězdice. Parametry λ = 0.01 a
λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 2185 iteraćıch. (a) Pr̊uběh
vyhlazováńı. (b) Nezašuměný vstup. (c) Funkce křivosti. (d) Funkce
neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány
v kapitole (2.11.1).
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Obrázek 2.9: Vyhlazováńı zašuměné lemniskáty. Parametry λ = 0.1 a λu =
0.01. Algoritmus dokonvergoval po 297 iteraćıch. (a) Pr̊uběh vyhlazováńı. (b)
Nezašuměný vstup. (c) Funkce křivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce
pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány v kapitole (2.11.1).
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V prvńım experimentu je vstupńı křivkou extrémně zašuměná hvězdice. Šum
je tak velký, že vstupńı křivka neńı Jordanovskou křivkou (vzájemně se
prot́ıná). Parametry jsou λ = 0.01 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po
6231 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 2.10.
Na obrázćıch 2.10(c) a 2.10(d) lze pozorovat oscilaci funkćı stejně, jako je
tomu u experimentu s hvězdićı v kapitole 2.11.1. I přes extrémńı zašuměńı je
vyhlazená křivka téměř souměrná!

V daľśım experimentu je vstupńı křivkou extrémně zašuměná lemniskáta.
Parametry jsou λ = 0.1 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 395
iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 2.11. Na
obrázku 2.11(a) je vidět, že již po 50 iteraćıch je křivka téměř vyhlazena.
Výsledný tvar křivky, po dokonvergováńı algoritmu, odpov́ıdá tvaru křivky,
která je vstupem algoritmu: Algoritmus zachovává i inflexńı body přidané
šumem. Na obrázku 2.11(d) lze pozorovat, že funkce Uavg

U0
dokonvergovala

téměř k nule.
K experiment̊um stability jsou uvedeny výsledky vyhlazováńı

(obrázek (a)), výsledek vyhlazováńı s přidaným šumem a jeho vyhlazeńı
(obrázek (b)) a grafy, jejichž popis je shodný s popisem graf̊u
v kapitole 2.11.1. Grafy zachycuj́ı celý pr̊uběh vyhlazováńı (včetně vyhlazeńı
po přidáńı šumu do již vyhlazené křivky).

Nejdř́ıve jsme testovali zašuměný šestiúhelńık s dělenými hranami.
Algoritmus dokonvergoval po 419 iteraćıch. K vyhlazené křivce byl přidán
šum a křivka byla znovu vyhlazena. Algoritmus dokonvergoval po 332
iteraćıch. Parametry jsou λ = 0.1 a λu = 0.01. Pr̊uběhy vyhlazováńı
a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 2.12. Na grafech funkćı lze pozorovat,
že po přidáńı šumu do již vyhlazené křivky se velmi změńı hodnoty
všech funkćı. V pr̊uběhu daľśıch iteraćı algoritmu se však všechny hodnoty
vracej́ı k hodnotám funkćı před zašuměńım křivky. To znamená, že křivka
s přidaným šumem je opět vyhlazena do stejného tvaru, jako před přidáńım
šumu.

V tomto experimentu je vstupńı křivkou zašuměná hvězdice. Algoritmus
dokonvergoval po 1987 iteraćıch. K vyhlazené křivce byl přidán šum a
křivka byla znovu vyhlazena. Algoritmus dokonvergoval po 1281 iteraćıch.
Parametry jsou λ = 0.01 a λu = 0.01. Pr̊uběhy vyhlazováńı a př́ıslušné grafy
jsou na obrázku 2.13. Na obrázćıch 2.13(c) a 2.13(d) lze pozorovat, že hodnoty
funkćı Havg

H0
a Uavg

U0
jsou po dokonvergováńı křivky se znovu přidaným šumem

menš́ı než hodnoty funkćı před přidáńım šumu. Mysĺıme si, že některé vrcholy
mohly být ve

”
falešných“ inflexńıch bodech a po přidáńı šumu a vyhlazeńı

křivky byly tyto inflexńı body odstraněny, což zp̊usobilo zmenšeńı hodnot
funkćı Havg

H0
a Uavg

U0
.

2.11.3 Výběr lambdy pro křivost a neuniformitu

V této kapitole ukážeme, jak volba λ a λu ovlivňuje výsledek algoritmu.
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Obrázek 2.10: Vyhlazováńı extrémně zašuměné hvězdice. Parametry λ = 0.01
a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 6231 iteraćıch. (a) Pr̊uběh
vyhlazováńı. (b) Nezašuměný vstup. (c) Funkce křivosti. (d) Funkce
neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány
v kapitole (2.11.1).
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Obrázek 2.11: Vyhlazováńı extrémně zašuměné lemniskáty. Parametry λ =
0.1 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 395 iteraćıch. (a) Pr̊uběh
vyhlazováńı. (b) Nezašuměný vstup. (c) Funkce křivosti. (d) Funkce
neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány
v kapitole (2.11.1).
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Obrázek 2.12: Vyhlazováńı zašuměného šestiúhelńıku s dělenými hranami.
Parametry λ = 0.1 a λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 419 iteraćıch.
Po přidáńı šumu algoritmus dokonvergoval po 332 iteraćıch. (a) Pr̊uběh
vyhlazováńı. (b) Pr̊uběh vyhlazováńı po přidáńı šumu k dokonvergované
křivce. (c) Funkce křivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného
posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány v kapitole (2.11.1).
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Obrázek 2.13: Vyhlazováńı zašuměné hvězdice. Parametry λ = 0.01 a
λu = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 1987 iteraćıch. Po přidáńı šumu
algoritmus dokonvergoval po 1281 iteraćıch. (a) Pr̊uběh vyhlazováńı. (b)
Pr̊uběh vyhlazováńı po přidáńı šumu k dokonvergované křivce. (c) Funkce
křivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u.
Funkce jsou definovány v kapitole (2.11.1).
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Obrázek 2.14: Vyhlazováńı hvězdice pro r̊uzné nastaveńı parametru λ.
Parametr λu = 0.01. Data k pr̊uběhu vyhlazováńı jsou v tabulce 2.1.

Experimenty jsou provedeny tak, že měńıme hodnotu př́ıslušné lambdy a
ostatńı parametry jsou nastaveny na optimálńı. Výsledky jsou prezentovány
pomoćı tabulek, které zachycuj́ı hodnoty funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro testované

lambdy. Popis funkćı lze nalézt v 2.11.1. Pokud je v tabulce za hodnotou
uvedeno č́ıslo v závorce (X), znamená to, že algoritmus se zvolenými
parametry dokonvergoval po X iteraćıch. Pokud je v tabulce použit symbol

”
-“, znamená to, že algoritmus se zvolenými parametry, již pro tuto iteraci

neběžel (dokonvergoval po menš́ım počtu iteraćı).
Experimenty se změnou λ:

Vstupńı křivkou je hvězdice. Parametr λu = 0.01. Výsledek vyhlazováńı pro
nastaveńı parametru λ je v tabulce 2.1 a na obrázku 2.14.

Pro nastaveńı λ = 0.1 je křivka vyhlazena nejrychleji a nejlépe. V tabulce
lze pro λ = 0.1 pozorovat mı́rný nárust křivosti. Mysĺıme si, že je to
zp̊usobeno posunem vrchol̊u hvězdice, které jsou před začátkem vyhlazováńı
nejbĺıže ke středu objektu, směrem od středu. V pr̊uběhu vyhlazováńı se
vrcholy posunuj́ı a pr̊uměrná křivost klesá. V jednom okamžiku je potom
velikost křivosti, v těchto vrcholech, rovna nule (lež́ı v př́ımce s jejich
sousedy). V pr̊uběhu daľśıho vyhlazováńı jsou však vrcholy posunovány
dále od středu a jejich křivost se opět zvětšuje, což zp̊usob́ı nárust
pr̊uměrné křivosti. Pro nastaveńı λ = 0.01 je dosaženo stejné hodnoty
neuniformity (jako pro λ = 0.1) po mnohem v́ıce kroćıch a křivka je
smrštěná, ale zachovává charakter

”
hvězdice“. Nastaveńı λ = 0.001 neńı

vhodné, protože vyhlazováńı křivky postupuje velmi pomalu. Doporučujeme
nastaveńı parametru λ jako λ = 0.1, ale uživateli je ponechána volba dle jeho
požadavk̊u.

Experimenty se změnou λu:
Vstupńı křivkou je hvězdice. Parametr λ = 0.1. Výsledek vyhlazováńı pro
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Hodnota Havg/H0 po iteraci

λ 400 800 1300 1700 2100 2535

0.1000 1.265 0.947 0.975(989) – – –

0.0100 2.803 2.706 2.654 2.476 2.308(1991) –

0.0010 2.844 2.823 2.860 2.881 2.895 2.903

Hodnota Uavg/U0 po iteraci

λ 400 800 1300 1700 2100 2535

0.1000 0.008 0.004 0.004(989) – – –

0.0100 0.020 0.011 0.006 0.005 0.004(1991) –

0.0010 0.022 0.016 0.010 0.008 0.006 0.005

Hodnota Savg/S0 po iteraci

λ 400 800 1300 1700 2100 2535

0.1000 0.001 0.001 0.001(989) – – –

0.0100 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001(1991) –

0.0010 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001

Tabulka 2.1: Tabulky hodnot funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro r̊uzné nastaveńı

parametru λ vyhlazované hvězdice (viz. obrázek 2.14). Parametr λu = 0.01.

nastaveńı parametru λu je v tabulce 2.2 a na obrázku 2.15.
Pro nastaveńı λu = 0.1 je křivka rychleji vyhlazena, než pro nastaveńı

λu = 0.01, bohužel je však v́ıce smrštěná. Nastaveńı λu = 0.001 neńı vhodné,
protože vyhlazováńı skončilo již po 51 iteraćıch: Schéma vyhlazováńı bylo
nastaveno na vyhlazováńı 50 iteraćı kritériem křivosti a 50 iteraćı kritériem
neuniformity. Algoritmus tedy provedl 50 iteraćı podle kritéria křivosti a jen
jednu iteraci podle kritéria neuniformity. Nejvhodněǰśı nastaveńı je tedy pro
λu = 0.01.

2.11.4 Volba iteračńıho schématu

V této kapitole ukážeme, jak volba schématu ovlivňuje výsledek algoritmu.
Experiment je proveden tak, že měńıme parametry Th a Tu. Ostatńı

parametry jsou nastaveny na optimálńı. Výsledky jsou prezentovány stejně
jako v předchoźım př́ıpadě (kapitola 2.11.3).

Vstupem algoritmu je čtverec s rozdělenými hranami. Parametry
algoritmu jsou λ = 0.1 a λu = 0.01. Výsledek nastaveńı parametr̊u Th

a Tu je v tabulce 2.3. Obrázek 2.16 zobrazuje výsledky vyhlazeńı křivky
s r̊uzně nastavenými schématy. Vstupńı křivka (modře) a křivka vyhlazovaná
(červeně) se schématem (Th = 0 a Tu = 100) v obrázku splývaj́ı a je tedy vidět
pouze červená křivka. Z obrázku je patrné, že vyhlazováńı jen s kritériem
křivosti (Th = 100 a Tu = 0) obsahuje

”
špičky“, které nejsou žádoućı. Chováńı

je podobné také pro nastaveńı Th = 70 a Tu = 30. Pokud bychom vycházeli
z hodnot v tabulce 2.3, mohlo by se zdát, že nejvhodněǰśı volba schématu
je Th = 0 a Tu = 100. Pro takto zvolené parametry je křivka nejrychleji
vyhlazena, velikost křivosti je rovna jedné a velikost neuniformity je rovna
nule. To je zp̊usobeno t́ım, že většina vrchol̊u křivky má křivost rovnou nule
a vstupem je již uniformńı křivka. Takovou křivku však nechceme, protože
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Obrázek 2.15: Vyhlazováńı hvězdice pro r̊uzné nastaveńı parametru λu.
Parametr λ = 0.1. Data k pr̊uběhu vyhlazováńı jsou v tabulce 2.2.

Hodnota Havg/H0 po iteraci

λu 160 330 490 660 820 989

0.1000 2.132 1.228 1.055(396) – – –

0.0100 2.614 1.425 1.103 1.030 1.005 0.975

0.0010 3.766(51) – – – – –

Hodnota Uavg/U0 po iteraci

λu 160 330 490 660 820 989

0.1000 0.008 0.001 0.000(396) – – –

0.0100 0.017 0.009 0.007 0.006 0.005 0.004

0.0010 0.036(51) – – – – –

Hodnota Savg/S0 po iteraci

λu 160 330 490 660 820 989

0.1000 0.010 0.005 0.001(396) – – –

0.0100 0.002 0.007 0.001 0.001 0.001 0.001

0.0010 0.000(51) – – – – –

Tabulka 2.2: Tabulky hodnot funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro r̊uzné nastaveńı

parametru λu vyhlazované hvězdice (viz. obrázek 2.15). Parametr λ = 0.1.
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Obrázek 2.16: Vyhlazováńı čtverce s rozdělenými hranami pro r̊uzná
schémata (nastaveńı parametr̊u Th a Tu). Parametry λ = 0.1 a λu = 0.01.
Data k pr̊uběhu vyhlazováńı jsou v tabulce 2.3. (a) Pr̊uběh vyhlazováńı.
(b) Zvětšená čast křivky, ve které se pro nastaveńı Tu = 0 objevuje

”
špička“.

obsahuje
”
rohy“. Křivka je tedy nejlépe (bez

”
špiček“ a

”
roh̊u“) vyhlazena

pro nastaveńı Th = Tu = 50.

2.11.5 Shrnut́ı

V této kapitole shrneme provedené experimenty.
Experimenty prokázaly, že výstupem algoritmu jsou vyhlazené křivky a

velikost plochy, kterou křivka ohraničuje, je zachována. Bylo také ukázáno,
že vyhlazeńım jsou zachovány inflexńı body, které křivka obsahovala před
zašuměńım. Pokud je vstupem pravidelný n-úhelńık, výsledek vyhlazeńı je
totožný se vstupem algoritmu. Algoritmus je schopný vyhladit i extrémně
zašuměné křivky a pokud je vyhlazená křivka znovu zašuměna a následně
opět vyhlazena, výstupem je křivka stejného tvaru, jako před zašuměńım.
Dále bylo ukázáno, jak vstupńı parametry algoritmu ovlivňuj́ı výsledek
vyhlazeńı křivky. Z experiment̊u vyplynulo, že vhodným nastaveńım pro
většinu křivek je kombinace parametr̊u λ = 0.1, λu = 0.01, Th = Tu = 50,
Sh = 0.0001 a Su = 0.0001.
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Hodnota Havg/H0 po iteraci

Th/Tu 140 280 410 550 690 825

0/100 1.000(1) – – – – –

30/70 1.815 1.617 1.478 1.363 1.293 1.274

50/50 1.909 1.614 1.472 1.401(549) – –

70/30 1.865 1.854(263) – – – –

100/0 1.851 1.904(194) – – – –

Hodnota Uavg/U0 po iteraci

Th/Tu 140 280 410 550 690 825

0/100 0.000(1) – – – – –

30/70 0.065 0.050 0.044 0.034 0.021 0.015

50/50 0.075 0.057 0.048 0.042(549) – –

70/30 0.077 0.077(263) – – – –

100/0 0.081 0.085(194) – – – –

Hodnota Savg/S0 po iteraci

Th/Tu 140 280 410 550 690 825

0/100 0.000(1) – – – – –

30/70 0.015 0.011 0.021 0.008 0.005 0.002

50/50 0.021 0.013 0.010 0.002(549) – –

70/30 0.016 0.002(263) – – – –

100/0 0.014 0.002(194) – – – –

Tabulka 2.3: Tabulky hodnot funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro r̊uzná schémata

(nastaveńı parametr̊u Th a Tu) vyhlazovaného čtverce s rozdělenými hranami
(viz. obrázek 2.16). Parametry λ = 0.1 a λu = 0.01.
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Kapitola 3

Vyhlazováńı uzavřených
povrch̊u

Tato kapitola popisuje vyhlazováńı uzavřených povrch̊u.

3.1 Vyhlazený povrch

Popis vyhlazeného povrchu je analogický s popisem vyhlazené křivky: Ćılem
algoritmu je postupnými posuny jednotlivých vrchol̊u daného povrchu doćılit
takového povrchu, který je vyhlazený. Vyhlazeńım rozumı́me optimalizaci
dvou vlastnost́ı povrchu: křivosti a neuniformity. Křivost udává křivost
daného povrchu a neuniformita nerovnoměrnost mezi vzdálenostmi vrcholu
povrchu k jeho bezprostředńım soused̊um. Řekneme, že povrch je ideálně
vyhlazen, když má křivost ve všech vrcholech rovnu pr̊uměru křivost́ı
bezprostředńıch soused̊u a neuniformitu rovnu nule (vzdálenosti vrcholu ke
všem bezprostředńım soused̊um vrcholu jsou shodné).

3.2 Křivost na spojitém povrchu

Necht’ C je C3 spojitý povrch, který minimalizuje

J =

∫ (∇H(u, v)
)2

dudv, (3.1)

kde H je velikost křivosti. Funkce H = H(u, v, t), kde u, v je parametrizace
povrchu a t je čas. Rovnice (3.1) je Dirichlet̊uv integrál [15]. Nutná podmı́nka
pro extrém funkce J je ve tvaru Laplaceovy rovnice

∆H(u, v) =
∂2H

∂u2
+

∂2H

∂v2
= 0. (3.2)

Funkce H je tedy harmonická funkce. Funkci H tedy můžeme nalézt jako
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řešeńı difusńı rovnice

∂H

∂t
= λ

(∂2H

∂u2
+

∂2H

∂v2

)
, 0 < λ < 1, (3.3)

kde λ je koeficient difuse, a pro kterou plat́ı

lim
t→∞

∂H

∂t
= 0 (3.4)

a H je harmonická funkce.
Pro funkci H plat́ı věta o aritmetickém pr̊uměru [15]:

Necht’ funkce u je v oblasti Ω spojitá. Hodnoty u ve středu každé
n-rozměrné koule K̄ε Ω jsou rovny aritmetickému pr̊uměru hodnot
na hranici K̄ tehdy a jen tehdy když u je harmonická.

My použijeme difusi pro vyhlazováńı povrchu. Potom λ je rychlost
vyhlazováńı.

Řekneme, že diskrétńı povrch je zadán triangulovanou śıt́ı, kde V =
{a1, a2, . . . , am} je posloupnost vrchol̊u povrchu. Aktuálńı vrchol povrchu
označ́ıme a.

Diskretizaćı věty o aritmetickém pr̊uměru dostaneme

H̄ −H = 0, (3.5)

kde H je křivost ve vrcholu a, H̄ = 1
n

∑n
i=1 Hi je pr̊uměr velikost́ı křivost́ı

bezprostředńıch soused̊u vrcholu ai a n je počet bezprostředńıch soused̊u
vrcholu. Předpokládáme uniformńı okoĺı o poloměru jedna. Požadavek na
uniformitu je realistický, protože bude existovat člen, který jej v pr̊uběhu
konvergence zaruč́ı.

Výraz ∂2H
∂u2 + ∂2H

∂v2 ve vrcholu a můžeme aproximovat

(∂2H

∂u2
+

∂2H

∂v2

)
≈ H̄ −H, (3.6)

Dosazeńım výrazu (3.6) do výrazu (3.3) a nahrazeńım výrazu ∂H
∂t

výrazem
Hk+1−Hk dostaneme definici pro výpočet nové křivosti ve vrcholu a. Index
k určuje iteraci. Potom

Hk+1 = (1− λ)Hk + λH̄k, 0 < λ < 1. (3.7)

3.3 Definice křivosti

Stejně jako u křivek, tak i u povrchu se v pr̊uběhu vyhlazováńı pracuje
s křivost́ı ve vrcholu povrchu.

Zavedeme vektor křivosti a uvedeme výpočet velikosti tohoto vektoru.
Řekneme, že S je diskrétně zadaný povrch reprezentovaný triangulovanou
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Obrázek 3.1: Okoĺı vrcholu a.

śıt́ı (viz. 1.2.1). Řekneme, že V = {a1, a2, . . . , am} jsou vrcholy povrchu S,
kde aj = [xj, yj, zj]. Dále v textu budeme aktuálně zpracovávaný vrchol
aj označovat a. Všechny bezprostředńı sousedy vrcholu a označ́ıme O =
(a1, a2, . . . , an). K indexováńı bezprostředńıch soused̊u budeme použ́ıvat
index i = (1, 2, . . . , n). Tedy ai = [xi, yi, zi] je i-tý bezprostředńı soused
vrcholu a.

Pro účely této práce křivost povrchu S ve vrcholu a definujeme jako vektor
H = [hx, hy, hz] a

H =
3

2
· 5

∑n
i=1 A2

i∑n
i=1 A2

i

, (3.8)

kde

Ai =
1

2
‖hi‖‖bi‖ =

1

2
hibi (3.9)

je obsah trojúhelńıku, který je tvořen vrcholy a, ai a ai+1. Dále hi je výška
trojúhelńıku vedoućı z vrcholu a, hi = ‖hi‖ je velikost výšky trojúhelńıku,
bi = ai − ai+1 a bi = ‖bi‖ je velikost vektoru bi (viz. obrázek 3.1) a výraz

5
n∑

i=1

A2
i =

n∑
i=1

1

4
b2
i · (

∂h2
i

∂x
,
∂h2

i

∂y
,
∂h2

i

∂z
). (3.10)

Dále si vyjádř́ıme
hi = Pi(a− ai), (3.11)

h2
i = h2

i = (a− ai)
>Pi(a− ai), (3.12)

kde Pi je projekčńı matice, kterou definujeme jako Pi = E− bib
>
i

b2i
. Výraz E

označuje jednotkovou matici. Pro projekčńı matici plat́ı P2
i = Pi a P>

i = Pi.
Dosazeńım definovaných výraz̊u do rovnice (3.8) dostaneme konečnou

definici vektoru křivosti ve vrcholu a plochy S. Tedy

H =
3

2
·

∑n
i=1 Bi(a− ai)∑n

i=1 (a− ai)>Bi(a− ai)
, (3.13)
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kde Bi = b2
i Pi = b2

i E− bib
>
i .

Směr vektoru křivosti ve vrcholu a je shodný se směrem vektoru
∑n

i=1 hi,
kde n je počet bezprostředńıch soused̊u vrcholu a.

Velikost křivosti H = ‖H‖ =
√

(hx)2 + (hy)2 + (hz)2.

3.3.1 Vlastnosti vektoru křivosti H a velikosti křivosti
H

Zvolený vektor křivosti má vlastnosti, které jsou užitečné pro úlohu
vyhlazováńı:

• Velikost křivosti je invariantńı k rotaci a translaci povrchu.

• Z definice H plyne, že v př́ıpadě pravidelného mnohostěnu směřuje
H do středu tělesa a H = 1

r
, kde r je poloměr opsané kulové plochy

mnohostěnu.

• Velikost křivosti neńı monotonńı funkćı výšky okoĺı vrcholu a. Toto
chováńı ukážeme na jehlanu s podstavou tvořenou pravidelným
šestiúhelńıkem a hlavńım vrcholem a. Vrchol a budeme vytahovat a
t́ım zvětšovat výšku tělesa. Funkce velikosti křivosti v závislosti na
výšce tělesa je na obrázku 3.2.

• Lež́ı-li vrchol a a jeho bezprostředńı sousedé v jedné rovině, funkce
velikosti křivosti v závislosti na poloze vrcholu v této rovině je na
obrázku 3.3.

Stejně jako u křivek budeme pracovat v pr̊uběhu hledáńı nové polohy
vrcholu a s velikost́ı křivosti, mı́sto vektoru křivosti. Vysvětleńı této volby je
analogické k vysvětleńı pro křivky (viz. 2.3.2).

3.4 Definice neuniformity

V pr̊uběhu vyhlazováńı povrch̊u pracujeme také s neuniformitou.
S neuniformitou pracujeme analogicky jako s křivost́ı.

Zadefinujeme vektor neuniformity a výpočet velikosti tohoto vektoru
ve vrcholu. Definice povrchu a ostatńıch použitých veličin je uvedena
v kapitole 3.3.

Bezprostředńı sousedé vrcholu a jsou označeni jako O = (a1, a2, . . . , an) a
k indexováńı bezprostředńıch soused̊u je použ́ıváno indexace i = (1, 2, . . . , n).
Dále také plat́ı, že a0 = an a an+1 = a1. Projekci do směru určeného vektorem
di = ai+1 − ai−1 budeme označovat Pdi

. Projekci spoč́ıtáme:

Pdi
=

di(di)
>

‖di‖2
, (3.14)
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Obrázek 3.2: Závislost velikosti křivosti H na výšce šestibokého jehlanu.
Délka hrany podstavy je rovna jedné.

kde ‖di‖ je velikost vektoru di.
Neuniformitu povrchu S ve vrcholu a definujeme jako vektor U =

[ux, uy, uz]. Lze-li bezprostředńımi sousedy vrcholu proložit rovinu, pak U
je s touto rovinou rovnoběžný. Vektor neuniformity definujeme

U =
1

n

n∑
i=1

Ui, (3.15)

kde n je počet bezprostřeńıch soused̊u vrcholu a a Ui je

Ui =
−Pdi

(
∇( ‖a− ai−1‖2 + ‖a− ai+1‖2 ))

4
. (3.16)

Výraz
∇( ‖a− ai−1‖2 + ‖a− ai+1‖2 )

=

(
∂
(
‖a−ai−1‖2+‖a−ai+1‖2

)
∂x

,
∂
(
‖a−ai−1‖2+‖a−ai+1‖2

)
∂y

,
∂
(
‖a−ai−1‖2+‖a−ai+1‖2

)
∂z

)
.

Po upraveńı čitatele výrazu a dosazeńı do výrazu (3.15) vznikne konečná
definice vektoru neuniformity ve vrcholu a povrchu S. Tedy

U =
1

n

n∑
i=1

−Pdi

(
(a− ai−1) + (a− ai+1)

)

2
. (3.17)

Velikost vektoru neuniformity určuje vzdálenost vrcholu a od pomyslného
středu jeho bezprostředńıch soused̊u. V ideálńım př́ıpadě lze bezprostředńım
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Obrázek 3.3: Závislost velikosti křivosti H na pozici vrcholu a. S vrcholem
může být pohybováno jen ve čtverci vymezeném bezprostředńımi sousedy
vrcholu a. Pro názornost je s vrcholem pohybováno jen po př́ımce p.
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soused̊um vrcholu opsat kružnici. Velikost vektoru neuniformity v tomto
vrcholu pak určuje jeho vychýleńı od středu této kružnice. Č́ım větš́ı je
velikost vektoru, t́ım v́ıce je vrchol od středu vzdálen. V ideálńım př́ıpadě,
kdy je vrchol a totožný se středem opsané kružnice, je velikost vektoru
neuniformity rovna nule.

Velikost vektoru neuniformity U = ‖U‖ =
√

u2
x + u2

y + u2
z.

Diskrétńı difusi pro neuniformitu definujeme předpisem

Uk+1 = (1− λu)U
k, (3.18)

kde 0 < λu < 1, nebot’ chceme, aby v ekvilibriu byla neuniformita rovna
nule.

3.5 Algoritmus pro vyhlazováńı uzavřeného

povrchu

Pro vyhlazováńı uzavřeného povrchu jsou, shodně jako pro křivky, použita
dvě kriteria: kritérium křivosti a kritérium neuniformity. Tato kritéria jsou
v pr̊uběhu vyhlazováńı použ́ıvána podle vyhlazovaćıho schématu, které je
shodné se schématem pro vyhlazováńı křivek a lze jej nalézt v sekci 2.5.
Srovnáńı r̊uzných typ̊u schémat pro uzavřené povrchy je v kapitole 3.8.4.

Ćılem algoritmu je postupným posunem vrchol̊u povrchu dosáhnout
nových konečných vrchol̊u povrchu tak, aby křivost a neuniformita v těchto
nových vrcholech byly v rovnováze (vrcholy se již nepohybuj́ı). Snahou
algoritmu je také co nejméně zmenšit objem tělesa, který povrch ohraničuje.

Podle schématu vyhlazováńı je v pr̊uběhu algoritmu pracováno odděleně
s křivost́ı a neuniformitou. Kritéria jsou stř́ıdána po daném (určeném
uživatelem) počtu iteraćı. V obou př́ıpadech je algoritmem určena nová
hodnota, křivosti nebo neuniformity, ve vrcholu. Nová poloha vrcholu,
kterému odpov́ıdá spoč́ıtaná hodnota, však neńı známá. Určeńı této nové
polohy vrcholu je daľśım úkolem algoritmu.

Tento postup je opakován dokud neńı splněno kritérium zastaveńı.
Kritéria zastaveńı se shoduj́ı s kritérii pro zastaveńı algoritmu pro
vyhlazováńı křivek (viz. 2.10). V každé iteraci algoritmu jsou zpracovány
všechny vrcholy povrchu a to tak, že pro každý vrchol jsou provedeny
všechny kroky algoritmu a teprve poté se v iteraci zpracovává daľśı vrchol
povrchu. Podrobný popis jednotlivých krok̊u algoritmu podle kritéria křivosti
je v kapitole 3.6 a podle kritéria neuniformity v kapitole 3.7.

V př́ıpadě, že se v aktuálńı iteraci (k) pracuje s kritériem křivosti, jsou
pro každý vrchol provedeny kroky:

1. Výpočet vektoru křivosti Hk a výpočet velikosti křivosti Hk (viz. 3.6.1).

2. Výpočet velikosti nové křivosti Hk+1 (viz. 3.6.2).
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3. Výpočet polohy nového vrcholu ak+1 (viz. 3.6.3).

4. Nahrazeńı vrcholu ak povrchu S novým vrcholem ak+1 (viz. 3.5.1).

V př́ıpadě, že se v aktuálńı iteraci (k) pracuje s kritériem neuniformity,
jsou pro každý vrchol provedeny kroky:

1. Výpočet vektoru Uk (viz. 3.7.1).

2. Výpočet polohy nového vrcholu ak+1 (viz. 3.7.2).

3. Nahrazeńı vrcholu ak povrchu S novým vrcholem ak+1 (viz.3.5.1).

3.5.1 Určeńı nových vrchol̊u povrchu

Pro k-tou iteraci provedeme výpočet nových vrchol̊u povrchu tak, že
postupně zpracujeme všechny vrcholy. Zpracováńım je myšleno provedeńı
všech krok̊u algoritmu pro zadaný vrchol. V posledńım kroku je
spoč́ıtán nový vrchol. Nahrad́ıme tedy starý vrchol novým a pokračujeme
zpracováńım daľśıho vrcholu povrchu. V (k + 1)-ńı iteraci algoritmu
pracujeme jako s výchoźımi vrcholy s těmi, které jsme postupně spoč́ıtali
v pr̊uběhu k-té iterace. Na konci každé iterace algoritmu jsou již všechny
vrcholy V = {ak

1, a
k
2, . . . , a

k
m} povrchu nahrazeny novými vrcholy V =

{ak+1
1 , ak+1

2 , . . . , ak+1
m }.

3.6 Algoritmus vyhlazováńı podle kritéria

křivosti

V této kapitole poṕı̌seme podrobně jednotlivé kroky algoritmu vyhlazováńı
podle kritéria křivosti.

3.6.1 Výpočet vektoru křivosti Hk a jeho velikosti Hk

Pro výpočet difuse křivosti je nezbytné spoč́ıtat vektor křivosti a jeho
velikost. Vektor křivosti je také využit k výpočtu nového vrcholu povrchu.

Vrcholy V = {ak
1, a

k
2, . . . , a

k
m} jsou aktuálńı vrcholy povrchu S, se kterými

se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Potom ak
j = [xk

j , y
k
j , z

k
j ] a aktuálně

zpracovávaný vrchol budeme označovat ak. Bezprostředńı sousedé vrcholu
ak jsou pak O = (ak

1, a
k
2, . . . , a

k
n). Dále uvedeme substituce, které použijeme

k vyjádřeńı vektoru křivosti Hk = [hk
x, h

k
y, h

k
z ]. Abychom zápis zjednodušili,

některé výrazy neobsahuj́ı indexaci určuj́ıćı (k)-tou iteraci. Neznamená to
však, že se jejich hodnota v pr̊uběhu iteraćı neměńı! Potom

B =
n∑

i=1

Bi ,
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b =
n∑

i=1

Bia
k
i ,

c =
n∑

i=1

(ak
i )
>Bia

k
i ,

âk = Bak − b,

d = c− b>B−1b,

kde Bi je zadefinováno v (3.13). Vzorec pro výpočet vektoru křivosti Hk

v k-té iteraci algoritmu s využit́ım výše uvedených substitućı je

Hk =
3

2
· Bak − b

(ak)>Bak − 2(ak)>b + c
, (3.19)

nebo

Hk =
3

2
· âk

(âk)>B−1 âk + d
. (3.20)

Velikost křivosti Hk = ‖Hk‖ =
√

(hk
x)

2 + (hk
y)

2 + (hk
z)

2 .

3.6.2 Výpočet hodnoty nové křivosti Hk+1

Ve vrcholu ak spoč́ıtáme novou hodnotu křivosti, která bude charakterizovat
nový vrchol povrchu. Nová hodnota je závislá na vektoru i velikosti
křivosti vrcholu ak a na vektorech i velikostech křivost́ı bezprostředńıch
soused̊u tohoto vrcholu. Hodnota nové křivosti může nabývat kladných
i záporných hodnot. V př́ıpadě, že je hodnota nové křivosti záporná, pak
směr vektoru křivosti v nově spoč́ıtaném vrcholu ak+1 (v př́ıpadě, že jsme
dosud nepohybovali se sousedńımi vrcholy) bude opačný než směr vektoru
křivosti Hk ve vrcholu ak.
Velikost nové křivosti spoč́ıtáme podle rovnice (3.7). Potom

Hk+1 = (1− λ)Hk + λH̄k, 0 < λ < 1, (3.21)

kde

H̄k =

∑n
i=1 sk

i ·Hk
i

n
. (3.22)

Výraz Hk
i je velikost křivosti i-tého bezprostředńıho souseda vrcholu ak a sk

i

je znaménko, kterým se přenáš́ı vektor křivosti Hk
i do vrcholu ak.

Rekonstrukce znamének křivost́ı

Při výpočtu nové hodnoty křivosti ve vrcholu ak pracujeme s křivostmi
jen jako se skaláry. Přesto potřebujeme znát znaménko, se kterým se bude
velikost křivosti bezprostředńıho souseda přenášet do aktuálně poč́ıtaného
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vrcholu. Muśıme tedy zjistit, v jaké vzájemné poloze v̊uči povrchu jsou
vektory křivost́ı bezprostředńıch soused̊u s vektorem křivosti ve vrcholu ak.

Řešeńı rekonstrukce znamének nelze provést explicitńım zorientováńım
povrchu, protože existuj́ı povrchy, které nelze zorientovat (např. Moebiova
páska, Kleinova láhev).

Rekonstrukci znaménka nebudeme řešit jako u křivek př́ımým
porovnáváńım vektoru křivosti v aktuálńım vrcholu s vektorem křivosti
bezprostředńıho souseda. Řešeńı budeme hledat tak, že nalezneme orientaci
jednotlivých vektor̊u křivost́ı v̊uči lokálně zorientovanému povrchu. Lokálńı
zorientováńı vždy existuje a urč́ıme ho v pr̊uběhu výpočtu znaménka.

Pro výpočet zavedeme označeńı sk, které bude udávat orientaci vektoru
křivosti Hk v̊uči lokálně zorientovanému povrchu. Znaménko sk neńı ve
vzorci (3.21) použito. Hodnota křivosti ve vrcholu ak je kladná, proto sk bude
určovat kladný směr. Vyjde-li záporné, orientace všech znamének soused̊u
se muśı změnit na opačnou! Výpočet sk je shodný s výpočtem znaménka
sk

i . Výraz sk
i označuje znaménko vektoru křivosti Hk

i ve vrcholu ak
i lokálně

zorientovaného povrchu S.

Lokálńı orientace zaručuje korektńı určeńı znamének pro výpočet nové
hodnoty křivosti Hk+1. Lokálně zorientovaný povrch lze popsat jako:

• Okoĺı vrcholu ak muśı být shodně zorientováno. To znamená, že všechny
trojúhelńıky, které obsahuj́ı vrchol ak, muśı mı́t shodnou orientaci.

• Pro všechny bezprostředńı sousedy ak
i a jejich okoĺı muśı platit: Okoĺı

vrcholu ak
i muśı být shodně zorientováno a to tak, aby orientace

trojúhelńık̊u odpov́ıdala orientaci okoĺı vrcholu ak.

Dále uvedeme výpočet znaménka sk. Výpočet znaménka sk
i je analogický.

Trojúhelńıky śıtě, které obsahuj́ı vrchol ak, budeme označovat T = {ti}n
i=1

a ti je určen vrcholy ak, ak
i , ak

i+1. Normálu trojúhelńıku ti označ́ıme Ni a
velikost normály ‖Ni‖.
Znaménko sk urč́ıme:

1. Pro každý trojúhelńık ti spoč́ıtáme projekci pi vektoru Hk do roviny
určené trojúhelńıkem jako

pi = PNi
(Hk), (3.23)

kde PNi
= E− Ni(Ni)

>
‖Ni‖2 .

2. Pro každý vektor projekce urč́ıme, zda pi lež́ı v rovinném úhlu určeném
rameny ri1 = ak

i+1−ak, ri2 = ak
i −ak trojúhelńıku ti (viz. obrázek 3.4).

Pro vektor projekce plat́ı

pi = βiri1 + γiri2. (3.24)
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Obrázek 3.4: Projekce pi lež́ı v rovinném úhlu určeném ri1 a ri2.

Vynásob́ıme-li rovnici 3.24 výrazem ri1 a také výrazem ri2 dostaneme
dvě rovnice

(ri1)
>pi = βi‖ri1‖2 + γi(ri1)

>ri2, (3.25)

(ri2)
>pi = βi(ri2)

>ri1 + γi‖ri2‖2.

Řešeńım soustavy źıskáme skalárńı hodnoty βi a γi. Možné vztahy βi

a γi jsou následuj́ıćı:

• Hodnota βi > 0 a současně γi > 0. Vektor pi lež́ı v rovinném úhlu.
Budeme ř́ıkat, že vektor projekce pi lež́ı v trojúhelńıku ti.

• Hodnota βi = 0 a současně γi > 0, nebo βi > 0 a současně γi = 0.
Vektor projekce je totožný s ri1 nebo ri2, tedy lež́ı na rameni
trojúhelńıku ti.

• Hodnota βi = 0 a současně γi = 0. Vektor projekce lež́ı ve vrcholu
ak.

• Hodnota βi < 0 a současně γi < 0. Vektor projekce lež́ı mimo
rovinný úhel a ramena, která jej určuj́ı a nelež́ı ve vrcholu ak.

3. Známe-li vztah vektoru projekce pi k trojúhelńıku ti pro všechny
trojúhelńıky T , potom můžeme nalézt trojúhelńık (k němuž známe
pi), podle kterého urč́ıme orientaci vektoru křivosti Hk. Mohou nastat
př́ıpady:

• Existuje alespoň jeden vektor pi, který lež́ı v jemu odpov́ıdaj́ıćım
trojúhelńıku ti. Pokud existuje jen jeden takový vektor pi, potom
ti je řešeńım. Jinak vybereme z těchto pi ten, který minimalizuje
‖Hk − pi‖. Řešeńım je odpov́ıdaj́ıćı trojúhelńık ti.

• Žádný vektor projekce pi nenálež́ı trojúhelńıku ti a alespoň jeden
lež́ı na rameni trojúhelńıku ti. Pokud existuje jen jeden takový
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vektor pi, potom řešeńım je libovolný ze dvou trojúhelńık̊u, které
obsahuj́ı hranu, na ńıž lež́ı vektor pi. Pokud existuje v́ıce takových
projekćı, výběr a označeńı provedeme stejně jako v předchoźım
př́ıpadě.

• Žádný vektor projekce pi nenálež́ı trojúhelńıku ti a ani nelež́ı na
rameni trojúhelńıku. Může existovat vektor projekce, který lež́ı ve
vrcholu ak. Vybereme libovolný vektor projekce pi a řešeńım je
trojúhelńık ti.

4. Znaménko přenosu sk urč́ıme podle vzájemné polohy vektor̊u Hk a
pi. Vektor pi odpov́ıdá trojúhelńıku ti, který je řešeńım některého
z předchoźıch bod̊u. Znaménko sk spoč́ıtáme podle

sk = sign
(
(Hk − pi)Ni

)
. (3.26)

3.6.3 Výpočet nového vrcholu ak+1

Ve vrcholu je známá hodnota nové křivosti. K tomu, abychom mohli s t́ımto
vrcholem dále pracovat, potřebujeme znát i jeho novou polohu. Nový vrchol
ak+1 povrchu S bude výchoźı pro výpočty v (k + 1)-ńı iteraci algoritmu.
Chceme, aby nový vektor křivosti ve vrcholu ak+1 byl rovnoběžný s vektorem
křivosti ve vrcholu ak. Zaṕı̌seme tedy, že

âk+1 = (1 + αk)âk. (3.27)

Využit́ım substitućı definovaných v 3.6.1 můžeme předchoźı rovnost zapsat
jako

Bak+1 − b = âk+1 = (1 + αk)âk = (1 + αk)(Bak − b).

Odvod́ıme vzorec pro výpočet nového vrcholu ak+1. Tedy

ak+1 = ak + αkB−1âk. (3.28)

Poznámka:
Matice B je regulárńı a tedy matice B−1 existuje.
Regularita matice B: Pro všechna i = 1 . . . n, kde n je počet bezprostředńıch
soused̊u vrcholu ak, plat́ı, že Bi je projekčńı matice a Bibi = 0. Z toho
plyne, že Bi je singulárńı a bi je nulovým prostorem této matice. Pokud
existuj́ı alespoň dva vektory bi, které jsou lineárně nezávislé, matice B je
regulárńı. Tato podmı́nka je pro uzavřené okoĺı vrcholu ak vždy splněna.

K výpočtu vrcholu ak+1 je nutné znát hodnotu αk. Výpočet hodnoty αk

je uveden dále.
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Odvozeńı αk

Ze vzorce (3.20) pro výpočet Hk plat́ı

Hk+1 =
3

2
· âk+1

(âk+1)>B−1 âk+1 + d
=

3

2
· (1 + αk)âk

(1 + αk)2(âk)>B−1 âk + d
= (3.29)

= Hk · (1 + αk)
(
(âk)>B−1âk + d

)

(1 + αk)2(âk)>B−1âk + d
.

Vektor Hk+1 je vektor křivosti pro novou pozici vrcholu ak+1 povrchu
S. Polohu ostatńıch vrchol̊u povrchu uvažujeme tu, která je výchoźı
pro výpočet v iteraci k. Pro daľśı odvozeńı z rovnice je nutné, aby se
v rovnici nevyskytovaly vektory křivosti, ale hodnoty křivosti. Celou rovnici
vynásob́ıme výrazem Hk

Hk a levou stranu rovnice nahrad́ıme Hk+1, potom

Hk+1 = Hk · (1 + αk)
(
(âk)>B−1âk + d

)

(1 + αk)2(âk)>B−1âk + d
. (3.30)

Rovnici (3.30) uprav́ıme tak, abychom mohli vyjádřit řešeńı kvadratické
rovnice (αk):

(αk)2
(
Hk+1 · P)

+ αk
(
2Hk+1 · P −Hk

)
+ Hk+1 −Hk = 0 , (3.31)

kde výraz P = (âk)>B−1âk

(âk)>B−1âk+d
.

Výběr řešeńı αk

Vlastnosti a chováńı funkce velikosti křivosti Hk jsou shodné s vlastnostmi a
chováńım funkce Hk

i v př́ıpadě řešeńı vyhlazováńı křivky. Odvozeńı výběru
αk pro vyhlazováńı povrchu je tedy analogické k výběru αk

i v algoritmu
vyhlazováńı křivky. Vlastnosti funkce Hk

i a odvozeńı výběru αk
i lze nalézt

v 2.7.3.
Rovnice (3.31) je kvadratická. Mohou tedy nastat tři př́ıpady řešeńı:

1. Rovnice má jen jedno řešeńı:
Použijeme αk, které vyšlo.

2. Rovnice má dvě r̊uzná řešeńı:
Muśıme rozhodnout, které řešeńı je pro algoritmus výhodněǰśı. Výběr
je analogický s výběrem v algoritmu vyhlazováńı pro křivky. Řešeńım
rovnice (3.31) je to ze dvou řešeńı (αk)1,2, které nálež́ı do intervalu(
(αk)min, (α

k)max

)
, kde z výrazu (3.30) vyjádř́ıme:

(αk)min = −1−
√

d

(âk)>B−1âk
, (3.32)

(αk)max = −1 +

√
d

(âk)>B−1âk
. (3.33)
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3. Rovnice nemá řešeńı:
Tento př́ıpad je ekvivalentńı situaci, kdy hodnota Hk+1

Hk nepatř́ı do

intervalu
(
(Hk+1

Hk )min, (
Hk+1

Hk )max

)
, kde

(Hk+1

Hk

)
min

=
Hk+1

Hk

((
αk

)
min

)
, (3.34)

(Hk+1

Hk

)
max

=
Hk+1

Hk

((
αk

)
max

)
. (3.35)

Pro implementaci je nutné αk zvolit. Hodnotu αk zvoĺıme tak, abychom
zvolili co možná nejbližš́ı hodnotu funkce Hk+1

Hk (αk) k hodnotě Hk+1

Hk .

Nejbližš́ı hodnota je vyjádřena extrémy funkce (Hk+1

Hk )min a (Hk+1

Hk )max.

Př́ıslušný extrém zvoĺıme dle znaménka extrému a hodnoty Hk+1

Hk

(znaménka musej́ı být shodná). Podle zvoleného extrému vybereme
odpov́ıdaj́ıćı (αk)min nebo (αk)max.

3.6.4 Speciálńı př́ıpady

Pokud velikost křivosti Hk = 0, pak dosazeńım do vzorce (3.30) dostaneme,
že Hk+1 = 0. Novou křivost ve vrcholu ak tedy zvoĺıme rovnu nule. Vzhledem
k definici je volba nové křivosti Hk+1 správná, protože vektor určuj́ıćı směr,
ve kterém má být nalezen nový vrchol ak+1, je nulový.

Pokud v pr̊uběhu výpočtu k-tého kroku algoritmu byla splněna některá
z následuj́ıćıch podmı́nek, hodnotu αk nepoč́ıtáme a dosad́ıme př́ımo
hodnotu, která je uvedena.

1. Pokud Hk = 0, pak Hk+1 je také rovno nule a pozice vrcholu a se
neměńı, proto z (3.28) vyjde αk = 0.

2. Pokud Hk 6= 0 a Hk+1 = 0, pak dosazeńım Hk a Hk+1 do (3.30) vyjde
αk = −1.

3.7 Algoritmus vyhlazováńı podle kritéria

neuniformity

V této kapitole poṕı̌seme podrobně jednotlivé kroky algoritmu vyhlazováńı
podle kritéria neuniformity.

3.7.1 Výpočet vektoru neuniformity Uk

Pro výpočet nového vrcholu povrchu je nutné znát vektor neuniformity.
Vrcholy V = {ak

1, a
k
2, . . . , a

k
m} jsou aktuálńı vrcholy povrchu S, se kterými

se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Aktuálně zpracovávaný vrchol budeme
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označovat ak. Bezprostředńı sousedé vrcholu ak jsou O = (ak
1, a

k
2, . . . , a

k
n).

Pro bezprostředńı sousedy také plat́ı, že ak
0 = ak

n a ak
n+1 = ak

1. Vektor
neuniformity Uk = [uk

x, u
k
y, u

k
z ] ve vrcholu ak spočteme ze vzorce (3.17).

Vzorec pro výpočet vektoru neuniformity pro k-tou iteraci algoritmu je

Uk =
1

n

n∑
i=1

−Pdk
i

(
(ak − ak

i−1) + (ak − ak
i+1)

)

2
, (3.36)

kde Pdk
i

= Pdi
je zadefinováno výrazem (3.14).

3.7.2 Výpočet nového vrcholu ak+1

Definujeme výpočet nového vrcholu ak+1 povrchu S:

ak+1 = ak + βUk, (3.37)

kde ak je aktuálńı vrchol povrchu a hodnota β je odvozena dále.
Z definice neuniformity (3.17) odvod́ıme vzorec pro výpočet neuniformity

ve vrcholu ak+1 v (k + 1)-ńı iteraci algoritmu:

Uk+1 =
1

n

n∑
i=1

−Pdk+1
i

(
(ak+1 − ak+1

i−1 ) + (ak+1 − ak+1
i+1 )

)

2
, (3.38)

kde Pdk+1
i

je projekce zadefinovaná (3.14) a plat́ı, že

dk+1
i = dk

i ,

ak+1
i−1 = ak

i−1,

ak+1
i+1 = ak

i+1,

pro všechna i, kde i = 1 . . . n. Potom Pdk+1
i

= Pdk
i
.

Vektor nové neuniformity Uk+1 ve vrcholu ak+1 odpov́ıdá vektoru Uk+1

zadefinovaném výrazem (3.38), pokud pohybujeme jen s vrcholem ak a
všechny ostatńı vrcholy povrchu S stoj́ı.

Odvod́ıme velikost β. Dosazeńım (3.37) do vzorce (3.38) dostaneme

Uk+1 =
1

n

n∑
i=1

−Pdk
i

(
(ak + βUk − ak

i−1) + (ak + βUk − ak
i+1)

)

2
=

= Uk − β

n

n∑
i=1

Pdk
i
Uk =

(
E− β

n
D

)
Uk, (3.39)

kde D =
∑n

i=1 Pdk
i
. Vzhledem k tomu, že velikost β neńı snadné spoč́ıtat a

nav́ıc je β závislá na datech, rozhodli jsme se pro zjednodušeńı výpočtu volit
β = λu, kde λu je použita v rovnici difuse (3.18) a 0 < λu < 1. Experimenty
potvrzuj́ı, že takto zvolená β je vhodná.
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3.8 Experimenty

V této kapitole ukážeme výsledky implementace algoritmu pro vyhlazováńı
uzavřených povrch̊u (dále jen povrch̊u). Uvedeme experimenty, které
prokazuj́ı robustnost a stabilitu algoritmu. Nakonec uvedeme experimenty,
které ukazuj́ı, jak volba vstupńıch parametr̊u ovlivňuje výsledek algoritmu.

V celé kapitole budeme použ́ıvat jednotné značeńı pro vstupńı parametry
algoritmu. Parametr λ určuje velikost difusńıho kroku pro kritérium
křivosti (viz. (3.7)). Parametr λu určuje velikost difusńıho kroku pro
kritérium neuniformity (viz. (3.18)). Následuj́ıćı parametry jsou zcela shodné
s parametry algoritmu pro vyhlazováńı křivek, proto je možné se u parametr̊u
odkazovat do kapitoly o křivkách. Parametr I určuje maximálńı počet iteraćı
algoritmu (kapitola 2.10), Sh a Su určuj́ı mimimálńı př́ıpustný pr̊uměr posunu
všech vrchol̊u pro kritérium křivosti a neuniformity (kapitola 2.10). Abychom
předešli rozd́ılnému nastaveńı těchto parametr̊u pro stejný povrch v r̊uzných
měř́ıtkách, v implementaci jsou tyto parametry vynásobeny pr̊uměrnou
délkou hrany. Parametry Th a Tu určuj́ı, po kolika iteraćıch se měńı kritérium
vyhlazováńı (kapitola 2.10).

U popisu každého experimentu budou popsány parametry, které jsou
zvoleny jinak, než je jejich předdefinovaná hodnota. Parametry λ, λu a I
jsou uváděny vždy. Pokud parametr neńı v popisu experimentu uveden, jeho
hodnota je:

• Sh = 0.00001,

• Su = 0.00001,

• Th = 50,

• Tu = 50.

3.8.1 Základńı funkce

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které ukazuj́ı základńı funkci
algoritmu. Každý experiment je proveden tak, že vstupńı povrch je zašuměn.
Takto zašuměný povrch je vstupem algoritmu pro vyhlazováńı. Ve výsledćıch
experiment̊u jsou uváděna dvě vyhlazeńı, která jsou spouštěna se shodnými
paramety, kromě parametru I. Prvńı vyhlazeńı je provedeno jen na 100 iteraćı
a druhé vyhlazeńı je provedeno na 5000 iteraćı.

Ke každému experimentu je uveden výsledek tak, že obrázek (a) zobrazuje
zašuměný povrch, který je vstupem pro algoritmus vyhlazováńı, obrázek (b)
zobrazuje prvńı vyhlazeńı a obrázek (c) zobrazuje druhé vyhlazeńı povrchu.
Dále jsou také ke každému experimentu zobrazeny grafy:

• V obrázku (d) jsou uvedeny grafy funkćı Havg

H0
, Hmax

H0
a Hmin

H0
v závislosti

na k-té iteraci algoritmu. Výraz H0 označuje pr̊uměrnou velikost
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křivosti před začátkem vyhlazováńı. Výraz Havg označuje pr̊uměrnou
velikost křivosti v k-té iteraci algoritmu, Hmax a Hmin jsou maximálńı
a minimálńı velikosti křivosti v k-té iteraci.

• V obrázku (e) jsou uvedeny grafy funkćı Uavg

U0
, Umax

U0
a Umin

U0

v závislosti na k-té iteraci algoritmu. Výraz U0 označuje pr̊uměrnou
velikost neuniformity před začátkem vyhlazováńı. Výraz Uavg označuje
pr̊uměrnou velikost neuniformity v k-té iteraci algoritmu, Umax a Umin

jsou maximálńı a minimálńı velikost neuniformity v k-té iteraci.

• V obrázku (f) je znázorněn graf funkce Savg

S0
v závislosti na iteraci

algoritmu. Výraz S0 označuje pr̊uměrný posun všech vrchol̊u povrchu
v prvńı iteraci algoritmu a Savg je pr̊uměrný posun v k-té iteraci
algoritmu.

Velikost rozd́ılu mezi starou a novou křivost́ı je omezena parametrem
λ (př́ıpadně λu), a t́ım je i omezen pohyb vrcholu. Rozd́ıly mezi
pr̊uměrným, maximálńım a minimálńım pohybem vrcholu nejsou
v daném měř́ıtku grafu téměř zřetelné, proto nejsou grafy funkćı Smax

S0

a Smin

S0
uvedeny.

Prvńı experimenty byly provedeny na pravidelných mnohostěnech.
Z definice výpočtu hodnoty nové křivosti ve vrcholu povrchu (3.7) plyne,
že v každém vrcholu pravidelného mnohostěnu je nová křivost rovna staré
křivosti a vrcholy mnohostěnu se tedy nebudou pohybovat. Algoritmus
vyhlazeńı by tedy na pravidelné mnohostěny neměl mı́t vliv a výstupńı
povrch by měl být shodný s povrchem vstupńım. Experimenty potvrdili, že
pravidelné mnohostěny jsou algoritmem nezměněny a algoritmus je ukončen
již po prvńı iteraci výpočtu (vyhlazováno jak podle kritéria křivosti, tak
i podle kritéria neuniformity).

V daľśım experimentu je vstupem zašuměný torus. Parametry jsou
I1 = 100, I2 = 5000, λ = 0.01 a λu = 0.001. Pr̊uběh vyhlazováńı
a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 3.5. Na obrázku 3.5(e) lze pozorovat
na grafu funkćı Uavg

U0
a Umax

U0
oscilaci: Na intervalech, kde je vyhlazováno

podle kritéria křivosti, velikost funkćı roste. Naopak na intervalech, kde je
vyhlazováno podle kritéria neuniformity, velikost neuniformity klesá. Oscilace
je zp̊usobena neortogonalitou kritéríı. Funkce Uavg

U0
konverguje k nule. Funkce

Umax

U0
nekonverguje, dokonce se hodnota funkce po 3000 iteraćıch zvětšuje.

Mysĺıme si, že je to zp̊usobeno špatnou triangulaćı povrchu a také t́ım, že
algoritmus je ukončen na počet iteraćı (nedokonvergoval).

V daľśım experimentu je vstupem zašuměná vázička. Parametry jsou I1

= 100, I2 = 5000, λ = 0.01 a λu = 0.01. Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné grafy
jsou na obrázku 3.6. Na obrázku 3.6(c) je vyhlazená vázička. Tato vázička
však již nemá vršek. To je zp̊usobeno triangulaćı této oblasti, ve které je
obsažen jeden vrchol, jehož stupeň je petinásobně vyšš́ı, než stupně ostatńıch
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Obrázek 3.5: Vyhlazováńı zašuměného torusu. Parametry λ = 0.01, λu =
0.001. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po 100 iteraćıch. (c) Vyhlazeńı
po 5000 iteraćıch. (d) Funkce křivosti. (e) Funkce neuniformity. (f) Funkce
pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány v kapitole (3.8.1).
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vrchol̊u. Tento vrchol také zp̊usobuje postupný zánik celého vršku. Tento
jev je pozorovatelný také na hodnotách funkćı Hmax

H0
(obrázek 3.6(d)) a Umax

U0

(obrázek 3.6(e)) na intervalu 1000 až 2500 iteraćı. Na tomto intervalu vrcholy,
které soused́ı s vrcholem s vysokým stupněm, postupně procházej́ı maximem
velikosti křivosti (plyne z vlastnost́ı funkce velikosti křivosti). Postupným
ztahováńım vrchol̊u se také v některých vrchole poruš́ı neuniformita. Funkce
Havg

H0
(obrázek 3.6(d)) však z̊ustává konstantńı a funkce Uavg

U0
(obrázek 3.6(e))

klesá. Po stažeńı vršku vázičky začne mı́rně nar̊ustat hodnota funkce Hmax

H0
,

což je zp̊usobeno postupným vychylováńım vrcholu, který má vysoký stupeň,
z roviny, č́ımž roste jeho křivost.

V daľśım experimentu je vstupem zašuměná koule s r̊uznými stupni
vrchol̊u. Parametry jsou I1 = 100, I2 = 5000, λ = 0.01 a λu = 0.01.
Pr̊uběh vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 3.7. V grafu funkce
Hmax

H0
(obrázek 3.7(d)) se po několika iteraćıch objevuje náhle velmi vysoká

hodnota, která je v daľśı iteraci opět zmenšena. To je zp̊usobeno posunut́ım
vrchol̊u povrchu tak, že vznikne vrchol obsažený v trojúhelńıćıch, jejichž
plocha je téměř stokrát menš́ı než plocha ostatńıch trojúhelńık̊u povrchu.
V tomto vrcholu velmi vzroste křivost, která je v následuj́ıćı iteraci zmenšena.
Toto chováńı ovlivňuje i pr̊uběh ostatńıch funkćı, které jsou zobrazeny.

Algoritmus vyhlazeńı povrchu je také možné využ́ıt pro natažeńı hladké
śıtě mezi několika objekty. Provedli jsme experiment na objektu, který je
sestaven ze tř́ı válc̊u, které jsou na sebe nepěkne napojeny a napojeńı
obsahuje i miniaturńı trojúhelńıky. Toto napojeńı válc̊u je nutné vyhladit.
Vyhlazováńı je provedeno tak, že je předem určeno, se kterými vrcholy lze
v pr̊uběhu vyhlazováńı pohybovat, a které musej́ı z̊ustat nehybné. Algoritmu
je tato informace předána pomoćı parametru, ve kterém se určuj́ı speciálńı
lambdy pro jednotlivé vrcholy povrchu. Pro vrchol, který má z̊ustat nehybný
je lambda zvolena jako nula. Pro vrchol, se kterým je možné pohybovat,
je lambda zvolena jako jedna. Výsledek vyhlazeńı je na obrázku 3.8.
Z obrázku je patrné, že napojeńı je vyhlazeno a śıt’ trojúhelńık̊u je pravidelná.
Parametry algoritmu jsou I = 5000, λ = 0.01 a λu = 0.001.

3.8.2 Robustnost a stabilita

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které prokazuj́ı robustnost
a stabilitu algoritmu. Robustnost je ukázána na vyhlazeńı extrémně
zašuměných povrch̊u. Stabilita je prokázána tak, že k již vyhlazenému
povrchu je přidán šum a takto pozměněný povrch je algoritmem znovu
vyhlazen.

Experimenty jsou zobrazovány stejně jako experimenty v kapitole 3.8.1.
Nejprve jsme testovali robustnost na extrémně zašuměném torusu.

Parametry jsou I1 = 500, I2 = 10000, λ = 0.01 a λu = 0.01. Pr̊uběh
vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 3.9. Na obrázku 3.9(a) je vidět,
že přidaný šum je tak velký, že se některé trojúhelńıky povrchu navzájem

70



(a) (b)

(c)

0 1000 2000 3000 4000 5000

1

2

3

4

5

6

7

8

Iterace

H
/H

0

H
avg

H
min

H
max

(d)

0 1000 2000 3000 4000 5000

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Iterace

U
/U

0

U
avg

U
min

U
max

(e)
1000 2000 3000 4000 5000

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Iterace

S
av

g/S
0

(f)

Obrázek 3.6: Vyhlazováńı zašuměné vázičky. Parametry λ = 0.01 a λu =
0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po 100 iteraćıch. (c) Vyhlazeńı
po 5000 iteraćıch. (d) Funkce křivosti. (e) Funkce neuniformity. (f) Funkce
pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány v kapitole (3.8.1).
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Obrázek 3.7: Vyhlazováńı zašuměné koule s r̊uznými stupni vrchol̊u.
Parametry λ = 0.01 a λu = 0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po
100 iteraćıch. (c) Vyhlazeńı po 5000 iteraćıch. (d) Funkce křivosti. (e) Funkce
neuniformity. (f) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány
v kapitole (3.8.1).
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Obrázek 3.8: Natažeńı hladké śıtě mezi třemi válci. Parametry I = 5000,
λ = 0.01 a λu = 0.001. (a) Vstup algoritmu. (b) Zvětšeńı spoje vstupu.
(c) Vyhlazeńı po 5000 iteraćıch. (d) Zvětšeńı spoje vyhlazeného povrchu.
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protýkaj́ı. V grafu funkce Hmax

H0
(obrázek 3.9(d)) se objevuje velmi vysoká

hodnota pro maximum funkce. Chováńı funkce na okoĺı tohoto maxima je
zp̊usobeno vlastnost́ı funkce velikosti křivosti. Povrch obsahuje vrcholy, které
jsou velmi vytaženy a vyhlazováńım jsou ztahovány k ostatńım vrchol̊um.
V pr̊uběhu stahováńı vrchol̊u nabývaj́ı hodnoty funkćı velikost́ı křivost́ı
maxim, což se projevuje ve funkci Hmax

H0
jako postupný nár̊ust a posléze

postupný pokles hodnoty funkce. Nicméně se vzr̊ustaj́ıćım počtem iteraćı
všechna kritéria klesaj́ı a výsledný objekt je hladký.

V druhém experimentu je vstupem extrémně zašuměná vázička.
Parametry jsou I1 = 500, I2 = 10000, λ = 0.01 a λu = 0.01. Pr̊uběh
vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 3.10. Chováńı funkćı je shodné
s chováńım funkćı experimentu vyhlazováńı vázičky (kapitola 3.8.1). I přes
extrémńı počátečńı šum je výsledný objekt hladký a svým tvarem odpov́ıdá
výsledku z předešlého experimentu (viz. obrázek 3.6).

Ke každému experimentu stability je uveden výsledek tak, že obrázek (a)
zobrazuje zašuměný povrch, obrázek (b) zobrazuje vyhlazený povrch,
obrázek (c) zobrazuje zašuměńı již vyhlazeného povrchu a obrázek (d)
znovu vyhlazený povrch. Zobrazeny jsou také grafy, jejichž popis je shodný
s popisem graf̊u v části 3.8.1 (posunuty o jednu pozici v obrázku). Grafy
zachycuj́ı celý pr̊uběh vyhlazováńı (včetně vyhlazeńı po přidáńı šumu do již
vyhlazeného povrchu).

Nejprve je vstupem zašuměná krychle. Vyhlazeńı s parametry I = 5000,
λ = 0.01 a λu = 0.01. K vyhlazenému povrchu byl přidán šum, který je
větš́ı než šum p̊uvodńı, a povrch byl znovu vyhlazen se shodnými parametry
jako u prvńıho vyhlazeńı. Pr̊uběhy vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na
obrázku 3.11. Na grafech funkćı lze pozorovat, že po přidáńı šumu k již
vyhlazenému povrchu se velmi změńı hodnoty všech funkćı. V pr̊uběhu
daľśıch iteraćı algoritmu se však všechny hodnoty vracej́ı k hodnotám funkćı
před zašuměńım. To znamená, že povrch s přidaným šumem, i když větš́ım
než byl šum p̊uvodńı, je opět vyhlazen do stejného tvaru jako před přidáńım
šumu.

Jako druhý objekt byl zvolen zašuměný torus. Vyhlazeńı s parametry
I = 10000, λ = 0.01 a λu = 0.001. K vyhlazenému povrchu byl přidán šum a
povrch znovu vyhlazen se shodnými parametry jako u prvńıho vyhlazeńı.
Pr̊uběhy vyhlazováńı a př́ıslušné grafy jsou na obrázku 3.12. Opět jsme
doćılili stejných výsledk̊u jako před přidáńım šumu a to jak kvantitativně
(hodnoty kritéríı), tak kvalitativně (tvar objektu).

3.8.3 Výběr lambdy pro křivost a neuniformitu

V této kapitole ukážeme jak volba λ a λu ovlivňuje výsledek algoritmu.
Experimenty jsou provedeny tak, že měńıme hodnotu př́ıslušné lambdy a

ostatńı parametry jsou nastaveny na optimálńı. Výsledky jsou prezentovány
pomoćı tabulek, které zachycuj́ı hodnoty funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro testované
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Obrázek 3.9: Vyhlazováńı extrémně zašuměného torusu. Parametry λ =
0.01 a λu = 0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po 500
iteraćıch. (c) Vyhlazeńı po 10000 iteraćıch. (d) Funkce křivosti. (e) Funkce
neuniformity. (f) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány
v kapitole (3.8.1).
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Obrázek 3.10: Vyhlazováńı extrémně zašuměné vázičky. Parametry λ =
0.01 a λu = 0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po 500
iteraćıch. (c) Vyhlazeńı po 10000 iteraćıch. (d) Funkce křivosti. (e) Funkce
neuniformity. (f) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce jsou definovány
v kapitole (3.8.1).
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Obrázek 3.11: Vyhlazováńı zašuměné krychle. Parametry λ = 0.01 a λu =
0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po 5000 iteraćıch. (c) Přidán šum.
(d) Vyhlazeńı zašuměného povrchu po 5000 iteraćıch. (e) Funkce křivosti.
(f) Funkce neuniformity. (g) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u. Funkce
jsou definovány v kapitole (3.8.1).
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Obrázek 3.12: Vyhlazováńı zašuměného torusu. Parametry λ = 0.01 a λu =
0.001. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeńı po 10000 iteraćıch. (c) Přidán
šum. (d) Vyhlazeńı zašuměného povrchu po 10000 iteraćıch. (e) Funkce
křivosti. (f) Funkce neuniformity. (g) Funkce pr̊uměrného posunu vrchol̊u.
Funkce jsou definovány v kapitole (3.8.1).
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Hodnota Havg/H0 po iteraci

λ 2000 3000 5000 7000 8000 10000

0.1000 0.428 0.431 0.445 0.459 0.467 0.487

0.0100 0.452 0.441 0.426 0.421 0.420 0.418

0.0010 0.464 0.450 0.432 0.423 0.420 0.417

Hodnota Uavg/U0 po iteraci

λ 2000 3000 5000 7000 8000 10000

0.1000 0.306 0.259 0.209 0.188 0.178 0.167

0.0100 0.353 0.298 0.230 0.185 0.169 0.148

0.0010 0.346 0.287 0.220 0.181 0.166 0.144

Hodnota Savg/S0 po iteraci

λ 2000 3000 5000 7000 8000 10000

0.1000 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000

0.0100 0.002 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001

0.0010 0.003 0.003 0.002 0.002 0.002 0.001

Tabulka 3.1: Tabulky hodnot funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro r̊uzné nastaveńı

parametru λ vyhlazovaného torusu (viz. obrázek 3.13). Parametr λu = 0.001.

lambdy. Popis funkćı lze nalézt v 3.8.1.
Experimenty se změnou λ:

Vstupem je zašuměný torus. Parametr λu = 0.001. Výsledek vyhlazováńı
pro nastaveńı parametru λ je v tabulce 3.1 a na obrázku 3.13. Pro nastaveńı
parametru λ = 0.1 je torus vyhlazen, ale jeho tvar je pozměněn a nav́ıc
docháźı se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı k nár̊ustu pr̊uměrné křivosti. Chováńı
pro nastaveńı λ = 0.01 a λ = 0.001 je téměř totožné, torus je vyhlazen bez
pozměněńı tvaru. Proto lze pro vyhlazeńı volit jedno z těchto dvou nastaveńı.

Experimenty se změnou λu:
Vstupem je zašuměný torus, odlǐsný od torusu v předchoźım experimentu.
Parametr λ = 0.01. Výsledek vyhlazováńı pro nastaveńı parametru λu je
v tabulce 3.2 a na obrázku 3.14. Pro nastaveńı λu = 0.1 neńı dosaženo
vyhlazeńı. Pro nastaveńı λu = 0.01 je torus vyhlazen a ze všech nastaveńı
je dosaženo pro maximálńı iteraci nejmenš́ı křivosti a neuniformity. Pro
nastaveńı λu = 0.001 je dosaženo vyhlazeńı, ale hodnota neuniformity je
větš́ı než pro nastaveńı λu = 0.01. Proto je pro vyhlazeńı nejvhodněǰśı volit
λu = 0.01.

3.8.4 Volba iteračńıho schématu

V této kapitole ukážeme, jak volba schématu ovlivňuje výsledek algoritmu.
Experiment je proveden tak, že měńıme parametry Th a Tu. Ostatńı

parametry jsou nastaveny na optimálńı. Výsledky jsou prezentovány stejně
jako v předchoźım experimentu (kapitola 3.8.3).

Vstupem algoritmu je zašuměná vázička. Parametry algoritmu jsou λ =
0.01 a λu = 0.01. Výsledek nastaveńı parametr̊u Th a Tu je v tabulce 3.3.
Obrázek 3.15 zobrazuje výsledky vyhlazeńı povrchu s r̊uzně nastavenými
schématy. Pokud je vázička vyhlazována jen kritériem křivosti (Th = 100
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3.13: Vyhlazováńı torusu pro r̊uzné nastaveńı parametru λ.
Parametr λu = 0.001. Data k pr̊uběhu vyhlazováńı jsou v tabulce
3.1. (a) Vstup algoritmu. (b) Parametr λ = 0.1. (c) Parametr λ = 0.01.
(d) Parametr λ = 0.001.
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3.14: Vyhlazováńı torusu pro r̊uzné nastaveńı parametru λu.
Parametr λ = 0.01. Data k pr̊uběhu vyhlazováńı jsou v tabulce 3.2. (a) Vstup
algoritmu. (b) Parametr λu = 0.1. (c) Parametr λu = 0.01. (d) Parametr
λu = 0.001.
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Hodnota Havg/H0 po iteraci

λu 800 1700 2500 3300 4200 5000

0.1000 0.283 0.275 0.271 0.270 0.271 0.274

0.0100 0.205 0.193 0.190 0.189 0.188 0.188

0.0010 0.221 0.212 0.208 0.204 0.201 0.199

Hodnota Uavg/U0 po iteraci

λu 800 1700 2500 3300 4200 5000

0.1000 0.029 0.024 0.022 0.021 0.021 0.020

0.0100 0.104 0.067 0.058 0.053 0.051 0.049

0.0010 0.302 0.254 0.222 0.197 0.176 0.160

Hodnota Savg/S0 po iteraci

λu 800 1700 2500 3300 4200 5000

0.1000 0.006 0.005 0.005 0.005 0.004 0.004

0.0100 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001

0.0010 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000

Tabulka 3.2: Tabulky hodnot funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro r̊uzné nastaveńı

parametru λu vyhlazovaného torusu (viz. obrázek 3.14). Parametr λ = 0.01.

a Tu = 0), triangulovaná śıt’ je po vyhlazeńı velmi nerovnoměrná. Pokud
je vyhlazována jen na kritérium neuniformity (Th = 0 a Tu = 100), kolem
vrchol̊u vázičky vzniká pravidelné okoĺı, ale křivost je zvětšena. Nejvhodněǰśı
nastaveńı, vzhledem k velikosti křivosti (po 5000 iteraćıch), je Th = Tu = 50.
Vzhledem k velikosti neuniformity, je však výhodněǰśı nastaveńı Th = 30 a
Tu = 70. Toto nastaveńı je i vizuálně nejlépe vyhlazeno.

3.8.5 Shrnut́ı

V této kapitole shrneme provedené experimenty.
Výstupem algoritmu jsou vyhlazené uzavřené povrchy, které nejsou

smrštěné. Bylo také ukázáno, že vyhlazeńım jsou zachovány inflexńı body,
které povrch obsahoval před zašuměńım. Algoritmus je schopný vyhladit
i extrémně zašuměné povrchy a pokud je vyhlazený povrch zašuměn a
následně opět vyhlazen, výstupem je povrch stejného tvaru, jako před
zašuměńım. Experimenty také prokázaly, že je možné algoritmus využ́ıt
pro natažeńı hladké śıtě mezi několika objekty. Experimenty ukázaly, že
neńı možné (jako u křivek) přesně ř́ıci jedno vhodné nastaveńı parametr̊u
algoritmu. Uvedeme ty parametry, které vedly nejčastěji k vyhlazenému
povrchu: Parametry λ = 0.01, λu = 0.01, nebo λu = 0.001. Parametry pro
volbu schématu jsou Th = 50 a Tu = 50, nebo Th = 30 a Tu = 70. Parametry
posunu jsou Sh = 0.00001 a Su = 0.00001.
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(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 3.15: Vyhlazováńı zašuměné vázičky r̊uznými schématy (nastaveńı
parametr̊u Th a Tu). Parametry λ = 0.01 a λu = 0.01. Data k pr̊uběhu
vyhlazováńı jsou v tabulce 3.3. (a) Vstup algoritmu. (b) Parametry Th = 100
a Tu = 0. (c) Parametry Th = 70 a Tu = 30. (d) Parametry Th = 50 a Tu = 50.
(e) Th = 30 a Tu = 70 (f) Th = 0 a Tu = 100.
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Hodnota Havg/H0 po iteraci

Th/Tu 800 1700 2500 3300 4200 5000

0/100 0.910 0.926 0.904 0.847 0.786 0.737

30/70 0.311 0.278 0.272 0.270 0.271 0.275

50/50 0.292 0.276 0.267 0.258 0.254 0.254

70/30 0.300 0.289 0.280 0.274 0.268 0.262

100/0 0.319 0.322 0.327 0.327 0.328 0.329

Hodnota Uavg/U0 po iteraci

Th/Tu 800 1700 2500 3300 4200 5000

0/100 0.243 0.227 0.211 0.202 0.204 0.207

30/70 0.240 0.196 0.175 0.163 0.154 0.147

50/50 0.281 0.226 0.197 0.188 0.182 0.181

70/30 0.357 0.266 0.230 0.213 0.198 0.193

100/0 0.764 0.744 0.740 0.736 0.737 0.744

Hodnota Savg/S0 po iteraci

Th/Tu 800 1700 2500 3300 4200 5000

0/100 0.243 0.227 0.212 0.202 0.204 0.208

30/70 0.016 0.013 0.011 0.011 0.010 0.010

50/50 0.018 0.015 0.013 0.012 0.012 0.012

70/30 0.023 0.017 0.015 0.014 0.013 0.013

100/0 0.007 0.005 0.003 0.003 0.002 0.003

Tabulka 3.3: Tabulky hodnot funkćı Havg

H0
, Uavg

U0
a Savg

S0
pro r̊uzná schémata

(nastaveńı parametr̊u Th a Tu) vyhlazované zašuměné vázičky (viz.
obrázek 3.15). Parametry λ = 0.01, λu = 0.01.
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Kapitola 4

Vyhlazováńı povrch̊u
s hranicemi

Tato kapitola popisuje vyhlazováńı povrch̊u s hranicemi.

4.1 Rozděleńı vrchol̊u povrchu a nalezeńı

hranic

Necht’ S je diskrétně zadaný povrch s hranicemi, dále jen povrch s hranicemi,
na kterém chceme provádět vyhlazováńı. Definice povrchu a použ́ıvaný zápis
jsou shodné se zápisem pro uzavřený povrch v kapitole 3.3.

Vrcholy povrchu S rozděĺıme na dvě skupiny: vrcholy, které lež́ı uvnitř
povrchu, a vrcholy hraničńı, které lež́ı na některé z hranic povrchu. Hraničńı
vrchol lze definovat jako vrchol, pro který existuje alespoň jedna hrana, která
tento vrchol obsahuje, taková, že je obsažena právě v jednom trojúhelńıku
ze všech trojúhelńık̊u povrchu.

Hraničńı vrcholy tvoř́ı t uzavřených hranic povrchu, kde t ≥ 0. Soubor
těchto hranic budeme v daľśım textu označovat B.

4.2 Algoritmus vyhlazeńı

Myšlenkou algoritmu pro vyhlazováńı povrch̊u s hranicemi je využit́ı
již uvedených algoritmů pro vyhlazováńı křivek a uzavřených povrch̊u.
Algoritmus pro vyhlazeńı povrchu s hranicemi poṕı̌seme takto:

Dokud nejsou splněny ukončovaćı podmı́nky, opakuj pro každou j-tou
iteraci algoritmu:

1. Pro každou hranici z B aplikuj algoritmus vyhlazeńı křivky (viz. 4.3).

2. Pro všechny vrcholy povrchu, které nejsou hraničńı, aplikuj algoritmus
vyhlazeńı povrchu (viz. 4.4).
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4.3 Algoritmus vyhlazeńı hranice

Algoritmus pro vyhlazeńı hranice je shodný s algoritmem pro vyhlazeńı
samostatné křivky (viz. kapitola 2). Výsledkem vyhlazováńı jsou nové vrcholy
hranice, kterými nahrad́ıme odpov́ıdaj́ıćı vrcholy povrchu.

4.4 Algoritmus vyhlazeńı povrchu

Algoritmus pracuje shodně jako algoritmus pro vyhlazeńı uzavřeného povrchu
(viz. kapitola 3) až na krok, kdy je v k-té iteraci algoritmu určována nová
hodnota křivosti Hk+1 ve vrcholu ak. Neuniformita se urč́ı zcela shodně pro
všechny vrcholy povrchu jako na uzavřeném povrchu.
Postup pro uzavřený povrch: Nová hodnota křivosti ve vrcholu ak je
definována předpisem:

Hk+1 = (1− λ)Hk + λH̄k, 0 < λ < 1, (4.1)

kde

H̄k =

∑n
i=1 sk

i ·Hk
i

n
. (4.2)

Výraz Hk
i označuje velikost křivosti bezprostředńıho souseda vrcholu ak a sk

i

je znaménko přenosu vektoru křivosti Hk
i .

Mezi vrcholy povrchu s hranićı existuj́ı takové vrcholy, jejichž množina
bezprostředńıch soused̊u obsahuje alespoň jeden vrchol, který je hraničńı.
V hraničńım vrcholu nepoč́ıtáme Hk a neńı tedy možné ani určit znaménko
přenosu sk

i .
Novou hodnotu křivosti ve vrcholu ak tedy urč́ıme jen pomoćı

bezprostředńıch soused̊u, kteř́ı nejsou hraničńı. Vzorec pro výpočet nové
hodnoty křivosti tedy z̊ustane zachován, ale změńı se vyhodnoceńı proměnné
H̄k. Tedy

H̄k =

∑n
i=1 sk

i ·Hk
i

n
, (4.3)

kde Hk
i je velikost křivosti bezprostředńıho nehraničńıho souseda vrcholu ak,

n je počet nehraničńıch soused̊u a sk
i je znaménko přenosu vektoru křivosti

Hk
i .

Speciálńı př́ıpad:
Mezi nehraničńımi vrcholy povrchu mohou existovat takové, jejichž

všichni bezprostředńı sousedi jsou hraničńı vrcholy. V tomto př́ıpadě by
u vzorce pro výpočet nové hodnoty křivosti docházelo k dělěńı nulou.
Definujeme výpočet nové hodnoty křivosti jako

Hk+1 = (1− λ)Hk, 0 < λ < 1. (4.4)
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4.5 Pr̊uběh a ukončovaćı podmı́nky

algoritmů

Pro běh a ukončeńı algoritmu je nutné zvolit několik konstant. V daľśım
textu budeme algoritmus pro vyhlazeńı povrchu s hranicemi označovat jako
algoritmus A, podalgoritmus algoritmu A pro vyhlazeńı křivek jako C a
podalgoritmus algoritmu A pro vyhlazeńı uzavřených povrch̊u jako S.

1. Konstanty pro běh algoritmu vyhlazuj́ıćı povrch s hranicemi
(algoritmus A):

(a) Konstanta Cswitch určuje počet iteraćı, které maj́ı být provedeny
podalgoritmem C v jedné iteraci j algoritmu A.

(b) Konstanta Sswitch určuje počet iteraćı, které maj́ı být provedeny
podalgoritmem S v jedné iteraci j algoritmu A.

(c) CmaxIter určuje maximálńı počet iteraćı, které je možné provést
algoritmem C za celý běh algoritmu A. Iterace podalgoritmu C se
v pr̊uběhu běhu algoritmu A sč́ıtaj́ı. Pokud je dosaženo CmaxIter,
v daľśıch kroćıch již podalgoritmus C neńı spouštěn.

(d) SmaxIter určuje maximálńı počet iteraćı, které je možné provést
podalgoritmem S za celý běh algoritmu A. Iterace podalgoritmu S
se v pr̊uběhu běhu algoritmu A sč́ıtaj́ı. Pokud je dosaženo SmaxIter,
v daľśıch kroćıch již podalgoritmus S neńı spouštěn.

(e) Csum je konstanta určuj́ıćı minimálńı př́ıpustný pr̊uměr posunu
všech vrchol̊u křivky v pr̊uběhu běhu podalgoritmu C. Pokud
je pr̊uměr posun̊u vrchol̊u křivky menš́ı než daná konstanta, je
podalgoritmus C ukončen a v daľśıch kroćıch algoritmu A již neńı
spouštěn.

(f) Ssum je konstanta určuj́ıćı minimálńı př́ıpustný pr̊uměr posunu
všech nehraničńıch vrchol̊u povrchu v pr̊uběhu běhu podalgoritmu
S. Pokud je pr̊uměr posun̊u vrchol̊u křivky menš́ı než daná
konstanta, je podalgoritmus S ukončen a v daľśıch kroćıch
algoritmu A neńı spouštěn.

2. Konstanty pro běh podalgoritmu C a podalgoritmu S:

(a) Konstanty λ a λu určuj́ı lambdu pro výpočet nové hodnoty křivosti
a nové hodnoty neuniformity ve vrcholu.

(b) Konstanty CHswitch
a CUswitch

(analogicky SHswitch
a SUswitch

) určuj́ı,
po kolika iteraćıch se bude měnit kritérium, podle kterého se
pracuje. Pokud je pracováno s kritériem křivosti a bylo takto
provedeno CHswitch

iteraćı, algoritmus v daľśım kroku začne
pracovat s kritériem neuniformity a je provedeno CUswitch

iteraćı,
pak se opět začne pracovat podle kritéria křivosti.
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Ukončeńı algoritmu A nástává v př́ıpadech:

1. Pokud podalgoritmus C již doběhl (viz. konstanty pro běh algoritmu)
a poté doběhl podalgoritmus S.

2. Pokud podalgoritmus S skončil na maximálńı počet iteraćı a poté
doběhl podalgoritmus C.

Poznámka: V př́ıpadě, že podalgoritmus S doběhl na sumu, je možné po
provedeńı filtrace podalgoritmem C dále pokračovat v běhu podalgoritmem
S.

4.6 Experimenty

V této kapitole ukážeme výsledky implementace algoritmu pro vyhlazováńı
povrch̊u s hranicemi. Uvedeme experimenty, které prokazuj́ı robustnost a
stabilitu algoritmu. Na závěr kapitoly uvedeme výsledky na reálných datech.

V celé kapitole budeme použ́ıvat jednotné značeńı pro vstupńı parametry
algoritmu. Všechny parametry zač́ınaj́ıćı ṕısmenem C nálež́ı k vyhlazováńı
hranice (křivky) a všechny parametry zač́ınaj́ıćı ṕısmenem S nálež́ı
k vyhlazováńı povrchu bez zadané hranice. Parametr Cλ určuje velikost
difusńıho kroku pro kritérium křivosti (viz. (2.7)) a parametr Cλu určuje
velikost difusńıho kroku pro kritérium neuniformity (viz. (2.13)), pro hranici.
Analogicky pro parametry Sλ (viz. (3.7)) a Sλu (viz. (3.18)) pro povrch.
Parametry CmaxIter a SmaxIter určuj́ı maximálńı počet iteraćı pro hranici a
povrch. Paramety Csum a Ssum určuj́ı minimálńı př́ıpustný pr̊uměr všech
posun̊u vrchol̊u pro hranici a povrch. Parametry CHswitch

a CUswitch
určuj́ı po

kolika iteraćıch se bude měnit kritérium vyhlazováńı pro hranici. Obdobně
pro parametry SHswitch

a SUswitch
pro povrch. Podrobněǰśı popis parametr̊u

lze nalézt v kapitole 4.5.
U popisu každého experimentu budou popsány parametry, které jsou

zvoleny jinak, než je jejich předdefinovaná hodnota. Parametry Sλ, Sλu ,
Cλ a Cλu jsou uváděny vždy. Parametry CmaxIter a SmaxIter jsou uváděny,
jen pokud algoritmus nedokonvergoval. Jinak je uveden počet iteraćı, pro
které algoritmus dokonvergoval. Pokud parametr neńı v popisu experimentu
uveden, jeho hodnota je:

• Csum = 0.0001,

• Ssum = 0.00001,

• CHswitch
= 50,

• CUswitch
= 50,

• SHswitch
= 50,
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(a) (b)

Obrázek 4.1: Vyhlazeńı zašuměného rovinného čtverce. Parametry jsou
SmaxIter = 5000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Algoritmus
vyhlazeńı hranice dokonvergoval po 1404 iteraćıch. (a) Vstup algoritmu.
(b) Vyhlazený povrch.

• SUswitch
= 50.

Experimentálně bylo ověřeno, že nastaveńı parametr̊u Cswitch a Sswitch

(viz. kapitola 4.5) nemá na výsledek algoritmu vliv. Všechny experimenty
jsou prováděny tak, že je nejdř́ıve vyhlazena křivka a poté povrch.

4.6.1 Základńı funkce

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které ukazuj́ı základńı funkci
algoritmu.

Ke každému experimentu je uveden výsledek tak, že obrázek (a) zobrazuje
vstup algoritmu, obrázek (b) zobrazuje vyhlazený povrch s hranicemi.

V prvńım experimentu je vstupem zašuměný čtverec. Parametry jsou
Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Algoritmus vyhlazeńı
hranice dokonvergoval po 1404 iteraćıch. Vyhlazováńı povrchu skončilo po
SmaxIter = 5000 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı je na obrázku 4.1. Po vyhlazeńı
je śıt’ uvnitř objektu rovnoměrná. Na hranićıch se objevuj́ı nerovnoměrnosti,
které jsou však zp̊usobeny vstupńımy daty. Výsledný objekt je téměř rovinný
d́ıky velikosti vstupńıho šumu.

V daľśım experimentu je vstupem zašuměná moebiova páska. Parametry
jsou Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.01 a Cλu = 0.01. Algoritmus vyhlazeńı
hranice dokonvergoval po 434 iteraćıch. Vyhlazováńı povrchu skončilo po
SmaxIter = 5000 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı je na obrázku 4.2. Výhlazeńım
zašuměné moebiovy pásky byly odstraněny nepěkné dlouhé trojúhelńıky na
okraj́ıch povrchu a povrch pásky je po vyhlazeńı hladký.
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(a) (b)

Obrázek 4.2: Vyhlazeńı zašuměné moebiovy pásky. Parametry jsou SmaxIter =
5000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.01 a Cλu = 0.01. Algoritmus vyhlazeńı
hranice dokonvergoval po 434 iteraćıch. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazený
povrch.

4.6.2 Robustnost a stabilita

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které prokazuj́ı robustnost
a stabilitu algoritmu. Robustnost je ukázána na vyhlazeńı extrémně
zašuměného povrchu s hranicemi. Stabilita je prokázána tak, že k již
vyhlazenému povrchu je přidán šum a takto pozměněný povrch je algoritmem
znovu vyhlazen.

Experimenty jsou zobrazovány stejně jako experimenty v kapitole 4.6.1.
Nejprve jsme testovali robustnost na extrémně zašuměném sedle,

na kterém budeme pozorovat, zda algoritmus zachovává inflexńı body.
Parametry jsou Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Algoritmus
vyhlazeńı hranice dokonvergoval po 1694 iteraćıch. Vyhlazováńı povrchu
skončilo po SmaxIter = 10000 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı je na obrázku 4.3.
I přes extrémńı šum je povrch vyhlazen a inflexńı body jsou zachovány.

V daľśım experimentu je vstupem extrémně zašuměný rovinný čtverec.
Parametry jsou Sλ = 0.01, Sλu = 0.001, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01.
Algoritmus vyhlazeńı hranice dokonvergoval po 1527 iteraćıch. Vyhlazováńı
povrchu skončilo po SmaxIter = 5000 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı je na
obrázku 4.4. Vyhlazeńım extrémně zašuměného čtverce nebyl źıskán kruh,
což je ale vzhledem k vstupńımu povrchu akceptovatelné. Vyhlazený povrch
je, narozd́ıl od vstupu, téměř rovinný.

K experimentu stability je uveden výsledek tak, že obrázek (a) zobrazuje
vstup algoritmu, obrázek (b) zobrazuje vyhlazený povrch, obrázek (c)
zobrazuje zašuměńı již vyhlazeného povrchu s hranicemi a obrázek (d) znovu
vyhlazený povrch.
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(a) (b)

Obrázek 4.3: Vyhlazeńı extrémně zašuměného sedla. Parametry jsou
SmaxIter = 10000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Algoritmus
vyhlazeńı hranice dokonvergoval po 1694 iteraćıch. (a) Vstup algoritmu.
(b) Vyhlazený povrch.

(a) (b)

Obrázek 4.4: Vyhlazeńı extrémně zašuměného čtverce. Parametry jsou
SmaxIter = 5000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.001, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Algoritmus
vyhlazeńı hranice dokonvergoval po 1527 iteraćıch. (a) Vstup algoritmu.
(b) Vyhlazený povrch.
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Vstupem experimentu je zašuměné sedlo. Parametry jsou Sλ = 0.01,
Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Algoritmus vyhlazeńı hranice
dokonvergoval po 4076 iteraćıch. Vyhlazováńı povrchu skončilo po SmaxIter =
10000 iteraćıch. K vyhlazenému povrchu byl přidán šum, který je mnohem
větš́ı než prvńı šum, a povrch byl znovu vyhlazen se shodnými parametry
lambd a SmaxIter jako u prvńıho vyhlazeńı. Algoritmus vyhlazeńı hranice
dokonvergoval po 677 iteraćıch. Vyhlazováńı povrchu skončilo po SmaxIter =
10000 iteraćıch. Pr̊uběh vyhlazováńı je na obrázku 4.5. I přes velké druhé
zašuměńı sedla je výsledek vyhlazováńı, až na malé lokálńı rozd́ıly, shodný
s výsledkem prvńıho vyhlazeńı.

4.6.3 Reálná data

V této kapitole uvedeme experimenty na reálných datech.
Vstupńımi daty pro experimenty na reálných datech jsou triangulované

povrchy s hranićı, které zachycuj́ı obličej. Vzhledem k tomu, že jsou
data źıskána 3D rekonstrukćı, obsahuj́ı velký šum. Daľśım problémem je
špatná triangulace povrchu. To je zp̊usobeno za prvé převodem šupin na
triangulovaný povrch a za druhé t́ım, že při sńımáńı obličeje nebyla některá
mı́sta nasńımána a v těchto mı́stech tedy chyb́ı informace o povrchu.

Vzhledem k triangulaci jsme se rozhodli provést experiment tak, že jsme
prvńıch 50 krok̊u algoritmu vyhlazovali jen podle kritéria neuniformity. Toto
vyhlazeńı velmi zlepšilo triangulaci povrchu a t́ım také urychlilo a zlepšilo
daľśı vyhlazováńı (5000 iteraćı), které bylo provedeno jen podle kritéria
křivosti.

Prvńı experiment byl proveden na povrchu, který obsahuje 26194 vrchol̊u
a 51879 trojúhelńık̊u. Povrch je zachycen na obrázku 4.6(a). Na obrázku
4.6(b) je zvětšená část vstupńıho povrchu v oblasti přechodu obličeje a krku.

Parametry prvńıho vyhlazeńı (jen kritérium neuniformity) jsou SmaxIter =
50, CmaxIter = 50, Sλ = 0, Sλu = 0.1, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. Výsledek
prvńıho vyhlazeńı je na obrázku 4.6(c). Pozorujeme, že křivost povrchu
vzrostla, ale triangulace povrchu se výrazně zlepšila, což lze pozorovat na
zvětšené části, která je na obrázku 4.6(d). Zvětšená část zachycuje stejnou
oblast jako je na obrázku 4.6(b).

Parametry druhého vyhlazeńı (jen kritérium křivosti) jsou SmaxIter =
5000, CmaxIter = 5000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01.
Výsledek druhého vyhlazeńı je na obrázku 4.6(e). Pozorujeme výrazné
zlepšeńı. Nejvýrazněji je změna pozorovatelná na vlasech a ĺımečku košile. Na
obrázku 4.6(f) je zvětšená část vyhlazeného povrchu. Výřez opět zachycuje
stejnou oblast jako výřez vstupńıho povrchu. Pokud porovnáme výřezy po
prvńım a druhém vyhlazeńı, je vidět, že triangulace povrchu je rovnoměrněǰśı
po prvńım vyhlazováńı. Pokud se ale soustřed́ıme na jednotlivé trojúhelńıky
lze pozorovat, že povrch po prvńım vyhlazeńı je méně hladký než povrch
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 4.5: Vyhlazeńı zašuměného sedla. Parametry Sλ = 0.01, Sλu = 0.01,
Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazený povrch.
Parametr SmaxIter = 10000. Algoritmus vyhlazeńı hranice dokonvergoval
po 4076 iteraćıch. (c) Přidán šum. (d) Vyhlazeńı zašuměného povrchu.
Parametr SmaxIter = 10000. Algoritmus vyhlazeńı hranice dokonvergoval po
677 iteraćıch.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 4.6: Vyhlazeńı obličeje. (a) Vstupńı povrch. (b) Zvětšená
část povrchu. (c) Povrch po prvńım vyhlazeńı (kritérium neuniformity).
Parametry jsou SmaxIter = 50, CmaxIter = 50, Sλ = 0, Sλu = 0.1, Cλ = 0.1
a Cλu = 0.01. (d) Zvětšená část po prvńım vyhlazeńı. (e) Povrch po
druhém vyhlazeńı (kritérium křivosti). Parametry jsou SmaxIter = 5000,
CmaxIter = 5000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. (f) Zvětšená
část po druhém vyhlazeńı.
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(a) (b)

Obrázek 4.7: Oblast výskytu trojúhelńık̊u, u kterých by bylo možné provést
přetriangulováńı. (a) Oblast bez zvýrazněné triangulace. (b) Oblast se
zvýrazněnou triangulaćı.

po druhém vyhlazeńı (větš́ı rozd́ıly ve stupńıch šedi mezi sousedńımi
trojúhelńıky).

Ve výsledku druhého vyhlazováńı jsme pozorovali, že pokud bychom
v pr̊uběhu vyhlazováni změnili triangulaci tak, že bychom některé dvojice
trojúhleńık̊u triangulovali druhou diagonálou, výsledek vyhlazováńı by se
zlepšil. Změnou diagonály by vzniky trojúhelńıky, které se mohou lépe
přizp̊usobit tvaru povrchu v jejich okoĺı. Výskyt takových trojúhelńık̊u je
možné nalézt např́ıklad v okoĺı pravé nosńı d́ırky (obrázky 4.7(a) a 4.7(b)).

Druhý experiment byl proveden na povrchu, který obsahuje 49566
vrchol̊u a 98766 trojúhelńık̊u. Povrch je zachycen na obrázku 4.8(a) a na
obrázku 4.8(b). Triangulace obsahuje vrcholy se stupněm tři, ale také vrcholy
se stupněm třicet a nav́ıc jsou v triangulaci obsaženy jak velké trojúhelńıky,
tak i trojúhelńıky, které jsou téměř degenerované. Na obrázku 4.8(e) je
zvětšená část vstupńıho povrchu, kde je vidět triangulace povrchu.

Parametry prvńıho i druhého vyhlazeńı jsou shodné s parametry
předchoźıho experimentu. Na obrázku 4.8(c) a 4.8(d) je vyhlazený povrch
a na obrázku 4.8(f) je výřez části vyhlazeného povrchu, který se shoduje
s výřezem části vstupńıho povrchu. Na výřezu je v levém horńım rohu vidět
velmi protáhlé trojúhelńıky. Ty jsou zp̊usobeny špatnou triangulaćı vstupu, a
to převázně velkými rozd́ıly mezi stupni vrchol̊u. Celkově však lze pozorovat
výrazné zlepšeńı proti vstupńımu povrchu.

4.6.4 Shrnut́ı

V této kapitole shrneme provedené experimenty.
Experimenty prokázaly, že volba vyhlazovat povrch s hranićı kombinaćı

algoritmů pro vyhlazováńı křivek a uzavřených povrch̊u je dobrá. Spojeńım
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 4.8: Vyhlazeńı obličeje. (a) Obličej z anfasu. Vstupńı povrch.
(b) Obličej z profilu. Vstupńı povrch. (c) Obličej z anfasu. Povrch po
druhém vyhlazeńı (kritérium křivosti). Parametry jsou SmaxIter = 5000,
CmaxIter = 5000, Sλ = 0.01, Sλu = 0.01, Cλ = 0.1 a Cλu = 0.01. (d) Obličej z
profilu. Povrch po druhém vyhlazeńı. (e) Zvětšená část vstupńıho povrchu.
(f) Zvětšená část po druhém vyhlazeńı.
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algoritmů pro křivky a uzavřené povrchy tedy vznikl algoritmus, jehož
výstupem jsou vyhlazené povrchy s hranićı. Nav́ıc bylo ukázáno, že je
algoritmus schopný vyhladit i extrémně zašuměnné povrchy s hranićı a,
pokud do již vyhlazeného povrchu přidáme šum a znovu jej vyhlad́ıme,
výstupem algoritmu je povrch, jehož tvar je shodný s tvarem povrchu před
zašuměńım.

Experimentálně bylo také ověřeno, že lze nejdř́ıve vyhladit hranici a
poté vyhladit vnitřńı vrcholy povrchu. Neńı tedy nutné v pr̊uběhu algoritmu
tato vyhlazováńı stř́ıdat. Nastaveńı parametr̊u je vhodné použ́ıt shodné jako
v př́ıpadě vyhlazováńı křivky a uzavřeného povrchu.

Algoritmus jsme vyzkoušeli také na reálných datech, která zachycuj́ı 3D
modely obličej̊u. Experimenty prokázaly schopnost algoritmu zpracovávat
i extrémně velké množiny dat (35000 vrchol̊u a 100000 trojúhelńık̊u).
I přes to, že data obsahovala velký šum a triangulace povrchu byla velmi
nerovnoměrná, výstupem algoritmů byly vyhlazené povrchy.
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Kapitola 5

Závěr

Ćılem této práce bylo navrhnout algoritmus, který řeš́ı úlohu vyhlazováńı
diskrétně zadaného povrchu s hranićı, reprezentovaného triangulovanou śıt́ı.
Na algortimus byl kladen požadavek, aby jeho výstupem byl vyhlazený
povrch s hranićı, který neńı smrštěný. Algoritmus by neměl měnit triangulaci
śıtě a vyhlazeńı by tedy mělo být provedeno jen změnou polohy vrchol̊u śıtě.

Aby bylo možné navrhnout samotný algoritmus pro vyhlazeńı povrchu
s hranićı, nejdř́ıve byly navrženy algoritmy pro vyhlazeńı křivky a uzavřeného
povrchu. Z nich bylo čerpáno při vytvářeńı konečného řešeńı algoritmu.
Vnitřńı vrcholy povrchu s hranićı jsou vyhlazovány algoritmem pro
vyhlazováńı uzavřeného povrchu a hranice je vyhlazována algoritmem pro
vyhlazováńı křivky.

Nad zadanou diskrétńı množinou vrchol̊u (křivky či povrchu) definujeme
dvě kritéria optimalizace (obě diskrétně): křivost pro źıskáńı hladkosti
a neuniformitu pro doćıleńı regularity. Obě kritéria jsou definována
jen na základě bezprostředńıch soused̊u vrcholu. Tato definice umožňuje
lepš́ı a rychleǰśı práci s vrcholy a zároveň zachovat tvarový charakter
vstupńı množiny. Vyhlazováńı provád́ıme nezávisle podle jednotlivých kritéríı
algoritmem diskrétńı difuse.

Ćıl práce byl splněn. Byl navržen algoritmus, který řeš́ı úlohu vyhlazováńı
povrchu s hranićı. Z povrchu je tedy odstraněn šum a triangulovaná śıt’

je rovnoměrná. Experimentálně bylo ověřeno na testovaćıch i reálných
datech, že výstupem algoritmu jsou vyhlazené objekty. Výhodou algoritmu
je zachováńı velikosti i základńıho tvaru objektu a nesmrštěńı povrchu
v pr̊uběhu vyhlazeńı. Nevýhodou algoritmu je nutnost velkého počtu iteraćı
k vyhlazeńı rozsáhlých dat.

Jedno z možných rozš́ı̌reńı do budoucna je navržeńı algoritmu, který by
v pr̊uběhu vyhlazováńı zlepšoval triangulaci śıtě. Experimenty prokázaly, že
změna triangulace by v některých př́ıpadech vedla na lépe vyhlazený povrch.

Daľśı z možných rozš́ı̌reńı je změna pohledu na povrch s hranićı jako
na jeden celek. Hranice povrchu by již nebyla oddělována od povrchu, ale
zpracována stejně jako zbytek povrchu.
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Závěrem můžeme ř́ıct, že navržený algoritmus vyhlazuje mı́rně zašuměná
data i data s extrémńım šumem. Lze jej tedy použ́ıt nejen k vyhlazováńı
synteticky vytvořených dat, ale i v praxi k vyhlazováńı dat źıskaných
metodou 3D rekonstrukce, což bylo hlavńı motivaćı k práci.
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Dodatek A

Implementace algoritmu
vyhlazováńı uzavřené křivky

Kapitola popisuje implementaci algoritmu vyhlazováńı uzavřené křivky.
Implementace algoritmu je vytvořena pro program Matlab. Funkce pro
vyhlazováńı křivky se jmenuje closedCurveFairing.

A.1 Vyhlazeńı křivky

V této kapitole ukážeme, jak lze v Matlabu použ́ıt funkci
closedCurveFairing k vyhlazeńı křivky.

Př́ıklad použit́ı funkce:

%Načtenı́ proměnných. V tomto přı́padě matice,

%která obsahuje vrcholy křivky.

curveVariables = ’dvanactiuhelnikRand’;

load(curveVariables);

%Zacyklenı́ křivky kvůli vykreslenı́.

Z = [U U(:,1)];

%Vykreslenı́ vstupnı́ křivky (modře).

handle = line(Z(1,:),Z(2,:),Z(3,:));

set(handle,’LineStyle’,’-’,’Marker’,’+’,’color’,[0 0 1],

’LineWidth’,1.0);

axis equal

hold on

%Nastavenı́ parametru pro funkci vyhlazovánı́ křivky.

max_iter = 500;

lambda = 0.1;

unif_lambda = 0.01;
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%Volánı́ funkce pro vyhlazenı́ křivky. Parametry sum, switch,

%unif_switch a epsilon nejsou nastaveny. Budou použity

%předdefinované hodnoty.

[U1] = closedCurveFairing(U,[max_iter, lambda, unif_lambda]);

%Zacyklenı́ vyhlazené křivky.

Z1 = [U1 U1(:,1)];

%Vykreslenı́ vyhlazené křivky (červeně).

handle = line(Z1(1,:),Z1(2,:),Z1(3,:));

set(handle,’LineStyle’,’-’,’Marker’,’+’,’color’,[1 0 0],

’LineWidth’,1.0);

%Popis křivek v obrázku.

legend(’vstup’,’vyhlazeno’);

A.2 Vstupńı a výstupńı parametry funkce

V této kapitole poṕı̌seme vstupńı a výstupńı parametry funkce
closedCurveFairing a jejich strukturu.

Voláńı funkce closedCurveFairing:

[U1] = closedCurveFairing(U,

[max_iter, lambda, unif_lambda, sum,

switch, unif_switch, epsilon])

Podrobně poṕı̌seme vstupńı parametry funkce:

• U (povinný parametr)
Posloupnost vrchol̊u křivky, která má být vyhlazena. Vcholy jsou
zadány matićı MxN , kde M = 3 a N je počet vrchol̊u křivky.
Jeden sloupec matice tedy obsahuje souřadnice [x, y, z] vrcholu křivky.
Křivka nesmı́ být zacyklena (prvńı vrchol křivky nesmı́ být zopakován
v posledńım sloupci matice) !

Následuj́ıćı parametry jsou nepovinné. Lze tedy zapsat jen []. Parametry pak
budou nastaveny na předdefinované hodnoty. Možné je také vynechat jen
některé z parametr̊u. To však muśı být provedeno tak, že jsou vynechány
i parametry, které v parametrech následuj́ı.

• max iter Maximálńı počet iteraćı pro vyhlazováńı křivky. V jedné
iteraci je proveden posun všech vrchol̊u křivky. Celkový počet iteraćı
je spoč́ıtán jako součet iteraćı obou kritéríı, které jsou provedeny
v pr̊uběhu vyhlazováńı. Předdefinovaná hodnota je 100. Parametr je
podmı́nkou pro ukončeńı algoritmu.
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• lambda

Parametr je použit k výpočtu velikosti nové křivosti. Předdefinovaná
hodnota je 0.1.

• unif lambda

Parametr je použit k výpočtu velikosti nové neuniformity.
Předdefinovaná hodnota je 0.01. Pokud je zadán parametr lambda

a parametr unif lambda zadán neńı, pak je hodnota unif lambda

nastavena na hodnotu lambda.

• sum

Minimálńı pr̊uměrný posun vrchol̊u křivky. Tento parametr je
v implementaci vynásoben pr̊uměrnou délkou hrany. Takto źıskaná
konstanta je podmı́nkou pro ukončeńı algoritmu. Předdefinovaná
hodnota je 0.0001.

• switch a unif switch

Algoritmus vyhlazováńı pracuje switch iteraćı s kritériem křivosti
a poté unif switch iteraćı s kritériem neuniformity. Tento postup
je opakován, dokud neńı splněna některá z ukončovaćıch podmı́nek.
Pokud je zadán jen switch, parametr unif switch je nastaven na
hodnotu parametru switch. Pokud parametry zadány nejsou, hodnoty
jsou nastaveny na 50.

• epsilon

Parametr slouž́ı k porovnáńı velikosti křivosti na nulu. Předdefinovaná
hodnota je 0.0001.

Výstupńı parametr U1 obsahuje vrcholy vyhlazené křivky. Struktura
parametru je shodná se strukturou parametru U a pořad́ı vrchol̊u je shodné.
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Dodatek B

Implementace algoritmu
vyhlazováńı povrchu

Kapitola popisuje implementaci algoritmu vyhlazováńı povrchu.
Implementace algoritmu je vytvořena pro program Matlab. Funkce
pro vyhlazováńı uzavřeného povrchu a povrchu s hranićı se jmenuje
surfaceFairing.

B.1 Vyhlazeńı povrchu

V této kapitole ukážeme, jak lze v Matlabu použ́ıt funkci surfaceFairing
k vyhlazeńı povrchu.

Př́ıklad použit́ı funkce:

%Načtenı́ proměnných. V tomto přı́padě matice,

%která obsahuje vrcholy povrchu a matice, která

%popisuje trojúhelnı́ky.

SurfaceVariables = ’kouleRand’;

load(SurfaceVariables);

%Vykreslenı́ vstupnı́ho povrchu.

trisurf(T’,V(1,:),V(2,:),V(3,:));

axis equal;

hold on

%Nastavenı́ parametrů pro funkci vyhlazovánı́ povrchu.

S_max_iter = 500;

%Povrch nemá hranici, nebude se tedy vyhlazovat.

C_max_iter = 0;

S_lambda = 0.01;

S_unif_lambda = 0.01;
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%Volánı́ funkce pro vyhlazenı́ povrchu. Parametry S_sum, C_sum,

%S_switch, C_switch, epsilon, S_curv_switch, S_unif_switch,

%S_end_way, C_curv_switch, C_unif_switch

%a special_lambdas nejsou nastaveny.

%Budou použity předdefinované hodnoty.

V1 = surfaceFairing(V,T-1,

[S_max_iter,C_max_iter],[S_lambda,S_unif_lambda]);

%Posunutı́ obrázku v souřadnicı́ch kvůli vizualizaci.

V1(1,:) = V1(1,:) + 3;

%Vykreslenı́ vyhlazeného povrchu.

trisurf(T’,V1(1,:),V1(2,:),V1(3,:));

title(’Vstup<--->Vyhlazeno’,’FontSize’,14);

axis equal;

Uvedeme ještě jeden př́ıklad nastaveńı parametr̊u a voláńı funkce v
př́ıpadě, že má být vyhlazován povrch s hranićı:

%Nastavenı́ parametrů pro funkci vyhlazovánı́ povrchu s hranicı́.

%Počet iteracı́ pro vyhlazenı́ vnitřnı́ch vrcholů povrchu.

S_max_iter = 500;

%Počet iteracı́ pro vyhlazenı́ hranice.

C_max_iter = 500;

%Ostatnı́ parametry.

S_lambda = 0.01;

S_unif_lambda = 0.01;

C_lambda = 0.1;

C_unif_lambda = 0.01;

S_sum = 0.00001;

C_sum = 0.00001;

%Vyhladit nejdřı́ve na 500 iteracı́ hranici a poté na 500

%iteracı́ vnitřnı́ vrcholy povrchu.

S_switch = S_max_iter;

C_switch = C_max_iter;

fprintf(’>>>>> Vyhlazovánı́ ... \n’);

%Volánı́ funkce pro vyhlazenı́ povrchu s hranicı́.

%Parametry epsilon, S_curv_switch, S_unif_switch,

%S_end_way, C_curv_switch a C_unif_switch

%a special_lambdas nejsou nastaveny.
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%Budou použity předdefinované hodnoty.

fprintf(’>>>>> Výstup algoritmu: \n’);

V1 = surfaceFairing(V,T-1,

[S_max_iter,C_max_iter,S_sum,C_sum,S_switch,C_switch],

[S_lambda,S_unif_lambda],

[C_lambda,C_unif_lambda]);

B.2 Vstupńı a výstupńı parametry funkce

V této kapitole poṕı̌seme vstupńı a výstupńı parametry funkce
surfaceFairing a jejich strukturu.

Voláńı funkce surfaceFairing:

[V1] = surfaceFairing(V,T,

[S_max_iter,C_max_iter,S_sum,C_sum,S_switch,C_switch,epsilon],

[S_lambda,S_unif_lambda,S_curv_switch,S_unif_switch,S_end_way],

[C_lambda,C_unif_lambda,C_curv_switch,C_unif_switch],

special_lambdas)

Vstupńı parametry, které jsou označeny ṕısmenem S nálež́ı k vyhlazováńı
vnitřńıch vrchol̊u povrchu a parametry označené ṕısmenem C nálež́ı
k vyhlazováńı hranice (křivky).

Vstupńı parametry

Podrobně poṕı̌seme vstupńı parametry funkce.

Parametry popisuj́ıćı povrch (povinné parametry):

• V

Vrcholy povrchu, který má být vyhlazen. Vcholy jsou zadány matićı
MxN , kde M = 3 a N je počet vrchol̊u povrchu. Jeden sloupec matice
tedy obsahuje souřadnice [x, y, z] vrcholu povrchu.

• T

Trojúhelńıky povrchu, který má být vyhlazen. Trojúhelńıky jsou
zadány matićı IxJ , kde I = 3 a J je počet trojúhelńıku povrchu. Prvky
matice jsou indexy vrchol̊u z parametru V. Prvńı vrchol v parametru V

muśı být indexován nulou!

Obecné parametry pro algoritmus jsou
[S max iter, C max iter, S sum, C sum, S switch, C switch].
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Tyto parametry jsou nepovinné. Lze tedy zapsat jen []. Parametry pak budou
nastaveny na předdefinované hodnoty. Možné je také vynechat jen některé
z parametr̊u. To však muśı být provedeno tak, že jsou vynechány i parametry,
které v obecných parametrech následuj́ı.

• S max iter

Maximálńı počet iteraćı pro vyhlazováńı povrchu. V jedné iteraci je
proveden posun všech vnitřńıch vrchol̊u povrchu. Celkový počet iteraćı
je spoč́ıtán jako součet iteraćı obou kritéríı, které jsou provedeny
v pr̊uběhu vyhlazováńı. Předdefinovaná hodnota je 500. Parametr je
podmı́nkou pro ukončeńı algoritmu.

• C max iter

Parametr je analogický k S max iter.

• S sum

Minimálńı pr̊uměrný posun vnitřńıch vrchol̊u povrchu. Tento parametr
je v vynásoben pr̊uměrnou délkou hrany. Takto źıskaná konstanta
je podmı́nkou pro ukončeńı algoritmu. Předdefinovaná hodnota je
0.00001.

• C sum

Parametr je analogický k S sum. Pokud neńı parametr C sum zadán,
ale parametr S sum zadán je, potom je hodnota C sum nastavena na
hodnotu parametru S sum. Pokud parametry nejsou zadány, hodnota
je nastavena na 0.0001.

• S switch

Pokud jsou zadány parametry S switch a C switch algoritmus
vyhlazuje C switch iteraćı hranici a poté S switch iteraćı povrch
(vnitřńı vrcholy povrchu). Tento postup je opakován, dokud neńı
splněna některá z ukončovaćıch podmı́nek. Pokud parametry zadány
nejsou, vyhlad́ı se nejdř́ıve hranice a potom povrch. Pokud je zadán
S switch a parametr C switch zadán neńı, hodnota C switch je
nastavena na hodnotu S switch.

• C switch

Viz. parametr S switch.

• epsilon

Parametr slouž́ı k porovnáńı velikosti křivosti na nulu. Předdefinovaná
hodnota je 0.0001.

Parametry pro vyhlazováńı povrchu jsou:
[S lambda, S unif lambda, S curv switch, S unif switch, S end way]
Tyto parametry jsou nepovinné a lze je zapsat stejně jako obecné parametry.

108



• S lambda

Parametr je použit k výpočtu velikosti nové křivosti. Předdefinovaná
hodnota je 0.01.

• S unif lambda

Parametr je použit k výpočtu velikosti nové neuniformity. Pokud
neńı parametr S unif lambda zadán, ale parametr S lambda zadán je,
potom je hodnota S unif lambda nastavena na hodnotu parametru
S lambda. Pokud parametry nejsou zadány, hodnota je nastavena na
0.01.

• S curv switch a S unif switch

Algoritmus vyhlazováńı pracuje S curv switch iteraćı s kritériem
křivosti a poté S unif switch iteraćı s kritériem neuniformity. Tento
postup je opakován, dokud neńı splněna některá z ukončovaćıch
podmı́nek vyhlazováńı povrchu (vnitřńı vrcholy povrchu). Pokud je
zadán jen S curv switch, parametr S unif switch je nastaven na
hodnotu parametru S curv switch. Pokud parametry nejsou zadány,
hodnoty jsou nastaveny na 50.

• S end way

Pro S end way = 1 je algoritmus ukončen na podmı́nku sumy (S sum),
jen pokud je pracováno s kritériem křivosti. Pokud je S end way = 0

(předdefinovaná hodnota), algoritmus může být ukončen na podmı́nku
sumy při práci s libovolným kritériem.

Parametry pro vyhlazováńı hranice jsou:
[C lambda, C unif lambda, C curv switch, C unif switch]
Tyto parametry jsou analogické k parametr̊um pro vyhlazováńı povrchu.

Parametr special lambdas je vektor, jehož velikost je rovna počtu vrchol̊u
povrchu (včetně hranice). Každá hodnota definuje speciálńı lambdu pro
vrchol, který je na stejné pozici v parametru V jako lambda v parametru
special lambdas. Hodnota lambdy je vynásobena s obecně definovanou
lambdou a tento součin je použit pro difusi v daném vrcholu.

Výstupńı parametr

Poṕı̌seme výstupńı parametr funkce.

Parametr V1 obsahuje vrcholy vyhlazeného povrchu. Struktura je shodná
se strukturou parametru V.

Vzhledem k tomu, že algoritmus neměńı triangulaci śıtě, výstupńı
parametr popisuj́ıćı triangulaci neńı nutný. Triangulace nově vzniklého
povrchu je tedy shodná s triangulaćı povrchu, který je vstupem algoritmu.
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