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Sumem, ale také regularitou sité. Problém tesime na diskrétnim povrchu,
kde pro odstranéni Sumu definujeme kiivost a pro dosazeni regularity sité
neuniformitu. Problém vyhlazeni fesime diskrétni difusi. V textu je popsano
vyhlazovani ktivek, uzavienych povrchu a povrchu s hranicemi. Text je
doplnén o vysledky experimentu na datech, které jsou zpracovany navrzenym
algoritmem. Experimentalné bylo ovéreno, ze vystupem jsou vyhlazené
objekty, algoritmus je robustni, stabilni a v prubéhu vyhlazovani objektu
nedochdzi k jejich smrstovani, piicemz jejich zakladni tvar je zachovan.
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Abstract: This thesis proposes a new method for fairing of surfaces, which
are represented by a triangulated mesh. Motivation for our task is a 3D
reconstruction, which results in a triangulated mesh. Such mesh is typically
corrupted by noise (due to data and processing inaccuracy), which is required
to be faired out. We solve the problem on a discrete surface, where two
criteria for optimization are defined: surface curvature and non-uniformity.
The curvature deals with surface smoothness, while the non-uniformity with
surface regularity. The problem of fairing is solved by a discrete diffusion.
Since our aim is to fair surfaces with boundaries, first we describe the fairing
of curves, then fairing of closed surfaces, and finally fairing of surfaces with
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tested the algorithm’s performance on synthetic as well as real data with
good results. The experiments showed that our proposed algorithm is robust,
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Kapitola 1

Uvod do problematiky

Kapitola popisuje motivaci pro tuto praci, ivod do problematiky vyhlazovani
objektu a struény prehled metod zabyvajicich se timto problémem.

1.1 Motivace

Motivaci ke vzniku této prace je metoda, ktera se zabyva 3D rekonstrukeci
objektu. Podrobny popis metody je v ¢lanku [4]. V této kapitole popiseme
3D rekonstrukei velmi zjednodusené.

Metoda 3D  rekonstukce  teSi  rekonstrukci  modelu  scény
na zakladé mnoziny nasnimanych fotografii. Vstupem metody je mnozina
nekalibrovanych fotografii objektu, ktery bude rekonstruovan. Nekalibrovand
fotografie je takova, u které neni zndma pozice a nastaveni fotoaparatu. Na
poradi fotografii nezélezi. Cim vice je z objektu na fotografiich zachyceno a
co mozna pod nejvice uhly, tim lepsi kvalitu vysledku muzeme dosdhnout.
Také neni nutné, aby byly na vstupu jen fotografie zachycujici objekt ve
casti, které mohou byt nafoceny ve vétsim rozliseni. Tyto fotografie jsou pak
vyuzity pro presnéjsi rekonstrukei.

Prvnim krokem je nalezeni korespondujicich oblasti mezi dvojicemi
fotografii. To je provedeno pomoci porovnavani maximalné stabilnich
extremélnich oblasti fotografie [12]. Pro kazdou dvojici fotografii je soucasné
s nalezenim korespondenci spoc¢itana i odpovidajici epipolarni geometrie.

Druhym krokem je vypocet konzistentnich projekénich matic kamer [3].
Ke kazdé fotografii je hleddna odpovidajici projekéni matice kamery. Pomoci
projekéni matice kamery lze spocitat primku v prostoru, na které lezi bod
promitnuty do prislusného pixelu fotografie. VSechny projekéni matice kamer
pro zadanou sadu fotografii jsou hledany soucasné metodou faktorizace.

Tretim krokem je nalezeni hustych korespondenci [10]. Pro kazdou dvojici
fotografii je hledédna korespondence mezi jednotlivymi pixely.

Ctvrtym krokem je rekonstrukce 3D bodt z vyhledanych korespondenci.
V pripadé presné geometrie vznikne prostorovy bod z kazdé korespondence



dvou pixelu jako prunik piimek, které urcuji, kde se muze promitany
bod nachazet. V tomto piipadé je vSak geometrie nepresna a primky se
neprotinaji, proto je prostorovy bod urcen jako misto, ve kterém se piimky
nejvice priblizily. Takto vzniklych bodu je velké mnozstvi, a proto je nutné
reprezentovat 3D objekt jinym zptusobem. Reprezentace byla zvolena pomoci
Supin [14], které jsou lokdlnim odhadem hustoty bodu, tedy stfedni hodnotou
a kovarianéni matici. Supiny jsou zobrazovany jako elipsy odpovidajici hlavni
roviné dané¢ho kovarian¢niho elipsoidu.

Reprezentace pomoci Supin neni vhodna pro dalsi praci s objektem
(nejsou znamy vztahy mezi jednotlivymi Supinami, atd.). Proto je prevedena
na reprezentaci pomoci triangulované sité (viz.1.2.1). Algoritmus, pomoci
néhoz je mozné pievod provést, je popsan v [1]. Vznikld triangulovand sit
obsahuje Sum a je nerovnomérna. Proto je nutné ji pred dalsim pouzitim
vyhladit. Resenf tlohy vyhlazeni povrchu zadaného triangulovanou siti je
cilem této prace.

1.2 Vyhlazovani jako obecny problém

Uloha vyhlazeni zadané triangulované sité neni jen problémem v jiz
zminovaném algoritmu 3D rekonstrukce. Existuje mnoho dalsich aplikaci,
s nimiz je také spojena problematika vyhlazovani. Pro priklad muzeme uvést
3D scannery na principu MRI (magnetické rezonance), CT (tomografu) nebo
hloubkového laseru (range finder). Zde je triangulovany povrch nejprve ziskan
trasovacim algoritmem jako napiiklad Marching Tetrahedra [13] nebo starsim
Marching Cubes [13].

Vsechna data, ktera jsou pomoci metod ziskdna, bez ohledu na kvalitu
metody, obsahuji Sum. Vyskytujici se Sum muze byt nahodny nebo
diskretizacni. Diskretizacni Sum vznika napiiklad pii vytvareni sité z dat
reprezentovanych voxely, pomoci jiz zminénych metod Marching Tetrahedra
a Marching Cubes. Priklad diskretizacniho Sumu pro 2D pfipad je na
obrézku 1.1. Sum obsazeny v datech je nezddouci, a proto je nutné jej
pred dalsim zpracovanim odstranit. Z toho duvodu je nezbytné zabyvat se
algoritmy, které sit vyhlazuji.

V pripadé, Ze je takovy algoritmus nalezen, je mozné jej vyuzit také
k feseni tlohy takzvaného blendingu neboli natazeni hladké sité (tedy s co
nejmensi energii) mezi jednotlivymi objekty. To lze vyuzit napiiklad pro
napojeni nékolika téles nebo pro vytvoreni spoje v misté, kde jsou zadand
télesa proniknuta.

V nasledujici ¢asti textu se budeme zabyvat formalizaci problému.



Obrazek 1.1: Priklad diskretizacnitho Sumu pro dvourozmérny pripad.
Obrazek je reprezentovan pixely, jejichz hodnota je ve stupnich Sedi. Z c¢ésti
dat obrazku je vytvorena diskrétni kiivka, ktera je kvuli pixelum ,,zubatd”.

1.2.1 Triangulovani sit

Diskrétni povrch budeme reprezentovat pomoci triangulované sité.
Triangulovanou siti nazveme komplex (viz. obrézek 1.2), ktery je definovén
jako sjednoceni nasledujicich simplexu:

e (-simplex — bod
e 1-simplex — usecka bez koncovych bodu
e 2-simplex — trojuihelnik bez hran a bodu

Kazd4d usecka je ukoncena bodem na obou koncich. Usecku budeme nazyvat
hranou a bod vrcholem. Vrchol w je bezprostrednim sousedem vrcholu v, praveée
kdyz existuje hrana mezi vrcholy v a w. Kazdy trojihelnik je obklopen tremi
vrcholy a tfemi hranami. Predpokladdme, ze kazda hrana sousedi s nejvyse
dvéma trojuhelniky. Pokud sousedi pouze s jednim, pak je hrana hranicnd.

1.2.2 Vyhlazeni objektu

Cilem je vytvorit algoritmus, ktery posunem vrcholu vytvoii 1épe vyhlazeny
objekt. Pro diskrétné zadany povrch neexistuje zadnd obecna definice, kterd
by ftikala, zda je ¢i neni povrch vyhlazeny. Proto, chceme-li definovat
ulohu vyhlazeni, musime takovou definici zvolit. Volbu provedeme tak,
aby odpovidala intuitivni pfedstavé o vyhlazeném povrchu. Na diskrétnim
triangulovaném povrchu nepostac¢i filtrovat normadlovy Sum, ale také
regularitu sité. Obé slozky se navzajem ovliviiuji, a proto je tfeba soucasné
optimalizace.

Ukolem vyhlazovacich algoritmi je tedy modifikovat vstupni objekt tak,
aby byl z objektu odstranén prevazné sum a bylo docileno zrovnomérnéni



0-simplex

1-simplex

Obrazek 1.2: Piiklad sjednoceni simplext.

triangulace. Na druhou stranu od algoritmu vyzadujeme, aby v prubéhu
vyhlazovani zachoval tvar a velikost objektu.

Sum se projevuje jako vysokd kiivost, proto budeme vyhlazovan{ provadét
jako snizovani kiivosti v mistech, kde je vysokd. V prubéhu vyhlazeni dochazi
i k odstranéni ostrych hran sité. Docilit vSak vyhlazeni povrchu tak, aby
k tomuto jevu nedochazelo, je velmi slozité.

V dalsich kapitolach se budeme zabyvat jiz existujicimi metodami
vyhlazovani, jejich rozdélenim a piipadné i zhodnocenim.

1.2.3 Existujici metody vyhlazovani

V posledni dobé bylo zverejnéno velké mnozstvi ¢lanku, které se zabyvaji
vyhlazovanim povrchu. Existujici metody rozdélime do c¢tyi skupin, které
jsou podrobnéji popsany nize:

1. Algoritmy zalozené na definici problému na spojité zadaném povrchu.
2. Algoritmy zalozené na definici problému na diskrétné zadaném povrchu.
3. Metody vychazejicici z postupu pro zpracovani obrazu.

4. Jiné metody se specifickym pristupem.

Prvni dvé skupiny spojuje zakladni myslenka minimalizovat povrchovou
energii. Definice povrchové energie pro spojitou plochu vychazi z hlavnich
krivosti, piipadné z jejich kombinaci jako je Gaussova a stredni kiivost.

Gaussova kfivost byva oznacovana K a definovana jako

K= R1K9, (].].)

sttedni kfivost byva oznacovana jako H a definovana jako

K1 + Ko
2 )

H =



kde k1 a ko je oznaceni pro hlavni kiivosti povrchu. Hlavni kfivosti jsou
minimem a maximem normalové kiivosti &, (viz. [2]).

Hlavni kfivosti jsou definovany jen pro spojity povrch. Pro diskrétné
zadany povrch je tedy nutné definice energie vychézejici z hlavnich kiivosti
pro dalsi vypocet néjakym zpusobem aproximovat. Mozné aproximace
kiivosti a energie jsou uvedeny v nasledujicich odstavcich.

Algoritmy zalozené na definici problému na spojité zadaném
povrchu

Algoritmy jsou zalozeny na myslence definovat feseni vyhlazovani na spojité
zadaném povrchu a toto TeSeni zvolenou aproximaci prevést na feSeni pro
diskrétné zadany povrch.

Reseni pomoci povrchové energie, kterd vychazi z definic hlavnich kiivosti
a jejich kombinaci ((1.1) a (1.2)), vede na nelinedrni rovnici [7], jejiz feseni
je komplikované a Gasové narocné. Castéji jsou v praxi vyuzivény rizné
zjednodusené formy. Velmi ¢asto se pro minimalizaci povrchové energie
vychéazi z rovnic:

membrane

1
Ey(X) = 5/){3 + X? dudv, (1.3)
S

thin plate
1
By(X) =5 / X2, +2X2 + X2 dudv, (1.4)
S

kde S je parametricky zadany povrch a X = X (u,v) je bod na povrchu S.
Viraz X, = 55, Xop = 25 a X, = 2.5

Minimalizace rovnice membrane minimalizuje zadany povrch, tim ale
také dochdzi k jeho postupnému smrstovani. Toto chovani neni pro
vyhlazovani vhodné. Rovnice energie thin plate aproximuje kfivost povrchu,
ale nevyhodou je, Ze jeji hodnota zavisi na parametrizaci povrchu. Viz. [7, 18].

Existuje vice pristupt, které popisuji jak dosahnout minimalizace zvolené
energie. Jednou z moznosti je aproximovat rovnici energie pro diskrétné
zadany povrch (napiiklad viz. [9]). Hledani minima takové formy vede na
soustavu rovnic. Tento piistup je pouzit napiiklad v [16] a v [9] je soucasti
myslenky celého algoritmu vyhlazovani. Velikost takto vzniklé soustavy
vétsinou odpovida poctu vrcholu sité a proto je feseni naro¢né. Z toho duvodu
se soustavy casto fesi za pomoci Gauss-Seidelovy metody, ktera v postupnych
krocich zlepsuje ptesnost feseni.

Dalsim moznym feSenim je vyuziti vlastnosti Laplacidanu (budeme
oznacovat jako L(X)) a to v piipadé, kdy nutnd podminka pro minimum
zvolené energie je ve formé Laplaceovy rovnice

L(X) = 0. (1.5)

10



V literatute je z této rovnice setavena rovnice difuse
0X
ot

kde Ot je zména v ¢ase, X(0) = X a 0 < A < 1. Potom

= AL(X), (1.6)

. 0X
je fesenim (1.5).

Ptevedeni problému ze spojitého na diskrétni je provedeno az ve chvili,
kdy je nutné znat hodnotu Laplacianu. Tedy aproximovana neni rovnice
energie, ale pfimo hodnota Laplacidnu ve vrcholu povrchu. Vybér mozné
aproximace zalezi na autorovi algoritmu.

Priklad feseni pomoci Laplacidnu je mozné nalézt v [5]. Jako vychozi
rovnice je zvolena rovnice (1.3). Aproximace L(X) ve vrcholu i je provedena
takzvanym destnikovym operdtorem [5]:

N
1
j=1

kde X; je aktudlni vrchol triangulované sité, N je pocet bezprostiednich
sousedu X; a X; je j—ty bezprostiedni soused vrcholu Xj.

Nevyhodou algoritmu zalozenych na vyuziti Laplacianu je fakt, ze
k dosazeni dobrého vysledku na objektech, které jsou hodné nebo
nerovnomérné zasumeény, je nutné pouziti velkého mnozstvi iteraci difusniho
kroku. Navic u nékterych objekti dochdzi ke smrsfovani vyhlazovaného
objektu a k piilisnému vyhlazeni detailu. Na druhou stranu je nutné
zduraznit, ze vyhodou algoritmu je snadné feseni a implementace a velkou
vyhodou je také linearni slozitost algoritmu.

Algoritmy zalozené na definici problému na diskrétné zadaném
povrchu

Jak jiz bylo zminéno, hlavni kiivosti, ze kterych vychézi Gaussova (1.1)
a stfedni (1.2) kfivost, jsou definovany jen pro spojity povrch. Existuji
algoritmy, které se mnezabyvaji vyhlazovanim na spojitém povrchu, ale
problém fesi pifimo na povrchu diskrétnim. Soucéasti algoritmu je definice
kritéria pro diskrétni povrch, které jej popisuje. Kritérium muze byt
aproximaci nékteré z kiivosti definovanych na spojitém povrchu nebo zvoleno
nezavisle na krivosti. Nevyhodou takto definovanych kiivosti je v prevazné
vétsiné definic slozitost jejich vypoctu. Uvedeme nékolik moznych aproximaci
a pro celou podkapitolu zavedeme jednotné znaceni. Aktudlni vrchol sité
budeme oznacovat v a bezprostiedni sousedy vrcholu v jako {v;},.
Trojuhelniky, které obsahuji vrchol v oznac¢ime jako {tY}!',, kde ty =
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v
1+1

Vit

Obrazek 1.3: Zobrazeni definovanych thlu pro vrchol v.

(Iv,, Iy, Iy,.,) a I je index vrcholu v v seznamu vSech vrcholi. Hranu mezi
vrcholy v a v; oznac¢ime jako e; a ||e;|| je velikost této hrany. Déle zavedeme
nékteré thly (viz. obrazek 1.3) za predpokladu, ze v; # v,y pro vSechna i.

Potom

= /(Vi, V, Vi), (1.9)
= /(N}y {,NY), (1.10)
= /(V, Vi1, Vi), (1.11)

52- = /(V,Vi_1,Vi), (1.12)

kde INY je normala trojuhelniku ¢Y a lze ji spocitat jako

(Vi = v) X (Vig1 — V)

NY = . (1.13)
[(vi = v) x (vViga = V)]
Stiedni kiivost lze aproximovat jako velikost toku kfivosti [5]:
= H H = H4A Z coty; + cot §;)(v; — v) ||, (1.14)

kde A je rovno souctu ploch trojihelnika {#Y}1,
Dalsi moznosti je aproximace podle Gauss-Bonnetova schématu.
Odvozeni lze nalézt v [6].
Gaussova kiivost pro diskrétni povrch je rovna
2 — S oy
K = —12221 (1.15)
34
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a stfedni kfivost je rovna

1 i llesllB:
A
kde A je rovno souctu ploch trojihelnika {tY}7 .
Jako posledni uvedeme aproximaci, ktera je provedena pomoci
paraboloidu [17]. Aproximace vychéz{ z myslenky, ze hlavni kfivosti na
spojité zadaném povrchu jsou povazovany za shodné s hlavnimi kiivostmi
oskulaéniho paraboloidu. V aktualnim vrcholu v je spoctena norméla jako

H= (1.16)

N
N, = ——, (1.17)
NVl
kde
_ 1 <
N, = — NY 1.18
N (113

a NY je spoctena podle (1.13). Definujeme soustavu tak, ze vrchol v zvolime
jako pocatek souradné soustavy a vyjadiime soufadnice bezprostiednich
sousedu v této soutadné soustavé. Smér osy z zvolime shodny se smérem
normaly Ny a osu x a y zvolime libovolné. Rovnice oskula¢niho paraboloidu
v takto zadané soustavé ma tvar

z = ar® + bry + cy’. (1.19)

Koeficienty a, b a ¢ uréime pomoci metody nejmensich c¢tvercu tak, aby
paraboloid co nejlépe aproximoval plochu urcenou vrcholem v a jeho
bezprostiednimi sousedy {v;}!_,. Gaussova kiivost lze vyjadrit jako

K = 4ac — b* (1.20)

a stfedni kfivost jako
H=a+c. (1.21)

Metody vychazejici z postupti pro zpracovani obrazu

Metody vychazeji z algoritmu vhodnych pro zpracovani 2D obrazu. Cilem
je prevedeni problematiky odstranéni Sumu z obrazu zadaného mnozinou
pixelu, kde kazdy pixel ma prifazenou ur¢itou hodnotu, na problém vyhlazeni
triangulovaného povrchu.

Principem téchto algoritmu je nalezeni novych normél (pro obrazova
data je ekvivalentem hodnota pixelu) trojihelniku a néslednd zména polohy
vrcholu sité tak, aby se normaly nové vzniklych trojihelnik rovnaly tém,
které byly vypocteny. Publikovany byly naptiklad metody na principu
hlavniho a medién filtru [19], piipadné MMSE filtr [11].

Tyto metody funguji jen na velmi specifickych datech. Naptiklad MMSE
filtr je vhodny jen pro povrchy, které obsahuji maly Sum a navic jsou
kulovitého tvaru. Kvili témto omezenim jsou algoritmy vhodné jen pro velmi
uzké spektrum pouziti a pro vyhlazovani obecnych objektu se nehodi.
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Obrazek 1.4: Predikce vrcholu.

Jiné metody se specifickym pristupem

Existuje mnoho dalsich metod, které nelze jednoznacné zaradit do konkrétni
kategorie algoritmu. Jedna z téchto metod je uvedena v [8]. Algoritmus je
zalozen na principu nalezeni novych pozic vSech vrcholu sité. Kazdéa pozice
vrcholu je hledana jako vazena suma z predikci, které jsou urceny pomoci
sousednich vrcholu aktualniho vrcholu. V praxi je predikce zalozena na
trojuhelnicich sité, které reprezentuji ptirozené tecné roviny k povrchu (viz.
obrazek 1.4). Novy vrchol sité je urcen jako

V= ﬁznqw aof (e = vIg(IT,(v) — vIl).  (122)

qeS

kde
k() = agf (llcg = 1) g(ITe(v) = vII). (1.23)

qeS

Pismeno v oznacuje aktudlni vrchol a v’ je nova pozice vrcholu v. Pismeno
S v tomto piipadé oznacuje vSechny trojihelniky sité. Pismeno g oznacuje
trojihelnik, jehoz jednim vrcholem je sousedni vrchol vrcholu v a soucasné
tento trojuhelnik vrchol v neobsahuje. Urceni, jak velké okoli a tedy i pocet
predikci je nutné k vypoctu aktualniho vrcholu, zédlezi na uzivateli. Oznaceni
I1,(v) uréuje prumét vrcholu v do roviny urcené trojihelnikem ¢. Oznaceni
oznaceni ||c, — v|| je rovno vzdalenosti ¢, a v. Stejné tak i ||II,(v) — v||. Jako
g a f je pouzita Gaussova funkce.

Vyhodou algoritmu, jak je wuvedeno v [8], je zachovani tvaru
objektu i s jemnymi detaily. Na druhou stranu k dosazeni dobrych vysledku
je nutné okoli pocitaného souseda volit dosti veliké, coz zpusobuje zvyseni
narocnosti algoritmu. Také je nutné zduraznit, ze samotny algoritmus neni
dostacujici k uplnému vyhlazeni velkych stejnorodych povrchu. Aby bylo
mozné takové povrchy dostatecné vyhladit, je pred samotny algoritmus
zatazen pruchod (zahlazeni), ktery pocita nové hodnoty normal trojihelnika
na podobném principu jako samotny algoritmus nové vrcholy. Normaly pak
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urcuji nové plochy prislusnych trojihelniku, které jsou déle zpracovavany
algoritmem.

1.2.4 Cil prace

Prace popsand v nasledujicich kapitolach si kladla za cil prozkoumat
chovani algoritmu vyhlazovani, ktery vychézi ze spojeni dvou jiz diive
pouzitych ptistupt. Prvnim je zavedeni tlohy vyhlazeni piimo pro diskrétni
povrch. Tim se vyhneme jiz diive popsanym problémum aproximace spojité
definovaného problému a naroc¢nosti vypoctu, vznikajicich v pripadé zavedeni
ulohy pro spojity povrch. Druhym piistupem je vyuziti difuse. V nasem
pifpadé je to difuse skaldrni funkce, ¢fmz odstranime problém smrstovani
porvrchu v prubéhu vyhlazovani.

Ptesto, ze aproximaci kfivosti pro diskrétni povrch bylo jiz navrhnuto
mnoho, zvolili jsme vlastni definici vektoru krivosti

Vi Al
2 A7

kde n je pocet trojuhelniku, které obsahuji vrchol, pro ktery je pocitana
ktivost, k je nezaporny skalar a A; je rovno obsahu trojihelnika 1.
Pozadavkem na aproximaci kfivosti byla jednoduchost vyrazu a snadné
odvozovani dalsich vypoctu. Pouzitim druhé mocniny jsme odstranili
slozité vzorce, na které vede vyraz, kterym je aproximace vektoru kiivosti
inspirovana. Vychézeli jsme z vyrazu

H=k (1.24)

VLA
H= _==1""1 1.25
2 Z?:l A ( )
Znaceni je shodné jako v (1.24) a podrobny popis lze nélezt v [5].

V naésledujicim textu je popsano fteSeni uloh vyhlazeni pro kiivky,
uzaviené povrchy a ohrani¢ené povrchy.
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Kapitola 2

Vyhlazovani 3D krivek

Tato kapitola popisuje vyhlazovani kiivek v 3D prostoru.

2.1 Vyhlazena krivka

Cilem algoritmu je postupnymi posuny jednotlivych vrcholu dané kiivky
docilit takového tvaru kiivky, ve kterém je vyhlazend. Vyhlazenim rozumime
optimalizaci dvou vlastnosti kiivky: kiivosti a neuniformity. Kiivost udava
kiivost dané kiivky a neuniformita nerovnomérnost mezi vzdalenostmi
vrcholu kiivky k jeho bezprostfednim sousediim. Rekneme, ze kiivka je
idealné vyhlazend, kdyz ma krivost ve vSech vrcholech rovnu prumeéru kiivosti
bezprostiednich sousedu a neuniformitu rovnu nule (vzdélenosti vrcholu ke
vSem bezprostfednim sousediim vrcholu jsou shodné).

2.2 Krivost na spojité krivce

Necht S je C? spojitd kiivka, kterd minimalizuje

G o

kde H je velikost kfivosti a ds je element délky. Funkce H = H(s,t), kde
s je parametrizace kiivky a ¢ je ¢as. Rovnice (2.1) je Dirichletuv integral [15].
Nutnd podminka pro extrém funkce J je ve tvaru Laplaceovy rovnice

O°H

AH =
0s?

=0. (2.2)
Funkce H je tedy harmonicka funkce. Funkci H tedy muzeme nalézt jako

reSeni difusni rovnice

oH 0*H

E:)\ﬁ,0<)\<1, (23)
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kde A je koeficient difuse, a pro kterou plati

OH
lim — =0 2.4
T (24)
a H je harmonicka funkce.

Pro funkci H plati véta o aritmetickém pruméru [15]:

Necht funkce u je v oblasti ) spojita. Hodnoty u ve stredu kazdé
n-rozmeérné koule K€€ jsou rovny aritmetickému prumeéru hodnot
na hranici K tehdy a jen tehdy kdyzZ u je harmonicka.

My pouzijeme difusi pro vyhlazovani ktivky. Potom A je rychlost
vyhlazovani. Pro tcely vyhlazeni nepotiebujeme tiplnou konvergeci, protoze
pak bychom z kazdé uzaviené Jordanovské kiivky po vyhlazeni vytvorili
kruznici a z kazdé neuzaviené usecku.

Rekneme, 7ze diskrétni kfivka je zadand posloupnosti vrcholi
{a;,as,...,a,}.

Diskretizaci véty o aritmetickém pruméru dostaneme

H; — H; =0, (2.5)

kde H;, = %(HHl + H,;_1) je prumér okolnich velikosti kiivosti vrcholu a;.
Predpokladdme uniformni okoli o poloméru jedna. Pozadavek na uniformitu
je realisticky, protoze bude existovat clen, ktery jej v prubéhu konvergence
zaruci.

4 2 O ~v .
Vyraz %Tél ve vrcholu a; muzeme aproximovat
OPH
~ H, — H;. (2.6)
0s?
Dosazenim vyrazu (2.6) do vyrazu (2.3) a nahrazenim vyrazu 22 vyrazem

Hf“ — HY dostaneme definici pro vypocet nové kiivosti ve vrcholu a;. Index
k urcuje iteraci. Potom

HFf' = (1 —NHF+MHF, 0< )< 1. (2.7)

2.3 Definice krivosti

V prubéhu vyhlazovani ktivky se pracuje s kfivosti ve vrcholu kiivky.
Zavedeme vektor kiivosti a uvedeme vypocet velikosti tohoto vektoru.

Rekneme, ze K = {aj,ay,...,a,}, kde a;, = [z;,¥;, 2], je uzaviend
diskrétni kiivka s n vrcholy. V nasledujicim textu budeme predpokladat, ze
krivka existuje v prostoru dimenze t¥i. Obecné vsak dimenze neni omezena.
Necht vrcholy a;_; a a;;; jsou bezprostiedni sousedi a;. Plati, Ze ag = a,, a
apy] — aj. Oznacéme dil =a; —q;—1 A dZ‘Q = a; — Ajy1-
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a1 Q11

(a) (b)

Obrézek 2.1: Smér kiivosti ve vrcholu a;. (a) Uhel a je nekonvexni. (b) Uhel
a je konvexni.

Skalary d;; a d;s jsou velikosti vektoru d;; a d;o a plati pro né:
diy = ||d21|| = \/(901 - mz‘—1)2 + (yz - yi—1)2 + (Zz - Zi—1)27
diz = ||dia|| = /(i — 2i1)? + (yi — Yir1)? + (2 — 2i01)

Pro cely této prace kiivost kiivky K ve vrcholu a; definujeme jako vektor
H; = [hi, hiy, hi ], ktery spocitame jako

V(dil2 + di22)

H, = L0 Th2 ) 2.8
din® + dip® (2:8)
e gl + ) = () ataac) oitad)

Po upraveni ¢itatele vyrazu vznikne konecnd definice vektoru kfivosti ve
vrcholu a; kiivky K. Tedy

d;; +di
din® + dig®’
Smér vektoru kiivosti je shodny se smérem vektoru d;; + dj (viz.

obrazek 2.1(a) a 2.1(b)).
Velikost krivosti HZ = HHz” = \/(h%x)2 + (hi,y>2 + (hi,z)2-

H, =2- (2.9)

2.3.1 Vlastnosti vektoru krivosti H; a velikosti krivosti
H;

Zvoleny vektor kiivosti m&a vlastnosti, které jsou uzitecné pro tlohu
vyhlazovani:

o Kiivost Hz = 0, pl"éVé kdyZ dil = _diQ.

e Velikost kiivosti H; je invariantni k rotaci a translaci kiivky.
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1.8fF

1.6F

14F

1.2

Velikost krivosti H.
-

0.8f

0.6f

0.4F

0.2F

0 " " " " " " n
3.1416 15708 0.7854 0.3927 0.1963 0.0982 0.0491 0.0245 0.0123

Velikost uhlu @ v radianech

Obrazek 2.2: Zavislost velikosti kiivosti H; na uhlu ¢ v piipadé, kdy je
dir = dj.

e 7 definice H; plyne, ze v piipadé pravidelného rovinného polygonu
smétuje H; od stiedu polygonu a H; = %, kde r je polomér opsané
kruznice polygonu.

Diikaz: Odvodime velikost hrany polygonu d = 2rsin(Z), kde n je pocet
vrcholt polygonu. Necht u; = —d;; = a;,_1—a; auy = —djn = a4, —a;.
Pak |||l = d a |Jus| = d. Zvolme ¢ = u; + uy, pak ¢ = 2dsin(%), kde
B = 28 Po dosazen{ za d dostaneme ¢ = 4rsin*(Z). Z definice (2.9)

n
_ oldiatdil _ 2 l(cunt(cuo)| _ 2 e _ 24rsin’(F) _

d? +d2, 2d? 2d? 2:4r2sin?(Z) — 7

zapiseme H;

O

e Velikost kiivosti H; neni monotonni funkei ihlu ¢, kterym oznacujeme
uhel, ktery sviraji vektory d;; a d;». Uvedeme piipad pro d;; = djs a
posun vrcholu a; ve sméru d;; + djs (viz. obrazek 2.2).

e V pripadeé, ze d;; a djp lezi v jedné piimce, pak zavislost H; na poméru
d;1 a d;2 je zndzornéna na obrazku 2.3(a) a 2.3(b).

2.3.2 Proc¢ pracovat s velikosti nové krivosti misto s
vektorem

V piipadé, ze bychom ve vzorci (2.7) pouzili misto velikosti kiivosti vektor,
dochézelo by v priubéhu vyhlazovani ke smrstovani kiivky. Korektni chovani
algoritmu je zachovat velikost plochy, kterou dand kiivka ohranicuje.
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Velikost krivosti H

0 L L L L L L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Velikost dil

(b)

Obrazek 2.3: Zavislost velikosti kiivosti H; na poméru velikosti vektoru d;;
a d;o lezicich v jedné piimce.
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Piiklad smr&fovani kiivky, v pifpadé pouziti vektoru kiivosti, si ukdzeme
na vyhlazovani pravidelného polygonu. Ve vrcholu pravidelného polygonu
spocitame vektor nové kiivosti tak, ze ve vzorci (2.7) nahradime velikosti
kiivosti vektory kfivosti. Novy vektor kfivosti je mensi nez vektor staré
kiivosti, coz ma za nasledek posunuti vrcholu a; smérem ke stiedu polygonu.
Takto posunuty vrchol zpusobi smrsténi polygonu.

V piipadé, ze pro vypocet nové kiivosti pouzijeme vzorec (2.7) a tedy
spocteme novou kiivost piimo jako velikost, je u pravidelného polygonu
velikost nové kiivosti Hf“ stejnd jako velikost staré kiivosti HF. Vrchol
a; kiivky K se nepohne, coz je korektni chovani.

2.4 Definice neuniformity

V  prubéhu vyhlazovani kiivky se pracuje také s mneuniformitou.
S neuniformitou pracujeme analogicky jako s kfivosti.
Zadefinujeme vektor neuniformity a vypocet velikosti tohoto vektoru ve
vrcholu krivky:.
Definice kiivky a ostatnich pouzitych veli¢in je uvedena v kapitole (2.3).
Oznaceni P; oznacuje projekci do sméru uréené¢ho vektorem b; = a; 1 —
a;_1. Projekci spocitame: .
b;b,
P o (210)
kde ||b;|| je velikost vektoru b;.
Neuniformitu kiivky K ve vrcholu a; definujeme jako vektor U; =
[Wi zy Wiy, Ui »]. Vektor neuniformity je rovnobézny s tetnym smérem ve
vrcholu a;. Teény smér ve vrcholu a; je urcen vektorem b; a

Pi(V(d% + d122))

Ui= - 1 ) (2.11)
2 L2 2 2 9 9
kde 7(dn? + dn?) = (a(dﬂa;ridﬁ ) a(dﬂa;dﬂ ) 8((1118:;(112 ).

Po upraveni citatele vyrazu vznikne definice vektoru neuniformity ve
vrcholu a; kiivky K. Tedy
—P;(di; + di2)

U, - , 2.12

Velikost vektoru neuniformity urcuje nepomeér vzdalenosti vrcholu a; k jeho
bezprostiednim sousediim. Cim bude pomér vzdélenosti d;; a d;p vétsi, tim
bude vétsi i velikost vektoru neuniformity. V idedlnim piipadé, kdy vrchol
a; lezi uprostied mezi vrcholy a;1; a a; 1, je velikost vektoru neuniformity
rovna nule.

Velikost vektoru neuniformity U; = |U;|| = \/ Uz, 4 ug, +ur
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Diskrétni difusi pro neuniformitu definujeme predpisem

Ut = (1 — \,)UF (2.13)

kde 0 < A, < 1, nebot chceme, aby v ekvilibriu byla neuniformita rovna
nule.

2.5 Schéma vyhlazovani

Pro vyhlazovani kfivky jsou pouzita dvé kritéria. Prvni je kritérium kiivosti
a druhé kritérium neuniformity. Algoritmus pro vyhlazovani pracuje s kritérii
jednotlivé. To znamena, ze kritérium, podle kterého se pracuje, je stridano
za druhé kritérium po urcitém poctu kroku algoritmu. S kritérii pracujeme
oddélené i pres to, ze nejsou ortogondlni, tedy zmeénou jednoho se zméni
i druhé. Experimentalné jsme ovérili, ze je vyhodnéjsi pracovat s kritérii
oddélené, nez pracovat s nimi soucasné. Narocnost algoritmu se tim nezvysi.
Srovnani ruznych typu schémat je v kapitole 2.11.4.

2.6 Algoritmus vyhlazovani uzavirené krivky

Cilem algoritmu je postupnym posunem vrcholu kiivky dosahnout novych
konecnych vrcholu kiivky tak, aby kfivost a neuniformita v téchto novych
vrcholech byly v rovnovaze (vrcholy se jiz nepohybuji). Snahou algoritmu je
také nezmeénit plochu, kterou vychozi uzaviena kiivka ohrani¢uje. Algoritmus
pracuje oddélené s ktivosti a neuniformitou. Zpracovani kritéria kiivosti a
neuniformity se bude stiidat po daném (ureném uzivatelem) poctu iteraci
algoritmu.

V piipadé obou kritérii algoritmus ur¢i nové hodnoty, kfivosti nebo
neuniformity, ve vrcholech ktivky. Nova kiivka je tedy popsana jen novymi
hodnotami, ale poloha novych vrcholu, kterym by tyto hodnoty odpovidaly,
neni znama.

Algoritmus musi byt tedy schopen v nasledujicim kroku kiivku
zrekonstruovat neboli urcit nové vrcholy kiivky. Tento postup se opakuje,
dokud mneni splnéno kritérium zastaveni (viz. 2.10). V kazdé iteraci
provedeme kazdy krok algoritmu pro vSechny vrcholy kiivky. Podrobny popis
jednotlivych kroku algoritmu podle kritéria kiivosti je v kapitole 2.7 a podle
kritéria neuniformity v kapitole 2.8.

V piipadé, ze se v aktudlni iteraci (k) pracuje s kritériem kiivosti, jsou
v iteraci provedeny nasledujici kroky:

1. Vypocet vektoru kiivosti HY a vypocet velikosti kiivosti HF (viz.
sekce 2.7.1).

2. Vypocet velikosti nové kiivosti HF! (viz. sekce 2.7.2).
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3. Vypocet polohy nového vrcholu a¥*! (viz. sekce 2.7.3).

)

4. Nahrazenf vrcholu a¥ kiivky K novym vrcholem af*! (viz. sekce 2.6.1).
V piipadé, ze se v aktudlni iteraci (k) pracuje s kritériem neuniformity,
jsou v iteraci provedeny nasledujici kroky:

1. Vypocet vektoru U¥ (viz. sekce 2.8.1).
2. Vypocet polohy nového vrcholu af™ (viz. sekce 2.8.2).

3. Nahrazeni vrcholu a* kiivky K novym vrcholem a®** (viz. sekce 2.6.1).

)

2.6.1 Urc¢eni novych vrcholi krivky

Jelikoz jsou vSechny veli¢iny pro k-tou iteraci algoritmu pocitany z vychozich
vrcholu, je nutné nahrazeni vrcholu provést az ve chvili, kdy uz vychozi
vrchol nebudeme pottebovat. Poslednim vypoctem, ve kterém je nutné znat
vychozi vrcholy kiivky, je uréeni novych vrcholi af™. V (k + 1)-ni iteraci
pracujeme jako s vychozimi vrcholy s témi, které jsme spocitali na konci k-
té iterace. Tedy na konci kazdé iterace algoritmu provedeme pro vsechny

vrcholy kiivky K = (a%,a%,...,a*) zdménu za nové spoéitané vrcholy
(bl ok k1
K=(a""a; ", ...;a).

2.7 Algoritmus vyhlazovani podle kritéria
krivosti

V této kapitole popiseme podrobné jednotlivé kroky algoritmu vyhlazovani
podle kritéria kiivosti.

2.7.1 Vypocet vektoru kiivosti HY a jeho velikosti H

Pro vypocet difuse kfivosti je nezbytné spocitat vektor kiivosti a jeho
velikost. Vektor kfivosti je také pouzit pro ur¢eni nového vrcholu kfivky.

Vrcholy kiivky K = {af,a},... af} jsou aktudlni vrcholy kiivky,
se kterymi se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Vektor kiivosti HY =
[h§ ., bi,, bY.] ve vrcholu aff kiivky K spocteme pomoci vzorce (2.9). Vektor
df = d;; a velikost vektoru d¥ = ||d¥ . Obdobné vektor d¥, = d;, a velikost
vektoru d¥, = ||d5||.

Vzorec pro vypocet vektoru kiivosti pro k-tou iteraci algoritmu je

d +dj

H]fC =2, —= = 2.14
CE T ) (2.14)

Velikost kiivosti HF = ||[HY| = \/ (hE )2 + (BE )2 + (hE )2,
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2.7.2 Vypoéet hodnoty nové kiivosti H'"!

Ve vrcholu a¥ kiivky K spocitdme hodnotu nové kiivosti, kterd bude
charakterizovat novy vrchol kiivky. Tato kiivost je zavisld na vektoru a
velikosti kiivosti ve vrcholu kiivky a na vektorech a velikostech ktivosti
bezprostiednich sousedi vrcholu. Novou kiivost HF T spocitame jako skaldrni
velicinu (viz. sekce 2.3.2), kterd muze nabyvat kladnych i zdpornych hodnot.
V pripadé, Ze je hodnota nové kiivosti zaporna, pak smér vektoru kiivosti
v nové spocitaném vrcholu af“ (v piipadé, ze jsme dosud nepohybovali se
sousednimi vrcholy) bude opaény nez smér vektoru kiivosti HY ve vrcholu
k

Velikost nové kiivosti je ddna rovnici (2.7), potom

HFY = (1= NHF + MHY |, 0< X\ <1,

sz _ st - HY ‘;‘ s - Hf+17
kde HF, je velikost kfivosti ve vrcholu a;_; a HF, je velikost kiivosti
ve vrcholu a;;;. Definujeme s¥ jako znaménko kiivosti, kterym se pienasf
vektor kiivosti HY | do vrcholu af, a s& jako znaménko kiivosti, kterym
se prendsi vektor kiivosti HY ; do vrcholu a¥. Rekonstrukce znamének je
uvedena v nasledujici ¢asti.

(2.15)

Rekonstrukce znamének kiivosti

Ackoli s novou kfivosti pracujeme pouze jako se skalarem, v prubéhu
jejtho vypoctu potiebujeme znat znaménko, se kterym se bude velikost
kiivosti ze sousedniho vrcholu pfendset do vrcholu a¥. Znaménko urcuje,
v jaké vzajemné poloze je vektor kiivosti ve vrcholu a¥ s vektory kfivosti
bezprostiednich sousedii vrcholu a¥.

Resenfm problému rekonstrukce znaménka by bylo také kiivku explicitné
zorientovat. Pak bychom byli schopni vzdjemnou polohu vektoru kiivosti
urcit pravé vuéi orientaci kiivky. Jelikoz nezustaneme jen u filtraci kiivek,
ale budeme se snazit tento postup dale aplikovat na filtrace povrchu, mezi
nimiz se vyskytuji i povrchy nezorientovatelné, rozhodli jsme se problém
rekonstrukce znaménka jiz pro kiivky fesSit bez explicitniho zorientovani
kiivky.

Podle definice (2.15) je s} znaménko kiivosti, kterym se piendsi vektor
kiivosti HY | do vrcholu a¥, a s& znaménko kiivosti, kterym se prendsi vektor
kiivosti HY ; do vrcholu af.

Nésledujici vipocet je uréen pro vyhodnoceni znaménka s¥. Pro vypocet
znaménka s§ je nutné nahradit s¥ za sb, vektor kiivosti HY ; vektorem
kiivosti HY, ; a vektor d¥ vektorem df,.

Uvazujeme dva piipady:
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1. Vektory df, HY, H? , jsou v obecné poloze (viz. obrdzek 2.4(a) a
obrazek 2.4(b)).

2. Alespon jeden z vektort HY, HY | lez{ v pifmce uréené vektorem d¥
(viz obrazky 2.4(c), 2.4(d), 2.4(e) a 2.4(f)).

V piipadé bodu 1 definujeme pienos znaménka tak, ze promitneme
vektory HY a HY | do roviny kolmé k vektoru d¥ a zjistime tihel mezi nimi.
Pokud je mensi nez 7, je znaménko kladné, pokud je vétsi nez 7, je znaménko
zaporné, jinak je rovno nule. Takze

my = sign <Hf71 (E - Elfl(afl)T)Hf), (2.16)
kde E je jednotkova matice 3 x 3 a &fl = HS_ZH je jednotkovy vektor.

Tento postup selhava v pripadé 2., kdy m; = 0. Zde ale muzeme
rozhodnout podle znaménka

msy = sign((H} ;) "HY). (2.17)

Celkové rozhodnuti udéldme takto: jestlize m; = 0 tak s¥ = my jinak
sk = m;. To lze implementovat nasledujicim postupem:

1. Vypocitame cisla

a = (Hi‘il)Tny b= (Hffl)T &fl(afl)T Hf

2. Znaménko s} rozhodneme podle tabulky:

’ test ‘S’f‘
a>bV(a=bAa>0)|+1
a<bV(a=bAa<0)| -1

a=b=0 0

Znaménko s} bude rovno nule pokud:

e Vektor HY = 0.
e Vektor HY |, = 0.

o Vektory H? | a HY jsou navzajem kolmé a alespoii jeden z nich je kolmy
na spojnici d¥ . V takovém piipadé nelze rozhodnout. Proto je spravné,
ze znaménko prenosu je rovno nule.

ko ‘ koo ok 1o v iedné nif L
Vektor H} je nulovy, pokud aj a aj ; lezi v jedné piimce a a; — a; ;| =

al 1 a¥. To je v ekvilibriu mozné pouze, pokud vsechny body kiivky lezi na
piimce a nebo v inflexnim bodu. Poloha takového bodu se pfi dalsi aktualizaci
zachovava (H¥ = 0). Pokud je HY | nulovy, nevadi, Ze pifslugné znaménko
prenosu je také nulové.
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Obrazek 2.4: Piipady propagace znaménka: (a) kladné, (b) zaporné, (c)
kladné, (d) zéporné, (e) kladné, (f) zaporné.
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2.7.3 Vypoéet nového vrcholu a’ !
Ve vrcholu kiivky je spoctena velikost nové kiivosti. Pro dalsi vyhlazovani
nebo zpracovani kiivky je nutné znat polohu nového vrcholu kiivky.

Novy vrchol af““ kiivky K, ktery bude vychozim vrcholem pro (k4 1)-ni
iteraci algoritmu, spoc¢itame podle

af“ = af + O‘f(dfl + de), (2.18)

kde a¥ je vychozi vrchol kiivky pro k-tou iteraci. Vypocet hodnoty of je
uveden dale.

Novy wvrchol kiivky bude tedy lezet na piimce, jejiz smér je urcen
vektorem kiivosti H¥ v bodé a¥.

Pro vypocet nového vrcholu af“ kiivky je nutné znat skalarni hodnotu
aFf. Tato hodnota uréuje parametr posunu vrcholu a¥ po pifmce urcené
vektorem kiivosti HY tak, abychom dostali novy vrchol af“.

k

i

Odvozeni «

Ze vzorce (2.9) pro HF ™ plati

it dy
()% + (di™)>

H =2 (2.19)

kde H*! je vektor kfivosti pro novou pozici vrcholu a¥ kiivky K. Polohu
ostatnich vrcholu kfivky uvazujeme tu, ktera je vychozi pro vypocet v iteraci
k. Tedy Vj # i : al = al*!.

Pak z definice v kapitole 2.3 plyne:

dfl—H = afﬂ _af—l = af"”af(dfl +d§2) _af—l =(1 +O‘f)d§1 +O‘fd?2= (2.20)

i

d?QH = afﬂ _af—l-l = af"”af(dfl +d§2) _af—i-l =(1 +0‘k)d§2+ai’cdfp (2.21)

(di™)? + (dis)? = (di) T + (dih) T = (2.22)
= (L+a))” ((d)?+ (dR)?) +
+(4af +4(af)?) - ((df)"(dR)) +
+(af)? - ((d)? + (dy)?).

Po dosazeni do vzorce (2.19) dostaneme

o (1+2a8) - HE - (@) + (d5)?)

T (2l (e - (@) (dh)?) + ek (1+af) - ((df) Tl
(2.23)
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Pokud ¢itatele i jmenovatele vzorce (2.23) vydélime vyrazem (df,)*+(d~,)?
dostaneme vyraz

1+ 2ak
H = HF. g 2.24
' Yol 2af +2(ak)2 +4ak(1+ak) - P (2.24)
ds)"dk
kde P = (di) dyy (2.25)

(dfy)? + (diz)*
Pro dalsi odvozeni z rovnice je nutné, aby se v rovnici nevyskytovaly
vektory kiivosti ale hodnoty kiivosti. Proto celou rovnici vynasobime

, HFE ..
vyrazem o . Dostaneme rovnici:
7

HHI-H?: - 1+ 2a¥
' Hf Yol 42aF +2(af)2 + 41+ ak) - P

1

(2.26)

Vyraz Hf“ . g—: muzeme nahradit Hf“, coz je hodnota nové kiivosti
zadefinovana v kapitole (2.7.2). Déle jej upravime tak, abychom z néj mohli

vyjadiit fesenf kvadratické rovnice (af):

%

(f)?- (2H ™ +4H - P)+af - (2H M +4H ™ - P—2H) + Hf ' — Hf = 0.

(2.27)
Pro lepsi prestavu v nésledujicim textu muzeme citatele i jmenovatele
k k
vzorce (2.24) vynasobit vyrazem ) = Z% %. Dostaneme vyraz
2 71
HfH 1+2ak) -

HF (14 2aF +2(af)?) - Q + 4aF(1+ aF) - cosp

(diy) T a ¢ je thel, ktery svira vektor d¥ s vektorem d¥,.
dfl‘ d§2 ’ il i2
Abychom mohli dale pracovat s af, budeme se nejdifve soustiedit na
to, jak vypadd funkce velikosti kiivosti Hf v piipadé, kdy je vrchol af
vytahovdn v jednom sméru (posun jen vrcholu a¥, sousedi jsou na misté) po
pifmce, ktera je kolmd ke spojnici sousedt vrcholu a prochézi vrcholem a¥.
Funkece velikosti kiivosti HF v takto vytahovaném vrcholu a¥ neni monotonni.
Chovéani funkce si popiseme na piikladu: Vytahujeme-li vrchol po ptfimce
smérem ven a tfm i zmenSujeme thel ¢, ktery sviraji vektory d¥ a df%, pak
se velikost kiivosti zvétsuje. Toto chovani plati na intervalu ¢ € [r, mezy],
kde mezp € [m,0] a funkce velikosti kiivosti je tedy na tomto intervalu
rostouci. Uhel mezyp je roven dhlu, pro ktery nastdvd maximum funkce H}
a je roven 3. Odvozeni je provedeno pro funkci, kterd ma stejny prubéh jako
funkce HF. Vysvétlenf a odvozenf je dale v textu. Pokud vytahujeme vrchol
dale, tedy ¢ € [mezyp, 0], velikost kiivosti se zmensuje a tedy funkce HF bude

na tomto intervalu klesajici. Interval, na kterém je kiivka klesajici, neni pro

kde cos ¢ =
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vyhlazovani vhodny, protoze i pfes zmensujici se velikost kfivosti se vrchol
vice ,8picati“. Chovan{ funkce HY tedy neodpovida intuitivni piedstave
o chovani kiivosti, podle které by se méla kiivost se zmensujicim se thlem

mezi d¥ a df, zvétsovat.

k

)

Vybér ifesSeni «

Rovnice (2.27) je kvadratickd. Mohou tedy nastat tii piipady feseni:

1. Rovnice mé jen jedno feSeni:

Pouzijeme of, které vyslo.

. Rovnice ma dvé ruzné feseni:
Musime rozhodnout, které feseni je pro algoritmus vyhodnéjsi.
vt s1x e /o Y k HF k
P1i vybéru vyuzijeme pozorovani o chovani funkce HY. Funkce (o)
HE \i
je slozend z funkce HF''(aF) a konstanty HF, ktera je ve vrcholu a¥

7’ s’ ’ H-k+ll k . . Hk+1 k’
dand. Chovani funkce —7—(a7) je na intervalu, kde = (af) > 0,
1 1
stejné jako chovan{ funkce HF az na vyndsobeni nenulovou konstantou,
H?ﬁLl k .
;[k (ai ) < 07 Je
k2
chovéani funkce stejné jako chovani funkce —HF, také az na vyndsoben{
HE Ok k
KA
HE i i

coz na prubéh funkce neméd vliv. Na intervalu, kde

nenulovou konstantou. Priklad (a¥) je na obrazku 2.5. Reseni a

budeme volit takové, které nalezi intervalu, pro ktery je funkce HHk ()

k

)

. HEH!
rostouci. Z tvaru funkce ——(«

s ) plyne, ze maximélné jedno feseni
i

nalezi tomuto intervalu.

V pifpadé dvou riznych feseni of vybifrdme tedy takto: Resenim
rovnice (2.27) je to ze dvou feseni (af); o, které ndlezi do intervalu
() mins (0F)imax ), kde z vyrazu (2.28) vyjadifme:

1 1 [Q—2cosp
k /
iy = —— — — , 2.29
(a7) 2 2\ Q+2cosp (2:29)
1 1 [Q—2cosp

k

Ve = == + = 4| T 2.30
(a7) 2+2 Q +2cosp (2:30)

Véta: Velikost tihlu mezg, ktery sviraji vektory d™ a d%™ (pifpadneé

d¥ a dk), je pro extrémy funkce (tedy maximum i minimum)

ik
Hi
rovina 9

Dikaz: Dukaz provedeme pro maximum, pro minimum je zcela
analogicky. Ve vyrazu (2.30) nahradime @ a cos¢ rozpisem, pomoci
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Obrézek 2.5: Graf funkce %(af), kde Q@ =2 a ¢ = . Jiné hodnoty Q a ¢
k

K2
nemeéni charakter prubéhu funkce, méni se pouze pozice (vuci o) a velikost

extrému funkce.
df

. .. dr
d a db,. Jak bylo jiz pouzito v 2.28, Q = &, + d—i A CoSp = T pt.

Po upraveni dostaneme vyraz

1@+ ()2 — 2(ah)T(dh)
5\/ @)1 (L T o) T(@y)

1
k — ——
(O‘i )max ~ 79 +

Pomoci vyrazi 2.20 a 2.21 vyjadifme vektory d5™ a di™, v pifpade,
ze by k vypoétu nového vrcholu a¥*! byla pouzita hodnota () max:

(di™)
(di‘c;l) = (1 + (af)maX) de + (af)max d?l- (2.33)
k+1

Vyjadiime-li a upravime skaldrni souc¢in vektoru (dff“ 1)max a (di2
dostaneme

= (1 + (O‘f)maX) d; + (0F)max - (2.32)

max

)max
(@5 e (@51 e = 0, (2.34)

z cehoz plyne, zZe tihel mezyp, ktery sviraji vektory, je roven 7.

max max

O

Poznamka: Pro odstranéni problému déleni nulou pfi implementaci
vypoctu extrému funkce pridame do jmenovatele pod odmocninou &,
e>0ace—0.
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Vybirat fesen jen zpusobem of = min(| (af); |,| (£)s |) neni mozné.
V nékterych pripadech se vrchol kiivky pohybuje presné opaénym

smérem, nez je nutné k dosazeni dobrych vysledkt vyhlazovani.

3. Rovnice nema feseni: .
Tento piipad je ekvivalentni situaci, kdy hodnota ik nepatii do

HE
k+1 k+1
intervalu ((HHk )min (HHk )max), kde
Hik+1 HZ{c+1 i
(F) = 2 (@)in): (2:35)
H;H_l Hik+1 i
(T ) e = 7 (@) ar): (2:36)
Pro implementaci je nutné af zvolit. Hodnotu of zvolime tak, abychom
k1 k41
zvolili co mozné nejblizsi hodnotu funkce i (af) k hodnote e
‘ k41 b+l
Nejblizsi hodnota je vyjadiena extrémy funkce (Iié]_[g)min a (fij{—k)max.
k+1
Prislusny extrém zvolime dle znaménka extrému a hodnoty HI;_,C
(znaménka museji byt shodnd). Podle zvoleného extrému vybereme
odpovidajici (aF)min nebo () max-
Tedy jestlize
. (HF! . HE!
s1gn< 7 ) 231gn<( T )mm>, (2.37)
potom
O‘f (af)min;
jinak

2.7.4 Specialni pripady

Pokud velikost kiivosti HF = 0, pak dosazenim do vzorce (2.26) dostaneme,
7e HF' = 0. Novou kiivost ve vrcholu af tedy zvolime rovnu nule. Vzhledem
k definici je volba nové krivosti Hf“ spravné, protoze vektor urcujici smeér,
ve kterém ma byt nalezen novy vrchol af“, je nulovy.

Pokud v prubéhu vypoctu k-tého kroku algoritmu byla splnéna néktera
7z mnasledujicich podminek, hodnotu of nepoéitdime a dosadime pifmo
hodnotu, kterda je uvedena:

1. Pokud H¥ = 0, pak H¥'" je také rovno nule a pozice vrcholu a; kiivky
K se neméni, proto z (2.18) vyjde af = 0.

2. Pokud HF # 0 a HF!' = 0, pak dosazenim HF a HF' do (2.26) vyjde
af = —0.5.
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2.8 Algoritmus vyhlazovani podle kritéria
neuniformity

V této kapitole popisSeme podrobné jednotlivé kroky algoritmu vyhlazovani
podle kritéria neuniformity.

2.8.1 Vypocet vektoru neuniformity U?

Pro vypocet difuse neuniformity a urceni nového vrcholu kiivky je nutné
spocitat vektor neuniformity ve vrcholu krivky. Vektor neuniformity je
nezbytny k vypoctu polohy nového vrcholu kiivky.

Vrcholy kiivky K = {a},a%, ... a*} jsou aktudlni vrcholy kiivky, se
kterymi se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Vektor neuniformity U =
[uy ,, uf,, uf ] ve vrcholu aff kiivky K spocteme pomoci vzorce (2.12). Vektor

dfl = dil a dg = dig.
Vzorec pro vypocet vektoru neuniformity pro k-tou iteraci algoritmu je

_ PHd Y

(04 ; : (2.38)
kde P¥ = P; a je zadefinovdno vyrazem (2.10).
2.8.2 Vypocet nového vrcholu ai-““
Definujeme vypocet nového vrcholu a¥™ kiivky:
altt = al 4+ gUY, (2.39)

kde a¥ je aktudlni vrchol kiivky K a hodnota 3 je odvozena dale.
Z definice neuniformity (2.12) odvodime vzorec pro vypocet neuniformity,
kterou by méla kiivka mit v (k + 1)-nf iteraci algoritmu:

—PIT(dy +dy )

2 Y
kde Pf“ je projekce zadefinovand vyrazem (2.10) a plati, ze b, = bf“ a
tedy P = PP,

Vektor nové neuniformity ve vrcholu a™' odpovidd vektoru U¥*
zadefinovaném vyrazem (2.40), pokud pohybujeme jen s vrcholem af a
vSechny ostatni vrcholy kiivky K stoji. Vektor b¥ se neméni. Vektory U¥F
a Uf“ jsou tedy rovnobézné.

Muzeme zapsat:

Uit = (2.40)

U = u|Uj|| = - UF, (2.41)

(2 3
U =l U

kde u? je jednotkovy vektor ve sméru UF.
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Vlastnosti Uf“ vyuzijeme pro odvozeni hodnoty 3. Plati tedy:
dii'' = aj*'—aj  =a+pU; —a] | =dj, +pU}, (2.42)

)

di” = af* —af, =af + pUf —ay, =dj; + AU
Potom
Ut = —Pr(d} +5U§ +dj, + AUY) _
_ B (di}; tdi) _ gpryt - Ut gut (2.43)
Pouzitim vyrazu (2.41) dostavame:
uf L UFtt =uf L UF - ub - Uls. (2.44)

Celou rovnici vynasobime (uf)" a za U™ dosadime z rovnice difuse (2.13).
Potom
UF — \UF = UF — BUF, (2.45)

k+1.

i .

al™ =al + )\, Uf, (2.46)

z toho vyplyva, ze § = \,. Vyjadiime novy vrchol a

kde 0 < A\, < 1.
Novy vrchol tedy lezi na primce, jejiz smér je urc¢en vektorem neuniformity
U? ve vrcholu af.

2.9 Algoritmus pro vyhlazovani neuzavriené
krivky

Pokud budeme vyhlazovat neuzavienou kiivku, muzeme pouzit algoritmus
pro uzaviené kiivky pozméneny o nasledujici body:

1. Neuzaviend kiivka obsahuje dva krajni (neplatné) vrcholy, které maji
jen jednoho souseda. Pro tyto vrcholy nebudeme vypocty algoritmu
provadét vubec. Souradnice téchto krajnich vrcholu budou po celou
dobu vypoctu ty, které byly zadany jako vychozi pro tyto vrcholy
kiivky.

2. Bezprostiedni sousedi krajnich (neplatnych) vrcholu maji pro vypocet
nové kiivosti informace jen z jednoho platného souseda. Vypocet nové
krivosti Hf“ budeme v téchto vrcholech provadét podle upraveného
vzorce:

H' = (1 - NHf + \HF, 0< A< 1, (2.47)
kde -

HF = s HF | (2.48)

7
Velikost H¥ | je velikost kiivosti platného souseda a st je znaménko

prenosu kiivosti z platného souseda do poc¢itaného vrcholu.
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3. Pro vypocet neuniformity (stejné jako pro vypocet kiivosti) plati, ze
dva krajni vrcholy se nepocitaji a jejich souradnice se po celou dobu
vypoctu neméni. S ostatnimi vrcholy kfivky pracujeme stejné jako pfi
praci s neuniformitou uzavrené krivky.

Vsechny ostatni vypocty jsou shodné s vypocty pro algoritmus, ktery
pracuje s uzavienymi kiivkami.

2.10 Kritérium zastaveni

Pro vypocet je nutné zvolit tii konstanty, které urcuji, kdy se ma algoritmus
ukoncit, a dvé konstanty, které urcuji schéma vyhlazovani:

1. Konstanta [ uréuje maximélni pocet iteraci algoritmu (obou kritérii
dohromady). Algoritmus je ukoncen, pokud je splnéna podminka
k > I, kde k je soucet iteraci vyhlazovani podle kritéria kiivosti a
neuniformity.

2. Konstanta S;, ur¢uje minimélni pripustny prumérny posun vsech
vrcholu krivky K v ptipadé prace s kritériem kiivosti. Pokud je tedy
vyhlazovano podle kritéria kfivosti a plati, ze prumérny posun vsech
vrcholu kiivky K je mensi nez Sj,, algoritmus je ukoncen.

3. Konstanta S, urCuje minimalni pfipustny prumérny posun vsech
vrcholu kiivky K v piipadé prace s kritériem neuniformity. Pokud
je tedy vyhlazovano podle kritéria neuniformity a plati, ze prumérny
posun vsech vrcholu kiivky K je mensi nez 5, algoritmus je ukoncen.

4. Ty, a T, konstanty slouzi k urceni, po kolika iteracich se bude ménit
kritérium, podle kterého se pracuje. Pokud je pracovano s kritériem
kiivosti a bylo takto provedeno T}, iteraci, algoritmus v dalsim kroku
zacne pracovat s kritériem neuniformity a je provedeno T,, iteraci, pak
se opét zacne pracovat podle kritéria kiivosti.

Pokud neni splnéna néktera z ukoncovacich podminek, algoritmus pokracuje
iteraci k£ = k + 1. Jinak je algoritmus ukoncen.

2.11 Experimenty

V této kapitole ukazeme vysledky implementace algoritmu pro vyhlazovani
krivek. Uvedeme experimenty, které prokazuji robustnost a stabilitu
algoritmu. Nakonec uvedeme experimenty, které ukazuji, jak volba vstupnich
parametri ovliviiuje vysledek algoritmu.

V celé kapitole budeme pouzivat jednotné znaceni pro vstupni parametry
algoritmu. Parametr A\ urcuje velikost difusniho kroku pro kritérium
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kiivosti (viz. (2.7)). Parametr A, urcuje velikost difusntho kroku pro
kritérium neuniformity (viz. (2.13)). Parametr [ urc¢uje maximdlni pocet
iteraci algoritmu (kapitola 2.10), Sy, a S, uréuji mimimalni pripustny prumeér
posunu vsech vrcholu pro kritérium kiivosti a neuniformity (kapitola 2.10).
Abychom predesli rozdilnému nastaveni téchto parametru pro stejnou
krivku zadanou v ruznych méritkach, v implementaci jsou tyto parametry
vynasobeny prumeérnou délkou hrany vstupni kfivky. Parametry Tj a T,
urcuji, po kolika iteracich se méni kritérium vyhlazovani (kapitola 2.10).

U popisu kazdého experimentu budou popsany parametry, které jsou
zvoleny jinak, nez je jejich preddefinovana hodnota. Parametry A\, A\, a [
jsou uvadény vzdy. Pokud parametr neni v popisu experimentu uveden, jeho
hodnota je:

e S, =0.0001,
e S, =0.0001,
o T}, = 50,
o T, = 50.

2.11.1 Zakladni funkce

V této casti jsou uvedeny experimenty, které ukazuji zakladni funkci
algoritmu. Kazdy experiment je proveden tak, ze testovana kiivka je
zasumeéna a takto zaSuménd kiivka je vstupem pro vyhlazovaci algoritmus.
Provedena jsou dvé vyhlazeni vstupni kfivky. Prvni vyhlazeni je provedeno
na deset iteraci a druhé je spusténo tak, aby vyhlazovani dokonvergovalo
(algoritmus byl ukoncen na podminku jedné ze sum S, a S, dle aktuédlniho
kritéria). Obé vyhlazeni jsou spousténa se shodnymi parametry, kromé
parametru /.

Pro kazdy experiment jsou ukazany vysledky vyhlazovani (obrizek (a)),
puvodni nezasumeénd kiivka (obrazek (b)) a nasledujici grafy:

e V obrézku (c) jsou uvedeny grafy funkef H;};g, Hgg" a H;Ig“ v zavislosti
na k-té iteraci algoritmu. Vyraz Hy oznacuje prumeérnou velikost
kiivosti pfed zacatkem vyhlazovani. Vyraz H,y, oznacuje prumérnou
velikost kiivosti v k-té iteraci algoritmu, H ., a Hpj, jsou maximalni
a minimalni velikosti kfivosti v k-té iteraci.

’ . ? Uan Umax Umin

oV ol?razkg (d) jsou uyedeny. grafy funkel =7%, U—g A g
v zavislosti na k-té iteraci algoritmu. Vyraz U, oznacuje prumérnou
velikost neuniformity pred zacatkem vyhlazovani. Vyraz U,y oznacuje
prumérnou velikost neuniformity v k-té iteraci algoritmu, Uy @ Upin

jsou maximalni a minimalni velikost neuniformity v k-té iteraci.
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e V obrazku (e) je znézornén graf funkce SS—O v zavislosti na iteraci
algoritmu. Vyraz Sy oznacuje prumeérny posun vsSech vrcholu krivky
v prvii iteraci algoritmu a S, je prumérny posun v k-té iteraci
algoritmu.

Velikost rozdilu mezi starou a novou kfivosti je omezena parametrem
A (ptipadné \,), a tim je i omezen pohyb vrcholu. Rozdily mezi
prumérnym, maximalnim a minimédlnim pohybem vrcholu nejsou
v daném méritku grafu témer zietelné, proto nejsou grafy funkei Sg“—(;“‘

Smin
a g uvedeny.

Prvni experimenty byly provedeny na pravidelnych n-thelnicich.
Z definice vypoctu hodnoty nové kiivosti ve vrcholu kiivky (2.7) plyne, zZe
v kazdém vrcholu pravidelného n-ithelnika je nova ktivost rovna staré kiivosti
a vrcholy n-thelniku se tedy nebudou pohybovat. Algoritmus vyhlazeni
by tedy na pravidelné n-ihelniky nemél mit vliv a vystupni kiivka by
méla byt shodnd s kiivkou vstupni. Experimenty potvrdili, Zze pravidelné
n-thelniky jsou algoritmem nezménény a algoritmus je ukoncen jiz po prvni
iteraci vypoctu (vyhlazovano jak podle kritéria kiivosti, tak i podle kritéria
neuniformity).

V dalsim experimentu jsme testovali vyhlazovani ¢tverce. Vstupni kiivkou
je zasumeény Ctverec s délenymi hranami. Parametry jsou A = 0.1 a A\, =
0.01. Algoritmus dokonvergoval po 1193 iteracich. Prubéh vyhlazovani a
prislusné grafy jsou na obrazku 2.6. Na obrazku 2.6(a) je vidét, ze jiz
po 10 iteracich (zelené) jsou z kiivky odstranény velké nerovnosti a po
dokonvergovani po 1193 iteracich (¢ervené) je kiivka témeér (diky velkému
vstupnimu §umu) kruznici. Na obrazku 2.6(c) lze pozorovat, ze funkce Hﬁ;g,
v prubéhu vyhlazovani, velmi rychle ziska konstantni charakter a funkce
% a % se k ni se vzrustajicim poctem iteraci ptiblizuji. V prubéhu

0 0
vyhlazovéni je také velmi rychle dosazeno témeér (diky velkému vstupnimu
sumu) uniformni kfivky. To lze pozorovat (viz. obrézek 2.6(e)) na charakteru
funkce ngg : Iterace, ve kterych se pracuje s kritériem kiivosti je v grafu funkce
pozorovatelna zména prumérného posunu vrcholu. Pro iterace, ve kterych se
pracuje s kritériem neuniformity je prumérny posun vrcholu roven témeér
nule.

V nasledujicim experimentu je vstupni kiivkou zasumény Sestitthelnik
s délenymi hranami. Parametry jsou A = 0.1 a A\, = 0.01. Algoritmus
dokonvergoval po 241 iteracich. Prubéh vyhlazovani a prislusné grafy jsou
na obrazku 2.7. Na obrazku 2.7(a) je vidét, ze jiz po 10 iteracich algoritmu
(zelené) je kiivka téméf vyhlazena a v dalsich iteracich je zmenSovéna
prevazné neuniformita krivky. To je mozné vidét také na grafech: Na

obrézku 2.7(c) lze pozorovat, ze funkce HHng je jiz po velmi malém poctu kroku

témeér konstantni, naopak na obrazku 2.7(d) 1ze pozorovat, ze funkce

U'dvg
Uo

Uan Urnin
Up ' Up

nedokonvergovala, protoze algoritmus byl

a UUL;“‘ klesaji k nule. Funkce
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Obrazek 2.6: Vyhlazovani zasuméného ctverce s délenymi hranami.

Parametry A

iteracich.

0.1 a A,

0.01. Algoritmus dokonvergoval po 1193

(a) Prubéh vyhlazovani. (b) Nezasumény vstup. (c) Funkce
kiivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce prumérného posunu vrcholt.
Funkce jsou definovany v kapitole (2.11.1).
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ukoncen po 241 iteracich a ze schématu vyhlazovani (50 iteraci kritérium
kiivosti, 50 iteraci kritérium neuniformity) plyne, ze byl ukonéen v prubéhu
pracovani s kritériem kfivosti. Prumérny posun vsech vrcholu kiivky tedy jiz
splioval podminku ukon¢eni na minimalni sumu Sj,.

V nésledujicim experimentu jsme sledovali vyhlazovani slozitéjsi krivky,
kde vstupem je zasuména hvézdice. Parametry jsou A = 0.01 a A\, = 0.01.
Algoritmus dokonvergoval po 2185 iteracich. Prubéh vyhlazovani a piislusné
grafy jsou na obrazku 2.8. Na obrazku 2.8(c) lze pozorovat, ze funkce HHLZg
a H%;X na zacatku vyhlazovani krivky osciluji: To je zpusobeno vlastnosti
funkce velikosti kiivosti. Kfivka obsahuje vrcholy, které jsou velmi ,,Spicaté*
a vyhlazovanim jsou postupné stahovany. V prubéhu stahovéni vrcholu
nabyva hodnota funkce velikosti kfivosti svého maxima, coz se projevuje ve
funkcich HHLZg a H%:X jako postupny narust a posléze postupny pokles hodnoty
funkce. Na obrazku 2.8(d) lze na funkcich U%;g a Ug‘—;" také pozorovat oscilaci:
Na intervalech, kde je vyhlazovano podle kritéria kiivosti, velikost funkci
roste. Naopak na intervalech, kde je vyhlazovano podle kritéria neuniformity,
velikost neuniformity klesd. Oscilace je zpusobena neortogonalitou kritérii.
7 grafu funkci je vsak patrné, ze se zvysujicim se poCtem iteraci je oscilace
méné vyrazna a funkce konverguji k nule.

V poslednim prezentovaném experimentu je vstupni kiivkou zasuména
lemniskata. Parametry jsou A = 0.1 a A\, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval
po 297 iteracich. Prubéh vyhlazovani a piislusné grafy jsou na obrazku 2.9.
Ktivka obsahuje inflexni body, které by mély byt po vyhlazeni zachovany. Na
obrazku 2.9(a) je vidét, ze inflexni body kiivky jsou po vyhlazeni skutecné
zachovany.

Soucasti experimenti byl také test, ve kterém bylo zjistovdno, zda
vysledky vyhlazovani zavisi na dokonvergovani v libovolném ze dvou kritérii,
nebo jen v kritériu kfivosti. Experimentalné bylo prokazano, ze pokud
je vynuceno dokonvergovani jen v piipadé pracovani s kritériem krivosti,
vyslednd kiivka je témér totozna s kiivkou, ktera je vysledkem algoritmu,
jehoz dokonvergovani neni omezeno na kritérium kiivosti, ale pocet iteraci je
témér dvojnasobny.

2.11.2 Robustnost a stabilita

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které prokazuji robustnost
a stabilitu algoritmu. Robustnost je ukézdna na vyhlazeni extrémné
zasumeénych kiivek. Stabilita je ukézana tak, Ze po dokonvergovani
vyhlazované kiivky je k vysledku pridan Ssum a takto pozménéna kiivka je
algoritmem znovu vyhlazena.

K experimentum s robustnosti jsou uvedeny vysledky vyhlazovani
(obrazek (a)), puvodni nezasuménd kiivka (obréazek (b)) a grafy, jejichz popis
je shodny s popisem grafu v kapitole 2.11.1.

vvvvvv
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Obrazek 2.7: Vyhlazovani zasuméného Sestitthelniku s délenymi hranami.

Parametry A 0.1 a A\,

iteracich.

= 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 241
(a) Prubéh vyhlazovani. (b) Nezasumény vstup. (c) Funkce

kiivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce prumérného posunu vrchola.
Funkce jsou definovény v kapitole (2.11.1).
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Obrazek 2.8: Vyhlazovani zasuméné hvézdice. Parametry A = 0.01 a
A, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 2185 iteracich. (a) Prubéh
vyhlazovani. (b) Nezasumény vstup. (c) Funkce kiivosti. (d) Funkce
neuniformity. (e) Funkce prumérného posunu vrcholu. Funkee jsou definovény
v kapitole (2.11.1).
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Obrazek 2.9: Vyhlazovani zasuméné lemniskaty. Parametry A = 0.1 a A\, =
0.01. Algoritmus dokonvergoval po 297 iteracich. (a) Prubéh vyhlazovéni. (b)
Nezasumeény vstup. (c¢) Funkce kiivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce
prumérného posunu vrcholu. Funkce jsou definovany v kapitole (2.11.1).
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V prvnfm experimentu je vstupni kiivkou extrémné zasumeéna hvézdice. Sum
je tak velky, ze vstupni kfivka neni Jordanovskou kiivkou (vzajemné se
protind). Parametry jsou A = 0.01 a A, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po
6231 iteracich. Prubéh vyhlazovani a piislusné grafy jsou na obrézku 2.10.
Na obrézcich 2.10(c) a 2.10(d) lze pozorovat oscilaci funkei stejné, jako je
tomu u experimentu s hvézdici v kapitole 2.11.1. I pfes extrémni zasumeéni je
vyhlazend kiivka témér soumeérna!

V dalsim experimentu je vstupni kiivkou extrémné zasuména lemniskata.
Parametry jsou A = 0.1 a A\, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 395
iteracich. Prubéh vyhlazovani a prislusné grafy jsou na obrazku 2.11. Na
obrazku 2.11(a) je vidét, ze jiz po 50 iteracich je kiivka téméf vyhlazena.
Vysledny tvar kiivky, po dokonvergovani algoritmu, odpovida tvaru ktivky,
ktera je vstupem algoritmu: Algoritmus zachovéava i inflexni body ptidané
sumem. Na obrdzku 2.11(d) lze pozorovat, ze funkce UL‘,—(")g dokonvergovala
témér k nule.

K experimentum stability jsou uvedeny vysledky vyhlazovani
(obrazek (a)), vysledek vyhlazovani s pridanym Sumem a jeho vyhlazeni
(obrazek (b)) a grafy, jejichz popis je shodny s popisem grafu
v kapitole 2.11.1. Grafy zachycuji cely prubéh vyhlazovani (véetné vyhlazeni
po pridéni Sumu do jiz vyhlazené kiivky).

Nejdiive jsme testovali zasumény Sestitthelnik s délenymi hranami.
Algoritmus dokonvergoval po 419 iteracich. K vyhlazené kfivce byl pridan
Sum a kfivka byla znovu vyhlazena. Algoritmus dokonvergoval po 332
iteracich. Parametry jsou A = 0.1 a A\, = 0.01. Prubéhy vyhlazovani
a prislusné grafy jsou na obrazku 2.12. Na grafech funkci lze pozorovat,
ze po pridani Sumu do jiz vyhlazené kiivky se velmi zméni hodnoty
vSech funkci. V prubéhu dalsich iteraci algoritmu se vSak vSechny hodnoty
vraceji k hodnotam funkei pred zasuménim ktivky. To znamenad, ze kiivka
s pridanym Sumem je opét vyhlazena do stejného tvaru, jako pred pridanim
sumu.

V tomto experimentu je vstupni kiivkou zasuména hvézdice. Algoritmus
dokonvergoval po 1987 iteracich. K vyhlazené kiivce byl pfidan Sum a
krivka byla znovu vyhlazena. Algoritmus dokonvergoval po 1281 iteracich.
Parametry jsou A = 0.01 a A\, = 0.01. Prubéhy vyhlazovani a piislusné grafy
jsou na obrézku 2.13. Na obrézcich 2.13(c) a 2.13(d) lze pozorovat, ze hodnoty
funkei HHL;"’ a U%;g jsou po dokonvergovani kiivky se znovu pridanym Sumem
mensi nez hodnoty funkei pred pridanim sumu. Myslime si, ze nékteré vrcholy
mohly byt ve ,falesnych® inflexnich bodech a po pfidani sumu a vyhlazeni
krivky Ilgyly tyto inflexni body odstranény, coz zpusobilo zmenseni hodnot

avg

; Unve
funkei T & E.

2.11.3 Vybér lambdy pro kfivost a neuniformitu

V této kapitole ukdzeme, jak volba A a A, ovliviiuje vysledek algoritmu.
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Obrazek 2.10: Vyhlazovani extrémné zasuméné hvézdice. Parametry A = 0.01
a A, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 6231 iteracich. (a) Prubéh
vyhlazovani. (b) Nezasumény vstup. (c) Funkce kiivosti. (d) Funkce
neuniformity. (e) Funkce prumérného posunu vrcholu. Funkee jsou definovény
v kapitole (2.11.1).
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Obrazek 2.11: Vyhlazovani extrémné zasuméné lemniskaty. Parametry A =
0.1 a A\, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 395 iteracich. (a) Prubéh
vyhlazovéni. (b) Nezasumény vstup. (c¢) Funkce kiivosti. (d) Funkce
neuniformity. (e) Funkce prumérného posunu vrcholu. Funkee jsou definovény
v kapitole (2.11.1).
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Obrazek 2.12: Vyhlazovani zasuméného Sestitthelniku s délenymi hranami.
Parametry A = 0.1 a A\, = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 419 iteracich.
Po pfidani Sumu algoritmus dokonvergoval po 332 iteracich. (a) Prubéh
vyhlazovéni. (b) Prubéh vyhlazovani po pfiddni sumu k dokonvergované
kiivce. (¢) Funkce kiivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce prumérného
posunu vrcholi. Funkce jsou definovény v kapitole (2.11.1).
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Obrazek 2.13: Vyhlazovani zasuméné hvézdice. Parametry A = 0.01 a

Ay = 0.01. Algoritmus dokonvergoval po 1987 iteracich. Po pridani Sumu
algoritmus dokonvergoval po 1281 iteracich. (a) Prubéh vyhlazovéni. (b)
Priubéh vyhlazovani po piiddni Sumu k dokonvergované kiivce. (c) Funkce
kiivosti. (d) Funkce neuniformity. (e) Funkce prumérného posunu vrcholu.
Funkce jsou definovény v kapitole (2.11.1).
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Obrazek 2.14: Vyhlazovani hvézdice pro ruzné nastaveni parametru .
Parametr A\, = 0.01. Data k prubéhu vyhlazovani jsou v tabulce 2.1.

Experimenty jsou provedeny tak, ze ménime hodnotu ptislusné lambdy a
ostatni parametry jsou nastaveny na optimalni. Vysledky jsou prezentovany

pomoci tabulek, které zachycuji hodnoty funkci HHL;g Unvg o Sove pro testované

)
lambdy. Popis funkef lze nalézt v 2.11.1. Pokud je v tabulce za hodnotou
uvedeno ¢islo v zavorce (X), znamend to, ze algoritmus se zvolenymi
parametry dokonvergoval po X iteracich. Pokud je v tabulce pouzit symbol
»-", znamena to, ze algoritmus se zvolenymi parametry, jiz pro tuto iteraci
nebézel (dokonvergoval po mensim poétu iteract).

Experimenty se zménou A:

Vstupni kiivkou je hvézdice. Parametr A\, = 0.01. Vysledek vyhlazovani pro
nastaveni parametru A je v tabulce 2.1 a na obrazku 2.14.

Pro nastaveni A = 0.1 je kiivka vyhlazena nejrychleji a nejlépe. V tabulce
lze pro A = 0.1 pozorovat mirny narust kiivosti. Myslime si, Ze je to
zpusobeno posunem vrcholu hvézdice, které jsou pred zacatkem vyhlazovani
nejblize ke stiedu objektu, smérem od sttedu. V prubéhu vyhlazovani se
vrcholy posunuji a prumérnd kiivost klesd. V jednom okamziku je potom
velikost kiivosti, v téchto vrcholech, rovna nule (lezi v piimce s jejich
sousedy). V prubéhu dalsiho vyhlazovani jsou vsak vrcholy posunovany
dile od stredu a jejich kiivost se opét zvétSuje, coz zpusobi narust
prumeérné kiivosti. Pro nastaveni A = 0.01 je dosazeno stejné hodnoty
neuniformity (jako pro A = 0.1) po mnohem vice krocich a kiivka je
smrsténd, ale zachovava charakter ,hvézdice®. Nastaveni A = 0.001 neni
vhodné, protoze vyhlazovani kiivky postupuje velmi pomalu. Doporucujeme
nastaveni parametru A jako A = 0.1, ale uzivateli je ponechana volba dle jeho
pozadavku.

Experimenty se zménou \,:

Vstupni kiivkou je hvézdice. Parametr A = 0.1. Vysledek vyhlazovani pro
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Hodnota Havg/Ho po iteraci
A 400 800 1300 1700 2100 2535
0.1000 | 1.265 | 0.947 | 0.975(989) - - -
0.0100 | 2.803 | 2.706 2.654 2.476 | 2.308(1991) -
0.0010 | 2.844 | 2.823 2.860 2.881 2.895 2.903
Hodnota Uavg/Up po iteraci
A 400 800 1300 1700 2100 2535
0.1000 | 0.008 | 0.004 | 0.004(989) - - —
0.0100 | 0.020 | 0.011 0.006 0.005 | 0.004(1991) -
0.0010 | 0.022 | 0.016 0.010 0.008 0.006 0.005
Hodnota Savg/So po iteraci
A 400 800 1300 1700 2100 2535
0.1000 | 0.001 | 0.001 | 0.001(989) - — —
0.0100 | 0.003 | 0.002 0.001 0.001 | 0.001(1991) -
0.0010 | 0.003 | 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001

Tabulka 2.1: Tabulky hodnot funkei HHL;g, U{}Zg a Sg—;g pro ruzné nastaveni

parametru A vyhlazované hvézdice (viz. obrdzek 2.14). Parametr A\, = 0.01.

nastaveni parametru A, je v tabulce 2.2 a na obrazku 2.15.

Pro nastaveni A\, = 0.1 je ktivka rychleji vyhlazena, nez pro nastaveni
A = 0.01, bohuzel je vSak vice smrsténa. Nastaveni A\, = 0.001 neni vhodné,
protoze vyhlazovani skoncilo jiz po 51 iteracich: Schéma vyhlazovani bylo
nastaveno na vyhlazovani 50 iteraci kritériem kfivosti a 50 iteraci kritériem
neuniformity. Algoritmus tedy provedl 50 iteraci podle kritéria kiivosti a jen
jednu iteraci podle kritéria neuniformity. Nejvhodnéjsi nastaveni je tedy pro
Ay = 0.01.

2.11.4 Volba itera¢niho schématu

V této kapitole ukazeme, jak volba schématu ovliviiuje vysledek algoritmu.

Experiment je proveden tak, ze ménime parametry 1) a T,. Ostatni
parametry jsou nastaveny na optimdlni. Vysledky jsou prezentovany stejné
jako v predchozim piipadé (kapitola 2.11.3).

Vstupem algoritmu je c¢tverec s rozdélenymi hranami. Parametry
algoritmu jsou A\ = 0.1 a A, = 0.01. Vysledek nastaveni parametru T}
a T, je v tabulce 2.3. Obréazek 2.16 zobrazuje vysledky vyhlazeni kiivky
s ruzné nastavenymi schématy. Vstupni kiivka (modfe) a kiivka vyhlazovana
(Cervené) se schématem (7}, = 0 a T,, = 100) v obrazku splyvaji a je tedy vidét
pouze cervend kiivka. Z obrazku je patrné, ze vyhlazovani jen s kritériem
kiivosti (1}, = 100 a T,, = 0) obsahuje ,,spicky“, které nejsou zddouci. Chovani
je podobné také pro nastaveni Tj, = 70 a T,, = 30. Pokud bychom vychazeli
z hodnot v tabulce 2.3, mohlo by se zdat, ze nejvhodnéjsi volba schématu
je T, = 0 a T, = 100. Pro takto zvolené parametry je kiivka nejrychleji
vyhlazena, velikost kfivosti je rovna jedné a velikost neuniformity je rovna
nule. To je zpusobeno tim, ze vétsina vrcholu kfivky ma kiivost rovnou nule
a vstupem je jiz uniformni krivka. Takovou kiivku vsak nechceme, protoze
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Obréazek 2.15: Vyhlazovani hvézdice pro ruzné nastaveni parametru A\,.
Parametr A = 0.1. Data k prubéhu vyhlazovani jsou v tabulce 2.2.

Hodnota Havg/Ho po iteraci

Au 160 330 490 660 820 989
0.1000 2.132 1.228 | 1.055(396) - - -
0.0100 2.614 1.425 1.103 1.030 | 1.005 | 0.975

0.0010 | 3.766(51) | - - - - —
Hodnota Uavg/Up po iteraci

Ay 160 330 490 660 820 989
0.1000 0.008 0.001 | 0.000(396) - - -
0.0100 0.017 0.009 0.007 0.006 | 0.005 | 0.004

0.0010 | 0.036(51) | - -
Hodnota Savg/So po iteraci

Au 160 330 490 660 | 820 | 989
0.1000 | 0.010 | 0.005 | 0.001(396) | - - -
0.0100 | 0.002 | 0.007 0.001 0.001 | 0.001 | 0.001
0.0010 | 0.000(51) | - - - - -

Tabulka 2.2: Tabulky hodnot funkci %, Ugvg a % pro ruzné nastaveni
0 0 0

parametru A, vyhlazované hvézdice (viz. obrazek 2.15). Parametr A = 0.1.
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Obrazek 2.16: Vyhlazovani c¢tverce s rozdélenymi hranami pro ruzna
schémata (nastaveni parametru 7j, a 7T,). Parametry A = 0.1 a A, = 0.01.
Data k prubéhu vyhlazovani jsou v tabulce 2.3. (a) Prubéh vyhlazovani.
(b) Zvétsend cast kiivky, ve které se pro nastaveni T,, = 0 objevuje ,,8picka“.

obsahuje ,,rohy“. Kiivka je tedy nejlépe (bez ,$picek* a ,rohu*) vyhlazena
pro nastaveni 1), = T, = 50.

2.11.5 Shrnuti

V této kapitole shrneme provedené experimenty.

Experimenty prokazaly, ze vystupem algoritmu jsou vyhlazené kiivky a
velikost plochy, kterou kiivka ohranicuje, je zachovana. Bylo také ukazano,
ze vyhlazenim jsou zachovany inflexni body, které kiivka obsahovala pred
zasuménim. Pokud je vstupem pravidelny n-thelnik, vysledek vyhlazeni je
totozny se vstupem algoritmu. Algoritmus je schopny vyhladit i extrémné
zasumeéné kiivky a pokud je vyhlazend kiivka znovu zasuména a nasledné
opét vyhlazena, vystupem je kiivka stejného tvaru, jako pred zasuménim.
Déle bylo ukazano, jak vstupni parametry algoritmu ovliviuji vysledek
vyhlazeni kfivky. Z experimentu vyplynulo, ze vhodnym nastavenim pro
vétsinu krivek je kombinace parametru A = 0.1, A\, = 0.01, T}, = T,, = 50,
Sp = 0.0001 a S, = 0.0001.
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Hodnota Havg/Ho po iteraci

Th/Tu 140 280 410 550 690 | 825
0/100 | 1.000(1) - - - - -
30/70 | 1.815 1.617 1.478 1.363 1.203 | 1.274
50/50 | 1.909 1.614 1472 | 1.401(549) | - -

70/30 | 1.865 | 1.854(263) | - - - -
100/0 | 1.851 | 1.004(194) | - - - -
Hodnota Uavg/Up po iteraci

Th /Ty 140 280 410 550 690 | 825
0/100 | 0.000(1) - - - - -
30/70 | 0.065 0.050 0.044 0.034 0.021 | 0.015
50/50 | 0.075 0.057 0.048 | 0.042(549) | - -

70/30 | 0.077 | 0.077(263) | - - - -
100/0 | 0.081 | 0.085(194) | - - - -
Hodnota Savg/So po iteraci

Ty /T 140 280 410 550 690 | 825
0/100 | 0.000(1) - - - - -
30/70 | 0.015 0.011 0.021 0.008 0.005 | 0.002
50/50 | 0.021 0.013 0.010 | 0.002(549) | — -
70/30 | 0.016 | 0.002(263) | - - - -
100/0 | 0.014 | 0.002(194) | - - - -

Tabulka 2.3: Tabulky hodnot funkci Hl%g, U(j—;g a S;—;g pro ruznd schémata
(nastaveni parametru T}, a T,,) vyhlazovaného ctverce s rozdélenymi hranami

(viz. obrézek 2.16). Parametry A = 0.1 a A\, = 0.01.

51



Kapitola 3

Vyhlazovani uzavirenych
povrchu

Tato kapitola popisuje vyhlazovani uzavienych povrchi.

3.1 Vyhlazeny povrch

Popis vyhlazeného povrchu je analogicky s popisem vyhlazené kiivky: Cilem
algoritmu je postupnymi posuny jednotlivych vrcholi daného povrchu docilit
takového povrchu, ktery je wyhlazeny. Vyhlazenim rozumime optimalizaci
dvou vlastnosti povrchu: kfivosti a neuniformity. Krivost udava kiivost
daného povrchu a neuniformita nerovnomeérnost mezi vzdalenostmi vrcholu
povrchu k jeho bezprostiednim sousediim. Rekneme, ze povrch je idedlné
vyhlazen, kdyz mé& kiivost ve vSech vrcholech rovnu pruméru kiivosti
bezprostiednich sousedu a neuniformitu rovnu nule (vzdélenosti vrcholu ke
v8em bezprostfednim sousedum vrcholu jsou shodné).

3.2 Krivost na spojitém povrchu

Necht C' je C? spojity povrch, ktery minimalizuje
J = / (VH (u,v))*dudv, (3.1)

kde H je velikost kiivosti. Funkce H = H(u,v,t), kde u, v je parametrizace
povrchu a t je ¢as. Rovnice (3.1) je Dirichletuv integrél [15]. Nutnd podminka
pro extrém funkce J je ve tvaru Laplaceovy rovnice

0*H N 0*H
ou? ov?

AH (u,v) = = 0. (3.2)

Funkce H je tedy harmonicka funkce. Funkci H tedy muzeme nalézt jako

52



reSeni difusni rovnice

oOH 0?’H  0*H
— = — ), 0< A <1 3.3
5 =M gw ) 0<A<L (3:3)
kde A je koeficient difuse, a pro kterou plati
0H
lim — = !
M = 34

a H je harmonicka funkce.
Pro funkci H plati véta o aritmetickém pruméru [15]:

Necht funkce u je v oblasti § spojita. Hodnoty u ve stredu kazdé
n-rozmérné koule Ke () jsou rovny aritmetickému priméru hodnot
na hranici K tehdy a jen tehdy kdyz u je harmonickad.

My pouzijeme difusi pro vyhlazovani povrchu. Potom A je rychlost
vyhlazovani.

Rekneme, ze diskrétni povrch je zaddn triangulovanou siti, kde V =
{aj,as,...,a,} je posloupnost vrcholu povrchu. Aktudlni vrchol povrchu
oznacCime a.

Diskretizaci véty o aritmetickém prumeéru dostaneme

H—H=0, (3.5)

kde H je kiivost ve vrcholu a, H = %ZLI H; je prumeér velikosti kfivosti
bezprostrednich sousedu vrcholu a; a n je pocet bezprostiednich sousedu
vrcholu. Predpokladame uniformni okoli o poloméru jedna. Pozadavek na
uniformitu je realisticky, protoze bude existovat ¢len, ktery jej v prubéhu
konvergence zaruci.

Vyraz ?;uél + %27121 ve vrcholu a muzeme aproximovat
0’H  0*°H _
n ) ~H—H, 3.6
( ou? ~ Ov? (3:6)
Dosazenim vyrazu (3.6) do vyrazu (3.3) a nahrazenim vyrazu %—If vyrazem

H*+1 — H* dostaneme definici pro vypoéet nové kiivosti ve vrcholu a. Index
k urcuje iteraci. Potom

H = (1= NHF+XH", 0 <X < 1. (3.7)

3.3 Definice krivosti

Stejné jako u kiivek, tak i u povrchu se v prubéhu vyhlazovani pracuje
s kfivosti ve vrcholu povrchu.

Zavedeme vektor kfivosti a uvedeme vypocet velikosti tohoto vektoru.
Rekneme, 7e S je diskrétné zadany povrch reprezentovany triangulovanou
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i aAj+1
Obrézek 3.1: Okol{ vrcholu a.

siti (viz. 1.2.1). Rekneme, ze V = {aj,ay,...,a,} jsou vrcholy povrchu S,
kde a; = [z;,y;,%;]. Dale v textu budeme aktudlné zpracovavany vrchol
a; oznacovat a. VSechny bezprostiedni sousedy vrcholu a oznacime O =
(a1, ag,...,a,). K indexovani bezprostiednich sousedi budeme pouzivat
index i = (1,2,...,n). Tedy a; = [x;,v;, 2] je i-ty bezprostiedni soused
vrcholu a.

Pro ucely této prace kiivost povrchu S ve vrcholu a definujeme jako vektor
H = [hy, hy, h.] a

3 A?
H — sz Y iml (3.8)
2 Zz 1 A
kde
= Sl = 5 pid 3.9
- 2 1 7 - 2 1Y .
je obsah trojihelniku, ktery je tvofen vrcholy a, a; a a; ;. Déle h; je vyska
trojihelniku vedouci z vrcholu a, h; = ||h;|| je velikost vysky trojihelniku,
b, = a; — a;;1 a b; = ||b;|| je velikost vektoru b; (viz. obrézek 3.1) a vyraz
(%2 Oh? Oh?
A} = b} (L, =4, =) 3.10
DI B B RIS 310

Déle si vyjadiime

h? = h? = (a—a;) Pi(a—a), (3.12)
kde P; je projekéni matice, kterou definujeme jako P; = E — . Vyraz E

oznacuje jednotkovou matici. Pro projekéni matici plati P? = PZ a PZT =P;.
Dosazenim definovanych vyrazia do rovnice (3.8) dostaneme kone¢nou
definici vektoru kfivosti ve vrcholu a plochy S. Tedy

§ _ Z?:l B;(a — a;)
2 Y (a—a) Bi(a—a;)’
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kde B; =0 P; =b? E — b;b,.

Smeér vektoru kiivosti ve vrcholu a je shodny se smérem vektoru > h;,
kde n je pocet bezprostiednich sousedu vrcholu a.

Velikost kiivosti H = ||H|| = /(h)? + (hy)? + (h.)2.

3.3.1 Vlastnosti vektoru krivosti H a velikosti kiivosti
H

Zvoleny vektor kiivosti m&a vlastnosti, které jsou uzitecné pro tlohu
vyhlazovani:

e Velikost kiivosti je invariantni k rotaci a translaci povrchu.

e 7 definice H plyne, Zze v piipadé pravidelného mnohosténu sméruje
H do stiedu télesa a H = %, kde r je polomér opsané kulové plochy
mnohosténu.

e Velikost kfivosti neni monotonni funkci vysky okoli vrcholu a. Toto
chovani ukazeme na jehlanu s podstavou tvorenou pravidelnym
Sestithelnikem a hlavnim vrcholem a. Vrchol a budeme vytahovat a
tim zvétsovat vysku télesa. Funkce velikosti kiivosti v zavislosti na
vySce télesa je na obrazku 3.2.

e Lezi-li vrchol a a jeho bezprostredni sousedé v jedné roviné, funkce
velikosti kiivosti v zavislosti na poloze vrcholu v této roviné je na

obrazku 3.3.

Stejné jako u kiivek budeme pracovat v prubéhu hledani nové polohy
vrcholu a s velikosti kiivosti, misto vektoru kiivosti. Vysvétleni této volby je
analogické k vysvétleni pro kiivky (viz. 2.3.2).

3.4 Definice neuniformity

V  prubéhu vyhlazovani povrchu pracujeme také s neuniformitou.
S neuniformitou pracujeme analogicky jako s kfivosti.

Zadefinujeme vektor neuniformity a vypocet velikosti tohoto vektoru
ve vrcholu. Definice povrchu a ostatnich pouzitych veli¢in je uvedena
v kapitole 3.3.

Bezprostiedni sousedé vrcholu a jsou oznaceni jako O = (aj, ag,...,a,) a
k indexovani bezprostiednich sousedu je pouzivédno indexace i = (1,2,...,n).
Déle také plati, ze ag = a,, a a,,+ 1 = a;. Projekci do sméru ur¢eného vektorem
d; = a;1; — a;,_1 budeme oznacovat P4,. Projekci spocitame:
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Obrazek 3.2: Zavislost velikosti kfivosti H na vysce Sestibokého jehlanu.
Délka hrany podstavy je rovna jedné.

kde ||d;|| je velikost vektoru d;.

Neuniformitu povrchu S ve vrcholu a definujeme jako vektor U =
[Ug, Uy, u,]. Lze-li bezprosttednimi sousedy vrcholu prolozit rovinu, pak U
je s touto rovinou rovnobézny. Vektor neuniformity definujeme

1 n
> (3.15)

kde n je pocet bezprostrenich sousedu vrcholu a a Uj; je

—Pq, (V(lla—ai|* + lla — a|?
U, = (v 14 i >>. (3.16)

Vyraz
V(lla=aia|® +lla—aml*) =

o(lla—aiilP+la—aii)?) o(lla—aiilP+la—aial?) o( la—ai_1|’+la-ai]?)
o ) oy ’ 0z :

Po upraveni citatele vyrazu a dosazeni do vyrazu (3.15) vznikne koneéna
definice vektoru neuniformity ve vrcholu a povrchu S. Tedy

1~ —Pg,((a—a;1)+ (a—ay)

(3.17)

=1

Velikost vektoru neuniformity urcuje vzdalenost vrcholu a od pomyslného
sttedu jeho bezprostirednich sousedu. V idedlnim pripadeé lze bezprostrednim
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Obrazek 3.3: Zavislost velikosti kiivosti H na pozici vrcholu a. S vrcholem
muze byt pohybovano jen ve ¢tverci vymezeném bezprostrednimi sousedy
vrcholu a. Pro nazornost je s vrcholem pohybovano jen po primce p.
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sousedum vrcholu opsat kruznici. Velikost vektoru neuniformity v tomto
vrcholu pak uréuje jeho vychyleni od stfedu této kruznice. Cim vétsi je
velikost vektoru, tim vice je vrchol od stfedu vzdéalen. V idedlnim ptipadeé,
kdy je vrchol a totozny se stfedem opsané kruznice, je velikost vektoru
neuniformity rovna nule.

Velikost vektoru neuniformity U = ||[U|| = |/u2 + u2 + uZ.

Diskrétni difusi pro neuniformitu definujeme predpisem

UM = (1 - \,)UF, (3.18)

kde 0 < )\, < 1, nebot chceme, aby v ekvilibriu byla neuniformita rovna
nule.

3.5 Algoritmus pro vyhlazovani uzavieného
povrchu

Pro vyhlazovani uzavieného povrchu jsou, shodné jako pro kiivky, pouzita
dvé kriteria: kritérium kfivosti a kritérium neuniformity. Tato kritéria jsou
v prubéhu vyhlazovani pouzivana podle vyhlazovaciho schématu, které je
shodné se schématem pro vyhlazovani kiivek a lze jej nalézt v sekci 2.5.
Srovnani ruznych typu schémat pro uzaviené povrchy je v kapitole 3.8.4.

Cilem algoritmu je postupnym posunem vrcholi povrchu dosdahnout
novych koneénych vrcholu povrchu tak, aby kfivost a neuniformita v téchto
novych vrcholech byly v rovnovaze (vrcholy se jiz nepohybuji). Snahou
algoritmu je také co nejméné zmensit objem télesa, ktery povrch ohranicuje.

Podle schématu vyhlazovani je v prubéhu algoritmu pracovano oddélené
s kiivosti a neuniformitou. Kritéria jsou stiiddna po daném (urCeném
uzivatelem) poctu iteraci. V obou pripadech je algoritmem ur¢ena nova
hodnota, kfivosti nebo neuniformity, ve vrcholu. Nova poloha vrcholu,
kterému odpovida spocitana hodnota, vSak neni znama. Urceni této nové
polohy vrcholu je dalsim tkolem algoritmu.

Tento postup je opakovan dokud neni splnéno kritérium zastaveni.
Kritéria zastaveni se shoduji s kritérii pro zastaveni algoritmu pro
vyhlazovéani kiivek (viz. 2.10). V kazdé iteraci algoritmu jsou zpracovany
vsechny vrcholy povrchu a to tak, ze pro kazdy vrchol jsou provedeny
vSechny kroky algoritmu a teprve poté se v iteraci zpracovava dalsi vrchol
povrchu. Podrobny popis jednotlivych kroku algoritmu podle kritéria kiivosti
je v kapitole 3.6 a podle kritéria neuniformity v kapitole 3.7.

V piipadé, ze se v aktudlni iteraci (k) pracuje s kritériem kiivosti, jsou
pro kazdy vrchol provedeny kroky:

1. Vypocet vektoru kiivosti H* a vypocet velikosti kiivosti H* (viz. 3.6.1).

2. Vypocet velikosti nové kiivosti H*™ (viz. 3.6.2).
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3. Vypocet polohy nového vrcholu a**! (viz. 3.6.3).
4. Nahrazeni vrcholu a* povrchu S novym vrcholem a**! (viz. 3.5.1).

V piipadé, ze se v aktudlni iteraci (k) pracuje s kritériem neuniformity,
jsou pro kazdy vrchol provedeny kroky:

1. Vypocet vektoru U* (viz. 3.7.1).
2. Vypocet polohy nového vrcholu a**1 (viz. 3.7.2).

3. Nahrazen{ vrcholu a* povrchu S novym vrcholem a**! (viz.3.5.1).

3.5.1 Urceni novych vrchola povrchu

Pro k-tou iteraci provedeme vypocet novych vrcholu povrchu tak, ze
postupné zpracujeme vsSechny vrcholy. Zpracovanim je mysleno provedeni
vsech kroku algoritmu pro =zadany vrchol. V poslednim kroku je
spoc¢itan novy vrchol. Nahradime tedy stary vrchol novym a pokracujeme
zpracovanim dalstho vrcholu povrchu. V' (k + 1)-ni iteraci algoritmu
pracujeme jako s vychozimi vrcholy s témi, které jsme postupné spocitali
v prubéhu k-té iterace. Na konci kazdé iterace algoritmu jsou jiz vSechny

vrcholy V' = {a},ak,... aF} povrchu nahrazeny novymi vrcholy V =
k1 kel k1
{ai™ a5, ... a "}

3.6 Algoritmus vyhlazovani podle kritéria
krivosti

V této kapitole popiSeme podrobné jednotlivé kroky algoritmu vyhlazovani
podle kritéria kiivosti.

3.6.1 Vypoéet vektoru kiivosti H* a jeho velikosti H*

Pro vypocet difuse kfivosti je nezbytné spocitat vektor kiivosti a jeho
velikost. Vektor ktivosti je také vyuzit k vypoctu nového vrcholu povrchu.

Vrcholy V = {af a}, ... ak} jsou aktualn{ vrcholy povrchu S, se kterymi
se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Potom a? = [x?,yf,z’?] a aktudlne
zpracovavany vrchol budeme oznacovat a*. Bezprostfedni sousedé vrcholu
ak jsou pak O = (a},al, ... a"). Dale uvedeme substituce, které pouzijeme
k vyjadieni vektoru kiivosti H* = [hf, Al h¥]. Abychom zépis zjednodusili,
nékteré vyrazy neobsahuji indexaci urcujici (k)-tou iteraci. Neznamend to
vsak, ze se jejich hodnota v prubéhu iteraci neméni! Potom

B:zn:Bi,
=1
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c= Z (af)TBia;c»

=1
a* = Ba* — b,
d=c—b'B7'b,

kde B; je zadefinovano v (3.13). Vzorec pro vypocet vektoru kiivosti H*
v k-té iteraci algoritmu s vyuzitim vyse uvedenych substituci je

3 Ba* — b
HF == 3.19
2 (ak¥)TBaF —2(a¥)"Tb+c¢’ (3.19)
nebo i
3 a
H = Z. , 2
2 (aF)TB-1ak+d (3.20)

Velikost kiivosti H* = ||HF|| = \/(h/;)2 + (hE)2 4 (RE)?

3.6.2 Vypoéet hodnoty nové kiivosti H**!

Ve vrcholu a* spocitdme novou hodnotu kiivosti, kterd bude charakterizovat
novy vrchol povrchu. Nova hodnota je zavisla na vektoru i velikosti
kiivosti vrcholu a* a na vektorech i velikostech kiivosti bezprostiednich
sousedu tohoto vrcholu. Hodnota nové kfivosti muze nabyvat kladnych
i zapornych hodnot. V piipadé, Ze je hodnota nové kiivosti zaporna, pak
smér vektoru kiivosti v nové spocitaném vrcholu a**! (v pifpadé, Ze jsme
dosud nepohybovali se sousednimi vrcholy) bude opa¢ny nez smér vektoru
kiivosti H* ve vrcholu a*.

Velikost nové kiivosti spocitdme podle rovnice (3.7). Potom

H" =1 - NHF+AHF, 0< ) < 1, (3.21)
kde T
Hk — @ (3.22)
n

k

i

Vyraz HF je velikost kiivosti i-tého bezprostiedniho souseda vrcholu a* a s
je znaménko, kterym se pienasi vektor kiivosti H¥ do vrcholu aF.
Rekonstrukce znamének kiivosti

Pii vypoétu nové hodnoty kiivosti ve vrcholu a* pracujeme s kiivostmi
jen jako se skalary. Presto potiebujeme znat znaménko, se kterym se bude
velikost kiivosti bezprostfedniho souseda prenaset do aktudlné pocitaného
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vrcholu. Musime tedy zjistit, v jaké vzajemné poloze vuéi povrchu jsou
vektory kiivosti bezprostiednich sousedii s vektorem kiivosti ve vrcholu aF.

Resen{ rekonstrukce znamének nelze provést explicitnim zorientovanim
povrchu, protoze existuji povrchy, které nelze zorientovat (napt. Moebiova
péaska, Kleinova lahev).

Rekonstrukeci znaménka nebudeme feSit jako u kiivek piimym
porovnavanim vektoru kfivosti v aktualnim vrcholu s vektorem kiivosti
bezprostiedniho souseda. Reseni budeme hledat tak, ze nalezneme orientaci
jednotlivych vektoru kiivosti vuci lokalné zorientovanému povrchu. Lokalni
zorientovani vzdy existuje a urc¢ime ho v prubéhu vypoctu znaménka.

Pro vypocet zavedeme oznaceni s*, které bude uddvat orientaci vektoru
kiivosti H* vuéi lokalné zorientovanému povrchu. Znaménko s* neni ve
vzorci (3.21) pouzito. Hodnota kfivosti ve vrcholu a* je kladna, proto s* bude
urcovat kladny smeér. Vyjde-li zaporné, orientace vSech znamének sousedu
se musf zménit na opacénou! Vypocet s* je shodny s vypoctem znaménka
sF. Vyraz s¥ oznacuje znaménko vektoru kiivosti HY ve vrcholu al lokéalng

zorientovaného povrchu S.

Lokélni orientace zarucuje korektni urceni znamének pro vypocet nové
hodnoty kiivosti H**!. Loké&lné zorientovany povrch lze popsat jako:

e Okoli vrcholu a* musi byt shodné zorientovano. To znamen4, ze véechny
trojihelniky, které obsahuji vrchol a*, musi mit shodnou orientaci.

e Pro vSechny bezprostiedni sousedy af a jejich okoli musi platit: Okolf
vrcholu af musi byt shodné zorientovéno a to tak, aby orientace
trojihelnikt odpovidala orientaci okoli vrcholu a*.

Déle uvedeme vypocet znaménka s*. Vypocet znaménka s* je analogicky.
Trojtihelniky sité, které obsahuji vrchol a*, budeme oznacovat T' = {t;}7,
a t; je uréen vrcholy a*, a¥ aﬁrl. Normalu trojuhelniku ¢; oznacime N; a

79
velikost normély [|N;]|.
Znaménko s* urcime:

1. Pro kazdy trojihelnik ¢; spo¢itdme projekci p; vektoru H* do roviny
urcené trojihelnikem jako

p; = Py, (H"), (3.23)

kde Py, = E — NN)!

ING[>

2. Pro kazdy vektor projekce uréime, zda p; lezi v rovinném ihlu uréeném
rameny r;; = al’,; —a®, r;p = af —a" trojtihelniku ¢; (viz. obrdzek 3.4).
Pro vektor projekce plati

Pi = Bita + Yitio. (3.24)
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Obrazek 3.4: Projekce p; lezi v rovinném thlu uréeném r;; a r;s.

Vynasobime-li rovnici 3.24 vyrazem r;; a také vyrazem r;» dostaneme
dvé rovnice

(ril)Tpi = 5i||ri1H2 + %’(I'z'l)TI'z'z, (3.25)
(I‘iz)sz‘ = 52‘(1'1‘2)TI‘2‘1 + %||I‘z‘2||2-

Resenfm soustavy ziskdme skaldrni hodnoty §; a ;. Mozné vztahy £;
a ; jsou nasledujici:

e Hodnota 3; > 0 a soucasné ~; > 0. Vektor p; lezi v rovinném 1hlu.
Budeme tikat, ze vektor projekce p; lezi v trojihelniku ;.

e Hodnota (3; = 0 a soucasné v; > 0, nebo ; > 0 a soucasné y; = 0.
Vektor projekce je totozny s r;; nebo r;, tedy lezi na rameni
trojihelniku t;.

e Hodnota ; = 0 a soucasné v; = 0. Vektor projekce lezi ve vrcholu

ak.

e Hodnota 3; < 0 a soucasné v; < 0. Vektor projekce lezi mimo
rovinny thel a ramena, kterd jej uréuji a nelezi ve vrcholu a*.

. Zname-li vztah vektoru projekce p; k trojuhelniku t; pro vsechny
trojihelniky 7', potom muzeme nalézt trojihelnik (k némuz zname
p:), podle kterého uréfme orientaci vektoru kiivosti H*. Mohou nastat

pripady:
e Existuje alespon jeden vektor p;, ktery lezi v jemu odpovidajicim
trojihelniku ¢;. Pokud existuje jen jeden takovy vektor p;, potom
t; je feSenim. Jinak vybereme z téchto p; ten, ktery minimalizuje
|H* — p;||. Resenfm je odpovidajici trojihelnik ¢;.
e Z4dny vektor projekce p; nendlezi trojihelniku t; a alespoii jeden
lezi na rameni trojuhelniku ¢;. Pokud existuje jen jeden takovy
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vektor p;, potom feSenim je libovolny ze dvou trojuhelniku, které
obsahuji hranu, na niz lezi vektor p;. Pokud existuje vice takovych
projekci, vybér a oznaceni provedeme stejné jako v predchozim
pripadeé.

e Z4dny vektor projekce p; nendlezi trojihelniku ¢; a ani nelezi na
rameni trojuhelniku. Muze existovat vektor projekce, ktery lezi ve
vrcholu a*. Vybereme libovolny vektor projekce p; a fesenim je
trojihelnik t;.

4. Znaménko pfenosu s® uréime podle vzdjemné polohy vektoru H* a

p;- Vektor p; odpovida trojuhelniku ¢;, ktery je feSenim nékterého
z piredchozich bodi. Znaménko s* spoéitdme podle

s" = sign((H" — p;)N;). (3.26)

3.6.3 Vypoéet nového vrcholu a*t!

Ve vrcholu je zndma hodnota nové kiivosti. K tomu, abychom mohli s timto
vrcholem déle pracovat, potfebujeme znat i jeho novou polohu. Novy vrchol
ak*t1 povrchu S bude vychozi pro vipocty v (k + 1)-nf iteraci algoritmu.
Chceme, aby novy vektor kiivosti ve vrcholu a**! byl rovnobézny s vektorem
kiivosti ve vrcholu a*. Zapiseme tedy, Ze

aMt = (1 +aM)ak. (3.27)

Vyuzitim substituci definovanych v 3.6.1 muzeme predchozi rovnost zapsat
jako
Ba*™! — b = a"" = (1 + oM)a" = (1 +o*)(Ba" — b).

Odvodime vzorec pro vypocet nového vrcholu a**!. Tedy
a"t! = af + o*B'a", (3.28)

Poznamka:

Matice B je regularni a tedy matice B~} existuje.

Regularita matice B: Pro vSechna ¢ = 1...n, kde n je pocet bezprostiednich
sousedii vrcholu a*, plati, ze B; je projekéni matice a B;b; = 0. Z toho
plyne, ze B; je singuldrni a b; je nulovym prostorem této matice. Pokud
existuji alespon dva vektory b;, které jsou linearné nezavislé, matice B je
reguldrni. Tato podminka je pro uzaviené okoli vrcholu a* vidy splnéna.

K vypoctu vrcholu a**! je nutné znit hodnotu o. Vypocet hodnoty o*
je uveden déle.
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Odvozeni o

Ze vzorce (3.20) pro vypocet H* plati
e =3 att _3. (1+ah)a’ — (3.29)
2 @) Blatitd 2 (1tab)P@) Blaltd
. (1 4 ak)((ék)TB_lék 4 d)
(1+akb)2(a) B4k +d
Vektor H**! je vektor kiivosti pro novou pozici vrcholu a¥*! povrchu

S. Polohu ostatnich vrcholu povrchu uvazujeme tu, kterd je vychozi
pro vypocet v iteraci k. Pro dalsi odvozeni z rovnice je nutné, aby se
v rovnici nevyskytovaly vektory kiivosti, ale hodnoty kiivosti. Celou rovnici
vynasobime vyrazem H 4 levou stranu rovnice nahradime H k+1 potom

HFE
(1+af)((@")"B'a* + d)
(1+ k2@ TB-1ak +d -
Rovnici (3.30) upravime tak, abychom mohli vyjadfit feseni kvadratické
rovnice (a):

(a®)?(H*' - P) +of(2HM! - P — HY) + H*' —H" =0,  (3.31)

Hk—‘rl — Hk .

(3.30)

, A\ TB-14F
kde vyraz P :@ﬁ(k)"')B—]iék-f—d .

Vybér ieseni o*

Vlastnosti a chovani funkce velikosti kiivosti H* jsou shodné s vlastnostmi a
chovdnim funkce HF v pifpadé feseni vyhlazovani kiivky. Odvozeni vybéru
o pro vyhlazovani povrchu je tedy analogické k vybéru of v algoritmu
vyhlazovani kiivky. Vlastnosti funkce HF a odvozeni vybéru af lze nalézt
v 2.7.3.

Rovnice (3.31) je kvadratickd. Mohou tedy nastat tii ptipady Fesent:

1. Rovnice ma jen jedno teSeni:
Pouzijeme o, které vyslo.

2. Rovnice ma dvé ruzna feSeni:
Musime rozhodnout, které feseni je pro algoritmus vyhodnéjsi. Vybér
je analogicky s vybérem v algoritmu vyhlazovani pro kiivky. Resenfm
rovnice (3.31) je to ze dvou feseni (a¥); o, které ndlezi do intervalu
(&™) mins (%) imax), kde z vyrazu (3.30) vyjadifme:

d
k _
(@ )min = =1 — m, (3.32)
d
(M) max = =1+ | o (3.33)

(aF)TB-14k
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3. Rovnice nema feseni:
Tento piipad je ekvivalentni situaci, kdy hodnota

intervalu (( H )mina (Hk+1 )max) ’ kde

Hk+1
HE

nepatii do

IF IF
(%)mm = H;? ((ak)min)= (3.34)
(Hf?)m = H;I ((ak)max)- (3.35)

Pro implementaci je nutné o zvolit. Hodnotu o* zvolime tak, abychom
.1 , . e k+1 - k41
zvolili co moznd nejblizsi hodnotu funkce 25+ (@*) k hodnoté & -

HF HF -

. o, . e 1 , k+1 k+1
Nejblizsi hodnota je vyjadiena extrémy funkce (HH—k)min a (}‘;{—k)max.
1 . . . ) k1
Piislusny extrém zvolime dle znaménka extrému a hodnoty Ii{—k

(znaménka museji byt shodnd). Podle zvoleného extrému vybereme
odpovidajici (a*)min nebo () max-

3.6.4 Specialni pripady

Pokud velikost kiivosti H* = 0, pak dosazenim do vzorce (3.30) dostaneme,
ze H**1 = 0. Novou kiivost ve vrcholu a* tedy zvolime rovnu nule. Vzhledem
k definici je volba nové kiivosti H**! spravna, protoze vektor uréujici smér,
ve kterém mé byt nalezen novy vrchol a**!, je nulovy.

Pokud v prubéhu vypoctu k-tého kroku algoritmu byla splnéna néktera
z nésledujicich podminek, hodnotu af nepocitdme a dosadime piimo
hodnotu, ktera je uvedena.

1. Pokud H* = 0, pak H**! je také rovno nule a pozice vrcholu a se
neméni, proto z (3.28) vyjde of = 0.

2. Pokud H* # 0 a H*"! = 0, pak dosazenim H* a H**! do (3.30) vyjde
akf = —1.

3.7 Algoritmus vyhlazovani podle kritéria
neuniformity

V této kapitole popiseme podrobné jednotlivé kroky algoritmu vyhlazovani
podle kritéria neuniformity.

3.7.1 Vypoéet vektoru neuniformity U”

Pro vypocet nového vrcholu povrchu je nutné znat vektor neuniformity.
Vrcholy V = {af,a}, ... a" } jsou aktudlni vrcholy povrchu S, se kterymi
se pracuje v k-té iteraci algoritmu. Aktualné zpracovavany vrchol budeme
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oznacovat a*. Bezprostiedni sousedé vrcholu a* jsou O = (af af, ... a%).

Pro bezprostredni sousedy také plati, ze af = af a af, , = af. Vektor
neuniformity U* = [uf, u}, uf] ve vrcholu a* spocteme ze vzorce (3.17).

Vzorec pro vypocet vektoru neuniformity pro k-tou iteraci algoritmu je

1<~ —Pg((@ —af )+ (aF — aF
i=1
kde Py = Pg, je zadefinovéno vyrazem (3.14).
3.7.2 Vypoéet nového vrcholu a**!
Definujeme vypocet nového vrcholu a**! povrchu S:
abtl = a* 4 pU*, (3.37)

kde a* je aktudlni vrchol povrchu a hodnota 3 je odvozena déle.
Z definice neuniformity (3.17) odvodime vzorec pro vypocet neuniformity
ve vrcholu a**! v (k + 1)-nf iteraci algoritmu:

1 <n —Pgear (@5 —aft]) + (" —aff])
Ut =2y 4 ( 21 “ ), (3.38)
n

i=1

kde P 4u+1 je projekce zadefinovana (3.14) a plati, ze

k41 9k
dz’ - dz‘ )

k1l Lk
A1 = A,

B+l ok
A1 = A,

pro vsechna i, kde ¢ = 1...n. Potom P js+1 = Pgx.

Vektor nové neuniformity U**! ve vrcholu a**! odpovida vektoru U*+!
zadefinovaném vyrazem (3.38), pokud pohybujeme jen s vrcholem a* a
vsechny ostatni vrcholy povrchu S stoji.

Odvodime velikost 3. Dosazenim (3.37) do vzorce (3.38) dostaneme

a —P g ((ak + 06U —aj ) + (a" + pU* — af+1)>

1
Uk+1 — EZ 5 —

i=1

_ k_é - LUF — _@ k
- U R;PdiU = (E nD)U, (3.39)

kde D = " | Pgr. Vzhledem k tomu, ze velikost § neni snadné spocitat a
navic je ( zavisla na datech, rozhodli jsme se pro zjednoduseni vypoctu volit
B = A, kde A\, je pouzita v rovnici difuse (3.18) a 0 < A\, < 1. Experimenty
potvrzuji, ze takto zvolend 3 je vhodna.
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3.8 Experimenty

V této kapitole ukazeme vysledky implementace algoritmu pro vyhlazovani
uzavienych povrchu (ddle jen povrchu). Uvedeme experimenty, které
prokazuji robustnost a stabilitu algoritmu. Nakonec uvedeme experimenty,
které ukazuji, jak volba vstupnich parametru ovliviiuje vysledek algoritmu.

V celé kapitole budeme pouzivat jednotné znaceni pro vstupni parametry
algoritmu. Parametr A\ urcuje velikost difusnitho kroku pro kritérium
kiivosti (viz. (3.7)). Parametr A, urcuje velikost difusniho kroku pro
kritérium neuniformity (viz. (3.18)). Nasledujici parametry jsou zcela shodné
s parametry algoritmu pro vyhlazovani kiivek, proto je mozné se u parametru
odkazovat do kapitoly o kfivkach. Parametr I urcuje maximalni pocet iteraci
algoritmu (kapitola 2.10), S, a S, urc¢uji mimim&ln{ piipustny pramér posunu
vSech vrcholu pro kritérium kiivosti a neuniformity (kapitola 2.10). Abychom
predesli rozdilnému nastaveni téchto parametru pro stejny povrch v ruznych
meéritkach, v implementaci jsou tyto parametry vynasobeny prumérnou
délkou hrany. Parametry T}, a T, urcuji, po kolika iteracich se méni kritérium
vyhlazovani (kapitola 2.10).

U popisu kazdého experimentu budou popsany parametry, které jsou
zvoleny jinak, nez je jejich preddefinovana hodnota. Parametry A\, A\, a [
jsou uvadeény vzdy. Pokud parametr neni v popisu experimentu uveden, jeho
hodnota je:

e S, =0.00001,
e S, =0.00001,
o T}, = 50,
o T, = 50.

3.8.1 Zakladni funkce

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které ukazuji zakladni funkci
algoritmu. Kazdy experiment je proveden tak, ze vstupni povrch je zasumeén.
Takto zasumény povrch je vstupem algoritmu pro vyhlazovani. Ve vysledcich
experimentu jsou uvadéna dvé vyhlazeni, ktera jsou spousténa se shodnymi
paramety, kromé parametru /. Prvni vyhlazeni je provedeno jen na 100 iteraci
a druhé vyhlazeni je provedeno na 5000 iteraci.

Ke kazdému experimentu je uveden vysledek tak, ze obrazek (a) zobrazuje
zasumeény povrch, ktery je vstupem pro algoritmus vyhlazovani, obrézek (b)
zobrazuje prvni vyhlazeni a obrazek (c) zobrazuje druhé vyhlazeni povrchu.
Dale jsou také ke kazdému experimentu zobrazeny grafy:

, . , H. . . s . .
e V obrizku (d) jsou uvedeny grafy funkei 22 Hmax o Huin v z4viglosti
Ho, ° Ho Ho

na k-té iteraci algoritmu. Vyraz H, oznacuje prumeérnou velikost
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kiivosti pfed zacatkem vyhlazovani. Vyraz H,y, oznacuje prumérnou
velikost kiivosti v k-té iteraci algoritmu, H . & Hpi, jsou maximalni
a minimalni velikosti kfivosti v k-té iteraci.

) . .U . :
e V obrazku (e) jsou uvedeny grafy funkcf T, U;}“—(;”‘ a UULO“

v zavislosti na k-té iteraci algoritmu. Vyraz U, oznacCuje prumérnou
velikost neuniformity pred zacatkem vyhlazovani. Vyraz U,y oznacuje
prumérnou velikost neuniformity v k-té iteraci algoritmu, Uy @ Upin
jsou maximalni a minimalni velikost neuniformity v k-té iteraci.

Savg

e V obrdzku (f) je zndzornén graf funkce =g v zavislosti na iteraci
algoritmu. Vyraz Sy oznacuje prumérny posun vsech vrcholi povrchu
v prvii iteraci algoritmu a S,y je prumeérny posun v k-té iteraci
algoritmu.

Velikost rozdilu mezi starou a novou kfivosti je omezena parametrem
A (pfipadné \,), a tim je i omezen pohyb vrcholu. Rozdily mezi
prumérnym, maximalnim a minimélnim pohybem vrcholu nejsou
v daném méiitku grafu témer zietelné, proto nejsou grafy funkci Sgloa"
Smin
So

a uvedeny.

Prvni experimenty byly provedeny na pravidelnych mnohosténech.
Z definice vypoctu hodnoty nové kiivosti ve vrcholu povrchu (3.7) plyne,
ze v kazdém vrcholu pravidelného mnohosténu je nové kfivost rovna staré
kfivosti a vrcholy mnohosténu se tedy nebudou pohybovat. Algoritmus
vyhlazeni by tedy na pravidelné mnohostény nemél mit vliv a vystupni
povrch by mél byt shodny s povrchem vstupnim. Experimenty potvrdili, ze
pravidelné mnohostény jsou algoritmem nezménény a algoritmus je ukoncen
jiz po prvni iteraci vypoctu (vyhlazovéno jak podle kritéria kiivosti, tak
i podle kritéria neuniformity).

V dalsim experimentu je vstupem zaSumény torus. Parametry jsou
I; = 100, I, = 5000, A = 0.01 a A, = 0.001. Prubéh vyhlazovani
a prislusné grafy jsou na obrazku 3.5. Na obrazku 3.5(e) lze pozorovat
na grafu funkci AT UTU“—(;“‘ oscilaci: Na intervalech, kde je vyhlazovano
podle kritéria ktivosti, velikost funkci roste. Naopak na intervalech, kde je
vyhlazovano podle kritéria neuniformity, velikost neuniformity klesa. Oscilace
je zpusobena neortogonalitou kritérii. Funkce Ug—;g konverguje k nule. Funkce

Ub‘—‘;" nekonverguje, dokonce se hodnota funkce po 3000 iteracich zvétsuje.
Myslime si, Ze je to zpusobeno Spatnou triangulaci povrchu a také tim, ze
algoritmus je ukoncen na pocet iteraci (nedokonvergoval).

V dalsim experimentu je vstupem zasumeéna vazicka. Parametry jsou [y
= 100, I, = 5000, A = 0.01 a A, = 0.01. Prubéh vyhlazovani a ptislusné grafy
jsou na obrazku 3.6. Na obrézku 3.6(c) je vyhlazend vazicka. Tato vézicka
vsak jiz nema vrsek. To je zpusobeno triangulaci této oblasti, ve které je

obsazen jeden vrchol, jehoz stupen je petinasobné vyssi, nez stupné ostatnich
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vrcholu. Tento vrchol také zpusobuje postupny zanik celého vrsku. Tento
jev je pozorovatelny také na hodnotdch funkei H%(;”‘ (obrazek 3.6(d)) a U;]“—(’j"
(obrazek 3.6(e)) na intervalu 1000 az 2500 iteraci. Na tomto intervalu vrcholy,
které sousedi s vrcholem s vysokym stupném, postupné prochazeji maximem
velikosti kiivosti (plyne z vlastnosti funkce velikosti kiivosti). Postupnym
ztahovanim vrcholu se také v nékterych vrchole porusi neuniformita. Funkce
% (obrazek 3.6(d)) vsak zustava konstantni a funkce % (obrazek 3.6(e))
0 0
klesa. Po stazeni vrsku véazicky zacne mirné narustat hodnota funkce H%g",
coz je zpusobeno postupnym vychylovanim vrcholu, ktery ma vysoky stupen,
z roviny, ¢imz roste jeho krivost.

V dalsim experimentu je vstupem zasuménd koule s ruznymi stupni
vrcholu. Parametry jsou I; = 100, I, = 5000, A = 0.01 a A\, = 0.01.
Prubéh vyhlazovani a prislusné grafy jsou na obrazku 3.7. V grafu funkce
H%;X (obrézek 3.7(d)) se po nékolika iteracich objevuje ndhle velmi vysoké
hodnota, ktera je v dalsi iteraci opét zmensena. To je zpusobeno posunutim
vrcholt povrchu tak, ze vznikne vrchol obsazeny v trojihelnicich, jejichz
plocha je témeér stokrat mensi nez plocha ostatnich trojuhelniku povrchu.
V tomto vrcholu velmi vzroste kiivost, ktera je v nasledujici iteraci zmensena.
Toto chovani ovliviiuje i prubéh ostatnich funkci, které jsou zobrazeny.

Algoritmus vyhlazeni povrchu je také mozné vyuzit pro natazeni hladké
sité mezi nékolika objekty. Provedli jsme experiment na objektu, ktery je
sestaven ze tii valcu, které jsou na sebe nepékne napojeny a napojeni
obsahuje i miniaturni trojihelniky. Toto napojeni valcu je nutné vyhladit.
Vyhlazovani je provedeno tak, ze je pfedem urceno, se kterymi vrcholy lze
v prubéhu vyhlazovani pohybovat, a které museji zustat nehybné. Algoritmu
je tato informace predana pomoci parametru, ve kterém se urcuji specialni
lambdy pro jednotlivé vrcholy povrchu. Pro vrchol, ktery mé zustat nehybny
je lambda zvolena jako nula. Pro vrchol, se kterym je mozné pohybovat,
je lambda zvolena jako jedna. Vysledek vyhlazeni je na obrazku 3.8.
Z obrazku je patrné, Ze napojeni je vyhlazeno a sit trojihelniki je pravideln4.
Parametry algoritmu jsou I = 5000, A = 0.01 a A, = 0.001.

3.8.2 Robustnost a stabilita

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které prokazuji robustnost
a stabilitu algoritmu. Robustnost je ukazdna na vyhlazeni extrémné
zaSuménych povrchu. Stabilita je prokazéna tak, ze k jiz vyhlazenému
povrchu je pridan Sum a takto pozménény povrch je algoritmem znovu
vyhlazen.

Experimenty jsou zobrazovany stejné jako experimenty v kapitole 3.8.1.

Nejprve jsme testovali robustnost na extrémné zasuméném torusu.
Parametry jsou I; = 500, I, = 10000, A = 0.01 a A\, = 0.01. Prubéh
vyhlazovani a piislusné grafy jsou na obrazku 3.9. Na obrazku 3.9(a) je vidét,
ze pridany sum je tak velky, ze se nékteré trojuhelniky povrchu navzajem
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prumérného posunu vrcholu. Funkce jsou definovany v kapitole (3.8.1).
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100 iteracich. (c¢) Vyhlazeni po 5000 iteracich. (d) Funkce kfivosti. (e) Funkce
neuniformity. (f) Funkce prumérného posunu vrcholu. Funkee jsou definovény
v kapitole (3.8.1).
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protykaji. V grafu funkce HTS‘X (obrazek 3.9(d)) se objevuje velmi vysoka

hodnota pro maximum funkce. Chovani funkce na okoli tohoto maxima je
zpusobeno vlastnosti funkce velikosti kfivosti. Povrch obsahuje vrcholy, které
jsou velmi vytazeny a vyhlazovanim jsou ztahovany k ostatnim vrcholtm.
V prubéhu stahovani vrcholi nabyvaji hodnoty funkei velikosti kiivosti
maxim, coz se projevuje ve funkci HI};‘;" jako postupny narust a posléze
postupny pokles hodnoty funkce. Nicméné se vzrustajicim poctem iteraci
vSechna kritéria klesaji a vysledny objekt je hladky.

V druhém experimentu je vstupem extrémné zasuména vazicka.
Parametry jsou I; = 500, I, = 10000, A = 0.01 a A\, = 0.01. Prubéh
vyhlazovani a ptislusné grafy jsou na obrazku 3.10. Chovani funkei je shodné
s chovéanim funkei experimentu vyhlazovéni véazicky (kapitola 3.8.1). I pfes
extrémni pocatecni Sum je vysledny objekt hladky a svym tvarem odpovida
vysledku z pfedeslého experimentu (viz. obrazek 3.6).

Ke kazdému experimentu stability je uveden vysledek tak, ze obrézek (a)
zobrazuje zasumény povrch, obrazek (b) zobrazuje vyhlazeny povrch,
obrazek (c) zobrazuje zasumeéni jiz vyhlazeného povrchu a obrézek (d)
znovu vyhlazeny povrch. Zobrazeny jsou také grafy, jejichz popis je shodny
s popisem grafu v ¢asti 3.8.1 (posunuty o jednu pozici v obrazku). Grafy
zachycuji cely prubéh vyhlazovani (véetné vyhlazeni po pfidani sumu do jiz
vyhlazeného povrchu).

Nejprve je vstupem zasumeéna krychle. Vyhlazeni s parametry I = 5000,
A = 0.01 a A\, = 0.01. K vyhlazenému povrchu byl pridan Sum, ktery je
vétsi nez Sum puvodni, a povrch byl znovu vyhlazen se shodnymi parametry
jako u prvniho vyhlazeni. Prubéhy vyhlazovani a ptislusné grafy jsou na
obrazku 3.11. Na grafech funkci lze pozorovat, ze po pridani sumu k jiz
vyhlazenému povrchu se velmi zméni hodnoty vsech funkci. V prubéhu
dalsich iteraci algoritmu se vSak vSechny hodnoty vraceji k hodnotam funkei
pred zasuménim. To znamend, Ze povrch s pridanym Sumem, i kdyz vétsim
nez byl sum puvodni, je opét vyhlazen do stejného tvaru jako pred pridanim
Sumu.

Jako druhy objekt byl zvolen zasumeény torus. Vyhlazeni s parametry
I =10000, A = 0.01 a A, = 0.001. K vyhlazenému povrchu byl pridan sum a
povrch znovu vyhlazen se shodnymi parametry jako u prvniho vyhlazeni.
Prubéhy vyhlazovani a piislusné grafy jsou na obrazku 3.12. Opét jsme
docilili stejnych vysledku jako pred pridanim Sumu a to jak kvantitativneé
(hodnoty kritérii), tak kvalitativné (tvar objektu).

3.8.3 Vybér lambdy pro kfivost a neuniformitu

V této kapitole ukazeme jak volba A a A, ovliviiuje vysledek algoritmu.
Experimenty jsou provedeny tak, ze ménime hodnotu ptislusné lambdy a
ostatni parametry jsou nastaveny na optimalni. Vysledky jsou prezentovany
avg

pomoci tabulek, které zachycuji hodnoty funkci h;,—o, U;—gg a S;—;g pro testované
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neuniformity. (f) Funkce prumérného posunu vrcholu. Funkee jsou definovény
v kapitole (3.8.1).
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Hodnota Havg/Ho po iteraci

A 2000 | 3000 | 5000 | 7000 | 8000 | 10000
0.1000 | 0.428 | 0.431 | 0.445 | 0.459 | 0.467 0.487
0.0100 | 0.452 | 0.441 | 0.426 | 0.421 | 0.420 0.418
0.0010 | 0.464 | 0.450 | 0.432 | 0.423 | 0.420 0.417
Hodnota Uavg/Up po iteraci
A 2000 | 3000 | 5000 | 7000 | 8000 | 10000
0.1000 | 0.306 | 0.259 | 0.209 | 0.188 | 0.178 0.167
0.0100 | 0.353 | 0.298 | 0.230 | 0.185 | 0.169 0.148
0.0010 | 0.346 | 0.287 | 0.220 | 0.181 | 0.166 0.144
Hodnota Savg/So po iteraci

A 2000 | 3000 | 5000 | 7000 | 8000 | 10000
0.1000 | 0.001 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 0.000

0.0100 | 0.002 | 0.002 | 0.001 | 0.001 | 0.001 0.001

0.0010 | 0.003 | 0.003 | 0.002 | 0.002 | 0.002 0.001

Tabulka 3.1: Tabulky hodnot funkci HHL;g, U{}Zg a Sg—;g pro ruzné nastaveni

parametru A vyhlazovaného torusu (viz. obrézek 3.13). Parametr A, = 0.001.

lambdy. Popis funkci 1ze nalézt v 3.8.1.
Experimenty se zménou A:
Vstupem je zasumény torus. Parametr A\, = 0.001. Vysledek vyhlazovani
pro nastaveni parametru A je v tabulce 3.1 a na obrazku 3.13. Pro nastaveni
parametru A = 0.1 je torus vyhlazen, ale jeho tvar je pozménén a navic
dochéazi se zvysujicim se poc¢tem iteraci k nartstu prumérné kiivosti. Chovani
pro nastaveni A = 0.01 a A = 0.001 je témér totozné, torus je vyhlazen bez
pozménéni tvaru. Proto 1ze pro vyhlazeni volit jedno z téchto dvou nastaveni.
Experimenty se zménou \,:
Vstupem je zasumeény torus, odlisny od torusu v predchozim experimentu.
Parametr A = 0.01. Vysledek vyhlazovani pro nastaveni parametru A\, je
v tabulce 3.2 a na obrazku 3.14. Pro nastaveni A\, = 0.1 neni dosazeno
vyhlazeni. Pro nastaveni A\, = 0.01 je torus vyhlazen a ze vSech nastaveni
je dosazeno pro maximalni iteraci nejmensi kiivosti a neuniformity. Pro
nastaveni A, = 0.001 je dosazeno vyhlazeni, ale hodnota neuniformity je
vétsi nez pro nastaveni A\, = 0.01. Proto je pro vyhlazeni nejvhodnéjsi volit
Ay = 0.01.

3.8.4 Volba itera¢niho schématu

V této kapitole ukazeme, jak volba schématu ovliviiuje vysledek algoritmu.

Experiment je proveden tak, ze ménime parametry 7 a 7T,. Ostatni
parametry jsou nastaveny na optimalni. Vysledky jsou prezentovany stejné
jako v predchozim experimentu (kapitola 3.8.3).

Vstupem algoritmu je zaSuména vazicka. Parametry algoritmu jsou A =
0.01 a A, = 0.01. Vysledek nastaveni parametru 7}, a T, je v tabulce 3.3.
Obrazek 3.15 zobrazuje vysledky vyhlazeni povrchu s ruzné nastavenymi
schématy. Pokud je vézicka vyhlazovéna jen kritériem kfivosti (7}, = 100
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Obréazek 3.13: Vyhlazovani torusu pro ruzné nastaveni parametru .
Parametr A\, = 0.001. Data k prubéhu vyhlazovani jsou v tabulce
3.1. (a) Vstup algoritmu. (b) Parametr A = 0.1. (¢) Parametr A = 0.01.
(d) Parametr A = 0.001.
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Obréazek 3.14: Vyhlazovani torusu pro ruzné nastaveni parametru A,.
Parametr A = 0.01. Data k prubéhu vyhlazovani jsou v tabulce 3.2. (a) Vstup
algoritmu. (b) Parametr A, = 0.1. (¢) Parametr A, = 0.01. (d) Parametr

Ay = 0.001.
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Hodnota Havg/Ho po iteraci

Au 800 1700 | 2500 | 3300 | 4200 | 5000
0.1000 | 0.283 | 0.275 | 0.271 | 0.270 | 0.271 | 0.274
0.0100 | 0.205 | 0.193 | 0.190 | 0.189 | 0.188 | 0.188
0.0010 | 0.221 | 0.212 | 0.208 | 0.204 | 0.201 0.199
Hodnota Uavg/Up po iteraci
A 800 1700 | 2500 | 3300 | 4200 | 5000
0.1000 | 0.029 | 0.024 | 0.022 | 0.021 | 0.021 | 0.020
0.0100 | 0.104 | 0.067 | 0.058 | 0.053 | 0.051 | 0.049
0.0010 | 0.302 | 0.254 | 0.222 | 0.197 | 0.176 | 0.160
Hodnota Savg/So po iteraci

A 800 1700 | 2500 | 3300 | 4200 | 5000
0.1000 | 0.006 | 0.005 | 0.005 | 0.005 | 0.004 | 0.004
0.0100 | 0.002 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001
0.0010 | 0.001 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Tabulka 3.2: Tabulky hodnot funkei HHL;g, U{}Eg a Sg;g pro ruzné nastaveni

parametru \, vyhlazovaného torusu (viz. obrazek 3.14). Parametr A = 0.01.

a T, = 0), triangulovand sit je po vyhlazeni{ velmi nerovnomérna. Pokud
je vyhlazovana jen na kritérium neuniformity (7, = 0 a 7,, = 100), kolem
vrcholu vazicky vznika pravidelné okoli, ale kfivost je zvétSena. Nejvhodnéjsi
nastaveni, vzhledem k velikosti kfivosti (po 5000 iteracich), je T}, = T,, = 50.
Vzhledem k velikosti neuniformity, je vSak vyhodnéjsi nastaveni T, = 30 a
T, = 70. Toto nastaveni je i vizualné nejlépe vyhlazeno.

3.8.5 Shrnuti

V této kapitole shrneme provedené experimenty.

Vystupem algoritmu jsou vyhlazené uzaviené povrchy, které nejsou
smrsténé. Bylo také ukazano, ze vyhlazenim jsou zachovany inflexni body,
které povrch obsahoval pfed zasuménim. Algoritmus je schopny vyhladit
i extrémné zasuméné povrchy a pokud je vyhlazeny povrch zasumén a
nasledné opét vyhlazen, vystupem je povrch stejného tvaru, jako pred
zasuménim. Experimenty také prokdzaly, ze je mozné algoritmus vyuzit
pro natazeni hladké sité mezi nékolika objekty. Experimenty ukazaly, ze
neni mozné (jako u kiivek) presné fici jedno vhodné nastaveni parametri
algoritmu. Uvedeme ty parametry, které vedly nejcastéji k vyhlazenému
povrchu: Parametry A = 0.01, A, = 0.01, nebo A\, = 0.001. Parametry pro
volbu schématu jsou 7}, = 50 a T;, = 50, nebo T}, = 30 a T, = 70. Parametry
posunu jsou S = 0.00001 a S, = 0.00001.
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Obrazek 3.15: Vyhlazovani zasuméné vazicky ruznymi schématy (nastaveni
parametru 7}, a T,). Parametry A\ = 0.01 a A, = 0.01. Data k prubéhu
vyhlazovani jsou v tabulce 3.3. (a) Vstup algoritmu. (b) Parametry 7}, = 100
aT, = 0. (c) Parametry T}, = 70 a T,, = 30. (d) Parametry 7}, = 50 a T, = 50.

(e) T, =30aT,=70(f) T, =0aT, =100.
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Hodnota Havg/Ho po iteraci
Th/Tu 800 1700 | 2500 | 3300 | 4200 | 5000
0/100 | 0.910 | 0.926 | 0.904 | 0.847 | 0.786 | 0.737
30/70 | 0.311 | 0.278 | 0.272 | 0.270 | 0.271 | 0.275
50/50 | 0.292 | 0.276 | 0.267 | 0.258 | 0.254 | 0.254
70/30 | 0.300 | 0.289 | 0.280 | 0.274 | 0.268 | 0.262
100/0 | 0.319 | 0.322 | 0.327 | 0.327 | 0.328 | 0.329

Hodnota Uavg/Up po iteraci
Th/Tu 800 1700 | 2500 | 3300 | 4200 | 5000
0/100 | 0.243 | 0.227 | 0.211 | 0.202 | 0.204 | 0.207
30/70 | 0.240 | 0.196 | 0.175 | 0.163 | 0.154 | 0.147
50/50 | 0.281 | 0.226 | 0.197 | 0.183 | 0.182 | 0.181
70/30 | 0.357 | 0.266 | 0.230 | 0.213 | 0.198 | 0.193
100/0 | 0.764 | 0.744 | 0.740 | 0.736 | 0.737 | 0.744

Hodnota Savg/So po iteraci
Th/Tu 800 1700 | 2500 | 3300 | 4200 | 5000
0/100 | 0.243 | 0.227 | 0.212 | 0.202 | 0.204 | 0.208
30/70 | 0.016 | 0.013 | 0.011 | 0.011 | 0.010 | 0.010
50/50 | 0.018 | 0.015 | 0.013 | 0.012 | 0.012 | 0.012
70/30 | 0.023 | 0.017 | 0.015 | 0.014 | 0.013 | 0.013
100/0 | 0.007 | 0.005 | 0.003 | 0.003 | 0.002 | 0.003

Tabulka 3.3: Tabulky hodnot funkci Hl%g, U(j—;g a Sg—;g pro ru

o

zné schémata

(nastaveni parametru 7, a T,) vyhlazované zasuméné vazicky (viz.
obrazek 3.15). Parametry A = 0.01, A\, = 0.01.
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Kapitola 4

Vyhlazovani povrchu
s hranicemi

Tato kapitola popisuje vyhlazovani povrchu s hranicemi.

4.1 Rozdéleni vrcholi povrchu a nalezeni
hranic

Necht S je diskrétné zadany povrch s hranicemi, ddle jen povrch s hranicemi,
na kterém chceme provadét vyhlazovani. Definice povrchu a pouzivany zapis
jsou shodné se zapisem pro uzavieny povrch v kapitole 3.3.

Vrcholy povrchu S rozdélime na dvé skupiny: vrcholy, které lezi uvnitt
povrchu, a vrcholy hrani¢ni, které lezi na nékteré z hranic povrchu. Hrani¢ni
vrchol 1ze definovat jako vrchol, pro ktery existuje alespon jedna hrana, kteréa
tento vrchol obsahuje, takova, Ze je obsazena pravé v jednom trojihelniku
ze vsech trojuhelniku povrchu.

Hrani¢éni vrcholy tvoii ¢t uzavienych hranic povrchu, kde ¢ > 0. Soubor
téchto hranic budeme v dalsim textu oznacovat B.

4.2 Algoritmus vyhlazeni

Myslenkou algoritmu pro vyhlazovani povrchu s hranicemi je vyuziti
jiz. uvedenych algoritmu pro vyhlazovani kfivek a uzavienych povrchu.
Algoritmus pro vyhlazeni povrchu s hranicemi popiseme takto:

Dokud nejsou splnény ukoncovaci podminky, opakuj pro kazdou j-tou
iteraci algoritmu:

1. Pro kazdou hranici z B aplikuj algoritmus vyhlazeni kiivky (viz. 4.3).

2. Pro vSechny vrcholy povrchu, které nejsou hranicni, aplikuj algoritmus
vyhlazeni povrchu (viz. 4.4).
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4.3 Algoritmus vyhlazeni hranice

Algoritmus pro vyhlazeni hranice je shodny s algoritmem pro vyhlazeni
samostatné kiivky (viz. kapitola 2). Vysledkem vyhlazovéni jsou nové vrcholy
hranice, kterymi nahradime odpovidajici vrcholy povrchu.

4.4 Algoritmus vyhlazeni povrchu

Algoritmus pracuje shodné jako algoritmus pro vyhlazeni uzavieného povrchu
(viz. kapitola 3) az na krok, kdy je v k-té iteraci algoritmu urc¢ovana nova
hodnota kiivosti H**! ve vrcholu a¥. Neuniformita se uréi zcela shodné pro
vSechny vrcholy povrchu jako na uzavieném povrchu.

Postup pro uzavieny povrch: Nova hodnota kiivosti ve vrcholu a* je
definovana predpisem:

H = (1= NHF+ ) H", 0 < ) < 1, (4.1)
kde P
_ "osh . H
HY = @ ) (4.2)
n

k

Vyraz HF oznacuje velikost kiivosti bezprostfedniho souseda vrcholu a* a s
je znaménko pienosu vektoru kiivosti HF.

Mezi vrcholy povrchu s hranici existuji takové vrcholy, jejichz mnozina
bezprostiednich sousedu obsahuje alespon jeden vrchol, ktery je hrani¢ni.
V hraniénim vrcholu nepoéitdme H* a neni tedy mozné ani uréit znaménko
pienosu sF.

Novou hodnotu kiivosti ve vrcholu a* tedy uréfme jen pomoci
bezprostiednich sousedu, ktefi nejsou hraniéni. Vzorec pro vypocet nové
hodnoty ktivosti tedy zustane zachovan, ale zméni se vyhodnoceni proménné
H*. Tedy

Hk: — Z:’L:l Sf ) sz 7 (43)
n
kde HF je velikost kiivosti bezprostfedniho nehraniéniho souseda vrcholu a*,
n je potet nehrani¢nich sousedii a s¥ je znaménko pienosu vektoru kiivosti
HE.
Specialni pripad:

Mezi nehrani¢nimi vrcholy povrchu mohou existovat takové, jejichz
vsSichni bezprostiedni sousedi jsou hrani¢ni vrcholy. V tomto piipadé by
u vzorce pro vypocet nové hodnoty kfivosti dochéazelo k déléni nulou.
Definujeme vypocet nové hodnoty kiivosti jako

H"' =1 —-MNH, 0< X< 1. (4.4)
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4.5 Prubéh a ukoncovaci podminky
algoritmu

Pro béh a ukonceni algoritmu je nutné zvolit nékolik konstant. V dalsim
textu budeme algoritmus pro vyhlazeni povrchu s hranicemi oznacovat jako
algoritmus A, podalgoritmus algoritmu A pro vyhlazeni kiivek jako C' a
podalgoritmus algoritmu A pro vyhlazeni uzavienych povrchu jako S.

1. Konstanty pro béh algoritmu vyhlazujici povrch s hranicemi
(algoritmus A):

(a)
(b)
(c)

Konstanta Cly,;e;, urcuje pocet iteraci, které maji byt provedeny
podalgoritmem C' v jedné iteraci j algoritmu A.

Konstanta Sg,ien urcuje pocet iteraci, které maji byt provedeny
podalgoritmem S v jedné iteraci j algoritmu A.

Chnazrter uréuje maximalni pocet iteraci, které je mozné provést
algoritmem C' za cely béh algoritmu A. Iterace podalgoritmu C' se
v prubéhu béhu algoritmu A sc¢itaji. Pokud je dosazeno Ci,uerier,
v dalsich krocich jiz podalgoritmus C' neni spoustén.

SmazIter Urcuje maximalni pocet iteraci, které je mozné provést
podalgoritmem S za cely béh algoritmu A. Iterace podalgoritmu S
se v prubéhu béhu algoritmu A scitaji. Pokud je dosazeno S,,azrter,
v dalsich krocich jiz podalgoritmus S neni spoustén.

Cysum je konstanta urcujici minimalni pfipustny prumeér posunu
vsech vrcholu kiivky v prubéhu béhu podalgoritmu C'. Pokud
je prumér posunu vrcholu kiivky mensi nez dana konstanta, je
podalgoritmus C' ukoncen a v dalsich krocich algoritmu A jiz neni
spoustén.

Seum je konstanta urc¢ujici minimalni pfipustny prumér posunu
vSech nehrani¢nich vrcholii povrchu v priabéhu béhu podalgoritmu
S. Pokud je prumér posunu vrcholu kfivky mensi nez dana
konstanta, je podalgoritmus S ukonc¢en a v dalsich krocich
algoritmu A neni spoustén.

2. Konstanty pro béh podalgoritmu C' a podalgoritmu S:

(a)
(b)

Konstanty A a A\, urcuji lambdu pro vypocet nové hodnoty kiivosti
a nové hodnoty neuniformity ve vrcholu.

aCU

switch

Konstanty Cy_,.,.. (analogicky Sy a Su,,en) ULCUJL,
po kolika iteracich se bude ménit kritérium, podle kterého se
pracuje. Pokud je pracovano s kritériem ktivosti a bylo takto
provedeno Cly,, ... iteraci, algoritmus v dalsim kroku zacne
pracovat s kritériem neuniformity a je provedeno Cy iteraci,

switch
pak se opét zacne pracovat podle kritéria kiivosti.

switch
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Ukonceni algoritmu A nastava v pripadech:

1. Pokud podalgoritmus C' jiz dobéhl (viz. konstanty pro béh algoritmu)
a poté dobéhl podalgoritmus S.

2. Pokud podalgoritmus S skoné¢il na maximalni pocet iteraci a poté
dobéhl podalgoritmus C'.

Poznamka: V ptipadé, ze podalgoritmus S dobéhl na sumu, je mozné po
provedenti filtrace podalgoritmem C' dale pokracovat v béhu podalgoritmem

S.

4.6 Experimenty

V této kapitole ukazeme vysledky implementace algoritmu pro vyhlazovani
povrchu s hranicemi. Uvedeme experimenty, které prokazuji robustnost a
stabilitu algoritmu. Na zavér kapitoly uvedeme vysledky na redlnych datech.

V celé kapitole budeme pouzivat jednotné znaceni pro vstupni parametry
algoritmu. VSechny parametry za¢inajici pismenem C' nélezi k vyhlazovani
hranice (kfivky) a vSechny parametry zacinajici pismenem S nalezi
k vyhlazovani povrchu bez zadané hranice. Parametr C'\ urcuje velikost
difusniho kroku pro kritérium kiivosti (viz. (2.7)) a parametr C), urcuje
velikost difusnitho kroku pro kritérium neuniformity (viz. (2.13)), pro hranici.
Analogicky pro parametry Sy (viz. (3.7)) a S), (viz. (3.18)) pro povrch.
Parametry C)ozrter @ Smazrter Uréuji maximalni pocet iteraci pro hranici a
povrch. Paramety Cl,n a Ssum urcuji minimalni piipustny prumér vsech
posunu vrcholu pro hranici a povrch. Parametry Cy_, ., a Cu,,.,., ur¢uji po
kolika iteracich se bude ménit kritérium vyhlazovani pro hranici. Obdobné
pro parametry Sy ... a Sy,,.., pro povrch. Podrobnéjsi popis parametri
Ize nalézt v kapitole 4.5.

U popisu kazdého experimentu budou popsany parametry, které jsou
zvoleny jinak, nez je jejich preddefinovand hodnota. Parametry Sy, S),,
Cy a C), jsou uvadény vzdy. Parametry Cazrter 8 Smazlter jSOU uvadény,
jen pokud algoritmus nedokonvergoval. Jinak je uveden pocet iteraci, pro
které algoritmus dokonvergoval. Pokud parametr neni v popisu experimentu
uveden, jeho hodnota je:

o Coum = 0.0001,

Syum = 0.00001,

d Cstitch = 50’
hd CUswitch = 507
d Sstitch 507
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Obréazek 4.1: Vyhlazeni zaSuméného rovinného c¢tverce. Parametry jsou
Smaziter = 5000, Sy = 0.01, S,, = 0.01, C) = 0.1 a ), = 0.01. Algoritmus
vyhlazeni hranice dokonvergoval po 1404 iteracich. (a) Vstup algoritmu.
(b) Vyhlazeny povrch.

[ SU - 50

switch

Experimentdlné bylo ovéreno, ze nastaveni parametri Clyuiten & Sswiteh
(viz. kapitola 4.5) nemé na vysledek algoritmu vliv. VSechny experimenty
jsou provadény tak, ze je nejdiive vyhlazena kiivka a poté povrch.

4.6.1 Zakladni funkce

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které ukazuji zakladni funkci
algoritmu.

Ke kazdému experimentu je uveden vysledek tak, ze obrazek (a) zobrazuje
vstup algoritmu, obrazek (b) zobrazuje vyhlazeny povrch s hranicemi.

V prvnim experimentu je vstupem zasumény ctverec. Parametry jsou
Sy = 0.01, S,, = 0.01, ¢\, = 0.1 a C), = 0.01. Algoritmus vyhlazeni
hranice dokonvergoval po 1404 iteracich. Vyhlazovani povrchu skoncilo po
Smaziter = D000 iteracich. Prubéh vyhlazovani je na obréazku 4.1. Po vyhlazeni
je sit uvniti objektu rovnomérnd. Na hranicich se objevuji nerovnomérnosti,
které jsou vsak zpusobeny vstupnimy daty. Vysledny objekt je témeér rovinny
diky velikosti vstupniho Sumu.

V dalsim experimentu je vstupem zasuména moebiova paska. Parametry
jsou S\ = 0.01, S,, = 0.01, C\ = 0.01 a C, = 0.01. Algoritmus vyhlazeni
hranice dokonvergoval po 434 iteracich. Vyhlazovani povrchu skonéilo po
Smazrter = D000 iteracich. Prubéh vyhlazovani je na obrazku 4.2. Vyhlazenim
zasuméné moebiovy pasky byly odstranény nepékné dlouhé trojihelniky na
okrajich povrchu a povrch pasky je po vyhlazeni hladky.
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Obrazek 4.2: Vyhlazeni zasuméné moebiovy pasky. Parametry jsou Syuazreer =
5000, Sy = 0.01, S,, = 0.01, C\ = 0.01 a C, = 0.01. Algoritmus vyhlazeni
hranice dokonvergoval po 434 iteracich. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeny
povrch.

4.6.2 Robustnost a stabilita

V této kapitole jsou uvedeny experimenty, které prokazuji robustnost
a stabilitu algoritmu. Robustnost je ukézdna na vyhlazeni extrémné
zasuméného povrchu s hranicemi. Stabilita je prokazana tak, ze k jiz
vyhlazenému povrchu je pridan sum a takto pozménény povrch je algoritmem
znovu vyhlazen.

Experimenty jsou zobrazovany stejné jako experimenty v kapitole 4.6.1.

Nejprve jsme testovali robustnost na extrémné zasuméném sedle,
na kterém budeme pozorovat, zda algoritmus zachovava inflexni body.
Parametry jsou Sy = 0.01, S,, = 0.01, C, = 0.1 a C), = 0.01. Algoritmus
vyhlazeni hranice dokonvergoval po 1694 iteracich. Vyhlazovani povrchu
skoncilo po Syazrter = 10000 iteracich. Prubéh vyhlazovani je na obrazku 4.3.
I pfes extrémni Sum je povrch vyhlazen a inflexni body jsou zachovany.

V dalsim experimentu je vstupem extrémné zaSumény rovinny ctverec.
Parametry jsou S, = 0.01, S,, = 0.001, C, = 0.1 a C,, = 0.01.
Algoritmus vyhlazeni hranice dokonvergoval po 1527 iteracich. Vyhlazovani
povrchu skoncilo po Spazrer = 5000 iteracich. Prubéh vyhlazovani je na
obrazku 4.4. Vyhlazenim extrémné zasuméného c¢tverce nebyl ziskan kruh,
coz je ale vzhledem k vstupnimu povrchu akceptovatelné. Vyhlazeny povrch
je, narozdil od vstupu, témeér rovinny.

K experimentu stability je uveden vysledek tak, ze obrazek (a) zobrazuje
vstup algoritmu, obrdzek (b) zobrazuje vyhlazeny povrch, obrézek (c)
zobrazuje zasumeéni jiz vyhlazeného povrchu s hranicemi a obrazek (d) znovu
vyhlazeny povrch.
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(a) (b)

Obrazek 4.3: Vyhlazeni extrémné zasuméného sedla. Parametry jsou
Smazrter = 10000, Sy = 0.01, Sy, = 0.01, C\ = 0.1 a C,, = 0.01. Algoritmus
vyhlazeni hranice dokonvergoval po 1694 iteracich. (a) Vstup algoritmu.
(b) Vyhlazeny povrch.

(a) (b)

Obrazek 4.4: Vyhlazeni extrémné zasuméného ctverce. Parametry jsou
Smazrter = D000, Sy = 0.01, S,, = 0.001, C, = 0.1 a ), = 0.01. Algoritmus
vyhlazeni hranice dokonvergoval po 1527 iteracich. (a) Vstup algoritmu.
(b) Vyhlazeny povrch.
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Vstupem experimentu je zasumeéné sedlo. Parametry jsou S, = 0.01,
Sy, = 001, ¢y, = 0.1 a C,, = 0.01. Algoritmus vyhlazeni hranice
dokonvergoval po 4076 iteracich. Vyhlazovani povrchu skonéilo po Syazrter =
10000 iteracich. K vyhlazenému povrchu byl pridan Sum, ktery je mnohem
vétsi nez prvni Sum, a povrch byl znovu vyhlazen se shodnymi parametry
lambd a S,,qzrter jako u prvniho vyhlazeni. Algoritmus vyhlazeni hranice
dokonvergoval po 677 iteracich. Vyhlazovani povrchu skoncilo po Syazrter =
10000 iteracich. Prubéh vyhlazovani je na obrazku 4.5. I ptes velké druhé
zasumeéni sedla je vysledek vyhlazovani, az na malé lokalni rozdily, shodny
s vysledkem prvniho vyhlazeni.

4.6.3 Realna data

V této kapitole uvedeme experimenty na realnych datech.

Vstupnimi daty pro experimenty na redlnych datech jsou triangulované
povrchy s hranici, které zachycuji oblicej. Vzhledem k tomu, Zze jsou
data ziskdana 3D rekonstrukci, obsahuji velky sum. Dalsim problémem je
Spatna triangulace povrchu. To je zpusobeno za prvé prevodem Supin na
triangulovany povrch a za druhé tim, ze pii snimani obli¢eje nebyla nékterd
mista nasnimana a v téchto mistech tedy chybi informace o povrchu.

Vzhledem k triangulaci jsme se rozhodli provést experiment tak, ze jsme
prvnich 50 kroku algoritmu vyhlazovali jen podle kritéria neuniformity. Toto
vyhlazeni velmi zlepsilo triangulaci povrchu a tim také urychlilo a zlepsilo
dalsi vyhlazovéni (5000 iteraci), které bylo provedeno jen podle kritéria
kfivosti.

Prvni experiment byl proveden na povrchu, ktery obsahuje 26194 vrcholu
a 51879 trojihelniku. Povrch je zachycen na obréazku 4.6(a). Na obrazku
4.6(b) je zvétsend ¢dst vstupniho povrchu v oblasti prechodu obliceje a krku.

Parametry prvniho vyhlazeni (jen kritérium neuniformity) jsou Sy,azrter =
50, Chazrter = 50, Sy = 0, Sy, = 0.1, Cy, = 0.1 a ), = 0.01. Vysledek
prvniho vyhlazeni je na obrazku 4.6(c). Pozorujeme, ze kiivost povrchu
vzrostla, ale triangulace povrchu se vyrazné zlepsila, coz lze pozorovat na
zvétSené ¢asti, kterd je na obrazku 4.6(d). Zvétsend ¢éast zachycuje stejnou
oblast jako je na obrézku 4.6(b).

Parametry druhého vyhlazeni (jen kritérium kiivosti) jsou Spapreer =
5000, Chuazrter = 5000, Sy = 0.01, S,, = 0.01, C, = 0.1 a C,, = 0.01.
Vysledek druhého vyhlazeni je na obrazku 4.6(e). Pozorujeme vyrazné
zlepseni. Nejvyraznéji je zména pozorovatelnd na vlasech a limecku kosile. Na
obrézku 4.6(f) je zvétsend ¢ast vyhlazeného povrchu. Vyiez opét zachycuje
stejnou oblast jako vytez vstupniho povrchu. Pokud porovname vytezy po
prvnim a druhém vyhlazeni, je vidét, ze triangulace povrchu je rovnomérnéjsi
po prvnim vyhlazovani. Pokud se ale soustfedime na jednotlivé trojihelniky
lze pozorovat, ze povrch po prvnim vyhlazeni je méné hladky nez povrch
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Obrazek 4.5: Vyhlazeni zasuméného sedla. Parametry Sy = 0.01, S, = 0.01,
= 0.01. (a) Vstup algoritmu. (b) Vyhlazeny povrch.

C A = 01 aC Au

Parametr S,,4z5er = 10000. Algoritmus vyhlazeni hranice dokonvergoval
po 4076 iteracich. (c¢) Pfiddn sum. (d) Vyhlazeni zasuméného povrchu.
Parametr S,,qzr0er = 10000. Algoritmus vyhlazeni hranice dokonvergoval po

677 iteracich.
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Obrazek 4.6: Vyhlazeni obliceje. (a) Vstupni povrch. (b) Zvétsena
¢ast povrchu. (¢) Povrch po prvnim vyhlazeni (kritérium neuniformity).
Parametry jsou Spazrter = 90, Crgzrter = 50, Sy = 0, Sy, = 0.1, C) = 0.1
a C,, = 0.01. (d) Zvétsend ¢ast po prvnim vyhlazeni. (e) Povrch po
druhém vyhlazeni (kritérium kiivosti). Parametry jsou Spaerer = 5000,
Crnantter = 5000, Sy = 0.01, Sy, = 0.01, Cy = 0.1 a Cy, = 0.01. (f) Zvétiena
¢ast po druhém vyhlazeni.
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(a)

Obréazek 4.7: Oblast vyskytu trojihelniku, u kterych by bylo mozné provést
pretriangulovani. (a) Oblast bez zvyraznéné triangulace. (b) Oblast se
zvyraznénou triangulaci.

po druhém vyhlazeni (vétsi rozdily ve stupnich Sedi mezi sousednimi
trojihelniky).

Ve vysledku druhého vyhlazovani jsme pozorovali, ze pokud bychom
v prubéhu vyhlazovani zménili triangulaci tak, ze bychom nékteré dvojice
trojuhleniku triangulovali druhou diagonalou, vysledek vyhlazovani by se
zlepsil. Zménou diagondly by vzniky trojihelniky, které se mohou lépe
prizpusobit tvaru povrchu v jejich okoli. Vyskyt takovych trojihelniku je
mozné nalézt napiiklad v okoli pravé nosni dirky (obrazky 4.7(a) a 4.7(b)).

Druhy experiment byl proveden na povrchu, ktery obsahuje 49566
vrcholi a 98766 trojuhelniki. Povrch je zachycen na obrazku 4.8(a) a na
obrazku 4.8(b). Triangulace obsahuje vrcholy se stupném tii, ale také vrcholy
se stupném tiicet a navic jsou v triangulaci obsazeny jak velké trojuhelniky,
tak i trojuhelniky, které jsou témér degenerované. Na obrazku 4.8(e) je
zvétSend ¢ast vstupniho povrchu, kde je vidét triangulace povrchu.

Parametry prvniho i druhého vyhlazeni jsou shodné s parametry
predchoziho experimentu. Na obrdzku 4.8(c) a 4.8(d) je vyhlazeny povrch
a na obrazku 4.8(f) je vyfez ¢asti vyhlazeného povrchu, ktery se shoduje
s vyTezem Casti vstupniho povrchu. Na vyfezu je v levém hornim rohu vidét
velmi protahlé trojuhelniky. Ty jsou zpusobeny Spatnou triangulaci vstupu, a
to prevazné velkymi rozdily mezi stupni vrcholu. Celkové vSak lze pozorovat
vyrazné zlepSeni proti vstupnimu povrchu.

4.6.4 Shrnuti

V této kapitole shrneme provedené experimenty.
Experimenty prokazaly, ze volba vyhlazovat povrch s hranici kombinaci
algoritmu pro vyhlazovani kfivek a uzavienych povrchu je dobrd. Spojenim
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Obrazek 4.8: Vyhlazeni obliceje. (a) Oblicej z anfasu. Vstupni povrch.
(b) Oblicej z profilu. Vstupni povrch. (c¢) Oblicej z anfasu. Povrch po
druhém vyhlazeni (kritérium kiivosti). Parametry jsou Spazrer = 5000,
Conastter = 5000, Sy = 0.01, Sy, = 0.01, Cy = 0.1 a Cy, = 0.01. (d) Oblicej z
profilu. Povrch po druhém vyhlazeni. (e) Zvétsend ¢ast vstupniho povrchu.
(f) Zvétsend ¢ést po druhém vyhlazeni.
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algoritmu pro kiivky a uzaviené povrchy tedy vznikl algoritmus, jehoz
vystupem jsou vyhlazené povrchy s hranici. Navic bylo ukazano, ze je
algoritmus schopny vyhladit i extrémné zasuménné povrchy s hranici a,
pokud do jiz vyhlazeného povrchu pridame Sum a znovu jej vyhladime,
vystupem algoritmu je povrch, jehoz tvar je shodny s tvarem povrchu pred
zasumenim.

Experimentalné bylo také ovéteno, ze lze nejdiive vyhladit hranici a
poté vyhladit vnitini vrcholy povrchu. Neni tedy nutné v prubéhu algoritmu
tato vyhlazovani stiidat. Nastaveni parametru je vhodné pouzit shodné jako
v pripadé vyhlazovani kiivky a uzavieného povrchu.

Algoritmus jsme vyzkouseli také na realnych datech, ktera zachycuji 3D
modely obliceju. Experimenty prokazaly schopnost algoritmu zpracovavat
i extrémné velké mnoziny dat (35000 vrcholi a 100000 trojihelniku).
I pres to, ze data obsahovala velky Sum a triangulace povrchu byla velmi
nerovnomérna, vystupem algoritmu byly vyhlazené povrchy.
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Kapitola 5
Zaveér

Cilem této prace bylo navrhnout algoritmus, ktery tesi tlohu vyhlazovani
diskrétné zadaného povrchu s hranici, reprezentovaného triangulovanou siti.
Na algortimus byl kladen pozadavek, aby jeho vystupem byl vyhlazeny
povrch s hranici, ktery neni smrstény. Algoritmus by nemél ménit triangulaci
sité a vyhlazeni by tedy mélo byt provedeno jen zménou polohy vrcholu sité.

Aby bylo mozné navrhnout samotny algoritmus pro vyhlazeni povrchu
s hranici, nejdiive byly navrzeny algoritmy pro vyhlazeni kiivky a uzavieného
povrchu. 7Z nich bylo ¢erpano pfi vytvareni konecného teseni algoritmu.
Vnitini vrcholy povrchu s hranici jsou vyhlazovany algoritmem pro
vyhlazovani uzavieného povrchu a hranice je vyhlazovana algoritmem pro
vyhlazovani ktivky.

Nad zadanou diskrétni mnozinou vrcholu (kfivky ¢i povrchu) definujeme
dvé kritéria optimalizace (obé diskrétné): krivost pro ziskani hladkosti
a neuniformitu pro docileni regularity. Obé kritéria jsou definovana
jen na zakladé bezprostiednich sousedu vrcholu. Tato definice umoznuje
lepsi a rychlejsi praci s vrcholy a zaroven zachovat tvarovy charakter
vstupni mnoziny. Vyhlazovani provadime nezavisle podle jednotlivych kritérii
algoritmem diskrétni difuse.

Cil prace byl splnén. Byl navrzen algoritmus, ktery fesi ilohu vyhlazovani
povrchu s hranici. Z povrchu je tedy odstranén sum a triangulovand sit
je rovnomérna. Experimentalné bylo ovéfeno na testovacich i realnych
datech, ze vystupem algoritmu jsou vyhlazené objekty. Vyhodou algoritmu
je zachovani velikosti i zdkladniho tvaru objektu a nesmrsténi povrchu
v prubéhu vyhlazeni. Nevyhodou algoritmu je nutnost velkého poctu iteract
k vyhlazeni rozsahlych dat.

Jedno z moznych rozsiteni do budoucna je navrzeni algoritmu, ktery by
v prubéhu vyhlazovani zlepsoval triangulaci sité. Experimenty prokazaly, ze
zména triangulace by v nékterych pripadech vedla na lépe vyhlazeny povrch.

Dalsi z moznych rozsiteni je zména pohledu na povrch s hranici jako
na jeden celek. Hranice povrchu by jiz nebyla oddélovana od povrchu, ale
zpracovana stejné jako zbytek povrchu.
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Zavérem muzeme Fict, ze navrzeny algoritmus vyhlazuje mirné zasumeéna
data i data s extrémnim Sumem. Lze jej tedy pouzit nejen k vyhlazovani
synteticky vytvorenych dat, ale i v praxi k vyhlazovani dat ziskanych
metodou 3D rekonstrukce, coz bylo hlavni motivaci k praci.
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Dodatek A

Implementace algoritmu
vyhlazovani uzavrené krivky

Kapitola popisuje implementaci algoritmu vyhlazovani uzaviené krivky.
Implementace algoritmu je vytvofena pro program Matlab. Funkce pro
vyhlazovani kiivky se jmenuje closedCurveFairing.

A.1 Vyhlazeni krivky

V  této kapitole ukdzeme, jak lze v Matlabu pouzit funkci
closedCurveFairing k vyhlazeni kfivky.

Priklad pouziti funkce:

%NaZteni promé&nnych. V tomto pripad& matice,
Jktera obsahuje vrcholy k¥ivky.
curveVariables = ’dvanactiuhelnikRand’;
load(curveVariables);

hZacykleni kfivky kvuli vykresleni.

Z=[UUC,D];

WVykresleni vstupni k¥ivky (modfe).

handle = 1line(Z(1,:),Z2(2,:),Z(3,:));

set (handle,’LineStyle’,’-’,’Marker’,’+’,’color’, [0 0 1],
’LineWidth’,1.0);

axis equal

hold on

%Nastaveni parametru pro funkci vyhlazovani k¥ivky.
max_iter = 500;

lambda = 0.1;

unif_lambda = 0.01;
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WVolani funkce pro vyhlazeni k¥ivky. Parametry sum, switch,
%unif_switch a epsilon nejsou nastaveny. Budou pouZity
%pteddefinované hodnoty.

[U1] = closedCurveFairing(U, [max_iter, lambda, unif_lambda]);

hZacykleni vyhlazené kTrivky.

Z1 = [U1 U1(:,1)];

WVykresleni vyhlazené k¥ivky (Zervenéd).

handle = line(Z1(1,:),Z21(2,:),Z1(3,:));

set(handle,’LineStyle’,’-’,’Marker’,’+’,’color’,[1 0 0],
’LineWidth’,1.0);

%Popis kfivek v obrazku.
legend (’vstup’,’vyhlazeno’);

A.2 Vstupni a vystupni parametry funkce

V  této kapitole popiseme vstupni a vystupni parametry funkce
closedCurveFairing a jejich strukturu.

Volani funkce closedCurveFairing:

[U1] = closedCurveFairing(U,
[max_iter, lambda, unif_lambda, sum,
switch, unif_switch, epsilon])

Podrobné popiseme vstupni parametry funkce:

e U (povinny parametr)
Posloupnost vrcholu kiivky, kterda ma byt vyhlazena. Vcholy jsou
zaddny matici MxN, kde M = 3 a N je pocet vrcholu kiivky.
Jeden sloupec matice tedy obsahuje souradnice [z, y, z] vrcholu kiivky.
Kiivka nesmi byt zacyklena (prvni vrchol kiivky nesmi byt zopakovan
v poslednim sloupci matice) !

Nésledujici parametry jsou nepovinné. Lze tedy zapsat jen [|. Parametry pak
budou nastaveny na preddefinované hodnoty. Mozné je také vynechat jen
neékteré z parametru. To vsak musi byt provedeno tak, ze jsou vynechany
i parametry, které v parametrech nasleduji.

e max iter Maximdlni pocet iteraci pro vyhlazovani kiivky. V jedné
iteraci je proveden posun vsech vrcholu kiivky. Celkovy pocet iteraci
je spocitan jako soucet iteraci obou kritérii, které jsou provedeny
v prubéhu vyhlazovani. Preddefinovand hodnota je 100. Parametr je
podminkou pro ukonc¢eni algoritmu.
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e lambda
Parametr je pouzit k vypoctu velikosti nové kiivosti. Preddefinovana
hodnota je 0.1.

e unif_lambda
Parametr je pouzit k vypocétu velikosti nové neuniformity.
Preddefinovand hodnota je 0.01. Pokud je zadan parametr lambda
a parametr unif lambda zadan neni, pak je hodnota unif lambda
nastavena na hodnotu lambda.

e sum
Minimalni prumeérny posun vrcholu krivky. Tento parametr je
v implementaci vynasoben prumérnou délkou hrany. Takto ziskand
konstanta je podminkou pro ukonceni algoritmu. Pteddefinovand
hodnota je 0.0001.

e switch a unif switch
Algoritmus vyhlazovani pracuje switch iteraci s kritériem kiivosti
a poté unif switch iteraci s kritériem neuniformity. Tento postup
je opakovan, dokud neni splnéna nékterd z ukoncovacich podminek.
Pokud je zadan jen switch, parametr unif switch je nastaven na
hodnotu parametru switch. Pokud parametry zadany nejsou, hodnoty
jsou nastaveny na 50.

e cpsilon
Parametr slouzi k porovnani velikosti kfivosti na nulu. Preddefinovana
hodnota je 0.0001.

Vystupni parametr Ul obsahuje vrcholy vyhlazené ktivky. Struktura
parametru je shodna se strukturou parametru U a poradi vrcholu je shodné.
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Dodatek B

Implementace algoritmu
vyhlazovani povrchu

Kapitola popisuje implementaci algoritmu vyhlazovani povrchu.
Implementace algoritmu je vytvorena pro program Matlab. Funkce
pro vyhlazovani uzavieného povrchu a povrchu s hranici se jmenuje
surfaceFairing.

B.1 Vyhlazeni povrchu

V této kapitole ukazeme, jak lze v Matlabu pouzit funkci surfaceFairing
k vyhlazeni povrchu.

Priklad pouziti funkce:

%Nacteni proménnjch. V tomto pripadé matice,
Jkterd obsahuje vrcholy povrchu a matice, kterd
%popisuje trojihelniky.

SurfaceVariables = ’kouleRand’;
load(SurfaceVariables);

%Vykresleni vstupniho povrchu.
trisurf(T’,V(1,:),V(2,:),V(3,:));
axis equal;

hold on

%Nastaveni parametrd pro funkci vyhlazovdni povrchu.
S_max_iter = 500;

%Povrch nemd hranici, nebude se tedy vyhlazovat.
C_max_iter = O;

S_lambda = 0.01;

S_unif_lambda = 0.01;
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%Voldni funkce pro vyhlazeni povrchu. Parametry S_sum, C_sum,
%S_switch, C_switch, epsilon, S_curv_switch, S_unif_switch,
%S_end_way, C_curv_switch, C_unif_switch

%a special_lambdas nejsou nastaveny.

%Budou pouzity pfeddefinované hodnoty.

V1 = surfaceFairing(V,T-1,
[S_max_iter,C_max_iter],[S_lambda,S_unif_lambda]) ;

%Posunuti obrazku v soufadnicich kvuli vizualizaci.
Vi(l,:) = Vi(1,:) + 3;

%Vykresleni vyhlazeného povrchu.
trisurf(T’,V1(1,:),V1(2,:),V1(3,:));
title(’Vstup<--->Vyhlazeno’,’FontSize’,14);

axis equal,;

Uvedeme jesté jeden piiklad nastaveni parametru a volani funkce v
pripadé, ze ma byt vyhlazovan povrch s hranici:

%Nastaveni parametru pro funkci vyhlazovdni povrchu s hranici.
%Potet iteraci pro vyhlazeni vnit¥nich vrchold povrchu.
S_max_iter = 500;

%Potet iteraci pro vyhlazeni hranice.

C_max_iter = 500;

%0statni parametry.

S_lambda = 0.01;

S_unif_lambda = 0.01;

C_lambda = 0.1;

C_unif_lambda = 0.01;

S_sum = 0.00001;

C_sum 0.00001;

%Vyhladit nejd¥ive na 500 iteraci hranici a poté na 500
%iteraci vnit¥ni vrcholy povrchu.

S_switch = S_max_iter;

C_switch = C_max_iter;

fprintf (’>>>>> Vyhlazovani ... \n’);
%Voldni funkce pro vyhlazeni povrchu s hranici.
%Parametry epsilon, S_curv_switch, S_unif_switch,

%S_end_way, C_curv_switch a C_unif_switch
%a special_lambdas nejsou nastaveny.
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%Budou pouzity pfeddefinované hodnoty.

fprintf (’>>>>> Vystup algoritmu: \n’);

V1 = surfaceFairing(V,T-1,
[S_max_iter,C_max_iter,S_sum,C_sum,S_switch,C_switch],
[S_lambda,S_unif_lambda],

[C_lambda,C_unif_lambda]);

B.2 Vstupni a vystupni parametry funkce

V této kapitole popiSeme vstupni a vystupni parametry funkce
surfaceFairing a jejich strukturu.

Volani funkce surfaceFairing:

[V1] = surfaceFairing(V,T,
[S_max_iter,C_max_iter,S_sum,C_sum,S_switch,C_switch,epsilon],
[S_lambda,S_unif_lambda,S_curv_switch,S_unif_switch,S_end_way],
[C_lambda,C_unif_lambda,C_curv_switch,C_unif_switch],
special_lambdas)

Vstupni parametry, které jsou oznaceny pismenem S nalezi k vyhlazovani
vnitinich vrcholi povrchu a parametry oznacené pismenem C nalezi
k vyhlazovani hranice (kiivky).

Vstupni parametry

Podrobné popiseme vstupni parametry funkce.

Parametry popisujici povrch (povinné parametry):

oV
Vrcholy povrchu, ktery méa byt vyhlazen. Vcholy jsou zadédny matici
MxN, kde M =3 a N je pocet vrcholu povrchu. Jeden sloupec matice
tedy obsahuje soutadnice [x,y, z] vrcholu povrchu.

o T
Trojuhelniky povrchu, ktery m&a byt vyhlazen. Trojuhelniky jsou
zaddny matici IxJ, kde I = 3 a J je pocet trojuhelniku povrchu. Prvky
matice jsou indexy vrcholu z parametru V. Prvni vrchol v parametru V
musi byt indexovan nulou!

Obecné parametry pro algoritmus jsou
[Smax_iter,Cmax_iter,S_sum, C_sum, S_switch, C_switch].
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Tyto parametry jsou nepovinné. Lze tedy zapsat jen [|. Parametry pak budou
nastaveny na preddefinované hodnoty. Mozné je také vynechat jen nékteré
z parametru. To vSak musi byt provedeno tak, Ze jsou vynechény i parametry,
které v obecnych parametrech nésleduji.

e S max_ iter
Maximalni pocet iteraci pro vyhlazovani povrchu. V jedné iteraci je
proveden posun vsech vnitinich vrcholu povrchu. Celkovy pocet iteraci
je spocitan jako soucet iteraci obou kritérii, které jsou provedeny
v prubéhu vyhlazovani. Preddefinovand hodnota je 500. Parametr je
podminkou pro ukonceni algoritmu.

e Cmax iter
Parametr je analogicky k S max iter.

e S_sum
Minimélni prumérny posun vnitinich vrcholu povrchu. Tento parametr
je v vynasoben prumérnou délkou hrany. Takto ziskana konstanta
je podminkou pro ukonceni algoritmu. Pteddefinovana hodnota je
0.00001.

e C_sum
Parametr je analogicky k S_sum. Pokud neni parametr C_sum zadan,
ale parametr S_sum zadan je, potom je hodnota C_sum nastavena na
hodnotu parametru S_sum. Pokud parametry nejsou zadany, hodnota
je nastavena na 0.0001.

e S switch

Pokud jsou zadany parametry S_switch a C_switch algoritmus
vyhlazuje C_switch iteraci hranici a poté S_switch iteraci povrch
(vnitini vrcholy povrchu). Tento postup je opakovén, dokud neni
splnéna néktera z ukoncovacich podminek. Pokud parametry zadany
nejsou, vyhladi se nejdiive hranice a potom povrch. Pokud je zadéan
S_switch a parametr C_switch zadan neni, hodnota C_switch je
nastavena na hodnotu S_switch.

e C_switch
Viz. parametr S_switch.

e cpsilon
Parametr slouzi k porovnani velikosti kfivosti na nulu. Pfeddefinovand
hodnota je 0.0001.

Parametry pro vyhlazovani povrchu jsou:
[S_lambda, S unif lambda,S_curv_switch,S unif switch,S_end way|
Tyto parametry jsou nepovinné a lze je zapsat stejné jako obecné parametry.
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e S_lambda
Parametr je pouzit k vypoctu velikosti nové kiivosti. Preddefinovana
hodnota je 0.01.

e S unif lambda
Parametr je pouzit k vypoctu velikosti nové neuniformity. Pokud
neni parametr S_unif lambda zadan, ale parametr S_lambda zadén je,
potom je hodnota S_unif lambda nastavena na hodnotu parametru
S_lambda. Pokud parametry nejsou zadany, hodnota je nastavena na

0.01.

e S curv_switch a S_unif_switch

Algoritmus vyhlazovani pracuje S_curv_switch iteraci s kritériem
kfivosti a poté S_unif switch iteraci s kritériem neuniformity. Tento
postup je opakovan, dokud neni splnéna néktera z ukoncovacich
podminek vyhlazovani povrchu (vnitini vrcholy povrchu). Pokud je
zadan jen S_curv_switch, parametr Sunif switch je nastaven na
hodnotu parametru S_curv_switch. Pokud parametry nejsou zadany,
hodnoty jsou nastaveny na 50.

e S_end _way
Pro S_end way = 1 je algoritmus ukonéen na podminku sumy (S_sum),
jen pokud je pracovano s kritériem kfivosti. Pokud je S_end way = 0
(preddefinovand hodnota), algoritmus muze byt ukon¢en na podminku
sumy pri praci s libovolnym kritériem.

Parametry pro vyhlazovani hranice jsou:
[C_lambda, C_unif _lambda, C_curv_switch, C_unif switch]
Tyto parametry jsou analogické k parametrum pro vyhlazovani povrchu.

Parametr special _lambdas je vektor, jehoz velikost je rovna poc¢tu vrcholu
povrchu (véetné hranice). Kazdd hodnota definuje specidlni lambdu pro
vrchol, ktery je na stejné pozici v parametru V jako lambda v parametru
special_lambdas. Hodnota lambdy je vynasobena s obecné definovanou
lambdou a tento soucin je pouzit pro difusi v daném vrcholu.

Vystupni parametr

Popiseme vystupni parametr funkce.

Parametr V1 obsahuje vrcholy vyhlazeného povrchu. Struktura je shodné
se strukturou parametru V.

Vzhledem k tomu, ze algoritmus neméni triangulaci sité, vystupni
parametr popisujici triangulaci neni nutny. Triangulace nové vzniklého
povrchu je tedy shodna s triangulaci povrchu, ktery je vstupem algoritmu.
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