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1. Uvod

Tato prace se zabyva vlastnostmi Riemannova integralu pro rtzna zobrazeni.
Z teorie pro realné funkce realné proménné jej pfirozené rozsifime na zobrazeni
do Banachovych prostori. A¢ definice bude vypadat témér analogicky, ukazeme,
ze se integral v kazdém z téchto pripadt chova trochu odlisné.

Predevsim pro zobecnéni do Banachovych prostori jiz neplati znama Lebesgue-
ova véta, kterda charakterizuje riemannovsky integrovatelné realné funkce realné
proménné. O prostorech, kde tato charakterizace plati, pak budeme fikat, ze maji
Lebesgueovu vlastnost. I mezi prostory bézné pouzivanymi a znadmymi z kurzu
funkcionalni analyzy pro bakalaiské studium je ale mnoho takovych, které tuto
vlastnost nemaji. V této ¢asti uvedeme nékolik protipiikladi.

Vlastni pfinos v této praci je predevsim v podrobném zpracovani prikladt vy-
poc¢tl Riemannova integralu pro zobrazeni do Banachovych prostorti. Dale v po-
drobném zpracovani protiptikladd na Lebesgueovu vétu. Taktéz je zde zpracovan
dikaz Lebesgueovy véty, ktery je ve zdroji [Luk80] pouze naznacen.



2. Riemannuv integral realné
funkce realné proménné

V této kapitole vybudujeme teorii Riemannova integralu (déle (R)-integralu) pro
realné funkce redlné proménné. Pouzijeme k tomu klasickou Darbouxovu a Rie-
mannovu definici. Zamérime se na dtikaz ekvivalence obou definic. Nasledné se
zminime o Bolzanové-Cauchyové podmince existence (R)-integralu.

Umluva. Ve vsech nésledujicich kapitolach budeme pracovat v topologickych pro-
storech (7', 7). Bude-li zfejmé, jakou uvazujeme topologii (nebo budou definice
¢i tvrzeni platné pro libovolnou z nich), pak takovy prostor oznacim prosté jako
prostor T'. (P¥ipadné jako X, pokud je topologie jednozna¢éné definovana metri-
kou nebo normou.)

Pokud X C R, pak prislusny topologicky prostor vzdy uvazuji s euklidovskou
topologii.

Okoli bodu = € X budiz mnozina V' C X, pro niz plati « € V°. (Znacime jej V;.)
Budeme-li se pohybovat v metrickych prostorech, budou bazi okoli bodu x tvorit
oteviené koule se stfedem v bodé x o poloméru £ > 0 v prislusné metrice. Tako-
vou kouli zna¢ime jako B(z,e). Soustavu vSech okoli bodu z s touto bézi znacime
U(ze).

2.1 Nety

P1i vyuce zaklad matematické analyzy se zavadi pojem posloupnosti jako zob-
razeni f : N — R. Pomoci vysledkil teorie mnozin mtzeme zajit o néco dal a
definovat posloupnosti na tfidé ordinald, ¢imz prirozené rozsifime predchozi po-
jem.

Ani jeden z predchozich pojmi ale neposkytuje iplné informace o topologii pro-
storu, v némz pracujeme (vice informaci naptiklad v [Ver]). Proto se zavadi zo-
becnéna posloupnost na libovolné usmérnéné mnoziné ve smyslu definic 1 a 2.

Definice 1. Necht D je néjakd mnoZina a < je reflexivni a tranzitivni bindrni
relace na D x D. Pak dvojici (D,<) nazveme usmérnénd mnozina, pokud pro
kazdé dva prvky D existuje v (D,<) horni mez.

Definice 2. Netem v topologickém prostoru X nazveme funkci f : D — X, kde
(D, <) je usmérnénd mnozina. Budeme pouZivat znaceni f(d) = x4 pro kaZdé
d € D. Net oznacime {x4}qep-

Definice 3. Rekneme, e net {xq}aep konverguje k boduy € X, pokud pro kazdé
okoli 'V, bodu y existuje d € D tak, Ze x. € V, pro vsechna e € D takovd, Ze
d<e.

Definice 4. Topologicky prostor (T,1) je Hausdorffiv, jestlize je mozné kazdé dva
ruzné body v tomto prostoru oddélit otevienymi mnoZinami. V jazyce symboli:

VeyeT)(xz#y) AUV er)(zel)(yeV): UNV =10.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni vychazi z [Ver].
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Tvrzeni 1. V Hausdorffove prostoru nemize mit Zadny net dvé ruzné limity.

Diikaz. Necht T je Hausdorffv a necht (z4)4ep je net. Pro spor necht z,y, kde
x # vy, jsou dvé limity naseho netu. Protoze T' je Hausdorffiv, existuji disjunktni
oteviend okoli V, a V. Z definice konvergence netu plyne existence d, takového,
ze x. € V, pro vSechna e s vlastnosti d, < e. Podobné existuje d, tak, ze z. € V,
pro kazdé e takové, ze d, < e. Nyni staci vybrat ,vétsi“ (ve smyslu usporadani
<) z prvki d, a d,. (Necht je to (BUNO) d,.) Pak z, € V, N V, pro d, < e.
To je ve sporu s disjunktnosti téchto okoli. Tedy net nemuze mit v Hausdorffovée
prostoru dvé ritizné limity.

OJ
Dikaz nasledujiciho tvrzeni vychazi z [Jac].

Tvrzeni 2. Kazdy metricky prostor je Hausdorffuv.

Diikaz. Bud (X,d) metricky prostor a necht z,y € X jsou dva rtzné body.
Polozme r = d(z,y). Ozna¢me U = B(z,r/2), V = B(y,r/2). Potom zjevné = € U,
y € V. Nyni pro spor piedpokladejme, ze UNV # (), tedy existuje z € UNV. Pak
ale nutné d(z,z) < r/2 a d(y,z) < r/2. Dostavame tedy (za pouziti trojihelnikové
nerovnosti):

r=d(z,y) <d(z,2)+d(y,z) < g + g =

Neboli r < r, coz je spor.
O

Dusledek 1. Prostor R s euklidovskou topologii je Hausdorffiiv. Libovolny Bana-
chtv prostor je Hausdorffuv.

2.2 Riemannuv integral omezené funkce
na kompaktnim intervalu

Riemanntv integral zavedeme v této Casti pouze pro funkce omezené na inter-
valu [0,1]. O zobecnéni na libovolna kone¢na sjednoceni kompaktnich intervalt
se zminim v zavéru této kapitoly.

Vychazim prevazné ze svych zapiskid z kurzu matematické analyzy a z knihy
[Jar84c].

Vezméme funkci f € B[0,1]. Definujeme déleni intervalu [0,1]:
D:0=x<z;<..<z,=1D={x;},

kde xg,...,z, jsou délici body déleni D. Dale budeme potiebovat dolni a horni od-
hady integrované funkce f na intervalech [z;_;,z;], ozna¢me je viceméné tradi¢né:

m;:= inf  f(1), M;:= sup f(¢)

te[zi—1,2;) tezi—1,24)

Tyto odhady pouzijeme pro aproximaci funkce na jednotlivych podintervalech
déleni. Oznac¢me tyto aproximace nasledovneé:



s(f,D) = >y mi(wi —xia), S(f, D)= Mi(zi — vi1)

Pozndmka 1. Cisla s(f, D), S(f, D) jsou ¢asto nazyvana Riemannovymi dolnimi
resp. hornimi soucty prislusnymi funkci f a déleni D.

Umluva. Bude-li zfejmé, jakou funkci f integrujeme, budeme zkracend psat s(D)
misto s(f,D) a obdobné pro horni Riemannovy soucty.

Definice 5. Budte Dy, Dy dvé déleni intervalu [0,1]. Rekneme, Ze Dy je zjem-
nénim deleni Dy, jestlize kazZdy delici bod deleni Dy je zdroven délicim bodem
Ds.

Tvrzeni 3. Méjme D* zjemnéni déleni D. Necht D* mada délici body 0 = yg <
Y1 < ... <Ym =1, kde m > n. Necht ddle plati: x;_1 = yi, ; = Yp1, pro vhodnou
volbu indexi.

Definugme pro D* odhady podobné jako pro D:

Ortj = inf f(t), Okt = sup f(t).

te[yk+j717yk+j] t€[$k+]‘,1,$k+j]
Pro f € B[0,1] zreymé plati nasledugjici:
(a) s(D) < S(D), pro libovolné délent D intervalu [0,1].

(b) mi(ri — 2i1) < 3y Ot (Wrrs — Yrj1) < Doy O Wss — Yrsjo1) <
Ml(l'l — xi—l)-

(c) s(D) < s(D) < §(D*) < S(D).

(d) Jsou-li Dy, Dy dvé déleni intervalu [0,1] a Ds je jejich spolecné zjemnéni
(obsahuje minimdalné délici body obou délent), pak plati: s(D;) < s(D3) <
S(Ds) < S(Ds).

Nyni mé smysl definovat horni a dolni Riemannuv integral z funkce f na

intervalu [0,1]. Z je vidét, ze nasledujici definice dava smysl. Oznacme
tedy:

/1f = inf{S(D), D je déleni [0,1]}
0

/1f = sup{s(D), D je déleni [0,1]}
Jo_

V tomto pfipadé jsou oba integraly konecna realna cisla.

Nakonec zavedeme jesté jeden dilezity pojem.

Definice 6 (norma déleni). Normou déleni D = {z;}I', nazveme ¢islo v(D) =

2 (7 )



2.2.1 Razné definice (R)-integralu

V této podkapitole zformulujeme dvé klasické definice Riemannova integralu a
jednu zndmou podminku pro jeho existenci. Nasledné dokazeme jejich ekvivalenci.

Darbouxova definice
Definice 7 (Darboux). Necht f € 98[0,1]. Pokud f_olf = folf, pak jejich spolec-

nou hodnotu oznacime fol f a nazveme ji Riemannovym integrdalem funkce f pres
interval [0,1].

Poznamka 2. Budeme-li chtit integrovat omezenou funkci na libovolném kom-
paktni intervalu (nebo jejich koneéném sjednoceni), pak je jasné, ze definice se
téméf nezméni. (Viz ptiklad na konci kapitoly.)

Pozndamka 3. Je jasné, jak vznikla tato definice. Uvédomime-li si, jakym zptiso-
bem odhaduji horni a dolni soucty integrovanou funkci, stac¢i pak provést analogii
limitniho procesu, a je ihned vidét, ze definice splnuje primitivni geometrickou
predstavu o integralu nezaporné funkce, jako o ,obsahu plochy pod grafem®.
(Rozsifeni na funkce nabyvajici i zapornych hodnot je zjevné.)

Priklad 1. Darbouxova definice je evidentné velmi nevhodna pro vypocty kon-
krétnich hodnot integrald, nicméné existuji pripady, kdy to lze provést i podle ni.
Podivime se na hodnotu [, xjo.1-

Definujme déleni D : zp = 0 < 1 = x;. Potom s(D) = 1 a S(D) = 1. Snadno
nahlédneme, Ze pro libovolné jemnéjsi déleni bychom nedostali jiné soucty (plyne
to ihned z [Tvrzeni 3(c)} Z toho je ihned vidét, Ze folf = folf = 1 a tedy nas
hledany integral ma hodnotu 1 podle Darbouxovy definice, coZ je pfesné to, co
bychom byvali ocekavali.

Riemannova definice
Druhou moznosti je zkusit charakterizovat funkci na jednotlivych podintervalech

déleni hodnotou v jistych vybranych bodech.

Pro libovolné déleni D = {x;}I" , intervalu [0,1] definujme mnozinu posloupnosti
I(D) ={& ={&}, : & € [ri-1,2:]}. Polozme nyni

=(£.D) - Zf &) (i — i)

Nazvéme toto ¢islo Riemannovou sumou pfislusnou funkci f, déleni D a po-
sloupnosti £ € I(D).

Znaceni. Oznac¢me Mp ¢y mnozinu {(D,£); D je déleni [0,1];£ € I(D)}.

Nyni nastava otézka, jak lze usmérnit mnozinu dvojic (D,£). Definujme relaci <
pomoci normy déleni takto:

(D1.61) < (Daa) €5 1(Ds) < w(Dy).

Vsimnéme si, ze definice relace nezavisi na volbé vektort . Relace je reflexivni
a tranzitivni, nebot dobfe znamé relace < maé tyto vlastnosti. Je ovSem také

7



linedrni (kazda dvé redlné ¢isla jsou porovnatelnd), a tedy pro kazdé dvé mnoZiny

(D;)&;), i = 1,2 existuje horni mez. Tim jsou splnény podminky [Definice [1] a

(M(p), <) je usmérnénou mnozinou.
Definice 8 (Riemann - pomoci normy déleni). Necht eristuje J € R splriujici:
(Ve > 0)(30 > 0)(VD)(v(D) < 6)(V) (& € I(D)) : [2(f,D.§) — J| <¥e,

pak J nazveme Riemannovym integrdlem z funkce f pres interval [0,1]. (Jinymi
slovy J je limita netu riemannovych sum na usmeérnéné mnoziné (Mpyg), <).)

Poznamka 4. Limita je jednoznacné urcena podle [I'vrzeni [1| a [Dusledku [1}

Mnozinu dvojic déleni a vektor & lze ale usmérnit i jinak. Ukazeme si jesté
nasledujici moznost.
Definujme relaci < na mnoziné (D,§) takto:

(D1,£1) < (Do) JLIN D, je zjemnénim D .

Pak < je zjevné reflexivni (déleni je svym trividlnim zjemnénim), déle je tranzi-
tivni, coZ se snadno nahlédne z definice déleni. Kazdé dva prvky v Mp¢) maji
horni mez, budto je ji ,jemné&jsi“ z obou déleni nebo jejich spoleéné zjemnéni.

Opét jsou tedy splnény podminky z a mnozina (Mg, <) je usmeér-

nénou mnozinou. Navic nase relace opét nezavisi na volbé vektoru &.

Definice 9 (Riemann - pomoci zjemnéni déleni). Necht existuje J' € R splriujici:

(Ve > 0)(3(Do.&) € Mpg)(V(D.E))((Do.&o) < (DE)) = |Z2(f,D,E) — J'| <e,

pak J’ nazveme Riemannovym integrdlem z funkce f pres interval [0,1]. (Jinymi
slovy J’ je limita netu riemannovych sum na usmérnéné mnoziné (Mppyg), <).)

Pozndmka 5. Limita je jednoznacné urcena podle [T'vrzeni |1| a [Dusledku [1}

Posledni dvé definice se vlastné lisily pouze volbou usmérnéni na (D,¢). Pojdme
se tedy podivat, jak je to s jejich vztahem.

Tvrzeni 4. Necht f € B[0,1]. Jestlize alesporni jedna z limit z|Definice |§ nebo
Definice |9 existuje, pak existuji obé a jsou si rovny.

Dikaz. Budiz splnéna podminka z Vezméme nyni libovolné pevné
€ > 0, pro né existuje néjaké > 0 z definice. V mnoziné Mp¢) existuje déleni
Dy, spliujici v(Dy,) < 6. (Ziskame ho tfeba pilenim intervali.) Déleni Dy, ktera
jsou zjemnénimi Dy, maji normu jist€ mensi nebo rovnu tomuto déleni.

Dokazme opaé¢ny piipad. Tento dikaz vychézi z [Gor91]. Necht tedy plati pod-
minka ZZvolme € > 0. Pak existuje (Dy,&o) € M(p¢) s N délicimi body
tak, ze pro jeho libovolné zjemnéni (D,¢) plati (dokonce) |Z(f,D,£) — J'| < ¢/2.
(Epsilon mize byt libovolné.) Necht § = ¢/(4MN), kde M = sup |f(z)].
z€[0,1]

Bud (D,£) déleni [0,1] spliujici v(D) < 6. Definujeme déleni (D;,£;) tak, ze délici
body D; jsou sjednocenim délicich bodt D a Dy a slozky vektoru &; jsou na po-
dintervalech déleni D; shodnych s podintervaly déleni D stejné jako slozky & a
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na ostatnich podintervalech jsou libovolné.

Bud dale L = {[ck,di]; 1 < k < K} mnozina téch podintervala déleni (D,¢), které
obsahuji body déleni (Dy,&y) ve svém vnittku. Uvédomme si, ze K < N —1. Necht
e =uf <uf <..<uf | <uf =dg, kdebody {uf : 1 <i<mn,—1} jsou body
déleni (Dy,&) v intervalu (ck,di). Necht s = {sx} je vektor vybranych bodi z £

v intervalech [cy,dy] a vF = {vF} je vektor vybranych bodt z &, na intervalech
[uf |, u¥]. Potom (za pouZiti trojihelnikové nerovnosti)

K

k=1

<ZZ|fsk ()| (uf — b, <2M2dk—ck)<2M(N—1)5<g.

k=1 i=1

Vzhledem k tomu, ze D; je zjemnénim Dy, dostavame (za opétovného pouziti
trojuhelnikové nerovnosti):

E(£DE) - | < [E(SDE) — (D1 &) + B D) - I < S+ = =e

Protoze D bylo déleni s normou mensi nez 9, jsme hotovi.

Zbyva ukazat, ze obé limity jsou stejné. Predpokladejme pro spor, ze J # J'.
Potom |J' — J| =: A > 0. Vezméme ¢ € (0,4) libovolné. Podle Definice [§] existuje
d > 0 tak, ze pro kazdé déleni D (a kazdy vektor & € I(D)) s normou mensi
nez toto ¢ je |2(f,D,§) — J| < /2. Podle existuje déleni Dy (a vek-
tor § € I(Dy)) tak, ze pro kazdé D* zjemnéni déleni Dy (a prislusny vektor
&* € I(DY)) plati: |Z(f,D*¢*) — J'| < /2.

Mezi zjemnénimi déleni Dy najdeme urcité néjaké déleni s normou mensi nez
d > 0 (ziskdme jej tfeba pilenim intervalti). Ozna¢me toto déleni D a prFislusny
vektor vybranych bodi fA Pro toto déleni plati tedy odhady z obou definic.
Provedeme nékolik tiprav (pouZzijeme pii tom trojihelnikovou nerovnost):

~

= |J— J'| =|J - =(f,.D.£) + =(f.D.£) — J'| <
f,

(

-~

o

Dostavame spor s volbou e.
O

Umluva. Vzhledem k je jedno, kterou Riemannovu definici budeme
nadale pouzivat. Vzhledem k tomu, Ze vysledek bude stejny, nazveme je obé
Riemannovou definici Riemannova integralu a hodnoty J a J’ budeme obé&
znacit jako [ 0.1] f nebo fol f. Pii dokazovani nasledujicich tvrzeni pak budeme
pouzivat tu d[eﬁIHCI ktera bude vhodnéjsi.

Priklad 2. Ani Riemannova definice se prilis nehodi k praktickému pocitani in-
tegrald (s¢itani fad neni snadné préace). Pfesto se s ni v mnoha ohledech pracuje
1épe nez s Darbouxovou definici. Miizeme naptiklad spocitat fo (Existence to-
hoto integralu je zarucenam7 8l kterou dokazeme pozdéji.) Rozdehme interval
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[0,1] na n podintervali délky 1/n. Potom v(D,,) = 1/n. Toto déleni zfejmé spliiuje
podminky z definice. Dale zvolime za posloupnost &, pravé okraje podintervalt
déleni (tj. body i/n pro i = 1,...,n). Podle Riemannovy definice je

/ n2 2n?
=1
Posledni rovnost se snadno dokaze matematickou indukeci.
Dokazeme, 7e se [, = = 1/2. Poditejme:
nn—1) 1| |nn+1)— _‘ ’_1
o2n?2 2| on?2 C2n2l on’

Posledni ¢islo 1/(2n) umime zvétSovanim n ,udélat libovolné malé“, proto je
hodnota hledaného integralu rovna 1/2 podle Riemannovy definice.

2.2.2 Vztahy mezi definicemi a vlastnosti (R)-integralu

Nejdiive dokazeme vétu o ekvivalenci definic z Poté se blize podivame
na (R)-integral a jeho vlastnosti.
Zacneme diikkazem pomocného tvrzeni.

Tvrzeni 5 (O aproximaci dolniho a horniho (R)-integralu). Méjme f € B[0,1].
Pak pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro kaZdé D déleni intervalu [0,1] s
vlastnosti v(D) < § plati:

L fyf<SUD) < fof+e,

2. Jyf—e<s(D)< [y f

Diikaz. Dokazeme odhad 1., ten druhy se ukaze analogicky.
Bud ¢ > 0. Existuje déleni D; : 0 = yp < y1 < ... <y, = 1 tak, ze plati

Zf < S(fD) < Zf 5

Funkce f je omezend na intervalu [0,1], proto existuje K € (0, + oo) tak, ze
|f(z)] < K na intervalu [0,1]. Volme § = ¢/(4Kp). Necht D: 0 =129 < 21 < ... <
z, je déleni s v(D) < §. Bud D’ déleni [0,1] s délicimi body déleni D a D;. Pak
(s vyuZitim dostéavame:

1
/ e
[resumssem< [ 145

Chceme urcit |S(f,D) — S(f,D')|.

Rozdélime intervaly [z;_1,2;] do dvou mnoZin:
o [x;_1,x;] € My, pokud zadné y; ¢ [r,_1,);

° [l’i—lal’i] € Mo Jlnak

10



Zajimaji nas pouze intervaly z 915, protoze ty ostatni se odectou.
Méame nasledujici odhad:

|M1(IZ — .I'i,1>’ < K(Il — 371;1) < K.
Oznaéme [z,2541] = [Ti-1,25) € M. Pro [ > 1 ozna¢me

Awi=  sup  f(z), pro¥j € {1,...0}.

TE[2k4j—1,2k+5]
Potom plati i nasledujici odhad:

l
> Aty — 2sjo1)

Jj=1

< K(.TZ — xi—l) < K.

V 9, je maximalné p — 1 intervalt, proto

’S(.ﬂp) - S(ij/)’ < 2K(5(p— 1) <

D[ ™

Pro horni soucet urceny délenim D plati

S(1D) = SUD) +SUD) ~SUD) < [ f+=

<flf+e/2 <e/2

0

Véta 6 (O ekvivalenci definic). Pro ezistenci Riemannova integralu funkce f €
B10,1] je ekvivalentni:

(i) Darbouzova definice;
(i) Riemannova definice;
(#i) Bolzanova-Cauchyova podminka:

Ve > 0 3D déleni [0,1] : 0 < S(f,D) — s(f,D) < e.

Diikaz. (i) = (ii1) Necht existuje fol f dle Darbouxe, tedy f_ol f= fol f. Zvolme
£ > 0. Protoze f je riemannovsky integrovatelna, existuji Dy, D déleni intervalu
[0,1] tak, ze

ZHS > S(f,D1) > Zf,

/Llf—€<s(f,1>z)§/ilf-

Definujme D = D; U D,. (Sjednoceni délicich bodt.) Aplikaci dostéa-

vame:
L 1
0 < S(D) = s(£D) < SUD) ~s(f D) < [ fre= [ fre=2e
0 Jo_

11



Pro zadané £ > 0 jsme nasli D déleni [0,1] s vlastnosti 0 < S(f,D) —s(f,D) < 2e.
Protoze ¢ lze volit libovolné, dokéazali jsme platnost (BC)-podminky.

(1ii) = (i) Necht je (BC)-podminka splnéna. Zvolme € > 0. Existuje D déleni
[0,1] s vlastnosti 0 < S(f,D) — s(f,D) < €. Dostavame odhad (z definice horniho
a dolniho (R)-integralu):

s 1
Oé/of—/LfSS(f,D)—S(f,D)@-

A protoze £ muize byt libovolné malé kladné, plyne z pfedchoziho odhadu rov-
nost dolniho a horniho Riemannova integralu, tedy splnéni Darbouxovy definice
riemannovské integrability.

(i) = (i1) Pro libovolné &; € [x;_i1,z;], kde z; jsou body libovolného déleni
[0,1] a &; jsou soutadnice vektoru vybranych bodt z Riemannovy definice, plati
m; < f(&) < M;, z ¢ehoz ihned plyne

s(f,D) <E(f.D.£) < S(f.D).
Zbytek je dusledkem

(i1) = (i) Dukaz vychazi z |Jar84c|. Tuto implikaci ukdzeme sporem. Pted-
pokladejme, Ze je splnéna podminka z Riemannovy definice a zaroven plati

1 sy
Lr<fr
Jo_ 0
Zvolme ,standardni“ déleni intervalu [0,1] na r stejnych podintervalii (oznac¢me
jej D,), tj. déleni s body z;, = j/r a s normou v(D,) = 1/r. (Tuto normu umime
zvétsovanim r udélat libovolné malou“, tim jsme vytesili problém s existenci

vhodného 6 > 0 z Riemannovy definice.) Vyznam znaceni m;, a M;, by mél byt
ziejmy. Dalsi postup rozdélime na dva pripady:

e Necht r je sudé, tj. r = 2k pro vhodné k € N. Volme ¢isla & 5, tak, aby bylo
splnéno x;_19r < ok < X0 & zarovell mjor < f(&2k) < mjox + 1/(2k).
Odtud plyne, ze

2k 2k
Z F (&) (jon — Tj-1.08) — Z M ok(Tjon — Tj—12k)| <
j=1 j=1
2k
1 1 1
< —(Zjok — xj— = —2k=—.
; or (Wizk — Tyvan) = a2k = op

o Je-li r liché, tj. r = 2k — 1 pro vhodné k € N, volme &; 2,1 tak, aby bylo
splnéno Tj—1,2k—1 S gj,?k—l S Tjok—1 QA Zaroven Mj,Qk—l — 1/(2]{7 - ].) <
(& ok—1) < Mjop—1. Odtud plyne, ze

2k—1 2k—1
Z f(&2m-1)(Tj26-1 — Tj1.26-1) — Z Mjor—1(jon—1 — Tj—125-1)| <
j=1 j=1

12



2k—1 1 1
< [ . _ — . _ f— .
; o — 1(%,% 1~ Tj-12k 1) ok — 1

Snadno vidime, ze

=
=
|
I
)
i

li .
e Ok oo 2k — 1

PoloZime-1i vsak

A= f(&e) (@ir — Ti1,),
j=1

vidime podle odhadt v predchozich dvou bodech, ze

1 1
lim Ay, = / [, lim Agy = / e
k—oo 0 k—o0 0

Dle predpokladu jsou obé limity rzné, proto posloupnost A;,As,... neméa limitu
(Véta 62 v [Jar84al), coZ je spor s Riemannovou definici.

O

Pravé jsme dokazali ekvivalenci vSech vyse uvedenych definic, v dalsim textu
muzeme tedy pouzivat libovolnou z nich. (V zavislosti na predpokladech.) Pro
vypocty se spise hodi ta Riemannova a jeji rtizné variace, zatimco pro dikazy je
nékdy vhodnéjsi definice Darbouxova. Nyni zaméfime svou pozornost na vyse-
tfovani vlastnosti (R)-integralu, ktery jsme pravé korektné definovali.

Lemma 7 (Jind formulace (BC)-podminky). Bud f € B[0,1]. Potom fol f=1
pravée kdyz

Ve > 03D déleni [0,1] : I —e < s(f,D) < S(f,D) < I +e.

Dikaz. 7 = 7 Necht fol f = 1. Vezméme ¢ > 0. Podle Riemannovy definice
pro vhodnou volbu & a & dostaneme Z(f,D,¢1) = S(f,D) — /2 a E(f,D,&) =
s(f,D) + /2. Pro n&j existuje vhodné 6 > 0. (BUNO) v(D) < §. Potom z Rie-
mannovy definice plyne |S(f,D) — I| < € a podobné pro dolni soucty.

Te="0< folf— folf < S(f,D)—s(f,D) < 2¢. € je libovolné, tedy jsme hotovi.
- O

Véta 8 (Vlastnosti Riemannova integralu). Plati:
(a) Necht f € C[0,1], pak fol [ existuge.
(b) Necht 0 < a <b <1 a necht existuje fol f, pak existuje i f;f
(¢c) Necht0 < a <1 anecht [ [ a fal [ existugi. Pak plati: fol f= foaf+fa1 f.
(d) Necht fol f existuje. Pak pro B € R plati: fol(ﬂf) = Bfol f.

e) Méjme funkce f a g takové, Ze 1f a 1g existuji. Pak plati: ! f+g) =
0 0 0
fo £+ 59
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(f) Necht existuji folf a folg. Predpoklddejme, Ze na [0,1] plati f < g, potom

(9)

fol f< folg :
Predpokladejme, Ze folf existuje. Pak i fol |f| existuje a plati: |f01f| <
Jo I71-

Diuikacz.

(a)

Spojita funkce na uzavieném omezeném intervalu je stejnomérné spojita.
(Véta 63 v |[Jar84b]) Pro libovolné déleni D s délicimi body {z;}?_, plati:

s 1 n n
0< / f—/ f<S(ED)=s(fD) =) Mi(zi—wia)=) _ mi(zi—wi1) =
0 J0 i=1 i=1

Vzhledem ke spojitosti na kompaktu existuji body y; a z; takové, ze f(y;) =
M; a f(z) =m,;. (Véta 128 v [Jar84al)

= Z(f(yi) — f(z) (@ —xiq) =

Volme ¢ > 0. Diky stejnomérné spojitosti existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechna
déleni D s vlastnosti v(D) < § plati:

x Z‘f(yl) —fC)(z;—xiq) <e-1l=¢.

Tvrzeni tedy ihned plyne z véty ,,0 dvou policajtech®. (Véta 61 v [Jar84al)

Podle (BC)-podminky pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D takové, ze S(f,D)—
s(f,D) < e. (BUNO) lze piedpokladat, Ze body a, b jsou délicimi body D.
Definujme D; jako déleni intervalu [0,a], Dy na intervalu [a,b] a D3 na [b,1]
tak, aby vSechna tii déleni obsahovala pouze délici body z D. Potom:

3

0 < S(f,D) = s(fD) =D (S(f:Di) = s(fDy)) <e.

=1

A tedy 1 S(f,D2) — s(f,Ds) < e. Zavér dostaneme pomoci (BC)-podminky.

Oznac¢me [, = foa faly,= fal f. Podle pro kazdé € > 0 existuje
D, déleni [0,a] a Dy déleni [a,1] tak, Ze plati:

L — % <s(f,Dy) <S(f,Dy) <L, + g;
£ €
I, — 5 < s(f,Dy) < S(fDs) < Ir + 7

Nyni definujme D, které bude obsahovat pravé vsechny délici body D; a
D,. Potom ziejmé:

[1+12_5<§<f>D1)+S(f7D22§\S<f7D1)+S(f7D2Z<Il+[2+5-

—s(.D) s(/D)
Dalsi aplikaci [Lemmatu [7] dostavame tvrzeni.
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(d) Ackoliv dikaz je trividlni, je tfeba rozebrat nékolik p¥ipadi.

(8> 0) Plat:
sup  (Bf) =08 sup f.

€T 1,2 T€[Ti—1,%;]

A stejny vztah mame i pro infimum. Dale si uvédomme, Ze v kone¢nych
souctech plati distributivita. Kombinaci obého mame:

Z(ﬁf) = BZf-

A samoziejmé totéz pro dolni integral. Podle Darbouxovy definice tedy
tvrzeni plati.

(8 = —1) Znovu vyuzijeme distributivity v kone¢nych souctech a vztahu:
inf (—f)=— sup .
me[xi*hxi] xe[xi,l,xi}

(Plati i v pfipadé, kdy infimum nahradnime supremem a na opa¢né
strané rovnosti obracené.) Podminky Darbouxovy definice jsou tim
splnény.

(B < 0) Tento pfipad je okamzitym disledkem piedchozich dvou, pro upl-
nost jej formalné dokazu:

1 1

Jen= [0 - j(!ﬁ!f) — 1 /1f - ﬁjf.

0 0 0

(e) Podle pro kazdé € > 0 existuji D; a D, déleni [0,1], tak Ze pro né
plati nerovnosti z toho lemmatu. Vezméme D, které bude jejich spole¢nym
zjemnénim. Potom:

I — 2 < s(fD1) < s(£.D) < S(fD) < S(f.D1) < I + .

(Kde I = fol f.) Kombinaci tohoto vztahu a podobného odhadu pro I, =

fol g. dostaneme:
L+ —e<s(f,D)+s(9,D) <S(f, D)+ S(g,D) < I + I + ¢.
Nyni si uvédomme, Ze pro jakoukoliv M C [0,1], M # (:

sup(f(z) + g(x)) < sup f(x) + supg(z);
xeM xeM xeM

inf (f() + g(x)) > inf () + inf g(z).

zeM

Kombinaci pfedchoziho a opétovnym uzitim je tato ¢ast doka-

zana.

1

OS/(g—f)—/lg—/lf

0
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(g) Pouzijeme (BC)-podminku. Volme ¢ > 0, existuje déleni D tak, ze: S(f,D)—
s(f,D) < e. Uzijeme vztahu:

sup|f(z)| — inf | f(z)] < supf(x) — inf f(z),
xeM zeM zeM xEM

platného pro libovolnou neprézdnou podmnozinu [0,1]. Spojime-li (BC)-
podminku a tento odhad dohromady, budou splnény predpoklady pro exis-
tenci integralu ze zadani. Pouzitim pfedchoziho bodu (f) dostavame:

—|f|§f§|f|:>—/1\f|§/1f§/1|f|=> /1f §/1|f\-
0 0 0 0 0

Tim je ditkaz hotov.
O

Disledek 2. Riemanntv integral je spojity linearni funkcional na C[0,1] (uvazo-
vaném se standardni maximovou normou). Navic ma normu rovnou 1.

Diikaz. Zbyva dokézat spojitost (omezenost). Oznacme T' = fol. Na jedné strané

1
[ron=1=Ir)=1
0

zatimco pro f € BC[O,l] dostavame nasledujici:
1

sl = [ ] < [ iy = gl [xon=lfl=1= Ty <1
0

€[0,1] z€(0,1]
0
O

Poznamka 6. Hodnota Riemannova integralu se nezmeéni, pokud integrovanou
funkci pozménime na konecné mnoziné.

Pozndamka 7 (Riemanniv integral na rtznych mnozindch). Dosud jsme zavedli
(R) - integral pouze na intervalu [0,1]. Nastifime jesté, kterak jej zavésti i na
jinych mnozinach.

Vezméme uzavieny interval [a,b] C R. ten je samoziejmé kompaktni. Sta¢i nam
tedy misto déleni intervalu [0,1] délit tento interval.

Maéame-li nyni integrovat na koneéném sjednoceni kompaktnich intervalti, pak za-
vedeme na kazdém z nich néjaké déleni ((BUNO) ptedpokladejme, Ze jde o in-
tervaly po dvou disjunktni) a nasledné integrujeme na jednotlivych intervalech
zvlast a vysledky secteme. To mizeme udélat diky linearité integralu a vlastnos-
tem déleni intervalu.

Nyni uz vime vSe podstatné o Riemannové integralu pro dostatecné zajimavé
realné funkce redlné proménné.

Podstatny pro nas byl pevny kompaktni interval, respektive konecné sjednoceni
takovych intervald. V dalsi kapitole se pokusime integrovat zobrazeni z takové
mnoziny do Banachova prostoru X.
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3. Riemannuv integral pro
zobrazeni do Banachovych
prostoru

Mnoho poznatkt pro spojité funkce na kompaktnim intervalu zistava platnych i
pro zobrazeni do Banachovych prostorii. Abychom se mohli dostat k zajimavym
odlisnostem, k nimz patii naptiklad neplatnost jedné implikace v Lebesgueové
vété, musime si nyni formalné zavést integral i pro tato zobrazeni a zobecnit
vysledky predchozi kapitoly.

Budeme vychazet z ¢lanku |Gor91], kde si také muze Ctenaf vyhledat dalsi po-
drobnosti.

Umluva. Budeme pouzivat standardni znaceni ve funkcionélni analyze (prostory
co, P, P, C[0,1], atd.). Prostor C[0,1] budeme vzdy uvazovat s maximovou nor-
mou.

Umluva. V dal§im textu budou studovana pouze zobrazeni z [0,1] do X. Zobec-
néni na libovolné kone¢éné sjednoceni kompaktnich intervald je jednoduché. (Viz
poznéamku na konci minulé kapitoly.)

Poznamka 8. Zda se, ze problémem nekompaktnich mnozin se nikdo prili§ ne-
zabyval ([Gor91]). Budto nejde o zajimavy problém nebo v této oblasti nejsou
vyznamné vysledky. I my se toho budeme drzet v dalsim textu.

Vzory pro zobrazeni budou opét lezet v intervalu [0,1], mizeme tedy pouzivat
pojmy a symboly zavedené v predchozi kapitole.

Nemé smysl se pokouset o primocaré zobecnéni Darbouxovy definice. (Nicméné
jistym zptisobem ji zobecnit lze. Ctenai se s touto definici miiZe seznamit v
|Gor91].)

Na druhou stranu jsme jisté schopni zjistit, jak vypada obraz libovolného bodu,
a proto se jevi jako rozumné pouzivat definici Riemannovu.

Zobecnéni bude vypadat velmi jednoduse. Formalné jediny rozdil je nahrazeni
jednoho symbolu jinym, a sice |- | za || - ||. Teoretické rozdily jsou ale vétsi.

Pozndmka 9. Riemannova suma =(f,D.£) = > f(&)(x; — x;-1) vypada for-
i=1

malné stejné jako v predchozi kapitole. Drive Slo o soucet ¢isel, nyni je to ovSem
suma prvki Banachova prostoru.

Definice 10 (Riemanntv integral - pomoci normy déleni). Méjme f:[0,1] — X.
Rekneme, Ze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na [0,1] (a jejim Rieman-
novym integralem pres [0,1] je J € X ), pokud plati:

(37 € X)(Ve > 0)(35 > 0)(YD)((D) < 8)(VE)(€ € I(D)) : ||E(fD.€) — J|| < e.

Pozndmka 10. Limita je jednoznacné urcena podle [Tvrzeni[l] a [Disledku [}
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Definice 11 (Riemanntv integral - pomoci zjemnéni déleni). Bud f : [0,1] — X
funkce. Pokud existuje J' € X splrugici:

(Ve > 0)(3(Do.&o) € Mipe))(V(D.8))((Dobo) < (D.S)) « I2(f D) — J'll <e,

pak fekneme, Ze f je riemannovsky integrovatelnd na [0,1] a J' nazveme Rieman-
novym integralem funkce f pres interval [0,1].

Poznamka 11. Limita je jednoznac¢né urcena podle [I'vrzeni [1] a [Dusledku [1}

Tvrzeni 9. [Definice[10 a[11] jsou ekvivalentni. Hodnoty J a J' jsou stejné, pokud

alespon jedna existuje.

Diikaz. Je stejny jako dikaz [I'vrzeni |4
OJ

Definice 12. Prvek X, ktery urcuji J a J' z predchozich definic, nazveme Rie-
mannovym integrdalem zobrazeni f pres interval [0,1] (a znacéime f[o y [ nebo

fol f). Zobrazeni f nazveme riemannovsky integrovatelngm na [0,1], pokud
f[o y [ existuge.

Diikaz nésledujictho tvrzeni vychézi z knihy [KKS04] a piehledového ¢lanku
[Gor91].

Tvrzeni 10 (Bolzanova-Cauchyova podminka). Necht f : [0,1] — X. Pak je
ekvivalentni:

(R) [ je riemannovsky integrovatelné zobrazeni na [0,1];

(BC1) Pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze |=(f,D1,£1) — Z(f,Da,&0)|| < €, kde
V(D) <5, i=12.

(BC2) Pro kazdé € > 0 existuje déleni D, tak, Ze ||Z(f,D1,&1) — Z(f,D2,&)]|| < €,
kde Dy a Dy jsou zjemnéni D..

(BC3) Pro kazdé € > 0 ezistuje déleni D, tak, Ze |Z(f,D:,&1) — Z(f,D:,62)]| < e,
pro libovolné dva vektory &,& € 1(D).

Dikaz. Dokazeme, 7e (R) je ekvivalentni s (BC1).

e ((R)= (BC1)) Volme ¢ > 0 a necht je vSe jako v [Definici [10] Pak plati
odhady:

IE(f,D1.61) = E(f, D28l = [[E(f,Pr&1) = J + T = E(f,D2,&)| <

<|IE(f,D1,&1) = JI| + || = Z(f,Da,&a) | < 2e.

(Vyuzili jsme trojuhelnikové nerovnosti.)
Protoze ¢ bylo libovolné, dostavame platnost (BC1).
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e ((BCl)«< (R)) Pro kazdé k € N existuje podle (BC1) ¢, > 0 tak, ze
|1Z2(f,D1,61) — Z(f,D2,£2)|| < 1/k pro obé déleni s normou mensi nez dy.
Mtzeme (BUNO) piedpokladat, Ze & > 6p41. (Jinak bychom nahradili 8
minimem mnoziny {d,...,0}.)

Pro kazdé k nyni fixujme déleni Dy s normou mensi nez d;. Uvédomme si,
ze pro j >k je v(D;) < 6; < di. A tedy

IZ(/,Dx.8) — Z(1,D5,6)[| < 1/ min{k,j}-

Z toho plyne, ze posloupnost {Z(f,Dx,&k) }22, je cauchyovska. Protoze pro-
stor X je Banachtv (a tedy uplny), ma tato posloupnost limitu. Oznac¢me
ji A. Pouzitim standardniho triku a trojuhelnikové nerovnosti dostaneme:

IZ(f;Dr,6k) — A+ A= EZ(f,D;,6)| <

< |IE( D) — All + [A = E( Dy 85) 1 < 1/k-

A tedy nutné i |Z(f,Dk.&k) — Al < 1/k.

Zbyva ukazat, ze limita A spliiuje podminku z Volme tedy ¢ > 0
a K > 2/e. Bud D déleni s normou v(D) < di a necht £ je ptislusny vektor
vybranych bodi. Potom:

E(f,'D,g) - AH = ||E(f,D,§) - E(faDKafK) + E(f,DK,gK) - AH <

< [E(/:D,6) ~ 27 Pic )| + I/ D ) — All < 5+ 35 <=

A tim je tato podminka splnéna.
Dokazeme, ze (BC1) je ekvivalentni s (BC2).

e ((BC1) = (BC2)) Volme € > 0, k nému existuje vhodné ¢ z (BC1). Na-
jdéme nyni vhodné déleni s normou mensi nez §. Ziskame ho tfeba ptilenim
intervalti. Jeho zjemnéni maji zfejmé normu mensi nebo rovnu normeé pi-
vodniho déleni, proto spliiuji podminky z (BC1) a tim padem plati odhad
z (BC2).

e ((BC1) « (BC2)) Zvolme ¢ > 0. Pak existuje (Do,&o) € M(pg) s N délicimi
body tak, ze pro jeho libovolné zjemnéni (D,£) a zjemnéni (D;,&;) defino-
vané nize plati (BC2). Necht 0 = ¢/(2MN), kde M = sup |[|f]|. (M je

z€]0,1]

kone¢né ¢islo, jinak by neplatilo (BC2).)

Bud (D,£) déleni [0,1] spliyjici v(D) < §. Definujeme déleni (Dy,&;) tak, ze
délici body D, jsou sjednocenim délicich boda D a D, a slozky vektoru &;
jsou na podintervalech déleni (D;,&;) shodnych s podintervaly déleni (D,&)
stejné jako slozky & a na ostatnich podintervalech jsou libovolné. Protoze
D bylo déleni s normou mensi nez § a Dy bylo jeho zjemnéni, je i norma D,
mensi nez §. Tak z platnosti (BC2) dostaneme odhad v (BC1).

Nasleduje dikaz posledni ekvivalence, ktera chybi, a sice ekvivalence (BC2) a
(BC3). Ztejmé (BC2) implikuje (BC3), protoze déleni je samo svym trivialnim
zjemnénim. Zbyva tedy dokéazat, ze (BC3) implikuje (BC2). Pustme se do toho.
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Volme € > 0 a zvolme déleni D, = {x;}¥, intervalu [0,1] s N délicimi body,
spliujici

_ _ £

2(D- &)~ 2D <

pro kazdé dva vektory vybranych bodt pfislugné déleni D,. (Predpokladame plat-
nost (BC3) a vyuzili jsme toho, Ze € volime libovolné.) Bud &, vektor vybranych
bodi prislusny déleni D,, kde jsme za tyto body zvolili koncové body podintervali
déleni. Pro kazdé i = 1,...,N ozna¢me

Wi ={(v; —2i1) f(2)|z € [2i1,7:]}

a dale ozna¢me W = SN W,

Bud D = {u;}}, déleni [0,1] s M délicimi body, které je zjemnénim déleni D.. A
necht & = (&1,&s,...,60) je prislusny vektor vybranych bodt. Pro kazdé i ozna¢me
k; takovy index k, Zze uy = x;. Potom:

N ki
E(f,Dafo) - E(f,D,g) = Z <f($z)(35z —Ti) — Z f(fk)(uk - Uk—l)) =
i=1 k=k;_1+1
N N ki
=D fladm—ma) =) > @) —un) =
i=1 i=1 k=k;_,+1
N N ki S
= Z f(xz)(xz - xz—l) - Z f(gk) xk x"ﬂil (Iz Iz—l) -
=1 i=1 k=k;_1+1 [ i—1
N M —u
=3 > E (- we)f @) - (- ) f(6) €
i=1 k=k;_1+1 -1

N
€ Z conv(W; — W;) = conv(W — W).
i=1
Zde conv znaci konvexni obal, tj. prinik vsech konvexnich nadmnozin dané
mnoziny. (K pochopeni posledni rovnosti je vhodné si nakreslit piiklad tako-
vych dvou déleni a dosadit si do obou stran rovnosti. - Podstatné je védét, ze D
je zjemnénim D, a jak jsou oznaceny spoleéné body obou déleni.) Uvédomme si
nyni, ze ||z|| < £/2 pro libovolné = € conv(W — W). (To plyne ihned z naseho
pouziti (BC3) na déleni D..) Proto

IZ(f, D) — E(£,D8)|| < g

Zbyva zvolit (D1,£1) a (Ds,&y) dvé déleni zjemnujici D, a pouzit standardni trik
a trojihelnikovou nerovnost:

120/, D1.61) — E(f,D2,&)|| =
I2(f;D1.&1) — E(f,De.éo) + E(fDesbo) — E(f,D2,&2) || <
< IE(fD161) = E(FD-&)l + [E(F Do) — (£ D28 < 5 +
Tim je ditkkaz hotov.
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Véta 11 (Vlastnosti Riemannova integralu). BudiZ f : [0,1] — X riemannovsky
integrovatelnd na [0,1], pak plati:

(a) Necht [a,b] C [0,1], pak f f existuge.

(b) Necht [a,b] C [0,1] a na [a,b] plati || f|| < M, pak < M(b—a).

(¢) Méjme Banachiw prostor Y aT : X — Y spojity linedrni operdtor. Pak T f
je riemannovsky integrovatelnd na [0,1] fo Tf)= (f; f).

(d) Pro libovolné x* € X* je funkce z*f riemannovsky integrovatelnd na [0,1] a

pla,tzfo ¥ f) =a* <f01f>.

Ditkaz. Tvrzeni (a) a (b) jsou snadnymi zobecnénimi odpovidajicich ¢asti[Vty[g]
Dokézeme (c). M&jme ¢ > 0. Podle pfedpokladu a (BC3) z[Tvrzeni[10] existuje D
déleni [0,1] takové, ze plati: ||=(f,D,&1) — Z(f,D,&)|| < e. (Samoziejmé jako vzdy
&1,& € 1(D).) Odhadujme nyni:

||E(Tf,D,§1) - E(Tf,D,éz)ll = ‘ Z((Tf)(fl,i) - (Tf)(gz,i))(%’ - xi—l) <
0 Z((Tf)(51,2> (Tf) (&) H =0 ZT (&1i) — f(&2.4)) ' =
f(&a))|| < o7 Z(f(fu) — [(&.))|| < olITe.

A tedy T'f je Rlemannovsky integrovatelna na [0,1] podle (BC3) z
Nyni ukazeme, 7e [}(Tf) = T ( I f). Piedpokladejme, 7e [} f = J. Podle
definice pak pro kazdé € > 0 existuje § > 0 a D déleni [0,1] takové, ze v(D) < 4,
a plati: [|E(f,D,§) — J|| < e. (Kde £ € D je libovolné.) Potom:

Y (THE) @i = zimr) = T(J)

i

IE(Tf,DE) =TIl = |

< [TIN=DE) = I < T le.

T (Z(f(fz‘))(fi —Zi1) — J)

%

Tim je (c) dokazano.

K dtikazu (d) si stac¢i uvédomit, ze X* je prostor zobrazeni z X do R. Na R
mizeme prirozené uvazovat euklidovskou normu, pak je (R| - ||.) Banachtv pro-
stor a tedy (d) je specidlnim pfipadem (c).

0

Z predchozi kapitoly vime, ze kazda spojita funkce na konec¢ném sjednoceni kom-
paktnich intervali je tam riemannovsky integrovatelna. Nyni dokédzeme podobné
obecnéjsi tvrzeni pro zobrazeni do Banachovych prostort (a tim padem i pro
realné funkce redlné proménné).
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Definice 13. Bud f : [0,1] — X. Rekneme, Ze f je zvnéjsku omezené variace
na [0,1], pokud

Z(f(di) - f(Cz))H}

7

Vo([0,1])(f) := sup {

je konecné cislo. Zde supremum bereme pies vSechny mnoZiny {[c;,d;]}, coZ jsou
konecné soubory podintervali [0,1], které maji po dvou mazimdlné jednobodovy
prunik.

Véta 12 (Postacujici podminka pro (R)-integrabilitu). Bud f zobrazeni z [0,1]
do X a predpoklddejme, Ze [ je zunéjsku omezené variace na [0,1], pak f je tamtéz
riemannovsky integrovatelnd.

1 €
Dukaz. Necht je ddno € > 0. Vezméme N € N takové, aby — < —————.

N Vu([0,1))(f)
Necht D. = {k/N}¥_, je déleni [0,1]. Uvazujme nyni dvé vybrané posloupnosti
51 = {5171'}?;1 a 52 = {52’2‘}5\;17 kde 51’7;752’2‘ € [xi,l — IZ] (Kde ZT; jsou Samozfejmé
body déleni D,.) Nyni:

||E(f7D57€1) - E(f7D€a§2)” = Z(f(gl,z) - f(§272))(x7, _ J:i—l) _
:% ;(f(&,i) ~ e < w .

Ptedposledni odhad jsme mohli provést diky tomu, ze jsme V,,([0,1])(f) definovali
jako supremum norem rozdilti funkénich hodnot na vhodnych souborech podin-
tervalt (viz [Definici [13)), a takovy soubor tvoii i systém {[¢;:,2,4]}

Pomoci (BC3) ve [Tvrzeni [10| dostavame, Ze f je riemannovsky integrovatelna
na [0,1].

O
Pro uplnost uvedeme jesté dvé dalsi postacujici podminky pro existenci (R)-
integralu a podivame se na vztahy mezi nimi. V dalsim textu je nicméné ne-
pouzijeme. Jde spiS o rozsifeni a ukazku novéjsich vysledkt v teorii souvisejici
s tématem této prace. Ctenaf se miize s jejich pouZitim sezndmit napiiklad v
[HP96].

Definice 14. Bud f : [0,1] — X. Rekneme, %e f je slabé omezené variace na [0,1], pokud
po f je (redlnd funkce) omezené variace pro kazdy funkcional p € X*.

Definice 15. Bud f : [0,1] — X. Rekneme, Ze f je silné omezené variace na [0,1], pokud

Vi([0,1])(f) = sup {Z I1f (i) — f(xi—l))H} < o0,

kde supremum se bere pies kazdé déleni D = {x;}, intervalu [0,1].

Véta 13. Pro libovolnou funkci f : [0,1] — X plati:

(a) je-li f silné omezené variace na [0,1], pak je na tomto intervalu také zvnéjsku omezené
variace;
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(b) je-li f zunéjsku omezené variace na [0,1], pak je na tomto intervalu také slabé omezené
variace;

(c) je-li f slabé omezené variace na [0,1], pak je na tomto intervalu také zvnéjsku omezené
variace.
(Nemusi vSak byt silné omezené variace.)

Diikaz.

(a) Zjevné, uvédomime-li si, Ze podintervaly libovolného déleni spolu sdileji pravé jeden
krajni bod.

(b) Plyne z linearity funkciondlu . Staéi jej pouze vytknout a vyuzit jeho spojitost.
(¢) Lze najit v [HP96] na strané 60.

Protiptiklad ukazujici, Ze slabd omezenost variace neimplikuje silnou se nachazi taktéz v knize
[HP96] na strané 60.

O
Nasledujici piiklad je uveden v [Gor91] pro zobrazeni do prostoru ¢2, v této praci
je zobecnén a doplnén o podstatné detaily.

Priklad 3. Ozna¢me ¢, = (0,0,...,0,1,0,0,...), kde 1 je na n—tém misté. Dale necht
eo = (0,0,0,...). Bud {¢,} posloupnost néjak usporadanych racionalnich ¢isel.
(Mnozina Q je spocetnd.) Definujme f : [0,1] — P pro 1 < p < oo nésledujicim
zplusobem: f(t) = ey pro t iraciondlni a f(r,) = e,.

Ukazeme, zZe existuje Riemanniiv integral tohoto zobrazeni a je roven ey. Volme
e € (0,1). A polozme § = ¢?/®=1) Bud D libovolné déleni [0,1] s v(D) < &
Pocitejme:

n

HE<f7D£ €0||p Zf gz T 60) < r Z((L’Z — xi_l)P =

D =1

n

i=1 i=1
= V(D)pTTl 4 Z(m —x1) < V(D)% =5 =¢
i=1

Podle Riemannovy definice je:

f=1(0,0,0,...) = eo.

[0,1]
Priklad 4. Definujme g : [0,1] — ¢y takto: g(t) = (¢2,t3,0,0,0,...). Spocteme jeho
Riemanniv integral. (Vzpomenme, Ze na ¢y mame maximovou normu.)
Volme pro ptehlednost vypoctu ,standardni“ déleni D, intervalu [0,1] s délicimi
body z; = i/n pro i = 0,....,n. Bud & = i/n pro i = 1,...,n. (Za vybrané body
jsme zvolili horni konce podintervali déleni.)
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Ukézeme, ze dany integral existuje. K tomu pouzijeme podminku (BC3) z
Ukéazeme, Ze pro libovolné € > 0 spliiuje déleni D,, podminku z (BC3)
pro libovolné dva vektory &;,&, € I(D). Pocitejme:

n

> (9(61s) — (&) (@i — i)

=1

||E(gaDn7§1) - E(g7Dna§2)H =

n

%Z(Q(&,i) - 9(52,1’))“ = %

Z (giz'vé-iiaoaoaor”) - (5%71753,17070707”'>H =
=1

=1
1< 2 (3 3
= ﬁ (511 52,1'751,1 - fz,iyoaoa()w")
=1
() (56 (5 )| -
n||4= n n n n
1 || — 2 — 1 3i2—3i+1
() (= ),o,o,o,...)H=
n ||4 n n
=1
1 "2 1 1312 =3 1
- 5 (( _2 - ﬁ) ’ (Z F - Z ﬁ + ﬁ) 7()’()’()’.“> H -
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1 nn+1) 1 n(n+1)(2n+1) 3n(n—|—1)+ 1 0.0.0
T n n?2 nj)’ 2n3 2n3 n2) T
1 1,1 — 1 0,0,0,..
n ’ 2’

Protoze zvétSovanim n umime 1/n udélat ,libovolné malé“, je splnéna podminka

(BC3).

Zbyva integrél spocitat. Chceme, aby: ||=(g,D,,§) — I|| < € pro dostateéné velké
n € N. Pocitejme:

EgDmS Zggz z_le Zg( )

_ %i ((%)2 (%)3 ,o,o,o,...) _

1 (nn+1)2n+1) n*(n+1)° 0.0.0
T n 6n? o437

Vzorce pro konec¢né soucty druhych a tiretich mocnin se snadno ovéri pomoci ma-
tematické indukce, pfipadné technikou vytvorujicich funkci. Ukazeme, ze fol g =
(1/3,1/4,0,0,0,...). (Pouzijeme pfi tom trojihelnikovou nerovnost.)

H(n(n#—l)@n—i—l)?nz(n—l—1)2’0’0’07'“) (1 1000 >H

6m3 4n4 34’
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1 2 1 1 n? 1)2 1
npt et Initn+ D7 1oo0 V| <
3 4n4 4
< n+1)(2n—|—1)_1 n n2(n+1)2_1 B
- 6n3 3 Ant 4|
~|ntn+1)(2n+ 1) — 2n® (n+1)
N 6m3 4n4
| 2n® 4 3n% + n — 2n® N n'4+2n° +n* —n'|
N 6n3 4n4 N
n+1 2n+1 5n + 2
- 5 T 2 2
n n n

Cislo (5n+2)/n? umime zvétSovanim n udélat ,libovolné malé“, proto je skuteénd
hledany integral roven vektoru (1/3,1/4,0,0,0,...).
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4. Lebesgueova véta

Nejdrive dokazeme, ze pro realnou funkci realné proménné jsou ekvivalentni pod-
minky existence Riemannova integralu s omezenosti a spojitosti skoro vsude
(vzhledem k Lebesgueové mife) na kompaktnim intervalu. V Banachovych prosto-
rech jedna implikace neplati. Podivame se na ptiklady zobrazeni do Banachovych
prostorti, které charakterizaci pro realné funkce nesplnuji a budeme se zabyvat
problémem, ve kterych prostorech, znamych z tvodniho kurzu funkcionalni ana-
Iyzy, Lebesgueova véta plati.

4.1 Realna funkce realné proménné

Dikazy v této ¢asti jsou zpracovany podle [Luk80] a [Sch]. V textu [Luk80] je
uveden pouze navod k diikazu, ten je v této bakalarské praci doplnén o podstatné
detaily. Diikaz druhé implikace je veden podle druhého zminéného zdroje.

Definice 16. Mnozina N C R se nazyvd nulova, jestlize pro libovolné ¢ > 0
existuje posloupnost otevienych intervali {(an,b,)}°2, spliujici nasledujici dvé
vlastnosti:

1. N C U (an,bn),

n=1

2. > (b, —ay) <e.
n=1

Poznamka 12 (2.38 v [KKS04] - ¢ast). Pokud by dva intervaly pokryvajici nulovou
mnozinu meély neprazdny prinik, pak je v celkovém pokryti mizeme nahradit
jejich sjednocenim. Zménéna posloupnost intervalii zjevné ziistane pokrytim a
soucet jejich délek se muze timto tikonem pouze zmensit. tedy mizeme nulovou
mnozinu v [0,1] pokryt systémem disjunktnich otevienych intervali se sumou
délek mensi nez libovolné epsilon kladné.

Lemma 14. Je-li {N,}>°, posloupnost nulovijch mnoZin, pak i mnozina N =

U N, je nulova.

n=1

Dikaz. Bud e > 0 libovolné. Pro kazdé n € N nalezneme posloupnost otevienych
intervala {(al",b!")}2, s vlastnostmi:

N, CUa,b”, ibn—a
=1 =1

Potom systém {(aj,b;") }55,—; je spocetny, pokryva mnozinu N a splituje i druhou

1971

podminku z 0, protoze

o0 [ee] [ee] o0 1
3 (;(by—ay)) <;25—n=5n12—n=5.

n=1
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Véta 15 (Lebesgue). Méjme f € B[0,1]. Oznacme Cy mnoZinu bodi nespojitosti
funkce f v intervalu [0,1]. Potom f je riemannovsky integrovatelnd na [0,1], prdvé
kdyz mnozina Cy je nulovd.

Diikaz. Dikaz provedeme v nékolika krocich:
Pro n € N oznacme

A, = {x € [0,1]; pro kazdé § > 0 existuji s,t € (z — d,x + &) N [0,1]
5 1
tak, ze |f(s) — f(1)] > )

oo
Dokazeme, ze Cy = |J An.

n=1

oo
e C; C |J A, protoze kazdy bod nespojitosti je obsazen v néjakém A,, (plyne
n=1
z definice spojitosti).

o C; O |J A, Jeli bod z € A, pak pro libovolné § > 0 je v jeho 0 okoli

n=1

(proniknutém s intervalem [0,1]) skok velikosti 1/n, tedy bod z je bodem
nespojitosti a patii do Cf.

Mnozina C} je nulovd, pravé kdyz je kazda mnozina A, nulova.

e Zac¢neme implikaci zleva doprava. Dokézeme ji sporem. Volme £ > 0. Necht

C'y je nulovd a zaroven existuje m € N tak, ze A,, neni nulovd mnozina.
o

Uvazme pokryti C'y posloupnosti intervali {(a,,b,)}, pro niz plati > (b, —
n=1
a,) < €. Jenze mnozina A,, neni nulova, ¢ili néjaké = € A, neni pokryto.

Kdyby existoval interval (a,,,b,,) takovy, ze b, — a,, < € a 2 € (Ap,bm),
pak by mnozina A,, byla nulova. To nejde, a proto dostavame spor.

e Implikace zprava doleva plyne z|Lemmatu [14

Ukazeme, ze kazda mnozina A, je kompaktni. ProtoZe jsme na realné ptimce
(dokonce jen na uzavieném omezeném intervalu), je mnozina kompaktni préave
kdyZ je omezené a uzaviend. Omezenost mnozin A, je zjevna (A, C [0,1] pro
kazdé n € N.) Zbyva tedy dokdzat uzavienost. K tomu dokéZeme, Ze derivace
(mnozina hromadnych bodi) A, je podmnozinou A, a odvolame se na Vétu 121
v [Jar84b|. Vezméme si tedy néjaké n € N a piislusnou mnozinu A,. Zvolme
néjaky jeji hromadny bod y. Ukazeme, ze y € A,,. Z definice hromadného bodu
plyne, Ze pro kazdé £ > 0 obsahuje interval (y — e,y + ) nekoneéné mnoho bodu
mnoziny A,. Potom ale kazdé okoli bodu y obsahuje bod x s vlastnosti z definice
A, a proto je bod y bodem nespojitosti, neboli y € A,,.

Nyni je cas ukazat implikaci zleva doprava v Lebesgueové vété. K tomu vez-

meéme n € N libovolné ¢ > 0 a funkci f, kterd je riemannovsky integrovatelna
na [0,1]. Pouzijeme [Vétu 6], konkrétné (BC)-podminku. Ta totiz fiké, Ze pro nase
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zvolené ¢ existuje D déleni [0,1] tak, ze 0 < S(f,D) — s(f,D) < e. Protoze vsak
bylo zcela libovolné, mtizeme déleni zvolit dokonce tak, aby

0 < S(f.D) - s(f,D) < .

3

Prepiseme si podle definice hornich a dolnich souctii:

n

0< S(f.D) —s(fD) = 3 (M — my) (i — w:-1) < %

i=1

Opét se odkéZzeme na a vyuZijeme Riemannovu definici. Volme n-slozkové
vektory &n € I(D) tak, aby f(&) > f(n:;) pro vSechna i = 1,....k a navic, aby
platilo f(&) > f(n:;) + 1/n, pokud (z;_1,2;) N A, # 0. Protoze na kazdém podin-
tervalu déleni plati m; < f(n;) < f(&) < M;, dostavame nasledujici

n

D (F(&) = F) s = mia) <

i=1

Odtud plyne, ze mnozina A,, je nulova takto: Protoze v intervalech (z;_1,z;), které
ji pokryvaji (a jichz je koneéné mnoho), je f(&) — f(n;) > 1/n, plati nésledujici
odhad

n

(€)= FO) @ — i) £ Dl — i) < 5

Z tohoto odhadu ihned plyne splnéni druhé podminky v definici nulové mnoziny.

Zbyva dokazat druhou implikaci. Nechf tedy mnozina C; je nulova. Oznacme
M = sup |f(x)|. (Potom plati |f(z) — f(y)| < 2M pro vSechna z,y € [0,1].)
z€[0,1

Volme 5[>] 0. Protoze C je nulovd mnozina, existuji oteviené intervaly I, =
(ay,byn) pokryvajici mnozinu Cy, majici navic nasledujici vlastnost: ) (b, —a,) <
e/(4M). (Epsilon v definici nulové mnoziny je libovolné.) Protoze v bodech mimo
Ct je funkce f spojitd, existuje pokryti [0,1]\ C otevienymi intervaly J, s touto
vlastnosti: « € J, a pro vSechna y,z € J, N[0,1] je |f(y) — f(2)] < e/2.

Zjevné systém {1, }U{J, |z € [0,1]\ C}} je otevienym pokrytim intervalu [0,1]. Za
pouziti a Borelovy véty (Véta 158 v [Jar84b]) mtzeme diky kom-
paktnosti intervalu [0,1] vybrat z tohoto otevieného pokryti kone¢né oteviené
pokryti. (Skladajici se z koneéného poctu intervali {I,,} a koneéného poctu in-
tervalt {J,}, pfiemz pii vybéru z téchto intervali mizeme pouzit
12]) Necht se (BUNO) sklada z intervali {I,}Y_, a {J,.}~ ,. Bud dale D déleni
[0,1] s délicimi body {;}%, tyto body jsou viechny koncové body intervalii po-
kryti, které lezi uvnitf intervalu [0,1]. Z této volby déleni mimo jiné plyne, Ze
kazdy podinterval déleni je obsazen v néjakém I, nebo J,,. Oznatme X =
{jl(t;-1,t;) C I, pro néjaké n}. Piipometime oznaceni m; = inficy, ) f(t) a
M; = supyepy, 4, f(t). Budeme chtit pouzit (BC)-podminku riemannovské inte-
grability z pocitejme:

K

S(f;D) = s(f;D) = (M; —my)(t; —t;-1) <

J=1
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Tedy je splnéna (BC)-podminka a funkce f ma Riemanniv integral na [0,1].
U

4.2 Zobrazeni do Banachovych prostoru

V predchozi ¢asti jsme dokazali charakterizaci riemannovsky integrovatelnych
funkei z [0,1] do R. Nyni se podivame, jak je tomu v p¥ipadé zobrazeni do Bana-
chovych prostorii.

Uz nyni prozradme, Ze jedna implikace v této vété neplati. Pomérné prekvapivé
riemannovsky integrovatelné zobrazeni do X nemusi mit tu vlastnost, Ze mnozina
jeho bodi nespojitosti je nulova. Ukazeme si, ze ve vétsiné ,béznych® Banacho-
vych prostoril Lebesgueova véta neplati. Vyjimkou je £1.

Potom bude néasledovat nékolik protiptikladi na toto tvrzeni pro ostatni prostory.

Diikaz nésledujici véty vychézi z [Luk80], jednd se totiZ jen o mirné pozmé-
nény dikaz klasické Lebesgueovy véty. Posledni ¢ast diikazu s pouzitim podminky
(BC3) je z hlavy autora této prace.

Véta 16 (Lebesgue). Méjme f : [0,1] — X omezené zobrazeni. Oznacme C
mnoZzinu bodi nespojitosti funkce f v intervalu [0,1]. Jestlize je mnoZina Cy nu-
lovd, pak f je riemannovsky integrovatelnd na [0,1].

Diikaz. Dikaz provedeme v nékolika krocich:
Pro n € N oznacme

A, ={z €[0,1]; pro kazdé § > 0 existuji s,t € (z — d,x + ) N [0,1]
. 1
tak, Ze [|f(s) = f@O)Il > 3.

Tvrdime, ze C; = U A,,. Dokéazali bychom to stejné jako v realném ptipadé.

Tvrdime, ze mnozma C + je nulova, pravé kdyz je kazdd mnozina A,, nulova. Do-
kaze se to opét stejné jako v readlném pripadé.

Dale bychom ukézali, ze kazda mnozina A, je kompaktni. Dikaz je vSak opét
stejny jako v realném pripadé.

Pojdme nyni findlné ukizat zamyslenou implikaci v Lebesgueové vété.
Necht tedy mnozina Cy je nulova. Ozna¢me M = sup ||f(x)||. (Potom plati
x€[0,1]

| f(z) = f(y)|| <2M pro v8echna z,y € [0,1].) Volme € > 0. Protoze C je nulova
mnozina, existuji oteviené intervaly I,, = (a,,b,) pokryvajici mnozinu C', majici
navic nasledujici vlastnost: Y (b, — a,) < ¢/(4M). (Epsilon v definici nulové
mnoziny je libovolné.) Protoze v bodech mimo C} je funkce f spojita, existuje
pokryti [0,1]\ C'y otevienymi intervaly J, s touto vlastnosti: = € J, a pro vSechna
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yr € L0 [0 je I£(y) — F2)] < &2

Zjevné systém {1, } U{J, |z € [0,1]\ C}} je otevienym pokrytim intervalu [0,1]. Za
pouziti a Borelovy véty (Véta 158 v [Jar84b|) mtzeme diky kom-
paktnosti intervalu [0,1] vybrat z tohoto otevieného pokryti kone¢né oteviené
pokryti. (Skladajici se z koneéného poctu intervali {/,,} a koneéného poctu in-
tervali {J, }, pfi¢emz pfi vybéru z téchto intervalti miizeme pouzit m

Necht se (BUNO) sklada z intervald {1}, a {J,,}~,. Bud déle D déleni [0,1]
s délicimi body {¢;}£ 1> tyto body jsou vSechny koncové body intervalii pokryti,
které lezi uvnitf intervalu [0,1]. Z této volby déleni mimo jiné plyne, ze kazdy po-
dinterval déleni je obsazen v néjakém I, nebo J,,. Ozna¢me X = {j|(t;_1,¢t;) C

I, pro néjaké n}. Budeme chtit pouzit podminku (BC3) z na déleni
D a dva libovolné vektory vybranych bodt & a &, pocitejme:

K

Y () = fn))(t; = tj-)

j=1

<

HE<f7,D7£1) - E<f7D7£2)|| =

=

<D (€)= FE)ty =t —ZHf §15) = F(& )l (t; = t51) <

7j=1

<Y M ]1+Z 4M 2M A1 =

jeX j¢X

Tedy je splnéna podminka (BC3) a funkce f mé Riemannuv integral na [0,1].
0

Definice 17. Rikdme, Ze Banachiv prostor X md Lebesgueovu vlastnost,
pokud kaZdé riemannovsky integrovatelné zobrazeni z [0,1] do X je nespojité ma-
zimdlné na nulové podmnoziné [0,1].

Tvrzeni 17. Necht'Y je uzavreny podprostor Banachova prostoru X, pak plati:
Jestlize X mad Lebesqueovu vlastnost, pak ji mda 1Y .

Diikaz. Libovolné zobrazeni f : [0,1] — Y je i zobrazenim do X. Y je uzavieny
podprostor Banachova prostoru, proto je téz Banachiv, ¢ili pro néj ma smysl
definovat Lebesgueovu vlastnost. Protoze f ma Lebesgueovu vlastnost jako zob-
razeni do X, ma ji i jako zobrazeni do jeho uzavieného podprostoru.

O
Ptedchozi tvrzeni pomtze pti hledani protiptikladt. Respektive nebude nutné jich
najit tolik a spise se budeme moci zamérit na to, aby byly zajimavé.

Vétsina Banachovych prostortt znamych ze zédkladniho kurzu funkcionéalni ana-
Iyzy nemé Lebesgueovu vlastnost. Spliiuje ji pouze jediny a sice ¢*. Ditkaz tohoto
tvrzeni je pomérné komplikovany a zdlouhavy, proto jej zde neuvadim. Ctenéf
ho muiZe najit v [Gor91]. Dalsim piikladem je Tsireltontv prostor, ktery ma také
Lebesgueovu vlastnost. Vice o ném se lze docist v ¢lanku [Gor91].

V dalsi ¢asti se podivame na protiptiklady dokazujici neplatnost vysSe nedokézané
implikace.
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4.2.1 Protipriklady na Lebesgueovu vétu

Nasim cilem v této kapitole bude ovérit platnost nasledujici véty.

Véta 18. Ndsledugjici prostory nemaji Lebesqueovu vlastnost:
((l) Co, G, goo’,

(b) C[0,1], £*[0,1];

(c) P prol <p < oo;

(d) Z£P[0,1] pro 1 < p < oo;

(e) X* pokud X obsahuje podprostor izometricky-izomorfni (*;

(f) nekonecné dimenziondlni Hilbertovy prostory.

Dikaz.

(a) Vzhledem k tomu, Ze ¢ je izometricky-izomorfni néjakému (Gaplnému) pod-

prostoru ¢ i £* (¢ast 1.10 (c) v |[LukI2] a Proposition 6 v [HHZ96]), staci
podle najit protipiiklad v tomto prostoru.

Nésledujici pfiklad je zminén v [Gor91], ja jej dopliiuji o dutlezité detaily.
Oznaéme e, = (0,0,...,0,1,0,0,...), kde 1 je na n—tém misté. Dale necht
eo = (0,0,0,...). Bud {g,} posloupnost né&jak uspofadanych raciondlnich ¢-
sel. (Mnozina Q je spocetna.) Definujme f : [0,1] — ¢y nasledujicim zptiso-
bem: f(t) = ey pro t iraciondlni a f(r,) = e,.

Ukézeme, Ze existuje Riemanntiv integral tohoto zobrazeni. Bud D libovolné
déleni [0,1] a necht &, € I(D). Protoze

> (fl&) = (f(&a)

7

je funkce f zvnéjsku omezené variace na [0,1] a podle je tedy
riemannovsky integrabilni.

Ukézeme, Ze funkce f neni spojitd v zddném bodé [0,1], a Ze tento interval
neni nulovou mnozinou. Je-li ¢ iracionélni ¢islo, pak

1F() = fOra)ll = 110 = f ()l = 1.

Podle Véty 47 v [Jar84a)] existuje mezi kazdymi dvéma riznymi body in-
tervalu [0,1] nekoneéné mnoho racionalnich ¢isel. Proto funkce neni spojita
v zadném bodé. Zbyva ukazat, ze interval [0,1] neni nulovou mnozinou. To
je v8ak snadné, nebot délka tohoto intervalu je 1 — 0 = 1 a proto intervaly
z definice nulové mnoziny by musely mit soucet délek aspon 1. Staci tedy
zvolit € = 1/2 a mame spor.

<1,

Podobné jako v (a) si uvédomime, ze C[0,1] je izometricky-izomorfni (Gpl-
nému) podprostoru £>°[0,1] a mizeme tedy vyuzit

Zbyva tedy ukazat, Ze C[0,1] nem4 Lebesgueovu vlastnost. Uvédomme si, Ze
co je separabilni prostor (Proposition 18(ii) v [HHZ96]) a plati véta (Véta
97 v [HHZ96]) fikajici, ze kazdy separabilni Banachtiv prostor je izomet-
ricky né&jakému podprostoru C[0,1]. Nyni sta¢i opét pouzit na coy
a C[0,1].
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(c)

Necht je znaceni stejné jako v &asti (a). Definujme f : [0,1] — ¢ pro
1 < p < oo néasledujicim zptsobem: f(t) = ¢ pro t iraciondlni a f(r,) = e,.
\Y% jsme ukazali, Ze tato funkce ma Riemanniv integral na [0,1].
Ukézeme, Ze funkce f neni spojita v zaddném bodé [0,1], a Ze tento interval
neni nulovou mnozinou. Je-li ¢ iracionalni ¢islo, pak

1F (&) = f(ra)ll = 10 = f(ra)]| = 1.
Zbytek argumentace je stejny jako v ¢asti (a).

Protoze prostory ZP, 1 < p < oo jsou separabilni (viz Tvrzeni 19 v
[HHZ96]), jsou podle Véty 97 v [HHZ96] izometrické podprostoru C[0,1].
V libovolném netrividlnim podprostoru C[0,1] zkonstruujeme protipiiklad
podobné jako v ¢asti (b).

V ¢asti 2.14 skript [Luk12] zjistime, Ze duél k ¢! je izometricky-izomorfni
prostoru £*°. Pokud tedy X obsahuje kopii ¢!, potom X* obsahuje kopii .
A opét s ispéchem pouzijeme

Podle Riesz-Fisherovy véty (¢ast 1.38. v [Lukl12]) je kazdy separabilni ne-
kone¢né dimenzionlni Hilberttiv prostor izometricky-izomorfni prostoru ¢2,
pro néjz uz jsme dokazali, ze Lebesgueovu vlastnost nema. Dikaz pro pri-
pad, ze Hilbertiiv prostor separabilni neni lze najit v ¢lanku: [Gor91].

A jsme hotovi.

4.3 Shrnuti

V této kapitole jsme srovnali vlastnosti spojitych realnych funkci na kompaktnich
intervalech (pfipadné jejich kone¢nych sjednocenich) a zobrazeni do Banachovych
prostorti. V prvnim pfipadé je situace relativné snadnéa a existuje dokonce cha-
rakterizace riemannovsky integrovatelnych zobrazeni. V pripadé druhém lze najit
nékteré postacujici podminky pro (R)-integrabilitu, t¥i takové jsme dokéazali (s
pomoci knihy [HP96]. Zbytek je uveden v prehledovém ¢lanku [Gor91] nebo pu-
vodnich publikacich. Pro ,tradi¢ni“ Banachovy prostory je aZ na ¢! typické, ze
Lebesgueova véta neplati.
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5. Zavér

V této praci jsme shrnuli zakladni vlastnosti Riemannova integralu pro realné
funkce realné proménné definované na kompaktnich intervalech ¢i jejich konec-
nych sjednocenich. Nésledné jsme zavedli zobecnéni tohoto integralu pro zobra-
zeni do libovolného Banachova prostoru.

Povsimli jsme si, Ze oba integraly se chovaji podobné. Prvni vyznamnéa odlisnost
prisla az po prozkoumani platnosti Lebesgueovy véty o riemannovské integrabi-
lité. Zjistili jsme, Ze tato uzitecna charakterizace pro realné funkce obecné neplati
pro funkce do Banachovych prostort. Ukazali jsme to na nékolika protiprikladech.

Vlastnim pfinosem v tomto textu je vypocet dvou Riemannovych integralt pro
zobrazeni do Banachovych prostorii, dale podrobné zpracovani diikkazu Lebesgu-
eovy véty podle navodu uvedeného v [Luk80] (s vyuzitim [Sch] a [KKS04]) a
rozpracovani protipfikladi na platnost Lebesgueovy véty uvedenych v [Gor91].

Nyni se vyzkum spise obraci k abstraktnéjsim oblastem, které s riemannovskou
integrabilitou souvisi. Ctenaf se s nimi mtize sezndmit naptiklad v ¢lanku [NarQ7].
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