Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Zdenck Silber

Nemozné mnoziny

Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Dalibor Prazak, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecnd matematika

Praha 2016



Prohlasuji, ze jsem tuto bakaldiskou praci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroju.

Beru na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zédkona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma préavo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této
préace jako Skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V... dne ............ Podpis autora



Nézev prace: Nemozné mnoziny

Autor: Zdenék Silber

Katedra: Katedra matematické analyzy
Vedouci: doc. RNDr. Dalibor Prazak, Ph.D.

Abstrakt: V praci jsou definovany a popsany pojmy Hausdorffovy miry a dimenze.
Je v ni popsdna geometricka konstrukce Besikovicovy mnoziny a jeji adaptace
pro konstrukei Kakeyovy mnoziny. Dale se prace zabyva konstrukei Besikovicovy
mnoziny jakozto sjednoceni piimek parametrizovanych irregularnimi mnozinami.
Nakonec je v ni podano par dalsich piikladi "nemoznych mnozin”.

Klicova slova: Hausdorffova mira, fraktalni mnozina, projekce a dualita, Besi-
kovicova mnozina, Kakeyova mnozina

Title: Impossible sets

Author: Zdenék Silber

Department: Department of Mathematical Analysis
Supervisor: doc. RNDr. Dalibor Prazak, Ph.D.

Abstract: In this work we define Hausdorff measure and dimension, describe the
geometrical construction of a Besikovitch set and adapt this approach to construct
Kakeya set. We also describe another construction of a Besicovitch set using the
properties of projections of irregular sets. Finally we present other examples of
”impossible sets”.

Keywords: Hausdorff measure, fractal set, projection and duality, Besicovitch set,
Kakeya set

i



Chtél bych podékovat vedoucimu své bakalarské prace, doc. RNDr. Daliboru
Prazakovi, Ph.D., za seznameni se zajimavym tématem, cenné pripominky a po-
moc s vypracovanim prace.

il



Obsah

Uvod 2
1 Priprava 3
1.1 Hausdorffova mira a dimenze . . . . . . . . . ... .. .. ... .. 3
1.2 Hustota, regularni a irreguldarni mnoziny . . . . . . ... ... .. 4
1.3 Hausdorffova metrika . . . . .. ... .. 000 )
1.4 Kiivky a l-mnoziny . . . . . . ..o 6
2 Geometricka konstrukce Besikovicovy a Kakeyovy mnoziny 7
2.1 Konstrukce Besikovicovy mnoziny . . . . . . . . ... ... L. 7
2.2 Konstrukce Kakeyovy mnoziny . . . . . . .. .. .. ... ... .. 10
3 Duadlni piistup 12
3.1 Vyuzitidwality . . ... .. ... o 13
3.2 Dalsi nemozné mnoziny . . . . . . . .. ..o 14
Zavér 16
Literatura 17



Uvod

Tématem této prace bude konstrukce jistych mnozin s neintuitivnimi vlastnostmi.
Podrobné se podivame na nékteré konstrukce Besikovicovy a Kakeyovy mnoziny.
Besikovicova mnozina je mnozina nulové miry obsahujici tsecku v libovolném
sméru. Kakeyova mnozina je mnozina, ve které se da jednotkova usecka pretocit
tak, aby lezela ne své puvodni pozici, ale otocena o 180°. Ukazeme, ze lze najit
Kakeyovu mnozinu libovolné malé miry.

Déle v praci ukazeme souvislost mezi Besikovicovou mnozinou a geometrickou
teorii miry, konkrétné postup jeji konstrukce vyuzivajici vlastnosti projekci irre-
gularnich mnozin. Tento postup nam da dokonce mnozinu nulové miry obsahujici
piimku kazdého sméru.

Nakonec se podivame, jak podobnym zpusobem muzeme najit dalsi nemozné
mnoziny, jako je napriklad mnozina nulové miry obsahujici kruznice libovolnych
polomeéru.

Tato prace by méla slouzit jako shrnuti informaci o téchto mnozinach. Méla
by byt srozumitelnd studentum tietiho roéniku bakalaiského studia.

Vétsina dukazu je cerpana z Falconerovy knihy. Nékteré casti v ni vSak byly
popsany jen velmi struéné, nebo byly prenechany ¢tenari. Zde by mély byt tyto
casti podrobnéji rozpracovany. Nékteré c¢asti Falconerovy knihy, jako naptiklad
dukazy vlastnosti projekci s-mnozin, jsou naopak velmi technické a pro ucel této
prace nevhodné, proto je na né uveden pouze odkaz.

Presné shrnuti vlastni prace: V kapitole 1 bylo potieba pripravit pojmy a véty
pro cely zbytek préace. Ackoliv bylo ve Falconerové knize mnohokrat implicitné
pouzito, sam jsem formuloval a dokazal Lemma 1.1, jez hovoii o zméné miry pri
lipschitzovské transformaci. Dokéazal jsem Vétu 1.5. o postacujici podmince pro
konvergenci v Hausdorffové metrice a Lemma 1.4. a pouzil je k dukazu ¢asti Véty
2.2.

V kapitole 2 jsem rozvedl dikaz Lemmatu 2.1. Dodélal jsem c¢ast diukazu Véty
2.2., kterd hovori o konvergenci usecek M. Zobecnil jsem konstrukci Kakeyovy
mnoziny do R", coz bylo ve Falconerové knize podéano jako cviceni.

V kapitole 3 jsem dokazal Vétu 3.1. Ve Vété 3.2. jsem dokézal, ze zobrazeni L
zachovava otevienost mnozin. Ve Vété 3.3. jsem predvedl alternativni konstrukei
mnoziny pres prunik misto algebraické definice, jez byla podand v knize, jelikoz z
této konstrukce je 1épe vidét, Ze se jednd o 1-mnozinu. Ve Vété 3.5. jsem kompletné
dokéazal irregularitu ¢(F). V knize bylo pouze bez dukazu zminéno, ze redlné
analytické zobrazeni zachovava irregularitu.



Kapitola 1
Priprava

V této kapitole si definujeme pojmy, které budeme pozdéji pouzivat.

1.1 Hausdorffova mira a dimenze

Definice 1.1. Necht E je podmnoZina R™ a s > 0. Potom pro § > 0 definujeme

H3(E) = inf )~ diam(U;)*,
=1

kde bereme infimum pres véechna spocetnd §-pokryti mnoziny E, t.j. E C U U;
i=1
a diam(U;) < 0. Hausdorffovu vnéjsi miru definujeme jako
H(E) = (sllgl+ Hi(E).

Tato limita vzdy existuje, jelikoz Hj je nerostouci v d, muze ale nabyvat
nekonecnych hodnot. H® je dokonce metrickd vnéjsi mira.

‘H? je mira na o—algebfe svych métitelnych mnozin, kterd obsahuje borelovské
mnoziny (Falconer, 1985, Theorem 1.5).

‘H? je pro celoc¢iselné s, az na prenasobeni konstantou zavislou na s, stejna
jako .Z*. (Falconer, 1985, Theorem 1.11).

H* je regularni vnéjsi mira (Falconer, 1985, Theorem 1.6).

Je ziejmé, ze H* je nerostouci v s, ddle pro s < ¢ plati Hi(E) > 6* "HL(E).
Je-li tedy HY(E) > 0, pak je H*(E) = oo. Existuje tedy jedinnd hodnota,
Hausdorffova dimenze E, zna¢ime dim(E), ze H*(E) = oo pro 0 < s < dim(F) a
H*(E) =0 pro dim(E) < s.

Necht E C R" je H*-méfitelnd a 0 < H*(E) < oo, potom E nazveme s-
mnozina.

Lemma 1.1. Necht f je lipschitzovské zobrazeni s konstantou K. Potom H*(f(A)) <
K*H?*(A). Specidlné f zobrazuje mnoziny nulové miry na mnoZiny nulové miry a
mnoziny koneéné miry na mnoziny konecné miry.

Diikaz. Necht {U;} je pokryti A. Z lipschitzovskosti f vime, ze diam(f(U;)) <
K diam(U;).
Méme tedy: > .0 (diam f(U;))* < K*Y .2, (diam U;)®.
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Pro kazdé 6 > 0 tedy plati:

ss(f(A) = ian(diamf(Ui))s) <inf ) K*(diam(U}))*) = K*H3(A),

i=1

kde prvni infimum bereme pres pokryti s diametry maximalné K9 a druhé pres
pokryti s diametry maximélné §. Tvrzeni véty dostaneme limitnim prechodem
o — 0. O

Lemma 1.2. Necht E C R" je kontinuum (tj. kompaktni souvisld mnozina)
obsahugjici body = a y, potom pro r = |x — y| je H'(E N B,(x)) > r. Specidlné
HY(E) > diam(FE).

Diikaz. Necht f: R"™ — R je definovdno vztahem f(z) = ||z — z||. Potom f je
spojité neexpanzivni (tj. lipschitzovské s konstantou nejvyse 1) zobrazeni.

f(ENB,.(x)) obsahuje interval [0, r], jelikoz jde o souvislou mnozinu obsahujici
body 0 a r. Jelikoz f je neexpanzivni, z minulého lemmatu mame:

HYE N B.(z)) > H' (f(EN B,.(z)) >H(0,7]) =

1.2 Hustota, regularni a irregularni mnoziny

Definujeme pojem hustoty viuci Hausdorrfové mite, ktery je analogii k Lebesguové
hustoté.

Definice 1.2. Pro E s-mnoZinu a © € R" definujeme horni resp. dolni hustotu

—s _ Tm H*(E N B,(z))

D (E, IL‘) — l r—0 (27")5 9
resp. HS(E B ( ))

QS(EJ l‘) = —hmrﬁo (27,,)5

Pokud D°(E,x) = D*(E,z), pak definujeme hustotu mnoziny E v bodé z,
Ds(E, ), jako jejich spolecnou hodnotu.

Body x € E, ve kterych D*(E,x) = 1, nazveme requldrni. Body x € F,
které nejsou requldrni, nazveme irrequldrni. MnozZinu E nazveme requldrni resp.
irreqularni, pokud jsou H?®-skoro vsechny jeji body reguldrni resp. irrequldrni.

Piikladem regularni mnoziny je nedegenerovand rektifikovatelna kfivka, irre-
gularni je naptiklad Cantorova mnozina. Obecné plati, ze s-mnozina nemuze byt
regularni, pokud s neni celé ¢islo.

Déale zde formuluji bez dukazu nékteré véty o reguldrnich a irregularnich
mnozindch, dalsi informace muzete vyhledat ve Falconerové knize (Falconer, 1985,
Kapitola 2).

Véta 1.1. Necht E je s-mnoZina, potom mnoZina viech jejich requldrnich bodi
je requldrni a mnozina vsech jejich irreguldrnich bodu je irrequldrnd.



Tato véta (Falconer, 1985, Corollary 2.10) ndm k4, ze muzeme s-mnozinu
rozdélit na reguldrni a irreguldrni cast.

Prof € [0,7) a E C R? definujeme proj,(E) projekci mnoziny E na piimku Ly
prochézejici pocatkem a svirajici ithel 6 s osou x. Dukazy nésledujicich vét muzete
dohledat ve Falconerové knize (Falconer, 1985, Kapitola 6, Theorems 6.10, 6.13).

Véta 1.2. Necht E je requldrni 1-mnoZina v R?, potom je £ (proje(E)) > 0 pro
vSechna 0 € [0, ) s maximdlné jednou vygjimkou.

Véta 1.3. Nechl E je irrequldrni 1-mnoZina v R?, potom je £*(projo(E)) = 0
pro skoro vSechna 0 € [0, ).

Lemma 1.3. I-mnoZina E C R? je irrequldrni, prdvé kdyz existuji dva rizné
smeéry, ve kterych ma jeji projekce nulovou miru.

Diikaz. Necht E neni irreguldrni, potom z Véty 1.1. vime, Ze se E d4& rozdélit
na regularni ¢ast r(E) a irreguldrni ¢dst i(E). Jelikoz E neni irreguldrni, méme
H(r(E)) # 0, tedy r(E) je regularni 1-mnozina. Z Véty 1.2. méme

2 (projy(E)) > £ (projy(r(E))) > 0

pro vSechna 6 € [0, 7) s maximélné jednou vyjimkou.
Necht E je irreguldrni, potom £ (proj,(E)) = 0 pro skoro viechna 6 € [0, )
z Véty 1.3. [

1.3 Hausdorffova metrika

Pouzivame klasickou definici vzdalenosti bodu od mnoziny d(A,z) = d(z, A) =
infuead(z,a).

Definice 1.3. Necht K(X) je mnoZina vdech neprdzdnijch kompaktnich podmnozin
metrického prostoru (X,d). Pro A, B € K(X) definujeme Hausdorffovu metriku

dyr(A, B) = max {sup d(a, B), sup d(A, b)} .

acA beB
Hausdorffova metrika se da ekvivalentné popsat vztahem
dy(A,B) =inf{e > 0: A C B;; B C A},

kde Y. ={z € X : d(z,Y) < ¢}
V Kapitole 2 budeme pottebovat nasledujici véty, dukaz prvni z nich si muzete
dohledat v (Nadler, 1992, Theorem 4.13).

Véta 1.4. Je-li X kompaktni metricky prostor, potom (K(X),dg) je také kom-
paktni metricky prostor.

Veéta 1.5. Necht X je kompaktni metricky prostor. K a K; : 1 = 1,2,... jsou
neprdzdné kompakty v X. Necht jsou ddle splnény ndsledujici podminky:

1. Pro kazdé x € K existuje posloupnost x;, Ze x; € K; a v; — x.

2. KazZdd konvergentni posloupnost x;;, Ze x;; € K;;, md limitu v K.
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Potom K; — K v K(X).

Dikaz. Z prvni podminky a kompaktnosti K méame sup,x d(z, K,) — 0.
Kdyby sup,c, d(z, K) -+ 0, potom existuje € > 0 a posloupnost z;;, ze x;, € K;,
ze d(x;;, K) > €. Z kompaktnosti X ma tato posloupnost konvergentni podpo-
sloupnost, coz nam dava spor s druhou podminkou.

Maéme tedy dy (K, K,,) = max{sup,cx d(z, K,),sup,cg, d(z, K)} — 0, tedy
K, — K v K(X). m

Lemma 1.4. Necht X je kompaktni prostor a Y jeho uzaviend podmmnoZina. Po-
tom K(Y) je uzaviend podmnozina K(X).

Diikaz. Jelikoz Y je uzaviend, mame, ze uzaviené mnoziny v Y jsou uzaviené i
v X, tedy K(Y) C K(X). Jelikoz Y je kompaktni, vime, ze K(Y') je kompaktni,
tedy je i uzaviena. O]

1.4 Krivky a 1-mnoziny

Definice 1.4. Krivkou rozumime obraz spojitého prostého zobrazeni ¢ : [a,b] —
R™.
Délku krivky T' definujeme jako £ (I') = sup{)_ |o(t;) — ¢(ti—1)|}, kde ¢ :
i=1

[a,b] — R™ je parametrizace krivky T a supremum bereme pres viechna délend
{to, ..., tm} intervalu |a,b].
Rekneme, Ze krivka T' je rektifikovatelnd, pokud £ (') < oc.

Ukazeme vztah mezi reguldrnimi 1-mnozinami a rektifikovatelnymi kiivkami.
Nadale ho vyuzijeme v kapitole 3 pii konstrukei dalsich zajimavych mnozin. Bu-
deme ¢erpat z Falconerovy knihy (Falconer, 1985, Kapitola 3), ackoliv puvodné
tyto vztahy popsal jiz Besikovic.

Véta 1.6. Je-li T’ krfivka, potom Z(T) = H (D).

Definice 1.5. I-mnoZina E C R" se nazyvd Y-mnoZina, je-li podmnoZinou
spocetného sjednoceni rektifikovatelnych krivek.

I-mnozina E C R™ se nazyvd Z-mnozina, protind-li kaZdou rektifikovatelnou
krivku v mnoziné nulové Hausdorffovy miry.

Veéta 1.7. Irrequldrni 1-mnoZina je Z-mnozina. Reqularni 1-mnoZina sestdvd z
Y-mnoziny a mnoziny nulové miry.



Kapitola 2

Geometricka konstrukce
Besikovicovy a Kakeyovy
mnoziny

V této kapitole se budeme zabyvat geometrickou konstrukei Besikovicovy mnoziny,
tj. mnoziny nulové miry obsahujici jednotkovou usecku kazdého sméru.

Tento postup nadale pouzijeme i pro konstrukei Kakeyovy mnoziny, mnoziny
libovolné malé miry, ve které muzeme pretacet a posouvat jednotkovou usecku
tak, aby lezela na svém puvodnim misté, ale otocend o 180°.

2.1 Konstrukce Besikovicovy mnoziny

Zakladni myslenkou bude konstrukce takzvaného ”Perronova stromu”, obrazce
vytvoreného rozdélenim rovnostranného trojuhelniku o vysce 1 na mnoho mensich
trojuhelniku stejné vysky a jejich naslednym posunutim po podstavé. Timto
ziskdme mnozinu, ktera obsahuje jednotkové usecky pod uhly 0-60°, a ukazeme,
ze takto muzeme ziskat mnozinu libovolné malé miry. Puvodni Besikovicova kon-
strukce byla vyrazné zjednodusena. My zde predvedeme konstrukci, jak je po-
psand v kapitole 7 Falconerovy knihy (Falconer, 1985).

Lemma 2.1. Necht T, a Ty jsou prilehlé trojihelniky s podstavami na primce L
s vyskami h a velikosti podstav b. Necht 1/2 < o < 1. Potom, posuneme-li Ty po
L o vzddlenost 2(1 — a)b, aby prekryvala Ty (viz obrdzek 2.1), ziskdme obrazec
S, sklddagici se z trojihelniku T, podobného trojihelniku Ty U Ty, s L*(T) =
a? 23Ty UTy), a dvou mensich trojuhelniki. Zdménou Ty U Ty za S dosdhneme
snizeni obsahu:

LHMUT) —ZL(S)=2L* (T UTy)(1 —a)(3a—1).

Dikaz. Vsimneme si, ze naSe hledané snizeni obsahu je rovno pfesné obsahu
prekryvu vzniklého posunutim, coz je obsah pétithelniku A. Tento obsah snadno
spocitame odectenim obsahu boé¢nich trojuhelniku od obsahu trojihelniku 7.

T je podobny trojihelniku 77 UT5, a délka jeho podstavy je 26—2(1—a)b = 2ab.
Koeficient podobnosti je tedy «. Dostavame Z*(T) = a2 Z*(Ty U Ty).

Oznac¢me 77 trojuhelnicek podobny 77 a Ty, trojihelni¢ek podobny T5. Velikost
podstav téchto trojuhelnicku je rovna b — 2(1 — a)b = b(2a — 1), koeficienty
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Obréazek 2.1:

TYUT

21— a)b

podobnosti jsou tedy (2« — 1). Dostavdme £%(T] UTy) = (2a — 1)2.£%(Ty U Ty).
Nakonec mame:

LA =LA (TIUT) — 20— 1)’ 2*(ThUTh) = LT UTy) (1 — a)(3a —1).

[]

Véta 2.1. Necht T je trojihelnik se zdkladnou na primce L. Rozdélime zdkladnu
T na 2F stejné dlouhijch tsecek a spojime jejich krajni body s protéjsim vrcholem,
¢imz ziskdme 2F trojuhelnicki Ty, ..., Tox. Zvolime-li dostatecné velké k, je mozné
posunout trojuhelnicky podél L tak, aby viysledni obrazec S byl libovolné maly.
Ddle, je-li V otevirend mnozZina obsahugici T, muzeme zagistit, aby S C V.

Diikaz. Pouzijeme nékolikrat piedchozi lemma. Pro V 1 < i < 28! posuneme Tb;
po L na Ty;_;. Dostaneme obrazec S} skladajici se z trojihelniku T;' podobného
(Ty;—1 UTy;) a dvou mensich trojuhelnicku. Z lemmatu vyse mame:

$2<T2i—1 U Tgl) — 32(521) = 32(Tgi_1 U TQZ)(l — Oé)(?)Oé — 1)

V dal§f fazi provedeme totéz s obrazci S}, Pro V 1 < i < 22 posuneme S,
po L na S}, ; a dostaneme S?. Jelikoz je strana T, ; rovnob&Zzna a stejnd
protéjsi strané Ty;, muzeme zajistit, aby S? obsahovalo trojihelnik T7? s Z2(T?) =
Q[ LATY ) + ZL*(T).)], a dosdhnout snizeni obsahu o alespori

(].-Oé) (304—].)[32(T5171)+$2(T211)] = (].-Oé) (305—].)042.,%2(T4i_3UT4i_2UT4Z'_1UT4Z‘).

Takto budeme pokracovat déle. V (r+1). kroku dostaneme S/ ™' posunutim S5, na
Sr. | se snizenim obsahu alespon o (1 — a)(3a — 1)a®" krat obsah trojthelnicki,
které byly posunuty pfi tvoten{ S3; ; a Sh.. Na konci dostaneme jediny obrazec S¥,
ktery oznac¢ime jako S. Srovnavanim obsahu | J,; S} pro po sobé jdouci r ziskame:

L9 < LHT) - (1 —a)Ba—1)(1+a®+ .. + 2N 2HT) =
_ (Ba — 1)(1 — o) N
(- ) 2o

Muzeme zvolit a dostate¢né blizko 1, abychom dostali (3ac —1)/(1 + «) blizko 1,
a k dostatecné vysoké tak, abychom dostali .#%(S) tak malé, jak chceme.
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Obrazek 2.2: Postup pro k = 2

T T T; T, St Sl 52

Déle si uvédomime, ze pro b délku podstavy trojihelniku 7" se pfi nasi kon-
strukci, pokud fixujeme 77 a budeme nadale posouvat trojihelniky smérem k
nému, nepohne zadnym trojuhelnikem o vice nez o b. Rozdélime-li tedy nas
puvodni trojihelnik na trojuhelniky o délce podstavy nejvyse e a aplikujeme
nas postup na kazdy z téchto trojuhelniku, dostaneme obrazec libovolné malého
obsahu s posouvanim o maximalné e. Zvolenim dostatecné malého € tedy muzeme
dosdhnout, Ze vysledny obrazec bude potad obsazen v oteviené V. O

Nyni uz ndm zbyva jenom vyuzit véty vyse ke konstrukei Besikovicovy mnoziny.

Véta 2.2. V roviné existuje mnozina nulové miry, Besikovicova mnoZina, obsa-
hugici jednotkovou usecku libovolného smeéru.

Dikaz. Sta¢i najit mnozinu nulové miry obsahujici vSechny usecky se sméry v
intervalu (60°,120°) a vzit sjednoceni této mnoziny a jejich kopii otocenych o 60°
a o 120°. Pro ziskani této mnoziny opakované pouzijeme Vétu 2.1.

Necht S; je rovnostranny trojihelnik jednotkové vysky se zdkladnou na pifmce
L, Vi je oteviend mnozina obsahujici Sy, ktera spliuje .22(V1) < 2.22(S;). Dle
Véty 2.1. rozdélime S; na mensi trojihelnicky, které nasledné posuneme po L a
ziskdme S,, obrazec stdle obsazeny v Vi s £%(S,) < 1/4. Najdeme V, otevienou,
7e S, CVoCVya XZ(VQ) < 232(52)

Déle indukci ziskame posloupnosti {S;}, kde kazdé S; je sjednocenim kone¢né
mnoha trojuhelnicku jednotkové vysky se zdkladnou na L, a {V;}, kde kazda V;
je oteviend mnozina, kterd spliuje S; C V; C Vi_y a Z2(V;) < 2.22%(S;) < 271

Oznaéme F = (), V. Toto F je nase hledand mnozina. Ziejmé £*(F) = 0.
Dale kazdé S;, a tedy i V; obsahuje jednotkové tisecky se sméry do 60°. Ukazeme,
7e totéz plati i pro F. Necht @ je jeden takovy thel, M; je jednotkova tsecka ve
V; ve sméru 6.

Jelikoz vsechny tyto M; jsou kompaktni podmnoziny néjakého kompaktu, z
Véty 1.4. tato posloupnost BUNO konverguje k néjakému M (jinak prejdeme k
podposloupnosti).

Ukazeme, ze M je jednotkova tsecka ve sméru 6: BUNO M; jsou ve sméru /2,
jde tedy o svislé usecky. M; = {(x;, k; +1t);t € [0,1]}. M = {(z,k+1);t € [0,1]},
kde z = lim; , x; a k = lim;_, k;. VSechny predpoklady Véty 1.5. jsou ziejmé
splnény, tedy M; — M a M je ziejmé svisla tsecka jednotkové délky.



Obréazek 2.3:

L

Zbyva ukdzat, ze M C F. M; C V; pro kazdé i > j a kazdé V; je uzaviené.
Tedy z Lemmatu 1.4. pro kazdé j plati:
M = lim M; = lim M; C V.

1—00 1>7,1—00

Méme tedy M C V; pro kazdé j, tedy M C (), V; = F. O

2.2 Konstrukce Kakeyovy mnoziny

Kakeyova mnozina je mnozina libovolné malé miry, ve které muzeme spojité po-
souvat a otacet jednotkovou useckou bez opusténi nasi mnoziny tak, aby na konci
lezela ve své puvodni pozici, ale otocend o 180°.

Pojmem spojitého posouvani a otaceni tsecky I bez opusténi mnoziny M
méame na mysli slozeni translaci a rotaci takové, ze pro translaci t(z) = = + k
plati {z +1;x € I} C M pro kazdé [ € |0, k] a pro rotaci 7, o tthel § kolem bodu
s plati {rs ¢ (z); 2 € I} C M pro kazdé 0" € [0, 6].

Pro konstrukci Kakeyovy mnoziny pouzijeme Vétu 2.1. a nasledujici lemma,
které nam umozni ”spojovat”jednotlivé obrazce.

Lemma 2.2. Necht Ly a Ly jsou dvé rovnobéiné primky a € > 0, potom existuge
mnozina E, obsahujici Ly U Ly a spliujici £*(E) < ¢, ve které lze jednotkovou
usecku spojité posunout z Ly do Lo bez opusténi E.

Diikaz. Staci vzit x; a xo (viz obrazek 2.3) dostatecné daleko od sebe a vidime,
ze nase E bude spliiovat pozadavky lemmatu. O

Veéta 2.3. V roviné existuje mnozina libovolné malé miry, Kakeyova mnozina, ve
které se da jednotkovd usecka spojité posunout tak, aby na konci leZela ve stejné
pozici, ale otocend o 180°.

Diikaz. Nechf € > 0 a T a L jsou jako ve Vété 2.1. Rozdélime T na m = 2*
mensich trojihelnicku a posuneme je do pozic 17, ..., T} tak, ze XQ(UIf T!) < €/6.

Daéle si v§imneme, ze vzdy jedna strana trojihelniku 7; je rovnobézna jedné
strané T;,1, muzeme tedy aplikovat Lemma 2.2. a pro kazdé i pridat mnozinu
miry nejvyse €/6m, abychom mohli posunout tsecku z T; do T;,;. Timto ziskdme
mnozinu F, jejiz mira je nejvyse €/6 + % < €/2. V této mnoziné lze jednotko-
vou usecku posunout tak, aby lezela v libovolném thlu v [0°,60°]. Staci vzit tuto
mnozinu a jeji kopie otocené o 60° a 120° a spojit je pomoci Lemmatu 2.2. [

Kakeyova mnozina se da snadno zobecnit do R".
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Véta 2.4. VR", n > 2, ezistuje mnozina E s libovolné malou L™ (F), ve které
se dd jednotkovd usecka spojité posunout a otocit tak, aby na konci leZela otocend
do libovolného smeru.

Diikaz. 7 predchozi véty ziskdame K C R? Kakevovu mnozinu dvojrozmérné miry
maximalné e. Jako nas{ hledanou mnozinu vezmeme E = K x [0,1]"2. Tato
mnozina je miry maximalné € a spliuje pozadavky véty. O]
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Kapitola 3
Dualni pristup

V této kapitole se budeme zabyvat dudlnim piistupem k Besikovicové a Kakeyove
mnoziné. Idea tohoto postupu je parametrizovat piimky body tak, ze projekce
mnoziny bodu £ v néjakém sméru bude podobna pruniku piimek parametrizo-
vanych pres E a néjaké fixované piimky:.

Besikovi¢ puvodné pouzil tuto techniku s parametrizaci pres polarni primky;,
my zde predvedeme Falconerovu verzi (Falconer, 1985) s klasickou parametrizaci
piimek.

Pro (a,b) € R? oznacime L(a, b) mnozinu bodu pifmky y = a+bz, pro £ C R?
oznatime L(E) sjednoceni J, e L(a, b) a pro ¢ € R oznacime L, mnozinu bodi
piimky x = c. Potom plati:

L(a,b) N L. = (¢,a+ bc) = (¢, (a,b) - (1,¢)),
kde ”-"znaéi standardni skaldrni soué¢in. Pro E C R? tedy méme:

L(E)N L. = {(c, (a,b) - (1,¢)) : (a,b) € E}.
Véta 3.1. Mnozina L(E)N L. je podobnd mnoziné proj, E s koeficientem podob-
nosti (1 + c2)/? | kde ¢ = tan(f).
Diikaz. Vyse jsme jiz ukazali, ze L(F)N L. = {(c, (a,b)-(1,¢)) : (a,b) € E}, staci
se tedy podivat, jak vypada mnozina proj, E.

Pifmka Ly je linedarni podprostor R?, ktery se d4 vyjddiit jako span((1,c)).

Ortogondalni projekci se tedy muzeme spocitat jako
1
ip(a,b) = ——=((a,d) - (1, 1,c¢).

projo(a, b) = 7 ((a,b) - (1,¢))(1,¢)
Necht (a1,by), (az,by) € E, potom:
. . 1
|| projg(ax, b1)—projg(az, ba)||* = m||(al_a2+c(bl_b2)a c(ar—ag+c(br—bo))|?

1

— 1 n CQ ((11 — a9 + C(bl — bg))Q.

Dale plati:
HL(al, bl) N LC — L(ag, bg) N Lc”2 = (a1 — a9 + C(bl — b2>)2.

Vidime tedy, ze zobrazeni projy(a,b) — L(a,b) N L. zachovava vzdalenosti bodu
az na nasobek (1 + ¢?)1/2).
[
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7 Véty 3.1. dostavame dulezity vztah, ktery jesté mnohokrat pouzijeme:

LUL(E)NL,) =0 < ZL'(proj, E) = 0. (3.1)

KdyZ budeme uvaZovat projekci na osu y, vidime, Ze pro (a,b) € R? je
Proj. s(a,b) = b, gradient pifmky L(a,b). Pokud tedy b € proj,, E, tak L(E)
obsahuje pfimku o gradientu b.

3.1 Vyuziti duality

Nyni uz mame vse potfebné a muzeme se pustit do konstrukce Besikovicovy
mnoziny za pomoci duality.

Véta 3.2. Necht E je 1-mnoZina v R?, potom L(E) je £?*-méritelnd a plati
L*(L(E)) =0, pokud je E irrequldrni, a £?*(L(E)) > 0, pokud je E reguldrni.

Dikaz. Je-li E oteviend (resp. Gs, Gs,), pak je i L(E) oteviena (resp. Gs, Gs,)
- staci ukdzat pouze pro otevienou mnozinu. Nechf E je oteviend: vezmeme x €
L(E). Potom = € L(a,b) pro néjaké (a,b) € E. Z otevienosti F existuje € > 0, ze
U((a,b),e) C E. Specialné pro kazdé ag € (a — €, a+ €) existuje piimka L(ag, b) C
L(E). x je tedy prvkem pruhu P = {(y1,42) € R% (a—€)+bys < y2 < (a+e€)+by; }.
Déle ziejmeé P = U, c(a_care(L(a0,0)) C L(E) a P je oteviené. Jelikoz z bylo
libovolné, mame L(F) je oteviena mnozina.

Déle budeme potiebovat, ze pro E typu F, je L(FE) méfitelnd. Pro to si staci
uvédomit, ze uzaviené mnoziny jsou typu Gs, tedy F, mnoziny jsou typu Gs,.
Je-li tedy E typu F,, méme, ze L(E) je typu Gs,, a tedy méritelna.

Necht H'(E) = 0, z regularity H' existuje G5 mnozina E C Ey a H'(Ey) = 0.
Zrejme £ (projy(Ey)) = 0 pro viechna 6. Z (3.1) tedy mame £ (L(Ey))NL, =0
pro kazdé c. L(Ey) je G5 a tedy £*-méfitelnd, z Fubiniho véty mame .£%(Fy) = 0.
Jelikoz L(E) C L(Ep), mame tedy i méfitelnost L(E) a £L*(L(E)) = 0.

E obecnou si miizeme z regularity H! rozdélit na E = EyU F, kde Ej je F),
a H'(F) = 0. Potom zfejmé L(E) = L(Fy) U L(F), a tedy je méfitelnd, jelikoz je
sjednocenim dvou méritelnych mnozin.

Je-li E irreguldrni, pak z Veéty 1.3. £ (projy(FE)) = 0 pro skoro vsechna 6,
tedy z (3.1) ZYL(E) N L.) = 0 pro skoro viechna c. Z Fubiniho véty mdme
ZL2(L(E)) = 0.

Naopak je-li E reguldrni, z Véty 1.2. dostavame £ (proj,(E)) > 0 pro skoro
vSechna 0, tedy z (3.1) £ (L(E)N L.) > 0 pro skoro vSechna ¢, a tedy z Fubiniho
mame Z?(L(E)) > 0. O

Veéta 3.3. Ezistuje irrequldrni 1-mnoZina v R?, jejiz projekce na osu y obsahuje
interval [0,1].

Diikaz. Rozdélime si uzavieny ctverec s vrcholy (0,0), (0,1), (1,0) a (1,1) na 16
stejnych uzavienych ¢tverecku. Jako F; si oznac¢ime sjednoceni tietiho, osmého,
devétého a ctrndctého (viz obr. 3.1.). S kazdym z téchto ¢tverecku udélame totéz a
dostaneme Ej. Takto indukei vytvoifme posloupnost E,, a oznacime E = () E,.
E je neprézdna, jelikoz jde o prunik souboru uzavienych mnozin s konecnou
prunikovou vlastnosti v kompaktu.
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Obrazek 3.1: Postuna konstrukce mnoziny z Véty 3.3.

Ztejmé projekce E na osu y obsahuje [0, 1], z ¢ehoz mame i H'(E) > 1, naopak
E miizeme pokryt 4% étverci o strané 4% pro kazdé k, tedy H'(E) < /2.

Jelikoz E je prunik uzavienych mnozin, tedy borelovska, mame, ze E je 1-
mnozina. Déle vidime, ze H'(proj,s.(E)) = 0, tedy z Lemmatu 1.3. mdme irre-
gularitu E. [

Nyni uz mame vse pfipravené ke konstrukci Besikovickovy mmnoziny za po-
moci duality. Tato konstrukce nam dava jesté silnéjsi vysledek, nez geometricka
konstrukce vyse, jelikoz dostavdme mnozinu nulové miry, ktera obsahuje dokonce
primku v kazdém sméru.

Véta 3.4. V roviné existuje mnozina nulové miry obsahujici primku v kazZdém
SMETU.

Dikaz. Vezmeme L(E) pro E z Véty 3.3. Z irregularity E' a Véty 3.2. méme, ze
L(FE) je nulové miry, déle vime, ze projekce E na osu y obsahuje interval [0, 1],
tedy z definice L obsahuje L(F) piimky o gradientech v intervalu [0, 1].

Staci tedy vzit mnozinu L(E) spoleéné s jejimi kopiemi oto¢enymi o 7/2, 7 a
3/2r. O

Analogie Besikovi¢ovy mnoziny v R3, tedy mnozina nulové trojrozmérné miry
obsahujici rovinu kazdého sméru uz ale bohuzel neexistuje. Dukaz si muzete do-
hledat ve Falconerové knize (Falconer, 1985, Theorem 7.12).

3.2 Dalsi nemozné mnoziny

V této casti ukdzeme, jakym zpusobem muzeme vyuzit duality k vytvoreni dalsich
"nemoznych mnozin”, a to konkrétné mnoziny nulové miry, ktera obsahuje ptimky
libovolné vzdélenosti od poc¢atku, a mnoziny nulové miry obsahujici kruznice o
libovolném poloméru.

Véta 3.5. V roviné existuje mnozZina nulové miry, kterd obsahuje primky o libo-
volné vzdalenosti od pocdtku.
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Diikaz. Necht E je jako ve Vété 3.2. Vezmeme zobrazeni ¢ : R? — R? definované
predpisem ¢(z,y) = (z(1+ )% y).

Jelikoz projekce mnoziny E na osu x obsahuje interval [0, 1], vime, Ze pro
kazdé = € [0,1] existuje (z,y) € E a bod (a,b) € ¢(F) splaujici ¢(z,y) =
(z(14+y*)"2,y) = (a,b). Upravou dostaneme z = a(1 + %)=/, coz je vadalenost
piimky L(a,b) od pocéatku.

Vidime tedy, ze L(¢(E)) obsahuje pifmky vSech vzdalenosti od pocatku v
intervalu [0, 1].

Ukéazeme, ze ¢(FE) je irreguldrni. Pro spor uvazujme, ze ¢(FE) mé reguldrni
¢ast nenulové miry. Pak by z Véty 1.7. ¢(FE) obsahovalo Y-mnozinu Y nenulové
miry. UkéZzeme, Ze ¢~1(Y) je také Y-mnoZina nenulové miry.

¢~ zobrazuje rektifikovatelné kiivky na rektifikovatelné kiivky: jelikoz je ¢!
prosté spojité zobrazeni, ziejmé zobrazuje kiivky na kiivky. Pro ovéreni rekti-
fikovatelnosti si sta¢i uvédomit, ze obé slozky ¢~* jsou C!, jejich derivace jsou
tedy omezené na kazdém kompaktu, tedy i na kazdé rektifikovatelné kiivce. Na
kompaktni rektifikovatelné kiivce se tedy jednd o lipschitzovska zobrazeni. Celé
¢! je na nf tedy lipschitzovské - nemiize zobrazovat mnoziny koneéné miry na
mnoziny nekonecné miry. Z Véty 1.6. mame rektifikovatelnost.

Jelikoz Y je Y-mnozina, plati Y C | J;=, I'; pro néjaké rektifikovatelné kiivky
I;. Potom ale ¢~ (Y) C ¢ (U2, Ii) = U2, ¢ H(T), tedy jde o Y-mnozinu.

¢ 1Y) je mnozina nenulové miry: ¢ je lokdlné lipschitzovské stejnym argu-
mentem jako ¢!, ¢~1(Y) je separabilni, tedy Lindolofiv prostor. Existuje tedy
pokryti =1 (V) = |J U, takové, Ze ¢ je lipschitzovskd na U,. Kdyby ¢~ (V) byla
nulové miry, byla by i kazda U, nulové miry, tedy z Lemmatu 1.1. by i ¢(U,)
byla nulové miry. Ale H*(Y) < > H*(¢(U,)) = 0 - mdme spor s tim, ze Y je
mnozina nenulové miry.

Tedy E ma regularni ¢ast nenulové miry - dostavame spor s irregularitou E.

Z irregularity ¢(E) a Véty 3.2. mame, ze F':= L(¢(FE)) je nulové miry, vyse
jsem jiz ukazali, ze F' obsahuje ptimky ve vSech vzdélenostech od pocatku z
intervalu [0, 1].

Nakonec staci jako nasi nemoznou mnozinu vzit sjednoceni | J;°, F;, kde F; =
{iz 2z € F}. O

Véta 3.6. V roviné existuje mnozina nulové miry, kterd obsahuje kruzZnice o
libovolném poloméru.

Diikaz. Uvazujme F\{0} z minulé véty a zobrazeni ¢ : R*\{0} — R? definované
vztahem ¢ (z,y) = ||(z,y)||"%(z,y) (kruhovou inverzi).

Kruhova inverze je C' na R?\{0}, je na ném tedy lokélné lipschitzovskd a
zobrazuje F\{0}, mnozinu nulové miry, na mnozinu nulové miry. Kruhova in-
verze méa dale tu vlastnost, ze zobrazuje pirimky o vzdalenosti x od pocatku na
mnoziny, které kdyz sjednotime s bodem 0, dostaneme kruznice o poloméru 1/(2z)
protinajici pocatek.

Y(F\{0}) U {0} je tedy mnozina nulové miry obsahujici kruznice o vsech
polomérech vétsich nez 1/2. Staéi zase vzit spocetné sjednoceni jejich ndsobku a
dostaneme mnozinu pozadovanych vlastnosti. O

15



Zaver

V préci jsme definovali pojmy Hausdorffovy miry a dimenze, regularnich a irre-
gularnich mnozin a Hausdorffovy metriky. Poté jsme se seznamili s geometrickou
konstrukci Besikovicovy mnoziny a ukazali jsme, jak tento postup pouzit pro
konstrukeci Kakeyovy mnoziny. Ukazali jsme konstrukci Besikovicovy mmnoziny
pomoci vlastnosti projekci irregularnich mnozin, ¢imz jsme dostali jesté silnéjsi
vysledek, a to mnozinu nulové miry obsahujici pfimky v kazdém sméru. Déle jsme
této vlastnosti vyuzili ke konstrukci dalsich nemoznych mnozin, jako napiiklad
mnoziny nulové miry obsahujici kruznice libovolného poloméru.
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