Posudek oponenta disertaéni prace
Mgr. Tomas§ Pazdk: Exhaustive structures on Boolean algebras

Predkladand diserta¢ni prace vychazi z obtizného a dlouho nefeSeného problému,
o kterém se chci zminit dfive, ne% se budu zabyvat jejim obsahem a hodnocenim.

V roce 1937 navstivil John von Neumann Lvov a béhem diskuse s kolegy byl
vyzvan, aby napsal problém do knihy problémd, kterd je dnes zndmé pod nazvem
“Skotska kniha”. Von Neumanniv problém zn&l: Je dana Gplna Booleova algebra,
ktera je souCasné c.c.c. a slabé distributivni. Existuje na této algebfe o-aditivni
mira takova, Ze vSechny nenulové prvky algebry maji nenulovou miru? Dodejme, 7e
jedina “piirozena” algebra v té dobé zndma, ktera vyhovuje pfedpokladiim otézky,
byla faktorovd algebra méfitelnych mnoZin podle idedlu mnoZin miry nula.

Roku 1947 Dorothy Maharamova dala na von Neumanniiv problém nasledujici
odpovéd: Pokud existuje Susliniv strom, pak algebra urcené jeho uspofadanim je
c.c.c, je slabé distributivni a nenese Zadnou striktné positivni miru. Dokonce nenese
ani striktné positivni spojitou submiru. To ovSem ptivodni problém proménilo ve
dva nové problémy. Nazvéme Booleovu algebru algebrou Maharamové, pokud na
této algebre cxistuje spojitd striktné positivni submira. Prvni problém pak zni: Je
konsistentni, Ze kaZda c.c.c. slabé distributivni algebra je algebrou Maharamové?
Druhy, podstatné populdrnéjsi problém, tzv. Control Measure Problem, zni v jedné
z moznych formulaci takto: Je-li na algebfe Maharamové dana striktné positivni
spojita submira, existuje pak také striktné positivni o-aditivni mira majorizovana
touto submirou? Ekvivalentné, je kazd4 algebra Maharamové mérovou algebrou?

Mgr. Pazik se obéma problémy zacal zabyvat v dobé, kdy je$té nebylo znamo,
7¢ druhou otézku zodpovi negativné Michel Talagrand v lednu 2006.

S ohledem na to, Ze oba problémy uZ mély bohatou historii, musel mgr. Pazdk
pfistoupit k hluboké analyze vSech pojmi a vazeb, souvisejicich s otazkami. Pred-
kladana disertacni prace proto obsahuje jak detailni studium slabé& distributivnich
c.c.c. algeber, tak funkciondli na nich, uvadi souvislosti s metodou forsingu, s teorii
¢astecnych uspofadant a dosahuje novych a zajimavych vysledki, které jsou plodem
Léto analyzy, aniz by vzdy byla zfejma nivaznost na pivodni problémy. Uvedu jen
nékteré z nich:

1} Dichotomie P-idedlt (princip zformulovany S. Todorcevicem, ktery také pro-
kdzal za prfedpokladu existence velkého kardindlu jeho nezavislost na ZFC) imp-
likuje, Ze kaZda c.c.c. slab& distributivni algebra je algebrou Maharamové. Tedy
uplna odpovéd na prvni otazku.

2) Jsou-li V C M dva modely ZFC a v modelu M existuje nové redlné éislo, pak
mnoZina ([w]*)Y ma skoro disjunktni zjemnéni v M. Dosud bylo zndmo, Ze toto
tvrzeni plati v nékolika specidlnich p¥ipadech, nap¥. kdyz model M je generickym
rozsifenim za pomoci pridani Cohenovskych &isel (S.H. Hechler 1978), a citovany
vysledek v plné obecnosti odpovidd na problém L. Soukupa, ktery svou otazku
formuloval pouze pro generickd rozsifeni.

3) Libovolny direktni sou¢in o-koneéné c.c. (o-omezené c.c.) Booleovych algeber
je opét o-konecné c.c. (o-omezené c.c.). Tento novy vysledek je pfekvapujici s ohle-
dem na zndmé vysledky pro c.c.c. a o-centrované Booleovy algebry, kdy pocet
faktort je shora omezen.



4) Uvazujme libovolnou tplnou c.c.c. Booleovu algebru se sekvencilni topologii.
Pak existuje jednoznacné urceny rozklad jednotky na dva prvky, Ze relativizace
algebry na prvni z nich je algebra Maharamové a relativizace na druhy z nich je
topologicky Ti-prostor, kde kazda neprazdnd oteviend podmnoZina je husta.

5) Mnohé topologické vlastnosti Booleovy algebry uvaZované jako topologicky
prostor se sekvencidlni topologii maji ekvivalentni proté&j$ek ve vlastnostech gene-
rického rozsifeni forcingem pies danou algebru. Napiiklad, nezavislé reilné &islo
v roz§ifeni existuje tehdy a jen tehdy, neni-li algebra spocetné kompaktni.

Uvedené vysledky samy o sobé hovori, Ze prace je velice kvalitni. R&d navic
uvadim, Ze préace je zpracovana zptsobem, ktery umoziuje pouZzivat ji jako uéebnici.
Cely text obsahuje fadu vysledkt prejatych z literatury, coz dovoluje plynulé éteni
bez navstév knihovny. Déle, problematika v praci vySetfovana je v soudasné dobé
velice aktudlni — zabyvaji se ji nap¥. I. Farah, D. Fremlin, S. Solecki, M. Talagrand,
S. Todorcevic, B. Velickovic, J. Zapletal. Navic, vétSina novych vysledki byla jiz
publikovéna v préci se spoluautory B. Balcarem a T. Jechem [BJP05]. Doufam, Ze
zbylé budou publikovany také.

Nerad uvadim, Ze ¢teni prace znacné znesnadiuje moderni technologie sazby
matematickych textii. Stacilo, aby pouZita tiskarna neméla nékteré fonty a hned ve
vSech kurzivou psanych slovech zmizi ligatura “fi” a ve formulich znaménko nasobeni
“x”. Domnivam se, Ze finalni podoba prace méla byt téchto defekti prosta. Dalsi
drobné chyby, prevazné prepisy, si ¢tenar snadno opravi sam.

Zaveér: PredloZena diserta¢ni prace mgr. ToméSe Pazdika “Exhaustivni struk-
tury na Booleovych algebrach” prokazuje predpoklady autora k tvofivé samostatné
védecké praci.

Doporuéuji, aby prace byla uznana za préci disertaéni a aby na jejim
zdkladé byl jejimu autorovi udélen védecky titul PhD.

V Praze, 17. 1. 2007



