
Posudek oponenta disertaCni prace
Mgr. Tomas" Pazak: Exhaustive structures on Boolean algebras

Pfedkladana disertacni prace vychazi z obtizneho a dlouho nefeseneho problemu,
o kterem so chci zminit drive, nez se budu zabyvat jejim obsahem a hodnocenim.

V roce 1937 navstivil John von Neumann Lvov a bchem diskuse s kolegy byl
vyzvan, aby napsal problem do knihy problemu, ktera je dnes znama pod nazvem
"Skotska kniha". Von Neumannuv problem znel: Je dana uplna Booleova algebra,
ktera je soucasne c.c.c. a slabe distributivni. Existuje na teto algebfe cr-aditivni
mira takova, ze vsechny nenulove prvky algebry maji nenulovou miru? Dodejme, ze
jediria "pfirozena" algebra v te dobe znama, ktera vyhovuje pfedpokladum otazky,
byla faktorova algebra mefitelnych mnozin podle idealu mnozin miry nula.

Rokxi 1947 Dorothy Maharamova dala ria von Neumannuv problem nasledujici
odpoved': Pokud existuje Suslinuv strom, pak algebra urcena jeho uspofadam'm je
c.c.c, je slabe distributivni a nenese zadnou striktne positivni miru. Dokonce nenese
ani striktne positivni spojitou submiru. To ovsem puvodni problem promenilo ve
dva nove problemy. Nazveme Booleovu algebru algebrou Maharamove, pokud na
tcto algebfe existuje spojita striktne positivni submira. Prvni problem pak zni: Je
konsisteritni, ze kazda c.c.c. slabe distribntivni algebra je algebrou Maharamove?
Druhy, podstatne popularnejsi problem, tzv. Control Measure Problem, zni v jedne
z moznych formulae! takto: Je-li na algebfe Maharamove dana striktne positivni
spojita subrnira, existujc pak take striktne positivni cr-aditivni mira majorizovana
touto submirou? Ekvivalentne, jc kazda algebra Maharamove me'rovou algebrou?

Mgr. Pazak se obema problemy zacal zabyvat v dobc, kdy jcste nebylo znamo,
/e druhou otazku zodpovi negativne Michel Talagrand v lednu 2006.

S ohledern na to, ze oba problemy uz mely bohatou historii, musel rngr. Pazak
pfistoupit k hluboke analyze vsech pojmu a vazeb, souvisejicich s otazkami. Pfed-
kladana disertacni prace proto obsahuje jak detailni studium slabe distributivnich
c.c.c. algeber, tak funkcionalu na nich, uvadi souvislosti s metodou forsingu, s teorii
castecnych uspofadani a dosahuje novych a zajimavych vysledku, ktere jsou plodem
teto arialyzy, aniz by vzdy byla zfejma navaznost na puvodni problemy. Uvedu jen
nektere z nich:

1) Dichotomic P-idealu (princip zformulovany S. Todorcevicem, ktery take pro-
kazal za pfedpokladu existence velkeho kardinalu jeho nezavislost na ZFC) imp-
likuje, ze kazda c.c.c. slabe distributivni algebra jc algebrou Maharamove. Tedy
uplna odpoved' na prvni otazku.

2) Jsou-li V C M dva rnodely ZFC a v rnodelu M existuje nove realne cislo, pak
nmozina ([w]^)^ ma skoro disjunktni zjemneni v M. Dosud bylo znamo, ze toto
tvrzeni plati v nckolika spccialnich pfipadech, napf. kdyz model A/ jc gcncrickym
rozsifenim za pomoci pfidani Cohenovskych cisel (S.H. Hechler 1978), a citovany
vysledek v pine obecnosti odpovida na problem L. Soukupa, ktery svou otazku
formuloval pouze pro genericka rozsifeni.

3) Libovolny direktni soucin cr-konecn6 c.c. (cr-omezene c.c.) Booleovych algeber
je opet (7-konecne c.c. (cr-omezene c.c.). Tento novy vysledek je pfekvapujici s ohle-
dein na zriame vysledky pro c.c.c. a a-ceritrovane Booleovy algebry, kdy pocet
faktoru je shora omezen.



4) Uvazujme libovolnou uplnou c.c.c. Booleovu algebru se sekvencialni topologii.
Pak existuje jednoznacne urceny rozklad jednotky na dva prvky, ze relativizace
algebry na prvni z nich je algebra Maharamove a relativizace na druhy z nich je
topologicky TVprostor, kde kazda neprazdna otevfena podmnozina je husta.

5) Mnohe topologicke vlastnosti Booleovy algebry uvazovane jako topologicky
prostor se sekvencialni topologii maji ekvivalcritni protejsek ve vlastnostech gene-
rickeho rozsifeni forcingem pfes danou algebru. Napfiklad, nezavisle realne cislo
v rozsifeni existuje tehdy a jen tehdy, neni-li algebra spocetne kompaktni.

Uvedene vysledky samy o sobe hovofi, ze prace je velice kvalitni. Rad navic
uvadim, ze prace je zpracovana zpusobem, ktery umoznuje pouzivat ji jako ucebnici.
Cely text obsahuje fadu vyslcdku pfejatych z literatury, coz dovoluje plynule cteni
bez navstev knihovny. Dale, problematika v praci vysetfovana je v soucasne dobe
velice aktualni — zabyvaji se ji napf. I. Farah, D. Fremlin, S. Solecki, M. Talagrand,
S. Todorcevic, B. Velickovic, J. Zapletal. Navic, vetsina novych vysledkii byla jiz
publikovana v praci se spoluautory B. Balcarem a T. Jechem [BJP05]. Doufam, ze
zbyle budou publikovany take.

Nerad uvadim, ze cteni prace znacne znesnadnuje moderm technologic sazby
matematickych textu. Stacilo, aby pouzita tiskarna nemela nektere fonty a hned ve
vsech kurzivou psanych slovech zmizi ligatura "fi" a ve formulich znamenko nasobeni
"x". Domnivam se, ze finalni podoba prace mela byt techto defektu prosta. Dalsi
drobne chyby, pfevazne pfepisy, si ctenaf snadno opravi sam.

Zav6r: Pfedlozena disertacni prace mgr. Tomase Pazaka "Exhaustivni struk-
tury na Booleovych algebrach" prokazuje pfedpoklady autora k tvofive samostatne
vedecke praci.

DoporuCuji, aby prace byla uznana za praci disertacni a aby na jejim
zakladS byl jejimu autorovi ud61en v^decky titul PhD.
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