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Abstrakt: V této praci se zabyvame peridynamikou, nelokédlni teorii mechaniky
kontinua ptredstavenou Sillingem v roce 2000. Nelokalita této teorie spociva v si-
lovém pusobeni pritomném mezi body kontinua, které jsou oddéleny konecnou
vzdalenosti. Jsou-li vSak body od sebe vzdaleny vic nez na danou délku zvanou
horizont, je mezi nimi silové ptisobeni nulové. Porovnavame peridynamiku s elas-
ticitou, zejména pak v situaci, kdy se nelokalnost dand horizontem blizi k nule.
Ve zkoumani mizejici nelokalnosti se omezujeme na varia¢ni popis ¢asové nezavis-
Iych procesti. Pro homogenni izotropni material poc¢itdme I'-limitu linearizované
peridynamiky. Ukazujeme, ze v nékterych pripadech je touto I'-limitou linearizo-
vana elasticita, ve které je Poissoniiv pomér homogenniho izotropniho materialu
roven i. V zavéru préace se snazime objasnit, pro¢ se v nékterych situacich muze
spoctena I'-limita od linearizované elasticity liSit.
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Abstract: In this work we study peridynamics, a non-local model in continuum
mechanics introduced by Silling (2000). The non-locality is reflected in the fact
that points at finite distance exert a force upon each other. If, however, these
points are more distant than a characteristic length called horizon, it is customary
to assume that they do not interact. We compare peridynamics with elasticity,
especially in the limit of small horizon. We restrict ourselves, concerning this
vanishing non-locality, to variational formulation of time-independent processes.
We compute a I'-limit for homogeneous and isotropic solid in linear peridynamics.
In some cases this I'-limit coincides with linear elasticity and the Poisson ratio is
equal to i. We conclude by clarifying why in some situation the computed I'-limit
can differ from the linear elasticity.
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Uvod

Peridynamika je nelokalni teorie mechaniky kontinua predstavena Sillingem
([210, [26]) v roce 2000. Nelokalita je obsazena v predpokladu, ze silové ptisobeni
mezi jednotlivymi body kontinua je vymezeno konecnou kladnou vzdalenosti.
Tato vzdalenost se nazyva horizont a predstavuje tzv. efektivni meéritko, které
v klasické mechanice kontinua chybi ([6], [2]). Na rozdil od jinych nelokalnich teori
(napt. [3]), nejsou v peridynamice pouzivany derivace deformace, takze pomoci
jedné pohybové rovnice je mozno popsat samovolny vznik i nasledné siteni trhlin
v materidlu [26]. V pohybové rovnice je totiz pusobeni vnitinich sil vyjadieno
pomoci integralniho operatoru, ktery pouziva pouze diference deformace.

V této praci se zamérujeme na tzv. bond-based peridynamiku (podrobnosti viz
cast , ve které je pouzit puvodni konstitutivni vztah uvedeny v prvnim ¢lanku
o peridynamice [2I]. Protoze pomoci tohoto konstitutivniho vztahu jde popsat jen
omezené mnozstvi materidla (Poissoniv pomér je vzdy roven i), byla bond-based
peridynamika pozdéji v [23] rozsitena na takzvanou state-based peridynamiku.
Tou se v této praci nezabyvame. Zajima nas porovnani bond-based peridynamiky
s elasticitou a jeji chovani s mizejici nelokalnosti.

Prvni porovnani peridynamiky s elasticitou provedl jiz Silling ve svém prvnim
¢lanku o peridynamice [21]. Pro fixni infinitezimalni homogenni deformaci porov-
nava izotropni homogenni material v linearizované peridynamice s izotropnim
homogennim materidlem v linearizované elasticité. Dalsi porovnani se zabyvaji
chovdnim peridynamiky v pfipadé, kdy se horizont blizi k nule. V ¢lanku [13]
uvazuji evoluc¢ni rovnici linearizované bond-based peridynamiky pro posloupnost
horizonti konvergujicich k nule. Ukazuji, ze prislusna posloupnost feseni a po-
sloupnost jejich casovych derivaci maji konvergentni podposloupnost. Neuvazuji
okrajové podminky ani nedokazuji, jestli limita této podposloupnosti splinuje Na-
vierovu rovnici linearizované elasticity.

Konvergenci pohybové rovnice pro fixni hladkou deformaci zkoumaji v [24].
Rovnéz nezahrnuji okrajové podminky, ale uvazuji obecny, avsak dostatecné hlad-
ky konstitutivni vztah ve state-based peridynamice. Ukazuji, Ze limitni rovnice
je formalné podobna té v elasticité. Obsahuje totiz divergenci tenzorového pole,
které zavisi pouze na deformacnim gradientu v uvazovaném bodé. Taktéz v [11]
zkoumaji pro fixni deformaci konvergenci pohybové rovnice linearizované state-
based peridynamiky. Ukazuji, Ze v tomto pripadé je limitni rovnici Navierova rov-
nice elasticity s libovolnym Poissonovym pomérem. Avsak stale neuvazuji okrajové
podminky.

Jeden z prvnich ¢lanki, ve kterém je zkoumano limitni chovani celistvé tlohy;,
tedy vCetné okrajovych podminek, je [19]. Zaméfuji se mimo jiné na variacni
formulaci linearizované state-based peridynamiky a jeji konvergenci zkoumaji
ve smyslu I'-limity. Vyhoda tohoto pojeti konvergence funkcionalt spociva v tom,



ze dava informaci i o konvergenci minimizérti a jijich energii. Presnéji feceno,
kazdy hromadny bod posloupnosti minimizérii je minimizér I'-limitniho funkcio-
nalu a energie téchto ¢lent posloupnosti konverguji k energii hromadného bodu.
Ukazuji, ze limitni tloha je ddna Navierovou kvadratickou energii s obecnym Po-
issonovym pomeérem. Neuvazuji vsak energie obsahujici linearni ¢len nebo-li ome-
zuji se jen na referen¢ni konfigurace, ve kterych na sebe body silové neptisobi.
Takové referencni konfigurace zahrnuji ve své analyze az v [1§]. V kontextu staci-
onéarnich parcidlnich diferencialnich rovnic zkoumaji existenci feseni bond-based
linearizované peridynamiky se zadanymi okrajovymi podminkami a néslednou
konvergenci feseni téchto tloh pro horizont konvergujici k nule. Ukazuji, Ze po-
kud je toto silové piisobeni pritomné v referencni konfiguraci dostatecné malé,
konverguji jednotliva TeSeni k limité, ktera splnuje statickou Navierovu rovnici
s Poissonovym pomérem i.

Kromé ¢lanku [19], pouzivaji I'-limitu jako néstroj i autofi ¢lanku [5], kteri
vsak uvazuji nekonvexni energie a pokryvaji tak vétsi tridu modeli.

V nasi praci se pak zamérujeme na limitni chovani linearizované bond-based
peridynamiky pro izotropni homogenni material. K jeho vysetfeni pouzivame jiz
zminovany vysledek z [5]. Na rozdil od tohoto ¢lanku se vSak zajimame o fyzikalni
korektnost limitni tlohy, konkrétné objektivitu limitni energie. Také pripoustime
i referencni konfigurace, ve kterych je mezi body ptritomno nenulové pritazlivé
silové pusobeni. Rozdil oproti pfistupu autort [I8] spociva v tom, Ze uvazujeme
[-limitu varia¢nich dloh. Ukazujeme, ze pro pritazlivé silové plisobeni pritomné
v referen¢ni konfiguraci, které je v jistém smyslu prilis velké, neni I'-limitou li-
nearizované peridynamiky linearizovana elasticita. Pro malé ptitazlivé nebo zadné
silové ptisobenti je I'-limitou linearizovana elasticita a vysledny materidl ma Pois-
sonttv pomér 1. To je vysledek podobny tomu z [I8], kde ale uvazujf i pritazlivé
silové pusobeni. Pro tento druhy zévér je vsak tfeba postup pouzity v [5] mirné
upravit.

Snaha o lepsi pochopeni neshody limitni tlohy s linearizovanou pruznosti
nas pak vedla ke konstrukci Cauchyho a prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru na-
péti, vyjadreného pomoci silového ptusobeni pouzivaného v peridynamice. Pti této
konstrukei vychazime z predstavy Cauchyho vektoru napéti jako plosné hustoty
vnitini sily.

V zéavéru pak jesté uvadime nésledujici fakt jednoduse plynouci z prace [5].
Je-li hustota ulozené energie v kontextu bond-based peridynamiky objektivni, je
i limitni hustota ulozené energie objektivni v kontextu hyperelasticity.

Uvod zakonéime struénym nécrtem obsahu prace. V prvni kapitole uvddime
zakladni principy elasticity, hyperelasticity a linearizované pruznosti. V druhé ka-
pitole jsme se pokusili sepsat zaklady peridynamiky posbirané z rtznych zdroja
a vysvétlit trochu lépe nékteré jeji aspekty, nez jak je tomu v [2I] nebo [26].
Ve treti kapitole pak porovnavame bond-based peridynamiku s elasticitou. Nejdiive
obecné pomoci spoc¢teného Cauchyho a prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru na-
péti, poté pomoci spocitané I'-limity pro homogenni izotropni material v lineari-
zované bond-based peridynamice.



Kapitola 1

Elasticita

Elasticita, na rozdil od peridynamiky, je klasicka teorie. VSechna tvrzeni zde
proto uvedeme bez dikazu, které lze najit napt. v [§]. Cilem této kapitoly je
shrnout zakladni poznatky této teorie, se kterymi pak budeme peridynamiku po-
rovnavat. Zacneme znacenim a predstavenim dulezitych pojmi. Poté pristoupime
k bilan¢nim rovnicim a konstitutivnim vztahiim a nakonec popiseme linearizova-
nou teorii pouzivanou pro malé deformace. Vzhledem k zaméreni prace se omezime
pouze na c¢asové nezavislé procesy.

1.1 Deformace, referencni a deformovana konfi-
gurace

V nasledujicim textu necht Q C R3 znadi omezenou oblast s dostateéné hlad-
kou hranici. Mnozina  znaéi zkoumané téleso pied tim, nez podstoupi deformaci,
a slouzi tak k jeho popisu. Proto  nazyvame referencni konfiguraci. Deformace
télesa je pak definovand jako zobrazeni y : QO — R3, o kterém se predpokladd,
ze je dostateéné hladké, prosté (mozna s vyjimkou hranice 0f2) a ze zachovava
orientaci, nebo-li det Vy > 0. Mnozina y () tak popisuje téleso po podstoupent
deformace a nazyva se proto deformovand konfigurace, zna¢ime Qy. Jeji prvky
znacime x, = y(x).

1.2 Vnéjsi a vnitrni sily

Predpokladame, ze deformace télesa je zptusobena vnéjsimi silami, a ze v de-
formovaném télese je toto pusobeni vnéjsich sil vyrovnano takzvanymi silami
vnittnimi, které v materialu vzniknou reakci na sily vnéjsi, takze deformované
téleso zlistava v klidu. Vnéjsi sily délime na objemové, a povrchové. Prvni jsou
uréeny hustotou by : Qy — R? viici objemu v deformovaném télese, druhé hus-
totou gy : I'y — R3 viidi povrchu hranice deformovaného télesa, kde T'y C 99,
je méfitelnd plosnou mirou dSy. Podoba vnitinich sil je pak ddna axiomaticky
pomoci Cauchyho vektoru napéti.



1.3 Cauchyho tenzor napéti

V elasticité je stézejni nasledujici predpoklad o charakteru vnitinich sil.
Axiom (existence vektoru napéti) Necht téleso zaujim4 fixni deformova-
nou konfiguraci Qy, na kterou ptisobi vngjsi sily dané hustotami by : Q, — R?
agy : Iy — R3 Necht ddle S* C R? znadi jednotkovou sféru se sttedem v pocatku.
Pak existuje vektorové pole
ty 1 Oy X S? - R?
(zvané Cauchyho vektor napéti) takové, zZe:

1. Pro libovolny kontrolni objem A, C €y a libovolny bod x, € T’y N dAy,
ve kterém existuje spolecna vnéjsi jednotkova normala ny, je

ty(xy, ny) = gy(xy).

2. Axiom bilance sil. Pro libovolny kontrolni objem A, C Q, s vnéjsi jednot-
kovou normalu ny je

by (xy) dxy + [ ty(xy,my) dSy = 0.
/Ay y(xy) dxy oA, y(xy,ny) dSy
3. Aziom bilance momentu sil. Pro libovolny kontrolni objem Ay C Qy je

/ Xy X by(xy) dx, +/ Xy X ty(xy,ny)dSy = 0.
Ay dAy
Opét ny znaci vnéjsi jednotkovou normalu 0Ay.

Pozndmka. Axiom zajistuje existenci elementdrnich vnitinich sil t,(xy,ny)dSy
na povrchu libovolného kontrolnfho objemu, ktery je casti €y,. Tyto sily zavisi

v

na konkrétnim kontrolnim objemu pouze skrze jeho vnéjsi jednotkovou normalu.
Navic z poslednich dvou bodia plyne, Ze se deformovana konfigurace nachéazi
ve statické rovnovaze.

Dalsim dilezitym nastrojem mechaniky kontinua pro popis silového ptisobeni
uvnitt télesa je Cauchyho tenzor napéti T. Jeho existence plyne z predchoziho
axiomu a dodatecnych pfedpokladi na regularitu vektorového pole ty(xy,ny).
Véta 1.1. Necht hustota objemové sily by, : Q, — R? je spojitd a necht ty(-,n) €
CY(Qy,R3) pro libovolné n € S* a ty(xy, ) € C(S* R3) pro libovolné x, € Q.
Pak vyse zformulovany axiom implikuje existenci symetrického tenzorové pole
Te : Qy — RS patriciho do C*(Qy, R3*3) a takového, Ze

ty(xy,n) = To(xy)n, Vx, € Qy,Vn € S?,
—divy, Te(xy) = by(xy), Vxy € Qy,

To(xy)ny = gy(xy), Vxy €Ty,
kde ny znaci vnéjsi jednotkovou normalu OS,.

Rovnice rovnovahy sil, ptivodné napsané pro Cauchyho vektor napéti, maji
s pouzitim Cauchyova tenzoru tvar

—divy, Toc = by, v Qy,
Teny =gy, vIy,
Te = TE.



1.4 Princip virtualni prace v deformované kon-
figuraci

Tyto rovnice se daji preformulovat jako iloha minimalizace energie deformace.
Prvni krok je varia¢ni formulace téchto rovnic v deformované konfiguraci.

Véta 1.2 (Princip virtualni prace v deformované konfiguraci). Uloha s okrajo-
vymi podminkami

—divy, T = by, vy,
Teny =gy, vly,

je formdlné ekvivalentni variacni tiloze
Teny : Vy 0y dx, = / by - 0, dx, + / g, - 0, dS,,
Qy Qy Fy

pro vsechna 0y, € C*(Qy,R3), 6, =0 na 9y \ Ty.

1.5 Princip virtualni prace v referencni konfigu-
raci

Problém je, ze mame rovnice rovnovahy formulované v deformované konfigu-
raci, kterd vsak neni dopredu znama a je soucéasti hledaného teseni. Proto je lepsi
preformulovat je do proménnych v referen¢ni konfiguraci. Za timto tcelem defi-
nujeme prvni Piola-Kirchhofftiv tenzor T, :  — R3*? jako Piolovu transformaci
Cauchyho tenzoru napéti T¢

T, (x) := det Vy(x)To(xy)(Vy(x)) ™", V¥x€Q
a hustotu sil b : Q — R? vii¢i objemu v referenéni konfiguraci jako
b(x) := by (xy) det Vy(x).

Vzhledem k zaméfeni prace nebudeme dale uvazovat hustotu plosnych sil gy.
Je tedy I'y = (). Z vlastnosti Piolovy transformace pak plyne

divy T.(x) = det Vy(x) divy, Te(xy).

Déle prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor neni obecné symetricky, ale diky vztahu
ke Cauchymu tenzoru napéti splnuje

Vy(x) T (x) = T1.(x)(Vy(x))".
Maéame tak nasledujici tlohu v referenc¢ni konfiguraci.

Véta 1.3 (Princip virtudlni préce v referencni konfiguraci). Proni Piola-Kirch-
hoffiv tenzor napéeti spliuje

—divy Ty, =b, v,
coz je formdlné ekvivalentni variacni rovnici

/QTl,:Vde:/Qb-de,

pro vsechna 6 € C°(Q, R?).



1.6 Elasticky a hyperelasticky material

Zbyva jeste tict, jakym zptsobem zavisi tenzorova pole na deformaci, nebo-
li predepsat konstltutlvnl vztah. Materidl se nazyva elasticky, existuje-li funkce
Te: QxRS R2xS takovd, ze Cauchyho tenzor napéti je dén rovnosti

To(xy) = Te(x, Vy(x)), xy = y(x).

Symbol R3*? znaéi vSechny matice s kladnym determinantem a symbol Riyx,f;

vSechny symetrické matice. Prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor je pak dan konstitu-
tivnim vztahem

T.(x,F) :=det F To(x, F)F T, vx € Q,VF ¢ R¥?
tedy
T, (x) = Ty.(x, Vy(x)).

Specialnim pripadem elastického materialu je materidl hyperelasticky. Pro ten
existuje funkce W : Q x Rixg — R, zvana hustota uloZené energie, takova, ze
pro viechny x € Q a viechny F € R**® je

A

ow

T1.<X, F) aF

- (% F).

Z principu nezdvislosti na pozorovateli pro hyperelasticky materidl (viz [8]

véta 4.2-1]) plyne existence funkce W : © x R, — R takové, ze

W(x,F) = W(x,FTF), VF ¢ R>?, (1.1)

kde symbol R?I’stzm znac¢i mnozinu vsech symetrickych a pozitivné definitnich matic

z R¥3. Tenzor C := FTF pro F = Vy(x), se nazyva pravy Cauchy-Greeniv
tenzor. Energii W majici tuto vlastnost nazyvame objektivni.

Materidl se nazyva homogenni v dané referencni konfiguraci €2, jestlize funkce
TC, T, , W a W nezavisi na proménné X.

1.7 Variacni formulace pro hyperelasticky ma-
terial

Zéavisi-li hustota objemovych sil b pouze na poloze v referen¢ni konfiguraci,
je princip virtualni prace v referencéni konfiguraci systémem Euler-Lagrangeovych
rovnic minimaliza¢ni ulohy

I;lelélf( y) = mm(/Wx Vy(x ))dx—/ﬁb(x)~y(x)dx>,
¢={y: Q= R%y=yyvoQ},

kde yo : © — R3 je zadana Dirichletova okrajova podminka.



1.8 Linearizovana elasticita

Omezime se pouze na homogenni materidly. V této casti je lepsi prejit od de-
formace y :  — R?, k posunuti u : Q — R3 definovaném jako

u(x) =ykx)—x, VxeQ.
Potom je zrejmé
Vy(x) =1+ Vu(x), Vxe Q.
Deformaci pak povazujeme za malou, je-li

Vu(x)| <1, VxeQ

Symbol | - | zde zna¢i spektralni normu. Pro malé deformace muzeme spocitat
Tayloruv rozvoj funkce
W(I + Vu(x)) = W((I+ Vu(x))"(I+ Vu(x))), (1.2)

pro |[Vu(x)| — 0. Diky této reprezentaci ma kvadratické aproximace funkce W
tvar

T : Vu(x) + ;CVU(X) : Vu(x),

kde T je tenzor druhého ¥addu popisujici napéti v referenéni konfiguraci a C je

tenzor ¢tvrtého Tadu, zvany tenzor elastickych konstant. Diky reprezentaci ((1.2))
splnuji tyto tenzory symetrie

0 0

Tij =T

3

Cijii = Cjir = Chaij-

Funkce W : R¥3 — R predstavujici tuto aproximaci tak zavisi pouze na symet-
rické casti gradientu, tedy

. 1
W(H) =T°: H* + §CHS : H?,
kde

1
H* = 5(H +HT).

Prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor je pak roven

oW
" 0H
specialné je symetricky. Pozadavek nezavislosti na pozorovateli je tedy ekviva-
lentni symetrii 1. Piola-Kirchhoffova tenzoru napéti a ta je ekvivalentni tomu, ze
hustota ulozené energie zavisi pouze na symetrické ¢asti gradientu posunuti.
Je-li material navic izotropni, zredukuje se tenzor elastickych konstant na pou-
hé dvé [ > 0 (bézné znacené \, ale to bude mit v této praci jiny vyznam) a p > 0,
zvané Lamého konstanty. V takovém pripadé je

T, (H) = T° + CH?,

. I
W(H) =T": H* + §(TrH)2+,,L]HS|2, (1.3)
T, =T + [(Tr H)I + 2uH". (1.4)



Nékdy se misto Lamého konstant pouzivaji Youngidv modul pruznosti E a Pois-
soniv pomér v. Prevod mezi témito konstantami je

E:u(3l+2u) L l
L+ 2(1 4 p)
Ev E
[ = =

(1+v)(1-2v) 2(1+v)

Tuto kapitolu bychom zakon¢ili existencéni vétou pro izotropni linearni mate-
rial.

Véta 1.4. Bud Q C R? lipschitzovskd oblast. Ddle necht | > —%,LL, w>0,be

) 1,2 . . Lov . L, . .
L8 Pak ve Wy'* existuje pravé jeden minimizér funkciondlu

I(u) :/Q;(Tre(u))2+u|e(u)|2dx—/Qb-udx



Kapitola 2

Peridynamika

V této kapitole se pokusime vylozit nékteré ¢asti peridynamiky, kterymi jsme
se zabyvali. Nejdiive predstavime znaceni, které jesté nebylo pouzito v pred-
chozi kapitole. Poté odvodime rovnice bilance sil a momentu sil a zformulujeme
princip nezavislosti na pozorovateli v kontextu peridynamiky. Déle popiSeme za-
kladni principy bond-based peridynamiky véetné vyznamu horizntu a odvodime
reprezentaci konstitutivniho vztahu pro homogenni izotropni material. Kon¢ime
variacni formulaci peridynamiky a jeji linearizaci.

Pfedpokladédme, ze ) C R? piedstavuje souradnice referenéni konfigurace viici
kartézské bazi spojené s danym pozorovatelem. Deformaci y :  x [0, +o00) — R?
uvazujeme ¢asove zavislou. Predpokladdame, ze vektor y(x, t) predstavuje sourad-
nice deformované konfigurace vici kartézské bazi spjaté se stejnym pozorovate-
lem.

2.1 Bilané¢éni rovnice

Pro nase tcely jsou dostatec¢né bilance sil a momentu sil. Bilance energie a dalsi
podrobnosti 1ze dohledat v [26], kap. 2].

Kromé deformace budeme jesté potfebovat hustotu py : Q@ — (0, + o0) télesa
v referen¢n{ konfiguraci. Symbolem L : Q x [0, + c0) — R3 znac¢ime objemovou
hustotu sil vzniklych v disledku interakce bodu x s ostatnimi body télesa v case
t. Nakonec b : 2 x [0, + 00) znadi hustotu vnéjsich sil pusobicich na bod x v case
t. Obé hustoty jsou viici objemu v referencni konfiguraci.

Bilance momentu sil

Sila ptsobici na podoblast V' C €2 je rovna
/V L(x,t) + b(x,t) dx.
Bilance sil podoblasti V' méa proto tvar
5[ oyt nax= [ Lexn) 4 bx, 1) dx (2.1)

a jeji lokalni verze zni

po(x) 07 y(x,t) = L(x,t) + b(x,t), s.v.x € Q,Vt>0.
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Podle [26] plati bilance Vx € €, ale pro deformaci pouze integrovatelnou v pro-
storu (coz jsou deformace, které peridynamika popisuje) je toto ptilis silné.

V peridynamice se predpokladd existence vektorové funkce f : 2 x Q x [0, +
o0) — R3 takové, Ze

L(x,t) = / f(x,x, 1) dx’, Vx € Q> 0. (2.2)
Q

Tteti Newtontv pohybovy zdkon je obsazen v pozadavku antisymetrie
f(x',x,t) = —f(x,x',t), Vx,xeQ,Vt>0. (2.3)

Tato funkce f se nazyva hustota vzdjemné sily (orig. dual force density) a ma
rozmeér sila na objem na druhou. Vyjadiuje pusobeni bodu x’ na bod x. Jeji tvar
je odvozen z deformace a pripadné dalsich veli¢in pomoci konstitutivniho vztahu
jako je tomu napt. pro 1. Piola-Kirchhoffiiv tenzor napéti. Na rozdil od klasické
mechaniky zde rtizné ¢asti télesa na sebe neptisobi skrze spole¢nou hraniéni plo-
chu, ale skrze objemy.

Vyuzitim dostane bilance hybnosti kontrolniho objemu V' C Q tvar

S maytnax= [ [ xnaxdacs [ b (@24)

Diky antisymetrii f uvedené v (2.3)) plati (viz [26], kap. 2.1])

//f(x’,x,t)dx/dx:o,
vJv

takze konecny tvar bilance hybnosti V' C  tvar je

i/vpo(x) 8, y(x,1) dx:/V/Q\Vf(x’,x,t) dx’dx+/vb(x,t) dx.  (2.5)

Funkce f zde spojuje body z kontrolnitho objemu V' s témi mimo néj. Dvojity
integral v rovnici tak reprezentuje nelokalni tok hybnosti skrze hranici V'
a je analogii povrchovych sil v klasické mechanice.

Lokalni verze rovnice ma tvar

po(x) 0 y(x,t) = / f(x',x,t)dx" + b(x,t), s.v.x€QVt>0. (2.6)
Q

Bilance sil se doplni o pocatecni a okrajové podminky. Volba poc¢atecnich podmi-
nek je standardni (viz napt. [13]), avsak volba okrajovych podminek se od klasické
elasticity lisi. P¥irozenym prostorem pro feSeni jsou Lebesgueovy prostory (viz
napf. [4]), pro které, na rozdil od Sobolevovych prostort, neni definovan operétor
stop. Nema tak smysl mluvit o hodnotach funkce na hranici. Proto se Dirichle-
tovy okrajové podminky nezadavaji na ¢asti hranice, ale deformace je predepsana
na mnoziné kladné miry v blizkosti hranice. Presné vymezeni pojmu blizkosti
pak zalezi na konkrétnim materialu ¢i modelu. Analogie Neumanovych okrajo-
vych podminek mé podobu sil pisobicich na ¢ast objemu blizko hranice a proto
jsou zahrnuty v b. Podrobnéjsi pojednani o okrajovych podminkach v peridyna-
mice lze nalézt naptiklad v [12], [14] nebo [11].
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Bilance momentu sil

Definice momentu hybnosti pro V' C € v ¢ase t > 0 je

A(V) = /V V(%,8) X po(x) 8, y(x, 1) dx.

Bilance momentu sil je v [26, kap. 2.3] postulovin pouze pro celé téleso 2,
nikoli libovolny kontrolni objem. M4 tedy tvar

/ y(x,t) X po(x) 07 y(x,t)dx = / y(x,t) X b(x,t)dx
Q Q
Odtud s vyuzitim bilance sil (2.6]) plyne

/Q/Qy(x,t) x f(x',x,t)dx'dx =0, Vi>0,

coz znamena, ze celkovy moment interakénich sil ptisobici na celé téleso je nulovy.
Dvojny integral na levé strané lze formalné upravit

/Q/Qy(x,t) x f(x',x,t)dx'dx
- _;/Q/QY(X’t) x f(x,x',t) dx'dx+;/ﬂ/ﬂy(x,t) x f(x',x,t) dx'dx
= _;/Q/Qy(x,t) x f(x,x',t) dxdx’ + ;/Q/Qy(x,t) x f(x',x,t)dx'dx
- —;/Q/Q(y(x’,t) —y(x,t)) x f(x',x,t) dx’ dx.

V prvni rovnosti bylo vyuzito antisymetrie f , v druhé bylo prohozeno po-

radi integrace a ve tieti byly pfeznaceny integra¢ni proménné x’ <+ x. Upravend
bilance momentu sil ma tedy tvar

/Q /Q (y(x', 1) — y(x,1)) x £(x,x,1) dx'dx = 0. (2.8)

Moment sil se tedy urcité zachovava, pokud plati

(2.7)

/ (y(x', 1) — y(x, 1)) x £(x,x,t)dx' =0, Vxe Q¥ >0.  (2.9)
Q

Material spliujici tuto rovnost se nazyva nepolarni [26, kap. 2.3]. V nepolarnim
materidlu je hustota momentu sil f(x, x,t) vzhledem k bodu y(x,¢) nulova.
Zakon zachovani momentu sil je specidlné splnén pokud

(y(x',t) —y(x,t) x f(x',x,t) =0, Vx,x' € Q,Vit>0, (2.10)

Neboli silové ptisobeni mezi ¢asticemi je rovnobézné s jejich vzajemnou polohou
v deformované konfiguraci.
2.2 Princip nezavislosti na pozorovateli

Eukleidovské zméné pozorovatele (podrobnosti viz napt. [16, kap. 5.2.1]) od-
povida transformace souradnic x — x*, kterd je dana vztahem

x* = Q(t)x + c*(1), (2.11)
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kde Q : [0, + 00) — SO3, ¢* : [0, + 00) — R?. Symbol SO3 zna¢f mnozinu vsech
ortogonalnich matic s kladnym determinantem. Predpoklada se, ze Q(0) = I
a ¢*(0) = 0, tedy v referen¢éni konfiguraci se souradnice neméni. Nejednd se
o izometrii v eukleidovském prostoru, jako to uvazuje naptiklad [28], [15], [17]
prestoze je pouzito stejné znaceni. Podminky na Q a ¢* tedy znamenaji, ze refe-
ren¢ni konfiguraci vidi oba pozorovatelé stejné, presnéji receno pouzivaji k jejimu
popisu stejné souradnice. Referencéni konfiguraci tak mizeme pouzit pro popis
uvazovaného télesa, protoze je pro oba pozorovatele stejny.

Z transformacniho vztahu plyne, Ze souradnice libovolného vektoru
se transformuji podle pravidla

Y (X 1) =y (x1) = Q) (y(xX, 1) — y(x,1)). (2.12)

Podobné jako je tomu pro Cauchyho vektor napéti (viz napf. [16, kap. 5.2.2]),
princip nezavislosti na pozorovateli pro hustotu vzajemné sily f vyzaduje, aby se
soufadnice f transformovaly stejné jako pro objektivni vektor v (2.11)), tedy

" (x',x,t) = QO (X, x, 1), (2.13)

f* jsou souradnice druhého pozorovatele.

2.3 Bond-based peridynamika

Puvodni konstitutivni vztah v peridynamice uvedeny v Silling [21] a [26] je
tzv. bond-based homogenni material, pro ktery plati

f(x',x,t) = f'(x’ —x,y(x',t) —y(x,1)),

kde f : (Q\{O}) x (R?\{0}) — R3, Q := Q — Q. Hustota vzajemné sily tedy
zavisi na vzajemné poloze bodi v referencni a deformované konfiguraci. Polo-
hovy vektor x" — x nazyva Silling vazbou. V bond-based materialu reaguji vazby
okolo bodu x nezavisle na sobé. To vede k tomu, Ze linearni izotropni material
ma Poissontiv pomér i. Tento nedostatek je odstranén v bohatsim modelu, tzv.
State-based peridynamice (viz [23]), kde sila pusobici na bod skrze vazbu zéavisi
na deformaci vazeb ostatnich. V této praci se vsak budeme zabyvat vyhradné
bond-based peridynamikou, a nebudeme privlastek bond-based vzdy uvadét.

Od této chvile budeme pouzivat zkracené znaceni pro vektor x := x’ — x,
nazyvany vazba v referencni konfiguraci, a vektor y := y(x’,t) — y(x,t), ktery
nazveme vazbou v deformované konfiguraci.

Pozadavky na konstitutivni vztah

Zde jsou diskutovany vlastnosti, které musi konstitutivni funkce fz riznych
divodu spliovat a diky kterym ma jednodussi reprezentaci.
3. Newtonuv pohybovy zakon

Kvuli antisymetrii f popsané v ([2.3) musi konstitutivni funkce f splifovat

A

f(—x, —y) = —f(x,y), VxeQ\{0},Vy e R*\{0}.
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Princip nezavislosti na pozorovateli pro konstitutivni vztah

Tento princip postuluje, ze druhy pozorovatel spjaty s transformaci souradnic
(2.11]) pouziva stejny konstitutivni vztah, tedy

A

' (x,x,t) = f(x' —x,y* (X', t) — y*(x,1)). (2.14)

Z kombinace rovnic (2.14)), (2.13]) a (2.12)) spolu se skute¢nosti, ze zména pozo-
rovatele byla libovolna, plyne

f(x,Qy) = Qf(x,y), Vxe Q\{0},Vy € R*\{0},VQ € SOs. (2.15)

Izotropie

[zotropni material ma ve vsech smérech stejné vlastnosti, ale je potieba presné
stanovit, co to znamené pro konstitutivni funkci f. Necht ©,Q* C R3 jsou dvé
referenc¢ni konfigurace spjaté vztahem

Q*=PQ, x"=Px, P e€SO0;.
Déle necht y : © — R? je libovolna deformace a y* : Q* — R3 je definovana jako
vy (x5 1) = y(P7'x" 1) = y(x,1).

Souc¢asna konfigurace je pro obé deformace spoleénd. Protoze P~1 otodi Q* jako
tuhym télesem, nezméni se silové ptsobeni materialu a tedy je

f(x',x,t) = f(x*,x"t), Vx',xe€Q,Vt>0.

Pro referenc¢ni konfiguraci 2 respektive 2* existuje konstitutivni funkce fo re-
spektive fo« tak, ze

f(x',x,t) = fo(x' — x,y(x',t) — y(x,1)),
f(x",x*t) = fg*(x'* —x* y(x"t) — y(x*,1)).

Pokud je P v grupé materialové symetrie (pro izotropni materiél je to celd SO3),
neni v odezvé materidlu zadny rozdil a obé funkce dévaji stejné vysledky, nebo-li

Pomoci kombinace uvedenych vysledki plyne

A
I%x

fo(x' —x,y(X',t) —y(x, 1) = f(x',x,t) = f(x*,x* 1)
X" =X,y (3", 1) — y(x*, )

(
(P(XI ) y(X 7t> - Y(X7 t))
fﬂ(P<XI X)? y(le t) - y<X7 t))

Protoze deformace byla libovolna, pro izotropni material plati

= Io*

A

f(Qx,y) =f(x,y), VxeQ\{0},vy € R*\{0},vVQ € SOs. (2.16)
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To je jiny vztah, nez uvadi Silling ve svém puvodnim ¢lanku [21), r-ce (12)]. Ten
ma tvar

f(Qx Qy) = Qf(x,y), Vx € O\{0},v§ € R*\{0},¥Q € SOs

a neni nijak podrobnéji vysvétlen. D& se vSak odvodit z (2.16) za dodatec-
ného predpokladu platnosti principu nezavislosti na pozorovateli formulovaném

v
f(Qx, Qy) = f(%.Qy) = Qf(%,¥), Vx e Q\{0}, vy € R*\{0},VQ € SOs.

Reprezentace f pro izotropni material

Za predpokladu izotropie a platnosti principu nezavislosti na pozorovateli od-
vodime reprezentaci pro konstitutivni funkci f.

Nejdiive vyuzijeme vysledku z [26, kap. 4.7], podle kterého pro nepolarni
materidl (tj. materidl spliujic ) je funkce f tvaru

f(xl — X, y<X/7 t) - y(Xa t)) = F(X, - X, Y(X/> t) - y<X7 t)) (Y(le t) - Y(X’ t))?
nebo-li smér f je rovnobézny s vazbou v deformované konfiguraci. Funkece F ma
tedy vyznam amplitudy sily. Navic diky (2.15) a (2.16]) spliuje funkce F

F(Qx,Qy) = F(x,y), vxe€Q\{0},v§ € R°\{0},vQ € SOs.

Tedy F je izotropni skaldrni funkce ve smyslu matematické definice a proto zé-
visi jen na |X|, |y| a X -y (viz [28, kap. B.IL. seke. 11]). Tato zavislost nebude
preznacovana. Celkem

f(x,5) = F(%|,|9.%9) 5. (2.17)

Tato reprezentace je uvedena i v [2I], ale neni nijak komentovana jeji nevyhnu-
telnost. Dale budou argumenty funkce F' znaceny

Horizont

Nelokélnost obsazend v rovnici (2.6)) zpravidla nezahrnuje celé téleso, ale je
omezena. V pripadé bond-based peridynamiky je silové ptisobeni omezeno vzda-
lenosti ¢ zvanou horizont

f(x'—x,:)=0, pro|x —x|>4.

Body, které jsou v referenc¢ni konfiguraci od sebe prilis vzdéleny, se pfimo neovliv-
nuji. Takové omezeni nelokalnosti je ziejmé vhodné pro izotropni a homogenni
materiél, ale je v [2I] a [26] uvazovano pro materiél zcela obecny.

Se zadanym horizontem mé pak bilance hybnosti tvar

po(x) 87 y(x,1) (2.18)

= f(x' —x,y(xX,t) —y(x,1))dx’ + b(x,t), x€Q,t>0. (2.19)
QNB(x, )
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Pro pozdéjsi ucely bude vyhodné zavést nasledujici znaceni
Qs == {x € Q:dist(x,00) > §}, Q° :={x € Q:dist(x,09) < §}.

Mnozinu Q5 lze chépat jako analog vnitiku télesa a Q° zase jako rozhrani s okolim.

Mezi body x’ a x nepusobi fyzikalni sila jako napt. mezi atomy ¢i molekulami.
Jak uvadi [6], horizont je spiSe efektivni vzdélenost vzajemného silového ptisobeni
nebo efektivni méritko. Toto méritko je v modelu dulezité napr. z nasledujiciho
diavodu. Jak vysvétluje [3], Zddny materidl nikdy neni idedlni kontinuum, ale ma
riiznou strukturu v riznych méritkach. Na nékterych skalach 1ze tento fakt za-
chytit proménlivymi materidlovymi parametry. Rozhodné takto nelze postupovat
na vsech turovnich, protoze dany model by byl velmi komplikovany a neefektivni.
Proto se na urcité irovni explicitni popis zastavi a jemnéjsi struktura je do modelu
zahrnuta neprimo pomoci efektivnich materialovych parametri. Nelokalizuje-li se
deformace na irovnich mensich, nez které jsou explicitné zachyceny, je kontinualni
popis priméreny. Pokud tomu tak neni, je tfeba model upravit. Namisto zjem-
néni explicitnich materidlovych parametrii je lepsi prejit k zobecnénému kontinuu
popisujici napt. nejednoduché materidly pouzivajici vyssi gradienty.

Meéritko obsazené v horizontu se projevuje nasledovné. Necht, pro porovnani,
je posunuti u := x — y(x) feseni rovnice linearizované pruznosti

—div(Ce(x)) = b(x), x €,

kde C je tenzor elastickych konstant, e(x) symetricky gradient u a b hustota
vnéjsich sil. Po prechodu na jemnéjsi skalu x a u danou vztahy x = sx, u(sx) =
su(x), s € (1, + 00), je situace podobna. Preskalované posunuti u totiz splnuje
formalné stejnou rovnici

—div(Ce(x)) = b(x), x €,

kde Q0 = %Q a b(x) = sb(sx). S pouzitim pfepocitanych objemovych sil je tak
na mensich rozmérech odezva stejna.

V nelokalnich teoriich je vsak situace odlisna. Kviili vyskytu horizontu v rov-
nici splnuje preskalované posunuti rovnici s horizontem g, tedy s jinym
integralnim operatorem. Peridynamicky material tak neni na vSech skélach stejny.

Kromeé konstantniho horizontu pouzivaném v puvodni teorii z [21], uvazuji
v [27] a nésledné v [20] moznost horizontu zavislého na poloze v referencni kon-
figuraci. V [2] je peridynamika navrzena jako ndstroj pro multiscale modelovani
a [1] pak tuto myslenku za vyuziti horizontu déle rozpracovava v kontextu kom-
pozitnich materialt.

V této praci je horizont jen konstanta dand strukturou materidlu. Jak zvolit
velikost horizontu pro linedrni homogenni izotropni material je popsano v [21,
kap. 12].

Mikroelasticita

V této kapitole odvodime varia¢ni formulaci peridynamiky. Nejdiive z rovnice
bilance sil odvodime rovnici virtualni prace (slabou formulaci), ze které prirozené
vyplyne definice mikroelastického materialu. Ten je obdobou hyperelastického
materidlu. Nakonec ukazeme, ze konstitutivni vztah pro homogenni izotropni
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f.

Vzhledem k zaméreni prace budeme uvazovat pouze casové nezavislé procesy.
V tomto pripadé mé bilance sil spolu s okrajovymi podminkami tvar (viz [26] r-ce
20])

/ Fx — x,y(x) —yx)dx +b(x) =0, xeQ\Qp,  (2.20)
QNB(x,96)

y(x) =yo(x), x € Qp, (2.21)

kde Qp C Q% zna¢i mnozinu kladné miry, kde je deformace predepsand. Sily
pusobici na okraji €2 jsou zahrnuty v b. Pro snazsi ipravu neuvadime explicitné
horizontem omezenou oblast, pres kterou se integruje. Po prendsobeni rovnice
libovolnou pevnou funkei § € C(2\ Q2p, R?) a integraci pies 2 dostaneme

[ E6¢ = x,y() = y(x)) - 0() dx’ dx
/ x)dx =0, Ve O®(Q\Qp,R?).
Déle se dvojny integral upravi podobné jako v ([2.7))
[ [ SH6¢ = xy() = () - (6(x) — () d x
+/ x)dx =0, V0eO®(Q)\ Qp,R%).

Z této rovnosti prirozené plyne definice mikroelastického materidlu, ktera pred-
poklad4 existenci skaldrni funkce @(x,y) takové, ze

= oy (X,¥). (2.22)

Dosadime-li totiz tento vztah do predchozi rovnosti, dostaneme
1
[ 5550 = x.y ) = y(0) - (0(x) — 6x)) ' dx

+/ x)dx =0, V0eC®(Q\Qp, R,

coz lze formalné interpretovat jako Euler-Lagrangeovy rovnice funkcionalu
1 / / /
= —0(x' —x,y(x') — y(x)) dx'dx
/Q/Q 2 yix) = y(x))

+/ x)dx, y =1y prox € Qp.

Odvozeni Euler-Lagrangeovych rovnic s konkrétnimi predpoklady lze nalézt treba
v [4, kap. 8]. Bez ijmy na obecnosti lze predpoklddat, ze

w(x,-) =0, pro|x|>4d.

Peridynamicka variac¢ni tloha pak zni

Iyneiﬂl(w’ (2.23)
=/ i 1 (x' =,y (x) = y(x)) i dx + [ B(x) - y(x)dx, (2.24)
A—{y.Q—)R,y_yonD}' (2.25)
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Vztah ([2.22)) pfinasi dalsi omezeni na reprezentaci funkce f . Nutna podminka
k existenci funkce  spliiujici (2.22)) je (za predpokladu zdménnosti 2. parc. der.),
aby

VyXfZO.

S vyuzitim reprezentace funkce f v (2.17) se po kratkém vypoctu dospéje k pod-
mince

Q
3>

=0,

Q
&

nebo-li funkce F' nezévisi na tieti proménné. Vztah ([2.17) se tedy zjednodusi
(opét bez preznaceni F') na

A A

f(x,5) = F(x' = x|, [y(x) —y(x)]) (y&') = y(x)). (2.26)

Princip nezavislosti na pozorovateli by se dal pouzit i pro potencidl w. V jeho
pripadé by pak tyto uvahy vedli k reprezentaci

w(x,y) = (x|, |y])- (2.27)

2.4 Linearizovana bond-based peridynamika

V posledni ¢asti této kapitoly predstavime linearizovanou teorii pro mikro-
elasticky material, ktera je vhodna pro malé deformace. Pro tento tcel bude lepsi
prejit od deformace y k posunuti u(x) := y(x) —x, pro které lze predchozi vztahy
snadno preformulovat. Konkrétné pro konstitutivni funkci f prejdeme, bez zmény
jejtho oznaceni, k proménné u

Malé posunuti definuje Silling precizné az v |22 kap. 4.1] podminkou

sup |u(x’) —u(x)| < 0. (2.28)

|x'—x|<é

V ptuvodnim ¢lanku byla malost u vyjadiena pouze intuitivné. Vyse uvedena pod-
minka je v celku prirozena. Supremum je omezeno na body blizsi nez horizont,
protoze pro body vzdéalenéjsi je funkce f nulova a jeji aproximace je proto trivi-
alni. Déle je posunuti porovnano s velikosti horizontu, protoze zmény probihajici
na skale radové mensi nez je ta dand horizontem, lze povazovat za malé. Nako-
nec je tato podminka analogii té z linearizované pruznosti |Vu| < 1, ktera vsak
nepripousti zadné nespojitosti.

Aby mélo nésledujici pouziti Taylorova rozvoje smysl, je potieba prejit k bez-
rozmérnym veli¢cinam. Za charakteristicky c¢asovy tsek se klidné mize zvolit se-
kunda a za charakteristickou hmotnost klidné kilogram, protoze ve statickém

pripadé nehraji tyto velic¢iny roli. Charakteristicka délka dg uz byla omezena pod-

minkou (2.28)) na
o S 507
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takze vztahy mezi bezrozmérnymi veli¢inami znacenymi # a témi ptivodnimi jsou

Kvili prehlednosti znaceni véak budeme nadile znak # vynechévat.
Spolu s vyse zminénym prechodem k posunuti prejde bilance sil (2.20) na

/ F(x' — x,u(x) —u(x))dx' +b(x) =0, xeQ\Qp,
QNB(x, 2)

u(x) =up(x), x€Qp,

upravend bilance momentu sil (2.8]) na
/Q/QmB(x, [%)(X/ —x+u(x) —ux)) x f(x' —x,u(x) — u(x))dx’dx = 0,
funkciondl (2.23]) na
1,
//QQB(X 5 (x' —x,u(x') —u(x)) dx’' dx

+/Qb(x) -u(x)dx

a nakonec podminka (2.28]) na

4}
sup fu(x) —ux)| < = <1,
0

)
|x’—x\§%

takze ma smysl aproximace pro |a] — 0. Kvuli dalsim kapitoldm navazujicim
na ¢lanek [5] v8ak budeme horizont s : 5 < 1 znacit misto s pouze 9.

Je-li tedy posunuti malé podle uvedene definice, lze konstitutivni vztah (2 -
linearizovat v druhé proménné pomoci Taylorova rozvoje v nule. K tomu je po-
tieba existence totalniho diferencidlu funkce f(%, ). Dilezité je, Ze tato existence
se nijak neodviji od regularity deformace. Derivace podle u je

of . OF,  _ x+0)®X+1) A _
- F I
ga oW =BTy TR L
takze Tayloriv rozvoj f v proménné @ ma tvar
s o of 2
(X7 u) = aiﬁ(x70)u+ f(X70> + O(‘u‘ )
VOF s N L a -
= @TIQ(\XL!XDX@XﬂLF(!X!,IXI)H u -+ F([x[, [x[)x + O([al)
VOF, . .
ZEE(IXHXD(X-U) + F(x|, [x[) (% + 1) + O([al*)  pro [a] — 0.
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Oznacime-li
——2(|5<|, %]), F(x]) = F(%[,[%]),

lze linearizovany konstitutivni vztah psat v prehledném tvaru
f(x,a) = M\|%|)(% - )% + F(]%])(x + ). (2.29)

Funkce F' urcuje silové piisobeni mezi dvojicemi bodi, které je pritomno v refe-
renc¢ni konfiguraci. Je-li F' > 0, body se navzdjem pritahuji, pro F' < 0 se odpuzuji.
Funkce X pak souvisi s nartistem ¢i poklesem této sily zptisobenou malou zménou
vzdalenosti této dvojice v disledku deformace. Pro A > 0 sila pri oddaleni bodt
vzroste. Pri predstavé vazby x jako pruzinky, udava A jeji tuhost. Pro F' # 0 neni
tato pruzinka v referen¢ni konfiguraci v rovnovazné poloze, ale podle znaménka
F' je bud stlacend nebo natazena.

Linearizovany konstitutivni vztah f pro hustotu vzajemné sily je tak souctem
dvou ¢lent. Prvni ¢len A udava velikost silového plisobeni, které je rovnobézné
s vazbou v referenc¢ni konfiguraci, druhému clenu s F' pak odpovida piisobeni rov-
nobézné s vazbou v deformované konfiguraci. Bilance momentu sil platna
pro bond-based material, tak pro linearizovany konstitutivni vztah neni splnéna
presné, ale kvili A ¢lenu pouze ptriblizné v ¢lenech prvniho fadu. To je ovsem
na trovni zvolené aproximace prijatelné (srovnej [22, Def. 4.3]).

Kvadraticky potencial pro linearizovanou f je

(%, ) = AR @) + 3 F(=)aP + F()%

Pro pozdéjsi ucely bude vhodné tento potencial normalizovat na

NP Lloine - Lo~ e~ e
D%, @) = SA(X) (X @) + SF(R)A] + F(R)% - 0+ kxsos (X)X (2.30)
tak, aby bylo @(x, 1) > 0. Konstanta & > 0 je volena nasledovné. Necht existuji
konstanty C, ¢y > 0 takové, ze

C > F(s) > cox,6(5) aA(s)>0 pros.v.se (0, + o0o);

Pak s pomoci téchto odhadt a vazené Youngovy nerovnosti je

Nl Co N~ N | [ N
(%, 8) = D, (RN = Oxao, ®IR]E]+ bxeon ®)KP (231)
> XB(0,6(X)(C'[a]* = C"[%|* + k[x[?). (2.32)

Staci tedy volit & > C”.
Tuto kapitolu bychom zakoncili vétou o existenci feseni prevzatou z [4, véta
5.1]. Symbol £(€2) zna¢{ Lebesgueovsky méfitelné podmnoziny €2 a B(R?) Borelov-

sky méfitelné podmnoziny R?. Kladnd a zdpornd ¢ast je znacena f = max{f, 0},

f~ = —min{f,0}.

Véta 2.1. Necht Q C R" je lipschitzovskd oblast, § > 0 a 1 < p < oo. Necht
ddle Qp C Q0 je meritelnd mnoZina kladné miry. Bud funkce w : 2 x R* — R
L(Q) x B(RY) meéritelnd. Predpoklddejme, Ze
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1. ezistuje co > 0 takové, Ze
w(X, @) > coxpo,s)(X) AP pro s.v. x € Q a Vi € RY

2. existuji ay € L'() a C > 0 takové, Ze

w(x, 1) < a1 (X) + ClalP  pro s.v. x € Q a Vi € R

3. w(X,-) je zdola polospojitd pro s.v. X € €0;

4. pro s.v. x € Q a viechna u € LP(Q2,RY) je funkce
N / w(x' — x,u(x’) —y)dx’
Q

konvexni v R?;

Necht G : Q x R? — R je L(2) x B(RY) méritelnd a spliuje pro s.v. x € ,
ze funkce G(x,-) je konkduni, shora polospojitd a

(x) + alyl?,

Gi(xy) <
X (x) +as(x)-y prosv.x€QaVy R

a2
G+( 7Y) S Qg

pro néjaké 1 < q < p, c; > 0, ay € L'(Q) a ag € LP(Q,RY). Necht uy €
LP(Qp, RY) sphiugje

/ G (x,0)dx + G~ (x,u0(x)) dx < 0.
2\

Qp
Necht
A={uec ?(QRY) :u=1uy s.v. v Qp}.

Pak v A existuje minimizér funkciondlu

Z(u) = /Q/Qw(x’ —x,u(x’) — u(x))dx'dx — /QG(x,u(x)) dx.

V této situaci je n = d = 3 a p = 2. Pozadavky na funkce X\, F' a b tedy jsou
nasledujici (pfipomenme, ze F' = A = 0 na (0, + 00)).

Véta 2.2. Necht Q C R? je lipschitzovskd oblast a § > 0. Necht ddle Qp C 2° je
meéritelnd mnozina kladné miry. Budte funkce A : (0, +00) = R a F : (0, +o0) —
R meritelné. Predpoklidejme, Ze

1. existuje co > 0 takové, Ze
F(s) > cox(o,6)(s) aA(s) >0 pros.wv. s e (0, +00);

2. existuje C' > 0 takové, Ze

F(s) <C a\s)< pro s.v. s € (0, + 00);

2l Q
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Budb € LY(Q,R3) pro néjaké ¢ > 2, ug € L*(Qp, R?) a necht
A={uec L*(QRY) :u=1uy s.v. vQp}.

Pak v A existuje minimizér funkciondlu

Z(u) = /Q/Q;w(x’ —x,u(x') — u(x))dx'dx — / b(x) - u(x) dx.

Q

Dikaz. Staci ovérit predpoklady predeslé véty pro

Ziejmé je pak funkce w je spojita v druhé proménné a tedy Borelovsky méritelna.
Diky meéritelnosti funkci A a F' je méfitelnd v prvni proménné.

Dolni odhad w uz za téchto predpokladi byl v podstaté dokézan v ([2.32))
a horni odhad w plati diky nasledujicimu hornimu odhadu w

DO | —

(%, 1)

VAN

(2] | N N s
ARDIXPP[a)” + SE(RDIaP + FO)XI[a] + kxpe.o (X)X (2.33)

| Q

El
[N}

Coig 1 o 1 e
+ S0P+ SF(RDIRP + S F(RDIAP + kxse,s (X)X (2.34)

IA
ks

=

c e
P (5 +8) xoos RIKE (2.35)

Diky konvexnosti @ v druhé proménné je konvexni i funkce
y / w(x' — x,u(x’) —y)dx’
Q

pro s.v. x €  a viechna u € LP(Q,R%).
Stejné snadno se ovéri, ze volba

G(x,u) := b(x) - u(x)

splnuje potrebné predpoklady. O
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Kapitola 3

Porovnani bond-based
peridynamiky s elasticitou

V této kapitole se zamérime na porovnani peridynamiky s elasticitou. Nejdrive
stru¢né shrneme rizné pristupy k této problematice poc¢inaje uz prvnim ¢lankem
o peridynamice [21]. Pak ukdzeme, jak z bond-based peridynamického konsti-
tutivniho modelu spocitat Cauchyho a nésledné prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor
nap¢ti a nakonec pouzijeme vysledek z [5] ke spocteni I'-limity linearizované pe-
ridynamiky:.

3.1 Driveéjsi porovnani peridynamiky s elastici-
tou

Prvni porovnani peridynamiky s elasticitou je provedeno uz v prvnim c¢lanku
[21]. Pri homogenni deformaci se pomoci hustoty ulozené energie porovnava mi-
kroelasticky materidl s hyperelastickym ([2I, kap. 7]). Ve funkcionalu energie
je vnitini integral spolu s 3 interpretovén jako hustota uloZené energie.
Pro homogenni deformaci se pomoci d4 tato hustota vyjadfit jako funkce

deformacniho gradientu F

N 1 1
W(F) == w(x, Fx)dx = = w(|x|, |[Fx|) dx
2 JanB(o, ) 2 JanB(o, )
1
== W(|%|, VX - FTFX) dx.
2 JanB(0, )

Je sestrojena tiida rtznych mikroelastickych modelti, které vsak davaji stejnou
hustotu ulozené energie popsanou vyse. Presto se vSak v experimentech citlivych
na nelokalitu lisi, jak je ndsledné ukazéno v [21, kap. 12].

Déle je pak v [21], kap. 11] porovnana linearizovana peridynamika s linearizova-
nou pruznosti. Pfesnéji fec¢eno pouze izotropni homogenni material podstupujici
infinitezimalni homogenni deformaci. Porovnani probiha nasledovné. Nejdrive je
spocten vektor

+o00
7(x,n) :/0 /95 f(x',x — sn)dx'ds
+

400 A
= / / f(x' —x+ sn,y(x') — y(x — sn)) dx’ds,
0 Q)
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kde
Q) ={x'e:(x —x)-n>0}.

Ten je nazvan vektorem plosné hustoty sily v bodé x € Q° ve sméru normaly n.
Hustota je minéna viic¢i plose v referenc¢ni konfiguraci. Na zakladé tohoto vektoru
je definovédna beznapétovd (v originale unstressed) referencéni konfigurace. V té
musi byt pro deformaci rovnou identité

7(x,n) =0, VxcQ,Vnc§.

Pro beznapétovou referencni konfiguraci a infiniteziméalni homogenni deformaci
danou gradientem

1+¢

Vy =

oo+

00
1 0, ex1,
0 1

jsou pocitany hodnoty tohoto vektoru ve smérech jednotlivych prvka kartéz-
ské baze. Takto ziskané tenzorové pole se nasledné identifikuje s prvnim Piola-
Kirchhoffovym tenzorem napéti. Ten je diky predpokladu beznapétové referencni
konfigurace symetricky, ale neni to nikde fe¢eno. Naopak se uvadi, Ze stejny vypo-
¢et by se dal provést i pro referenéni konfiguraci, AvSak necini se tak kvili mozné
nejednoznacnosti elastickych konstant (srovnej [21], ¢ast 11]). Z takto spocteného
prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru jsou nakonec spoc¢itany Lamého konstanty [

a i
0
l=p="=[ Xr)dr (3.1)

kde A je funkce z linearizovaného konstitutivniho vztahu (2.29)) pro vzdjemnou
hustotu sily. Je-li funkce A homogenni stupné 5 —« > 0 (vyznam této volby bude
ziejmy na konci kapitoly , jsou tyto konstanty po spocteni integralu rovny

2A(1)

l: = —
F= 1565 — a)

5o (3.2)

Poissontiv pomeér je tak roven i. Ma-li tedy néjaky izotropni a homogenni elas-
ticky material davat pro malé deformace stejnou odezvu, jako dany peridyna-
micky, musi mit tyto Lamého konstanty. Kvili fixnimu Poissonovu poméru i je
materidlova odezva v linearizované bond-based peridynamice znacné omezena.

Dalsi porovnani peridynamiky s elasticitou se zaméruje na limitni chovani te-
orie se stale zmensujicim se horizontem. V kontextu diskuze v ¢ésti tykajici
se bezrozmérnych veli¢in, lze tento limitni proces chapat tak, ze horizont daného
materidlu je mnohonasobné mensi, nez zvolena charakteristicka délka zkoumané
tlohy (nebo viz [24, kap. 3]). V tomto ¢lanku také pouzivaji ke zkoumani konver-
gence nasledujici tenzorové pole

V(% 1) = ;/S 7 [T+ 520+ am,x — 1) @ mdadgds(m),
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nazyvané v [25] jako peridynamicky tenzor (explicitni zavislost na case neni
v ¢lanku [25] pro veétsi piehlednost uvadéna), pro které plati

divr(x,t) :/Qf(x',x,t) dx’.

Bilance sil (2.6) tak lze psat ve tvaru
p0(x) BB y (3, 1) = div w(x, ) + b(x, 1),

ktery je formélné podobny bilanci sil v elasticité. Pro dostatecné hladkou fixni de-
formaci je pak po prislusném preskalovani zkoumana konvergence takto prepsané
rovnice. Za predpokladu uré¢ité regularity konstitutivniho modelu je ukézano, ze
limitni rovnice obsahuje divergenci tenzorového pole, které zavisi na gradientu
deformace pouze v daném bodé, jako je tomu v elasticité. Lze tak doufat, Ze
reseni peridynamické rovnice lze pro malé horizonty aproximovat pomoci feseni
limitni rovnice, ktera je formalné podobnd bilanci sil v elasticité.

Nejasnosti ohledné mechanické interpretace peridynamického tenzoru (uve-
dené v [25, kap. 6]) nds pak vedli ke konstrikci tenzorového pole v deformo-
vané konfiguraci, které nasledné identifikujeme s Cauchyovym tenzorem napéti
(viz cést . 7. ného pomoci Piolovy transformace spocteme tenzorové pole,
které identifikujeme s prvnim Piola-Kirchhoffovym tenzorem, a pomoci néhoz lze
bilanci sil rovnéz prepsat do divergentniho tvaru. Takto spocteny prvni Piola-
Kirchhoffuv tenzor se vsak od peridynamického tenzoru lisi.

Dalsi krok ve zkouméni limitniho chovani peridynamiky pak udélali mimo
jiné [5], ktefi zkoumaji limitni chovani varia¢ni formulace peridynamiky. Vyhoda
jejich pristupu je zaprvé v zahrnuti okrajovych podminek, takze je zkoumana kon-
vergence celistvé tlohy, zadruhé v pouziti [-limity. Ta je povazovana za spravné
pojeti konvergence funkciondli (viz napt. ), protoze, mimo jiné, z jeji platnosti
pak plyne, ze kazdy hromadny bod posloupnosti feseni jednotlivych tdloh je fe-
seni limitni tlohy. Coz je mnohem vic, nez jen znalost limitniho chovani rovnic
¢i funkcionaltt v pevném bodé. Mame tak zajisténo, ze pro malé horizonty se
minimizéry peridynamického funkciondlu energie lisi malo od minimizért limitni
hyperelastické energie. Mimo jiné autori [5] ukazuji, Ze limitni tloha se sestéva
z minimalizace funkciondlu, ktery ma stejny tvar jako v hyperelasticité. Neresi
vsak otazku objektivity hyperelastické hustoty energie. Pro horizont radové mensi
hradit klasickym lokalnim. Mikroelasticita v peridynamice je tak v ur¢itém sméru
rozsitenim hyperelasticity.

V posledni ¢asti této kapitoly jsme pak pouzili vysledek z [5] k zodpovézeni
otazky, jestli I'-limitou linearizované peridynamiky je linearizovana elasticita.
Nebo-li, jestli je linearizovana peridynamika rozsitenim linearizované elasticity
ve smyslu popsaném vyse. Ukazuje se, ze pro nékteré peridynamické potenci-
aly w, nema limitni hustota ulozené energie stejny tvar jako ta v linearizované
elasticité, protoze zavisi i na nesymetrické ¢asti gradientu posunuti. Neni tedy
v kontextu linearni elasticity objektivni. Pro malé horizonty se tak odezva line-
arntho peridynamického materialu lisi od odezvy linedrniho elastického.
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3.2 Odvozeni Cauchyho a 1. Piola-Kirchhoffova
tenzoru napéti

Jak bylo feceno v kapitole [I], v elasticité jsou vnitini sily pusobici v télese
popsany pomoci Cauchyho tenzoru napéti, poptipadé z ného odvozeného 1. Piola-
Krichhoffova tenzoru napéti. V peridynamice je toto ptsobeni popsano hustotou
vzajemné sily f. V této kapitole se pokusime vyjadrit oba tenzory pomoci této
hustoty. Pomoci tohoto vztahu pak vysetfime symetrii obou tenzort v zavislosti
na konstitutivnim vztahu pro f. Motivaci téchto vypoc¢ti pro nas byly jednak
nejasnosti ohledné mechanické interpretace peridynamického tenzoru v(x), jednak
snaha o ¢dstecné vysvétleni vysledku ziskaného I'-limitou v ¢dsti [3.3

V celé této casti budeme pro vétsi prehlednost vynechavat explicitni zavis-
lost na case, protoze zde neni diilezita. Vsechny nasledujici uvahy vsak ztstavaji
v platnosti i pro casové zavislé deformace, protoze se odehravaji v libovolném
fixnim case.

Kromé hustoty f viic¢i objemu v referencéni konfiguraci, budeme potirebovat
hustotu sily vici deformované konfiguraci fy, ktera je dand vztahem

fy(x}, xy) det Vy(x') det Vy(x) = f(x',x), x|, =y(X),xy, =y(x). (3.3)

y

7 technickych divodt polozme
fy(x},xy) = f(x',x) =0, jelix' ¢ Q nebo x' ¢ Q.

Cauchyho tenzor napéti T(Xy) spocitdme pomoci Cauchyho vektoru napéti
t(Xy, n). Ten ma vyznam plosné hustoty sily v bodé x, vzhledem k plose s jednot-
kovou normélou n. Necht tedy plocha s normalou n prochézi bodem xy a rozdéluje
deformované téleso y(€2) na dvé podmnoziny

Y(Q)+ = {xy € y(Q) : (xy —Xy) -0 >0},
y(Q)- = {xy € y(Q) : (xy =Xy) -0 < 0}.

Sila, kterou ¢ast y(€2), ptsobi na ¢ast y(2)_ je podle vyznamu f;, rovna

Fly@u (@)= [ ]l xy) dx dxy. (3.4)

Déle vektor n doplime do kladné orientované ortogonalni baze a necht Q znaci
matici prechodu od této baze ke kanonické bézi {e;, es, es}. Potom je

Q'Q=1 detQ=1, Q'n=¢ (3.5)
a tedy po pouziti substituce
x, =Xy +Qu', xy =X, +Qu
prejde rovnost (3.4) na tvar

Fy(€)+, y(€)-)
400 +oo 0 +oo+oo

TTIT

—00 —O0 —OO

f,(xy, + Qu', %y + Qu) du) dub, duj duy dus dus,

O\ér
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kde

'Ll/ = (u/17u/27 U’:IS)Tv u= (u17u27 u3>T-

Kazdou dvojici bodu u’, u lezicich v opa¢nych poloprostorech muzeme spojit
vektorem, ktery protne rovinu {u € R3: u; = 0} pravé v jednom bodé p. Taktéz
je presné urcena délka vektoru u’—p a u—p, jakoz i jejich smér. Naopak udame-li
pevné bod p a smér m vektoru u’ — p (vektor u — p ma smér presné opacny)

0,%), ¢ € (0,2m)},

p = (0,p2,p3)", m € {(cosb, sinfcos g, sinfsinp)’ : 0 € ( 5
(3.6)

stacf uz zadat jen délku vektorit @ a 3 a mame jasné urcenou dvojici bodt xy,
Xy, které na sebe plisobi. Zapsano do vzorci, pouZijeme substituci
! 9 ! . 8 ! . 6 .
u; = acost, Uy = Po + SIN G COS , U = p3 + asinfsin g,

u; = —f cosé, Uy = pg — [ sinf cos p, uz = p3 — [sinfsin ¢,

s jakobidnem

—asinf 0 cosf 0 0 0
acosfcosy —asinfsing sinfcosp 0 10
7 acosfsing  asinfcosp sinfsing 0 0 1
[sinf 0 0 —cosf 0 0
—fcosfcosy [sinfsing 0 —sinflcosp 1 0
—fcosfsing —Qfsinfcosp 0 —sinfsing 0 1

= —(a+ B)?cosfsin b,

kde
0 c (O,g), v € (0,2m), a,B€ (0, +00), po,p3, € (—00, + 00).

Snadno se ovéri, ze tato je prostd, spojité diferencovatelna a jakobidn je ruzny
od nuly. Plisobici sila se tak da zapsat ve tvaru

Fly(Q)+,y(2)-)

LI

(a+ B)* £, (Xy + Q(p + am), Xy + Q(p — fm)) cos O sin
dfdy dadf dps dps,

[SIE]

kde je vidét hledand plosnd hustota v bodé¢ p = 0, ktery odpovidd bodu x,
na hraniéni plose. Cauchyho vektor napéti t(xy, n) se tak spocita jako

t(Xy, n)
+00 +o00 27 72r

:0/0/0/0/044-5 v(Xy + aQm, X, — fQm) cos fsin 6 df dp dadf.
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Diky symetrii integrandu se po posunuti meze na 6 € (0,7) a vydéleni dvéma
vysledek nezméni. Dva vnitini integraly tak spolu s faktorem sin 6 tak lze zapsat
jako integral pres jednotkovou sféru

t(Xy,n)
+00 400

///O“"ﬂQf(Xy‘i‘OéQm Xy — AQm) cos 0 dS(m) da dp.

Déle podle (3.6) a (3.5)) plati

cosh=m-e;=m-Q'n=Qm-n,
takze je

t(xy,n)
“+00 00

;/ //a+5 y(Xy + aQm, xy — SQm)(Qm - n) dS(m) dadp.

Nakonec pouzijeme substituci pro plosny integral (viz napf. [§])
m =Qm, dS(m’)=|(detQ)Q "m|dS(m) = dS(m).

Plosny element se tedy nijak neméni a protoze bychom si radi ponechali staré zna-
¢eni, budeme novou proménnou znacit stale m. Vysledny tvar Cauchyho vektoru
napeéti tak je

t(Xy, n)
+o00 +o00

:;/ //a+5 (%, + am, %, — Am)(m - n) dS(m) da dg.

Geometricky 1ze tento vysledek interpretovat jako tok silového ptisobeni skrze
bod x,.

Ze tvaru integrandu je patrno, ze Cauchyho tenzor napéti je roven

“+00 400

1
Te(xy) = 5/ //a+ﬁ (%, + am, %y — fm) ® mdS(m)dadf. (3.7)
Je vidét, Ze pokud je silové ptlisobeni f, rovnobéiné s vazbou v deformované
konfiguraci
%y -+ am — (%, — Am) = (@ + Am

je Cauchyho tenzor symetricky. Je tedy splnéna bilance momentu sil formulo-
vana v elasticité. Pfipometime, Ze bilance momentu sil postulovand v (2.8)), vedla
v bond-based peridynamice pravé na pozadavek této rovnobéznosti.
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Pomoci Piolovy transformace Cauchyho tenzoru se da spocitat prvni Piola-
Kirchhofftiv tenzor napéti v zévislosti na hustoté vzéjemné sily f,

Ty.(x) = det VY(f)Tc(iy)(VY(i))_T

det Vy / / /
0 0
(a + 5)2 fy(Xy + am, Xy — fm) ® (Vy(f())_lm
dS(m)dadp,
kde Xy, = y(x). Vztahem (3.3) mezi hustotou v deformované a referencni konfi-

guraci lze tento tenzor vyjadrit pomoci hustoty f

Ty () = detVy +/°°+/°° /

fly '(y(x) + am),y”!(y(X) — fm))
det Vy(y~!(y(x) + am)) det Vy(y " (y(x) — fm))
dS(m) da dg.

(a+B) ® (Vy(x)) 'm

Na rozdil od Cauchyho tenzoru neni prvni Piola-Kirchhoffiiv obecné symetricky.
Oba tyto tenzory maji diky jejich konstrukci stejny fyzikdlni vyznam jako v elas-
ticité. Navic, jak za chvili ukazeme, je pro dostatecné regularni deformace jejich
divergence rovna objemové hustoté sil vaci patricné konfiguraci.

V bond-based peridynamice je

f(xl7 X, t) = f(xl - X, Y(X,) - Y(X))a

takze podle vztahu (3.3) mezi hustotami f a f, mame

fly'(p) —y (a),p — q)
det Vy(y~1(p)) det Vy(y~1(q))’

Tato hustota je pro fixni deformaci funkci dvou proménnych p a q a jeji regularita
zalezi pouze na regularité deformace y a konstitutivniho vztahu f. Ke spocteni
divergence Cauchyho tenzoru pouziji vysledek z [25] véta 3| a formélni podobnosti
tenzorovych poli T¢(Xy) a v(x). Oba tenzory jsou totiz pocitany analogicky jen
s tim rozdilem, ze T¢(Xy) je poc¢itany v deformované konfiguraci, kdezto v(x)
v referen¢ni konfiguraci. Oznac¢me

Z:={(p.q) eR’:p=q}

a uvedme znéni prevzaté véty.

fy(p,q) =

Véta 3.1. Necht je dina deformace y : Q — R3, bud £y je odpovidajici hus-
tota vzajemné sily a necht To(Xy) je dan vztahem (3.7). Je-li zdroven £y, spojité
diferencovatelnd na (R®> x R¥)\ Z a

fy(p,q) = o(lp —q|™?) pro |p — q| — o0,
pak

divy, Teo(xy) :/ x;, VX, € y(92).

y (2
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Poznamka. Pozadavek na dostatecné rychly pokles hustoty vzajemné sily je snad-
no splnén. Je-li totiz deformace spojita az do hranice €2, je y(£2) omezena a pro
body vné deformovaného télesa je f, nulova.

7 vlastnosti Piolovy transformace, véty o substituci pro objemovy integral
a vztahu mezi f; a f; plyne

divy T, (%) = det Vy(X) divy, Te(%y) = det Vy(X) / PRACH S
y(©2

:/ny(xg,,iy) det Vy(x) det Vy(xX') dx/:/Qf(x’,i) dx’.

Takze stejné jako tenzor v(x), umoznuje T (X) prepsat peridynamickou bilanci
hybnosti do divergentniho tvaru. Navic je to skutecné prvni Piola-Kirchoffav
tenzor, protoze je ziskany Piolovou transformaci Cauchyho tenzoru, ktery byl
zietelné odvozen z pojmu napéti v deformované konfiguraci. Umoznuje tak lepsi
porovnani s elasticitou, nez jen prepsani rovnice do formalné stejného tvaru. Dale
pak tenzor ziskany inverzni Piolovou transformaci z peridynamického tenzoru
v(x) je symetricky pouze pro homogenni deformace.

Uvedme jesté, jak se prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor zjednodusi pro homogenni
deformaci y(x) = Fx

T = [ [ [atsria+ HF 'm0+ Hm)eFm  (33)
0 0 §2
dS(m) da ds.
(3.9)

Je vidét, Ze pro homogenni deformaci je T, ur¢ité symetricky, je-li smér silového
pusobeni rovnobézny s vazbou v referencni konfiguraci. To plati i pro peridyna-
micky tenzor v, ktery se vSak s T neshoduje ani pro homogenni deformace.

3.3 [I-limita linearizované bond-based peridyna-
miky

V této Casti navazeme na vysledek uvedeny v [5]. Struéné popiseme jejich vy-
pocet I'-limity a zformulujeme predpoklady na funkce A a F', urcujici potencial
w v linearizované peridynamice, za kterych lze pouzit véta o I'-limité dokazana
v [5]. Nakonec vyjadiime limitni hustotu uloZené energie prehledné pomoci gradi-
entu posunuti- Z tohoto tvaru je pak jasné patrné, ze pro nékteré peridynamické
potencialy w neni limitni hustota objektivni, protoze zavisi i na nesymetrické
casti gradientu posunuti.

Pripomenme, Ze varia¢ni formulace peridynamiky v posunuti se sestava z mi-
nimalizace funkcionalu

1.
//QﬂBxé 50 (x' — x,u(x’) — u(x))dx'dx+/9b(x)-u(x)dx,
na mnoziné

A={u: Q= Ru=uyv Qp}.
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V ¢lanku [5] zkoumaji piipad

- I ) — dx'd
/Q/ng(xy&)w(x x,u(x') — u(x)) dx’' dx,

={u: LP(QRY);u=muy v Q},

QCR,prol <p<oo,ne{23ade {1,2,3} au € WHe(Q,R?).
Navic jesté uvazuji zavislost potencidlu na prostorové proménné w(x, X, ), takze
jejich prace pokryva i nehomogenni materialy. Protoze nasim cilem je zkoumani
linearizované peridynamiky pro homogenni materidly, nebudeme tuto zavislost
uvadét. Déle je v nasi situacip=2,n=d=3a

Vynechéani funkciondlu vnéjsich sil nijak neubird na obecnosti, protoze I'-konver-
gence je stabilni vuci spojitym perturbacim (viz [7, pozn. 2.2 a ¢ast 4]). Je-li
tedy funkcional vnéjsich sil spojity, coz je nas pripad podle predpokladii ve véte
[2.2] bude konvergence platit i po jeho pfi¢teni jak ke zkoumanému funkciondlu,
tak ke I'-limité. Limita je pak pocitdna pro fixni funkeci w(x, @) a méni se pouze
integrac¢ni obor vnitfniho integralu a defini¢ni obor funkciondlu As. Predpoklada
se, Ze rust a koercivita funkce w(x, 1) mé ptibliZznou podobu

w(X, ) ~

Potencial je tak, zhruba feceno, skoro homogenni stupné g := p — a. Zkouma se
pak konvergence preskalovaného funkcionalu (je n+ 8 > 0)

Is(u) = Tg’j;?/ /QmB (x,6) w(x' —x,u(x) —u(x))dx'dx, ue LP(Q,R?).
(3.10)
Samotny potencidl w(x, 1) presto homogenni byt nemusi. Protoze nas zajima

situace pro d — 0, staci aby byl potencial témér homogenni v okoli (0, 0). Presnéji
reCeno, je potreba existence limity

1
w (%, 1) = lim (1%, ). (3.11)

Je pfirozené, ze chovani limitni tlohy je ddno pravé funkei w°(x, ), kterd uz je
homogenni stupné . Z této funkce je pak sestrojena hustota ulozené energie

o(H) = /S w’(z,Hz) dS(2). (3.12)

Pro n = 3 znaci dS(z) plosny element na jednotkové sfére, pro n = 2 délkovy ele-
ment na jednotkovém kruhu. Ukazuje se, Ze limita funkcionalu I5(u), pro hladké

u, je

I(u) := /Q @(Vu(x)) dx.
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Pokusime se alespon zhruba nastinit, pro¢ je limitni hustota pravé takového tvaru.
Pro malé x, je diky hladkosti u malé i u, takze diky (3.11)) médme w(x,0) ~
w®(X, ). Pro maly horizont ¢ je proto

Is(u) = ny:? / /QQB o) w(x' —x,u(x’') —u(x)) dx'dx

Tg’:f / /QmB (x, ) (x' = x,u(x') — u(x)) dx'dx.

Q

Déle je pro maly horizont diky hladkosti 1 & Vu(x)X, nac¢ez mame

n_l_ﬂ o/ / /
5 o o 706 = 16) = o))

n+ 0
N s //Qmeé (x' — x, Vu(x)(x' — x)) dx'dx

_n+p o/~ o~
= —iF /Q/QNB(O,&)U) (x, Vu(x)x) dxdx,

kde jsme v posledni rovnosti pouzili substituci x = x’ — x. Pro malé § je také
mira Q \ Q° mald, diky ¢emuz miiZeme psat

n+ 0 o/n g

o /Q/QﬂB(O,&)w (x, Vu(x)x) dxdx
n+p o~ N

~ W/m /B(O’(S)w (%, Vu(x)x) dxdx.

Pro libovolné H € Rd x n pak pouzitim co-area formule (viz [5, lemma 5]),
substituci X = tz pro z € S"~!, homogenité funkce w° a definici w v (3.12))

5
o/ H~ % — O/~ H~ ~
/B(o,a)w (x, Hx) dx /0 /(93(07t)w (x, Hx) dS(x)dt
5
= / / t" 1w (tz, tHz) dS(X)dt
Sn—1
—/t’”ﬁ 1dt/7 °(z,Hz) dS(x)

e
= n+5w(H).

V tomto misté je jasny duvod zvoleného Skdlovani v ([3.10). Kombinaci tohoto
vysledku s predeslym Tetézcem aproximaci dostavame

Is(u) %/Qw(Vu(x))dx.

Podrobné znéni a dukaz lze nalézt v [0, véta 9].
K definici limitni hustoty ulozené energie budeme potiebovat nasledujici de-
finici (viz napt. [9]).

Definice 3.2 (Kvazikonvexita). Borelovsky méritelnd a lokdlné omezend funkce
v: R = R se nazjvd kvazikonvexni, jestlize plati

v(H) < o) v(H+ Ve(x))dx, Vee Wol’oo(((), 1)",Rd).
0,1)"
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Hustotu W pak definujeme jako kvazikonvexni obalku (nebo kvazikonvexifi-
kaci) funkce w

W(H) := Quw(H) = sup{v(H) : v < w a v je kvazikonvexni}, VH € R™".

V nasem pripadé je situace o néco jednodussi. Jak ukazeme pozdéji, je funkce
w konvexni a tedy i kvazikonvexni (viz napt. [10, véta 5.3]), takze je rovna své
kvazikonvexni obalce. Limitni tloha se pak sestava z minimalizace funkcionalu

1 =1 W d
(W) = [ W(Vu(x) dx,
na mnoziné
B:={uecW"?(Q R :u=uyv N} (3.13)

Rovnost u = ug je pak chapana ve smyslu stop. Defini¢ni obor limitni funkci-
ondlu I tak je WLP(Q,R?), zatimco funkcionély I5 jsou definovany na prostoru
LP(Q,R?). Tato zména definiénfho oboru vsak neni v I'-konvergenci nijak neob-
vykla.

Nyni mizeme uvést znéni hlavni véty z clanku [5], totiz I'-konvergenci funkcio-
nala 5 k funkciondlu I pro 6 — 0 v silné (normové) topologii prostoru LP(2, R%),
pro Dirichletovy okrajové podminky. Znaceni § — 0 je potfeba chéapat v nasleduji-
cim smyslu. Zvolime libovolnou pevnou posloupnost kladnych ¢isel konvergujicich
k nule. Pismeno 0 pak znaci ¢len této posloupnosti, takze vyrazem ,pro kazdé
0 > 0“ znamend ,pro kazdy ¢len § této posloupnosti“. Dale pak vSechny kon-
vergence zahrnujici § jsou ve smyslu konvergence zvolené posloupnosti k nule,
zkracené psano 6 — 0. Napriklad ve vyrazu us — u se rozumi, ze tato konver-
gence plati pro o6 — 0.

Véta 3.3. Bud 1 <p < oo, @ <n+p apoloZme 3 :=p—a. Necht @ CR" je
omezend lipschitzovskd oblast. Bud ug € W1°(Q,R?) a necht w : Q x R? — R
splnuje nasledujici podminky:

1. w je £(Q) x B(RY) méritelnd;

2. existuje ro > 0 takové, Ze pro s.v. x € ), vSechna 0 < r < rq a vSechna
0 > 0 je funkce

/

/ w(x' —x,-)dx
QrNB(x,9)

konvexni v R?;
3. existuji 1y : Q — [0, + o0] a by € LY(S* 1), 1y > 0, takové, Ze

1
;ﬂwo(tZ) —to(z)| <0 (3.14)

lim sup ess sup
t—0t zeSn—1

a existuje cy > 0 takové, Ze

o af?
max{0, CoX B(0, ) (%) @

— (%)} <w(%, @), VxeQVaeR
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4. existuji iy : Q@ — [0, +00] a P, h € L'(S"1), ¢y, h > 0 takové, Ze

1 3
lim sup ess sup Lﬁ@/)l (tz) —U1(z)| <0

t—0t zeSn-1

. i
w(x,d) <h () ||;||a + (%), V%€ Q,vaeR:

5. funkce w® : (R™\ {0}) x R? — R definovand vztahem

o(% N P
w’(X,0) == t1_1>ron+ t—ﬁw(tx,tu)

je pro kazdij kompakt K C R? zaprvé stejnomérné spojitd v S x K a za-

druhé splnugje

I Lo, t0) — o (%, @) = 0
im sup sup|—w(tx,ta) —w°(x,a)| = 0.
t—0t gegvgl ﬁe[l:()' tﬁ

Pak plati
1. Pro kazdé § > 0 necht us € As spliuje

sup Is(us) < oo.
5

Pak existuje u € B takové, Ze pro podposloupnoust us — u v LP(Q, RY).
2. Pro kaZdé 6 > 0 necht us € A; a us — u € B v LP(Q,R?). Pak

I(u) < liminf I5(uy).
6—0

3. Pro kazZdé u € B a kazdé § > 0 existuje us € As takové, Ze us — u a

lim sup I5(us) < I(u).
6—0

Pozndmka. Predpoklad na koercivitu (3.14)) funkce w(x, @) je ve skutecnosti uve-
den v ¢lanku [5] ve tvaru

—o — Y} <w(km), VxeQVvaeRY

Domnivame se vSak, ze jde o preklep. Zaprvé sami autori komentuji fakt, ze
w(x,:) = 0 pro |X| > 4§, a takova funkce zjevné tento predpoklad nespliuje (viz
komentéare k predpokladim (W1)-(W5) na str. 7 v [5]). Zadruhé, coz je hlavni,
je tento predpoklad pouzit jen v [5l, dk. r-ce (22), r-ce (32)], a v obou téchto
situacich je dostacujici predpoklad uvedeny vyse ve véteé.

Pozndmka. Aby toto tvrzeni byla I'-konvergence na prostoru X = LP(Q,R%)
ve standardnim smyslu, museli by se funkcionaly Is a I dodefinovat plus neko-
necnem mimo své prirozené definiéni obory Ajs, respektive B. Toto rozsiteni by
vsak podle autoru [5] ¢inilo znéni této véty méné prehlednym.
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V pripadé linearizované peridynamiky, kterym se zabyvame, je d = n = 3
a p = 2. Navic pro o # 0 je potieba potencial @ normalizovat pomoci ¢lenu
k|X|*~*XB(0,)(X), se stejnou konstantou k > 0 (viz rovnice a nasledujici
diskuse v casti

(%, ) = AR ) + L PN + F(RI% -+ ko)
(3.15)

Véta 3.4. Bud o < 5 a poloime B = 2 — . Necht Q C R3 je omezend
lipschitzovskd oblast. Bud ug € WH(Q,R?) a necht funkce X : (0, + o0) — R
a F: (0, + 00) — R jsou méritelné. Predpokladejme ddle, Ze

1. ezistuje co > 0 takové, Ze

Co

F(s) > x,6(s)— aA(s) >0 proswv. se (0, +00);
SOZ
2. ezistuje C > 0 takové, Ze
C C
F(s) < o ¢ A(s) < 2o Drosv.s€ (0, + 00);

3. pro kazdé s > 0 existuji limity

X°(s) := lim t*T2\(ts), F°(s):= lim t*F(ts).

t—0+ t—0+

Pak plati zaver predchozi véty pro
. ., .
w(x,0) = iw(x, ).

Diikaz. Prvni dva body se ovéri stejné jako v diikazu existencni véty. Stejné tak
treti bod, kde staci volit g = 19 = 0. Ve ¢tvrtém bodeé se voli

e 1
2<+k), h=

B 1 /C 19— ~
(%) = 3 (2 + k) XB(,5(X)[X[*7Y Uy 5 2
jak je videt z ([2.35]).

Zbyva ovérit posledni predpoklad. Je

11 (1, 1
=30 e (2““"““" )7+ PRI

+ F(Zf’)ﬂ)tf( -ta + k‘tf(|27aXB(0,5) (tf())

+t*F(tx))% - 0+ kx> *X B0, (ti)) ,
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Pouzitim definic \° a F*° tak mame
o(s =~ 1o~~~2lo~~21o~~~k~2704
w'(x,m) = A (%)) (x-a)” + S Fo(x])|[al” + SFo(x)x - a+ 5 [x[7 "
4 4 2 2
V mnoziné S"! x K je
oy o~ 1 o S ~\2 1 o ~ |2 1 o > o~
w (X,u)zi)\ (1)(x- 1) +ZF (1)|al +§F (Hx-u+

zfejmé spojitd a protoze i S"! x K je kompakt, je na ném spojita stejnomérné.
Nakonec existuje C' > 0 takova, ze pro u € K je |a] < C, takze

i R ) - v (%, )
im sup sup|—w(tx,tu) —w’(x, 0
t—0+t :*ceS"p*1 ﬁelg 8

) ta+2 o +o o
=5 lim Sup sup | A)(x-0)" + S F()lal
+t*F(t)x -+ kX B(o,s) (tx)
1 1
— 2 A°(1)(x-0) — 5F°(1)\~|2 —F°()%x -1 — k'
Ly ¢ tT2IN(E) — A°(1)| + 0—2 t*F(t) — F°(1)
=250 \ 2 2
+ O tO‘F(t) — Fo(l)’ + k? XB(D,&)(DNQ — 1‘)
=0
z definice funkei \° a F°. n

Pozndmka. Aby byly splnény predpoklady existencni véty 2.2] je tfeba volit o =
0.

Na rozdil od autort ¢lanku [5], povazujeme za vhodnéjsi pouzit skélovani

1
gn+B

/ / w(x' — x,u(x’) —u(x))dx'dx, ue LP(Q,RY), (3.16)
Q JONB(x,9)

to jest neprendsobit puvodni funkcional konstantou n + 8 > 0. Z matematického
hlediska neméa tato zména skalovani zadny vyznam, je ale dilezita pro materia-
lové koeficienty dané limitni hustotou ulozené energie. Protoze je tato konstanta
kladné, mtizeme s ni podélit funkciondly Is i I a zavér véty zlistane platny.
Pripomenme, Ze v nasem piipadé je p=2an+ =5 — «.

Jednotlivé funkce pouzité k vypoctu limity jsou rovny

w(%, ) = S (% 1)
IRV EDRIN BN o
= RN G 2+ L PGRDIE + LRRDR - 8+ B (OIRE
olS ™ 1 o/l 3 o 1 o1 | 1 o\ . k. —«
WP ) = DA+ P RDAR + L% a e,
w(H) = [ le/\"(l)(Hz 2+ iF°(1)|Hz|2 + ;FO(l)(Hz 2) + ]; d5(z).
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Funkce w(H) je tedy opravdu konvexni, takze jeji kvazikonvexifikace neni nutna.
Po podéleni konstantou 5 — « je tak limitni funkcional roven

I(u) = 5ia/Qu_)(Vu(x))dx.
Polozme
W(H) = - ~w(H) (3.17)
=5 i o /S iX’(l)(Hz ‘2)" + iF"(l)IHle + ;F"(l)(Hz .2)dS(z).

(3.18)

Konstantu £ jsme vynechali, protoze nebude mit v nasledujicich ivahéach zadny
vyznam. RozepiSeme-li definici W ve slozkach H, dostaneme

W(H) = H;;Hy <4 M) Fo{1)

G—a) /Sn—l zizjzpz dS(z) + iG-a)

Oik - 22 dS(z))

1)
+ Hl]m /Sn—l ZiZj dS(Z)

Primym vypoctem se da ovérit, ze
4
/Sn_l ZiZjZkZl dS(Z) = E<5U5kl —I— 6ik5jl —I— 5il6jk’);

4dm
/SW1 2z dS(z) = ?5%

Hustota energie W (H) se pak rovna

W(H) = H,Hy (Zlg(_l;)‘fg(@jcsm 0+ Badi) + &‘g&kaﬂ)
+ HijQ(};will)égr ij>
coz lze zapsat v bezsouradnicovém tvaru jako
W (H) = M TvH + 1;?50(_1;)(% H)? (3.19)
+ 21;(2"9)&)1{5 CHE 4+ wﬂ L H. (3.20)

Hustota energie obsahuje linearni ¢len, coz odpovidd nenulovému predpéti
v referen¢ni konfiguraci
0 _ 2w F°(1) ‘
3(b—a)
To neni prekvapivy vysledek, protoze nenulovy ¢len F(|X|) v peridynamické ener-
gii (3.15)) odpovida nenulovému silovému ptsobeni mezi body v referencéni konfi-
guraci. Avsak pro F°(1) # 0 obsahuje tato hustota energie kvadraticky ¢len
mF°(1
LLNORPTI
3(b—a)
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ktery zavisi na celém gradientu posunuti. V kontextu linearizované pruznosti
proto neni objektivni a 1. Piola-Kirchhoffiv tenzor neni symetricky. V tomto
pripadé se tedy spoctena I'-limita neshoduje s linearizovanou elasticitou. Jinymi
slovy feceno, jednodussi kontinudlni model, kterym by §la linearizovana peridy-
namika pro malé horizonty nahradit, neni linearizovana elasticita.

Pro F°(1) = 0 pak ma limitn{ hustota energie tvar

wA°(1)

——H°: H".
15(5 — )

W(H) . 7T)\O(1)

= 5G—a) (TrH)* +2

Porovnanim tohoto tvaru s kvadratickou energii (|1.3) z linearizované elasticity
plyne

2mA°(1)

=0, l=p= 22
’ = 1505 — a)

(3.21)

Vzhledem ke skalovani faktorem 55%(1, které jsme pouzili v (3.16]), je tento vysledek
vsak pouze omezovalo mozny elasticky model, kterym by se dal ten peridynamicky
pro maly horizont nahradit. Déle se snadno ovéri, Ze pro A°(1) > 0 a okrajovou

podminku z uy = 0, splnuje funkcionél
I(u) := / W (Vu(x)) dx,
Q

predpoklady existencni véty [1.4]z ¢4sti[I.8 o linearizované elasticité. Limitn{ tiloha
ma tak pro tuto okrajovou podminku pravé jedno reseni.

Problém je, ze pozadavek

o o 1 «
0=F°(1) = %1_1)]%15 F(t) (3.22)

je v pfimém rozporu s predpokladem [I] véty [3.4] kterou tak nemtizeme pouzit.
Spor s predpokladem [3] z prevzaté véty [3.3] se dokdzat nepodafilo, avsak nepo-
darilo se ani najit funkci F' takovou, aby byly splnény obé tyto podminky.

Predpoklad [3| koercivity potencidlu w je vsak potfeba pouze k nésledujicim
vécem. Jednak k dukazu bodu (1] véty (kompaktnosti) a zadruhé k dikazu
koercivity limitni hustoty ulozené energie W. Kompaktnost je dilezitd napft.
k apriornimu diikazu existence minimizéru I'-limity. Koercivita W je pak potieba
pro klasicky diikaz existence minimizéru v hyperelasticité pro kvazikonvexni hus-
toty energie. Ani jedna z téchto véci neni potteba, protoze limitni energii mame
explicitné zadanou. K dikazu I'-limity, sklddajici se z bodt[2 a [3] ve vété tak
staci pouze nezapornost potencidlu w. Ta se ovsem dokaze snadno i bez koerci-
vity, jen je potieba mit F' > 0 a zvolit normovaci konstantu k£ = C. Konkrétné
pomoci vazené Youngovy nerovnosti mame

cre oy < L oa - e [ e
w(x, 1) = §F(!X!)!1112 — CxB(0,5) (%) [X[[a] + Cx 0,5 (%) %]
1 1
> §F(|?7<|)|ﬁl|2 - iF(|5<|)|ﬁl|2 — Cx[* + CIx[* > 0.

Pro malé a pritazlivé silové ptsobeni v referen¢ni konfiguraci, tj. F > 0 spl-
nujici podminku (3.22), je tak I-limita stejnd, jako pro F' = 0. V tomto pripadé
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lze pro malé horizonty nahradit linearizovanou peridynamiku s izotropnim homo-
gennim materialem linearizovanou pruznosti s Lamého konstantami uvedenymi
vyse. K podobnému vysledku dospéli i [I8], ktefi uvazuji i malé odpudivé sily. Ona
malost vSak neni nijak konkrétné popsana, je to vysledek je to pouze existenc¢ni.
Oproti tomu podminka jasné omezuje rust F' u nuly.
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Zaver

Pokusime se shrnout ziskané poznatky. Nejdiive podrobné rozebereme vysle-
dek I'-limity spocteny v casti K tomu pouzijeme tenzory spoctené v casti
3.2 Déle ukéZeme, Ze pro energii, kterd je objektivni v kontextu nelinearizované
peridynamiky, je i limitni hustota ulozené energie objektivni v kontextu hypere-
lasticity. Nakonec rozebereme mozné sméry dalsiho zkoumani.

Pomoci vysledku z [5] jsme v ¢asti[3.3| pocitali I-limitu funkciondlu

1 ~ / / /
W/SI/SIOB(X,é) w(x' —x,u(x’) — u(x)) dx'dx,

kde

A

(%, 1) = AR ) + 3 FIRDIP + F(RI)% -+ bsos ()1

je peridynamicky potencial pro izotropni, homogenni a linedrni material. Jeho
vlastnosti jsou plné urceny funkcemi A : [0, +00) = Ra F : [0, +00) — R, které
jsou nenulové pouze na intervalu [0, ), kde § je peridynamicky horizont. Fyzikalni
vyznam téchto funkei je podrobnéji popsén v ¢asti[2.4] V nasi préci uvazujeme
omezeni A > 0 a F' > 0, coz mimo jiné odpovida pritazlivému silovému piisobeni
pritomnému v referen¢ni konfiguraci. Vlastnosti I'-limity jsou pak jasné urceny
limitnim chovanim téchto funkei u nuly, presnéji feceno limitami

O(1Y o Tivn 4O+2 O(1Y i Tirns 4
A°(1) = }E%U At), F°(1):= tl_1>r51+t F(t).

Pro F°(1) = 0 vysel v T-limité funkciondl energie stejny jako ten pouzi-
vany v linearizované pruznosti. Také jsme urc¢ili Lamého konstanty limitni hus-
toty uloZené energie, které jsou shodné s omezenim v [21] (viz [3.2). Podminku
F°(1) = 0 lze chapat jako omezeni pro rust funkce F' u nuly, kterd urcuje si-
lové plisobeni pritomné v referen¢ni konfiguraci. Toto omezeni je dano chovanim
funkce A(s) & s*2. Silové piisobeni splitujici toto omezen{ v limité vymizi. Plati
pak nasledujici zavér. V situacich, kdy je charakteristicka délka zkoumané tlohy
nelokalni peridynamicky model nahradit jednodussim. Konkrétné linearizovanou
pruznosti s Lamého konstantami danymi vztahem [3.21] a Poissonovym pomérem
1. To je zdvér podobny tomu ze ¢lanku [18]. V ném sice autori piipousti i F < 0,
ale uvazuji, prelozeno do naseho znaceni, jen a = (. Poznamenejme jesté, ze
pro funkci F' splnujici F°(1) = 0 nejde pouzit existencni véta . Lze vsak pouzit
tvrzeni z [I1], které je dokazano pomoci nelokalni Kornovy nerovnosti.

Pro F°(1) > 0, tedy velké silové ptsobeni, které v limité nevymizi, neni I'-
limita shodna s linearizovanou pruznosti. Pro zmensujici se nelokalnost se tak
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reseni linearizované peridynamiky neblizi k zadnému feseni danému linearizova-
nou pruznosti. Linearizovanou peridynamiku pak nelze v tomto smyslu chépat
jako rozsiteni linearizované elasticity.

Pokusme se nyni alespon ¢astecné objasnit tuto neshodu linearizovanych teo-
rii. Limitni hustota ulozené energie neni objektivni v kontextu linearizované
elasticity, protoze zavisi na celém gradientu posunuti. To je ekvivalentni nesyme-
trii limitniho prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru napéti. Ten mizeme formélné
spocitat pomoci vztaht a pro limitni hustotu ulozené energie

o _OWMH) 1 9w(H)
"7 9H  5-a OH

1 ow° .
- 5—04/82 8u(z,Hz)@zdS(z)—/SQf (z,Hz) ® zdS(2)

kde pro z € S? je
1 1
f°(z,Hz) = 5/\0(1)(z -Hz)z + §F°(1)(z + Hz).

Funkce f° odpovida limitni hustoté vzajemné sily pro horizont jdouci k nule. Je-li
F°(1) = 0, je tato hustota rovnobézn4 s vazbou v referencni konfiguraci a limitni
prvni Piola-Kirchhoffuv tenzor je symetricky. Nenulové silové ptisobeni pritomné
v referen¢ni konfiguraci tak mtize zptisobovat problémy, protoze kviili nému neni
hustota vzajemné sily rovnobéznd s vazbou v referencni konfiguraci.

Nesymetrii prvniho limitniho Piola-Kirchhoffova tenzoru napéti nasvédcuje
i jeho vyjadreni pomoci hustoty vzajemné sily v , jesté pred provedenim li-
mity. Toto vyjadreni je sice zjednoduseno pro homogenni deformaci, ale pro maly
horizont je zahrnuta deformace pouze na malém okoli. Deformaci tak lze na tomto
okoli povazovat za témér homogenni. Na druhou stranu symetrie Cauchyho ten-
zoru napéti spocteného v (3.7) je zajisténa, pokud je hustota vzédjemné sily rovno-
bézna s vazbou v deformované konfiguraci. To souvisi s tim, ze ¢len s A v ,
ktery porusuje tuto rovnobéznost, splinuje bilanci momentu sil jen v ¢lenech
prvniho radu.

Prestoze pro F°(1) # 0 neni limitni hustota energie objektivni v kontextu
linearizované pruznosti, peridynamicka hustota energie @ v ramci linearizované
peridynamiky objektivni je. Splnuje totiz bilanci momentu sil v ¢lenech prvniho
radu, coz je ekvivalentni (viz [22, ¢ast 4.3, véta 4.3]).

Uvazujeme-li nelinearizovanou peridynamiku, je hustota vzajemné sily rovno-
bézna s vazbou v deformované konfiguraci. Nami spocteny Cauchyho tenzor je
tedy symetricky. Dale pripomenme reprezentaci pro peridynamicky poten-
cial
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Hustota ulozené energie pred kvazikonvexifikaci tak zavisi na gradientu defor-
mace pouze skrze pravy Cauchy-Greentiv deformacni tenzor, tudiz je objektivni.
Ze vzorce pro kvazikonvexni obalku uvedenou v [I0, véta 1.9] pak snadno plyne,
ze i limitni hustota ulozené energie W je objektivni. To je drobné rozsiteni vy-
sledku uvedeného v [5], kde otdzka objektivity limitni hustoty ulozené energie
neni zkouména.

Problém je tak zptsoben linearizaci, protoze v jejim disledku se pozadavky
na objektivitu hustot energie v jednotlivych teoriich lisi.

Na zavér diskuse uvedme jesté jednu pozndmku. V prvnim ¢lanku o peridy-
namice z roku 2000 je zminka [21) str. 200], Ze v kontextu linearizované peridyna-
miky je predpoklad F'(s) > 0,Vs € [0, +00) nefyzikalni. Vysvétleni, v ¢em by tato
nefyzikalnost méla spocivat, se nam vsak v celém ¢lanku nepodarilo nalézt. Pouze
v [21, ¢ast 9] se dokazuje, ze pro beznapétovou referencni konfiguraci musi /' meé-
nit znaménko. Je pravda, ze diky predpokladu beznapétové referencni konfigurace
vysel prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor napéti spocteny pro infinitezimalni shear-
banding symetricky, ale v ¢lanku to nikde feCeno neni. Ani ve svétle spoctené
[-limity nemame tuseni, pro¢ by mél byt pozadavek F(s) > 0,Vs € [0, 4+ 00)
nefyzikalni.

Nakonec zminime, jakym smérem by se mohlo ubirat dalsi badani. Clanek [5]
ukazuje, ze za jistych predpokladii lze peridynamicky model pro malé horizonty
nahradit hyperelasticitou. Pritom se autori zaméruji na to, aby limitni hustota
W ulozené energie méla vlastnosti, které umoznuji pouzit k dikazu existence
minimizéru primou metodu varia¢niho poc¢tu. Konkrétné kvazikonvexitu a p-riist.
Avsak z fyzikdlniho hlediska musi hustota W splnovat dalsi podminky. Kromé
objektivity, kterd byla jiz vyresena, je to napriklad pozadavek

W(F) — 400, pro det F — 0F.

Bylo by zajimavé zjistit, za jakych podminek kladenych na peridynamicky poten-
cial w by limitni hustota energie méla tuto vlastnost.

Jiny smér zkoumani by pak zahrnoval rozsiteni ziskanych vysledki na tzv.
state-based peridynamiku, ktera uvazuje bohatsi t¥idu konstitutivnich vztaht nez
puvodni bond-based peridynamika.
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