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Kapitola 1
Uvod

Tvorba tmrtnostnych tabuliek je ddlezitou stucastou Zivotného a penzijného
poistenia. Od zadiatku 21. storo¢ia v Ceskej republike vyznamne narastd oca-
vysokého veku. To nam poskytuje dostatocné mnozstvo dat pre postudenie kva-
lity potencidlnych modelov, ktoré sa snaZia proces umierania zachytit.

Cielom tejto prace je predstavit hlavné modely, ktoré sa pouzivaju pri tvorbe
umrtnostnych tabuliek pre projekciu imrtnosti do vysokych vekov a analyzovat
ich vhodnost pre ¢esk populéciu.

V teoretickej Casti sa venujeme predstaveniu jednotlivych modelov. Na jednej
strane mame oficidlne pouzivany Gompertz-Makehamov a Coale-Kiskerov model,
ktoré boli v minulosti povazované za najadekvatnejsie aj v ostatnych statoch
Eurdpy. AvSak momentélne st tieto modely pod palbou ostrej kritiky vzhladom
na preukazané nadhodnocovanie pravdepodobnosti imrtia. Na strane druhej sa
logistické modely, ktoré sa v poslednych rokoch teSia stale vicSej a viicsej oblube
a v najvyspelejsich statoch Eurdpy st uznavané ako oficadlne modely pre tvorbu
umrtnostnych tabuliek vo vysokych vekoch. Okrem nich si v préaci predstavime
aj model Heligman-Pollarda, ktory moze poslazit ako kompromis medzi tymito
dvoma pristupmi. NaSou zékladnou tlohou je odhadnit parametre vybranych
modelov a ziskat intervaly spolahlivosti pre skiimané vekové kategdrie.

V praktickej casti nasej prace sa nasledne venujeme konstrukcii imrtnostnych
tabuliek, ktoré v ramci vybranych modelov porovnavame so skuto¢nostou. Zaci-
name rokom 1950 a postupujeme az do stcasnosti, zvlast pre muzov a zvlast pre
zeny. Hlavnym ciefom je porovnanie projekénych vlastnosti jednotlivych modelov
pre data Ceskej republiky. Vyuzijeme takisto projekt Human Mortality Database.

V poslednej kapitole si predstavime jeden zo zékladnych ukazovatelov po-
istovne — pojem implicitnd hodnota. Pomocou rozkladu o¢akédvaného zisku, ale
aj na zaklade jednoduchého prikladu, kde si vysvetlime, aky vyznamny dopad
maji tmrtnostné tabulky na tento ukazovatel.



Kapitola 2

Umrtnostné tabulky

V tvodnej kapitole sa budeme zaoberat vSeobecnym popisom tmrtnostnych
tabuliek a motivaciou ich tvorby v stvislosti so zZivotnym poistenim. Zavedieme
zékladné delenie imrtnostnych tabuliek a popiSeme charakteristiky potrebné pre
ich konstrukciu v Ceskej republike. Nakoniec porovname oficidlnu metodoldgiu
konstrukcie, ktort vyuziva Cesky $tatisticky trad s postupom, ktory budeme v
tejto praci pouzivat. Budeme pritom vychadzat z publikécii [3] a [13].

2.1 Motivacia a delenie imrtnostnych tabuliek

Pri pohlade do histérie tmrtnostnych tabulieck mozeme objavit, ze 1. uplna
umrtnostna tabulka pochédza z roku 1693, ktory je oznacovany aj ako rok za-
¢iatku poistenia. Zostavil ju E.Halley na zaklade matri¢nych zdznamov Vratislavy
za roky 1687 az 1691. Tvorba umrtnostnych tabuliek je uz od samého zaciatku
uzko spojena so zivotnym poistenim. Motivaciu jej tvorby vysvetlime na priklade
poistenia v pripade smrti, ktoré pracuje na nasledujicom principe. Pokial d6jde k
umrtiu poistenej osoby, vyplati poistoviia poistné plnenie niekomu z pozostalych,
respektive osobe zjednanej v poistnej zmluve. Pri uzavreti tohto druhu poistenia
je poistoviia kompenzovand vystavenému riziku prostrednictvom prijatého poist-
ného. Pre stanovenie jeho vysky je dodlezité odhadnut pravdepodobnost, s akou
bude poistoviia poistné plnenie vyplacat. Tento odhad vychadza najmi zo sle-
dovania pravdepodobnosti imrtia v danom state, ktora byva zachytenda prave v
umrtnostnych tabulkéch.

Zékladné delenie imrtnostnych tabuliek sa ¢leni na tabulky Gplné, ktoré ob-
sahuju kazdy celociselny vek, a skratené, ktoré sa obvykle vyznacuja 5 roénymi
vekovymi intervalmi. Okrem toho moZeme tmrtnostné tabulky rozdelit na priere-
zové (bezné), tie vychadzaju z idajov o populacii za kratke ¢asové obdobie (napr.
kalendarny rok), a kohortné, kde sa sleduje imrtnost celej generacie — kohorty.
Tieto tabulky sa vyuzivaji napr. pri sledovani umierania pacientov na nejakt
chorobu. Existuji aj mnohé dalsie delenia timrtnostnych tabuliek, pre ucely tejto
prace je ale toto delenie postacujice. Budeme sa zaoberat iplnymi a prierezovymi
tabulkami, pri¢om zakladnou periédou bude pre nas jeden kalendarny rok.



2.2 Popis zakladnych charakteristik

Ako sme uz spominali vyssie, zdkladom pre nas buda pravdepodobnosti Gmr-
tia, pri¢om pravdepodobnost timrtia jedinca vo veku z, to jest pravdepodobnost,
ze sa jedinec nedoZije veku z+1 oznacdime ¢,. Pravdepodobnost, Ze sa jedinec vo
veku z doZije veku z+1 oznac¢ime p,. Zrejme teda plati vztah

Vypocet vekovo Specifickych mier timrtnosti pre dany kalendarny rok vychadza
zo skutoéného poc¢tu mitvych obyvatelov D, vo veku z a z po¢tu obyvatelov vo
veku z k 1. 7. daného roku, takzvany stredny stav populacie P,.

Pravdepodobnosti tumrtia vo veku z sa pocitaju zo vztahu
G =1—e""", (2.2)

kde m, znac¢i pomer celkového poctu zomrelych jedincov D, vo veku z a vekovo
prislusného stredného stavu populacie P,. Tento pomer nazyvame Specificka miera
umrtnosti:

my = —. (2.3)

Vynimku tvori len vek = = 0, pre ktory sa pravdepodobnost tmrtia (tzv. koje-
neckd Gmrtnost) spocita zo vztahu

qo = N ) (24)

kde N znaci pocet ispesne novonarodenych os6b v danom obdobi. Tato vynimka
je sposobend vys$sou tmrtnosfou v prvych tyzdioch Zivota diefata, ¢o mé za
nasledok, ze tmrtnost nie je rovhomorne rozloZzend v ramci nultého veku.

Pre tucely praktickych vypoctov sa ¢asto pouziva aproximacia

R (Z —(_7:!””)”>

n=0
2 3 2 3
T

_1 ] +m m:c+ N mx+mx
= My 5 5 v | My 5 =

(2.5)

ktorti dostaneme s vyuzitim Taylorovho rozvoja exponencialy. Specifické miery
umrtnosti sa v najvysom veku pohybuji okolo hodnoty 0.5, pre ktor1 je tato apro-
ximécia uspokojivo presnd a v praktickej casti ju budeme pouzivat na zachytenie
skutocnosti.

Dalsim ukazovatelom, ktory mézeme najst v tmrtnostnej tabulke, je tabu-
Tkovy pocet Tudi dozivajucich sa veku z. Ide o hypoteticky pocet osob, ktory sa
dozije veku z zo 100 000 tispesne narodenych v pripade, ze sa priebeh imrtnosti
pocas zivota tychto Tudi nezmeni. Tento ukazovatel sa oznac¢uje symbolom [, a
napocitava sa rekurentnym vztahom

lm+1 = lacp:m (26)

4



pricom ly = 100 000 (koren tmrtnostnej tabulky).

Podobne tabulkovy pocet mitvych (hypoteticky pocet mftvych vo veku z)
budeme znacit symbolom d, a pocitat zo vztahu

dy = Iy — lLysr. (2.7)

Tabulkovy pocet zijucich (hypoteticky priemerny pocet Iudi zijicich vo veku z),
ktory si mozeme predstavit aj ako celkovi dobu preziti tabulkovou generéciou
vo veku z, budeme znacit L, a pocitat zo vztahu

Ly = lo1 + agds, (2.8)

kde a, predstavuje priemernti dobu preziti vo veku z jedincom, ktory v tomto
roku umrie. V pripade, Ze predpokladame, Ze intenzita imrtnosti sa v priebehu
roku vyrazne nemeni, kladieme a, = 1/2 pre x = 1,2,... (pre z = 0 vSeobecne
neplati, pozri kojeneck timrtnost). Dostavame tak vztah

1

Dal$im ukazovatelom je pomocny ukazovatel T, ktory udava celkovi dobu prezi-
tia tabulkovou generaciou vo veku vyssom, nez je vek z. Dostaneme ho zo vzfahu

T,=L,+ Ly1+ Lyyo+ ...+ Ly, (2.10)

kde w znaéi najvyssi vek v tabulke imrtnosti (pre Ceski republiku momentalne
stanoveny na w = 105). Spolu s celkovou dobou prezitou tabulkovou generaciou
vo veku z (L,) slizi na vypodet strednej dizky Zivota e,, tzv. nadeje dozitia pri
zachovani priebehu imrtnosti. Po¢itame zo vztahu:

- (2.11)

Stredna dizka zivota teda hovori o priemernej dobe, ktort mé nadej prezit z-ro¢na
osoba pri zachovani tmrtnosti sledovaného obdobia. Ide o synteticky ukazovatel,
ktory odraza pomery vo vsetkych vekovych skupinach.

Pre ucely matematického modelovania je dolezité zaviest pojem intenzity
umrtnosti, ktory budeme oznacovat symbolom p,. Uvazujme model ndhodne;j
dlzky Zivota. Nech X je nadhodné veli¢ina predstavujica vek, ktory sa dozije no-
vonarodeny jedinec. Pravdepodobnost, Ze osoba vo veku x sa nedoZije veku x +t
budeme znacit symbolom ,,q, a pravdepodobnost, Ze osoba vo veku z sa dozije
veku z + ¢ symbolom ,.4p,. Potom P(X > z) je ,po (pravdepodobnost preZitia)
a plati

Plx < X <z+h|X >2)

h—0 h (2.12)
~ im PX>z)-PX>xz+h)  Owpo 1
b0 hP(X > x) 01 upo



2.3 Porovnanie metodologii

Cesky statisticky trad pri konstrukcii imrtnostnych tabuliek postupuje nasle-
dovne. K vypoctom vyuziva tidaje o celkovom pocte mitvych jedincov D, vo veku
z, a o vekovo prislusnom strednom stave populacie P, spolu so Zivo narodenymi
jedincami.

Kojeneckt tmrtnost uréi podla vztahu (2.4). Veky 1 — 3 st potom urcené
na zaklade specifickych mier imrtnosti. Od veku 4 az do veku y, ktory spravidla
nadobida hodnoty okolo 70, vyrovna pravdepodobnosti imrtia podla vzorca

""" = [105¢; +90(qr—1+Gor1) +45(¢u—2+ @o12) —30(¢o-3+u43)] /315, (2.13)

Tym sa odstrania nahodné vykyvy a krivka sa vyrovna. Roky y+, to jest spravidla
roky 71 az 105, modeluje pomocou Gompertz-Makehamovho modelu. Odhady
parametrov s napocitané tzv. King-Hardyho metédou. Spocitaju sa modelové

pravdepodobnosti dozitia
ry = et (2.14)

a najde sa vek y (y >= 75), pre ktory nadobtuda odchylka
|povreemt — | (2.15)

minimalne hodnoty. Od veku y potom pravdepodobnosti timrtia popisujeme kriv-
kou ¢S (1—r,). Prechod na extrapolované hodnoty od veku priblizne 80+, ktory
je opodstatneny vzhladom na mali velkost siboru mftvych, je upraveny vyrov-
nanim hodnét pre roky z = (y — 4), ..., (y + 4)

—y+5 r—y+5
oM (1= T2 e ZTIT, T 2.1

V naSej praci budeme postupovat velmi podobnym spdsobom a zameriame sa
prave na projekciu najvyssich rokov. Vstupné data buda tplne totozné. Modely
zalozime na tdajoch o timrtnosti v rokoch 60 az 85, ktoré néasledne extrapolujeme
az do maximélneho mozného veku w. Relativne mald spodné vekova hranica je
volena najmi z poziadavky nadjdenia vhodného modelu. Hornd vekova hranica
85 rokov, na uréenie regresného modelu, je vicsia nez ta, ktort pouziva CSU.
Pri jej volbe vychéddzame z presveddenia expertov, ze horna vekova hranica pre
spolahlivé data v poslednych rokoch naréstla, a to nasledne potvrdime analyzou
umrtnosti v ivode tretej kapitoly. Po matematickej stranke to pre nas znamena
viac pozorovani, ¢o moze presnosti modelu len napoméct. V praci sa budeme
zaoberat aj vhodnou volbou maximalneho veku w pre ¢eskt populaciu. Pozrieme
sa na roky 105, 110 a na prvy pohlad trochu optimistické roky 115 a 120, ktoré
ale mozu byt prinosom pre Citatelov v budicnosti.

Predstavime si 6 najrozsirenejsich demografickych modelov pre tmrtnosti vo
vysokom veku a pozrieme sa na ich vyrovnanie a projekciu pre najvyssie roky.
Dopodrobna tak zanalyzujeme oficidlnu metoddlogiu Ceského Statistického tradu
a iné mozné postupy, ktoré sa pouzivaju v najrozvinutejsich statoch sveta.



Kapitola 3

Modely projekcie tamrtnosti

V tejto kapitole si predstavime vybrané stochastické modely projekcie tmr-
tnosti s teoretickym zakladom potrebnym pre prakticka analyzu dopadov jed-
notlivych metéd na ukazovatele poistovne. Krivku pravdepodobnosti timrtia skrz
v8etky roky mozno podla [7] rozdelif na 4 ¢asti, kde prva ¢ast modeluje kojeneckt
umrtnost, druhd cast imrtnost do 20 rokov, tretia ¢ast takzvani normaélnu, pra-
cujicu tmrtnost a $tvrta cast sa zaobera tmrtnostou vo vyssich rokov. V nasej
praci sa zameriame na prave tiato poslednu cast a predstavime si modely, ktoré st
povazované za najadekvatnejSie vo svete demografie. Zameriame sa, tym padom
najmé na riziko dlhovekosti, ktoré predstavuje najvéciu hrozbu pri takzvanych
annuitnych produktoch, a budeme skiimat ako sa s nim jednotlivé modely vyspo-
riadaju.

Zakladnou charakteristikou stochastického pristupu je fakt, ze vek jedinca x
je povazovany za nahodnt premennt, teda mé zmysel zaoberaf sa jeho pravde-
podobnostnym rozdelenim. Tento aparat nam poskytuje vyhodu oproti ostatnym
pristupom v podobe ziskania nielen bodovych, ale aj intervalovych odhadov ski-
manych charakteristik ako st pravdepodobnosti imrtia a iné. Pri predstavovani
modelov budeme vo vSeobecnosti vychadzat z publikacie [1].

3.1 Gompertz-Makehamov model

Dlhti dobu bol za najlepsi model povazovany Gompertz-Makehamov model,
ktory predpoklada, Ze intenzita timrtnosti sa meni s vekom exponencialne. Za-
kladnti struktiru modelu polozil v roku 1825 Gompertz, ktory vychéadzal z faktu,
ze schopnost jedinca odolédvat destrukcii klesd s vekom tmerne velkosti tejto
schopnosti. Ak chapeme schopnost jedinca odoldvat destrukcii ako prevratent
hodnotu intenzity timrtnosti, mozeme toto tvrdenie prepisat

1
%__h i h > 0. (3.1)

Integraciou oboch stran a vyjadrenim g, dostavame

log <i) =—hzx+c, h >0, (3.2)

xT



¢, ¢ = ¢ dostdvame tvar Gom-

kde c je konstanta. Upravou a polozenim b = e~
pertzovho modelu

[y = b, (3.3)

pre 0 <b <1, ¢> 1, ktory ndm vyjadruje exponencidlnu zavislost imrtnosti
na veku jedinca prostrednictvom parametrov b a c¢. V roku 1887 prisiel Makeham
s myslienkou, Ze timrtnost zavisi aj od inych faktoroch, nez len od veku jedinca,
¢im vznikol vysledny model

fe = a+bc”, (3.4)

kde opdat 0 < b < 1, ¢ > 1 a parameter a zachytava ostatné, na veku nezavislé
pri¢iny tmrtnosti (trazy, nehody a pod.).

Vyhodou tejto metddy je jednoducha interpretéacia, kompatibilita, spojena s
relativne malym mnozZstvom parametrov a tiez fakt, ze k odhadu parametrov
modelu nie je potrebny ziadny Specidlny software. Na druhej strane je ale tato
metdda pesimisticka v amrtnosti vysokych rokov, ktort znac¢ne nadhodnocuje.
Intenzita tmrtnosti narasté exponencidlne s vekom, a kedze

1
Pz = €Xp (—/ um) ~ exp <—MI+%> , (3.5)
0

z Taylorovej aproximécie v strede intervalu, t. j. ak pravdepodobnost prezitia
klesa limitne ku 0, pravdepodobnost tmrtia sa blizi k 1 pre najvyssiu vekovi
katogdriu, ¢o odporuje trendu vyvoja umrtnosti pre dant vekovi kategoriu v
poslednych rokoch. Napriek tomu je tento model povazovany za najadekvatnejsi.

Zaujimavé je, ze Gompertz a Makeham si uvedomovali, ze vztah (3.1) roz-
hodne nezodpovedd stthrnnému vekovému rozpitiu [12]. Tento vztah bol Gopert-
zom pdvodne urceny iba pre vekové hranice 20 az 60 rokov [7], avSak v sti¢asne]
dobe sa pouziva prave pre roky najvyssie. To je aj hlavnym dévodom ustavi¢nych
podnetov na otazky vynérajuce sa v poprednych kruhoch demografie, kedze li-
mity Gompertzovho zakona boli mnohymi autormi potvrdené. Mildvan a Strehler
vo svojej publikacii ostro kritizovali popisany zakon tvrdenim, Ze pravdepodob-
nosti tmrtia konverguju v rokoch najvyssich progresivne pomalsie ako je tomu
u tohto exponencidlneho modelu [11]. Podobnt kritiku mozno najst u mnohych
dalsich autorov: [6],[8],[9]. Vhodnost tohto modelu moze byt vysvetlend vysokym
narastom zivotnej trovne v poslednom storoc¢i, ¢o mohlo uréent vekova hranicu
posunut vyssie.

3.2 Coale-Kiskerov model

Jednou z alterantiv pre Gompertz-Makehamov model je model Coale-Kiskera,
ktory kladie déraz na zmenu miery imrtnosti 2 v po sebe nasledujacich rokoch.
Predpokladd, ze narast miery imrtnosti v najvyssich rokoch klesa linedrne na-
rozdiel od Gompertz-Makehamovho modelu, kde predpokladame konstantny prie-
beh. Na tomto predpoklade bola zaloZzena premenna k, tvaru

k, = log (mmxl) , (3.6)
r+




kde od roku 85 predpokladame, ze funkcia k, je linedrna, teda

kac = k85 - (l’ - k85)p7 (37)
kde kg5 a p st parametre. Odhad parametru p pritom dostaneme zo vztahu

_ [log(mgs/mi10) + 26kss]
p= 5 . (3.8)

Model vyzaduje splnenie dalsich predpokladov. Prvym je nutnost, aby miery
umrtnosti okolo veku 85 boli spolahlivé a my sme tak mohli parameter kg5 spo-
¢itat priamo z dat, ¢o v pripade Ceskej republiky mézeme povazovat za splnené.
Druhym predpokladom je stanovenie tzv. maximalne dosiahnutelného veku, ktory
stanovili pani Coale a Kisker fixne na hodnotu 110 rokov. V praktickej casti sa
pozrieme aj na iné hodnoty maximéalne dosiahnutelného veku, ale v tomto pri-
pade budeme o vysledkoch daného modelu uvazovat s patri¢nou rezervou. Vek
110 bol stanoveny na zéklade sledovania imrtnosti v populécii Svédska a prav-
depodobnost timrtnosti v tomto veku bola stanovend na hodnotu 1.0 pre muzov
a 0.8 pre zeny z dovodu, v tom case este stale potrebného, explicitného rozde-
lenia iimrtnosti v rokoch najvyssich medzi pohlaviami. Vysledny model mo6zeme
zapisat aj pomocou $pecifickej miery timrtnosti ako

m, = exp(az® + bx + ¢), (3.9)

kde a,b,c st parametre modelu. Tento model sa v rdmci Ceskej republiky ni-
kdy oficdlne nepouzival, v ostatnych statoch sveta, napr. vo Franctzsku, bol v
minulosti uznavanou alterantivou pre Gompertz-Makehamov model, predovset-
kym pre svoju numerickt stabilitu pri odhadovani parametrov a pre vSeobecne
vacsiu flexibilitu modelu. V pripade zmeneného nastavenia maximalneho veku w
sa trajektdrie vekovo Specifickych mier timrtnosti vo rokoch najvyssich vyrovnali
v stlade s celkovou nadejou dozitia pri narodeni jedinca [5].

3.3 Kannisto a Thatcherov model

Nasledujice modely spadaji do kategdrie logistickych modelov, ktoré v po-
slednej dobe vyrazne naberaji na popularite pri projekcii imrtnosti do rokov
najvyssich. Vo vSeobecnosti mozno uvazovat o logistickej funkcii v nasledujicom

tvare:

aebz

1+ aebs’
Povsimnime si, ze formulacia Makehamovho zakonu je $pecialnym pripadom tejto
rovnosti pre @ = 0. Malé hodnoty tohto parametru by tak vysvetlovali, preco
Gompertz-Makehamov model tak dobre fungoval. Vzhladom na mnostvo rozli-
¢nych mien pre logistické modely budeme v tejto praci pracovat s tymi, ktoré st
pouzivané v ramci projektu Human Mortality Database, z ktorého ¢erpame data
pre prakticka analyzu. Thatcherov trojparametricky model mé, v tom pripade,
nasledujuci tvar

fe = C+ (3.10)

aebx

= 3.11
1+ aebz’ (3.11)

M = C+



ktory mozeme jednoduchou tpravou prepisat do tvaru
logit(q,) = log(a) + bz, (3.12)

kde a, b, ¢ st parametre modelu a pre funkciu logit(q,) plati:

logit(q,) = log e _ log ¢, — log p,. (3.13)
2
Na podobnej myslienke je zalozeny aj Kannistov model, ktory bol S$pecidlne
navrhnuty pre vysoké roky a je v ramci spominaného projektu pouzivany pre
vyrovnavanie a extrapolaciu tmrtnostnych tabuliek, kedZze sa mu velmi dobre
dari popisovat sucasny trend vyvoja timrtnosti. Model mé tvar

ea+b(x—80)
[y = ey pre = > 80, (3.14)
kde a, b st nezaporné parametre modelu, pricom intenzita imrtnosti vyrovnana
tymto modelom smeruje asymptoticky k 1. Model m6zeme, podobne ako That-
chero, prepisat do nasledovného tvaru

logit(q,) = ab (z — 80), pre x > 80. (3.15)

Oba modely sa teda lisia v zapise len miniméalne, v réznom pohlade na tvar li-
nearnej zavislosti funkcie logit(q,) na veku a moézeme teda ocakavat podobné
vysledky, Kannistov model ale vo vS§eobecnosti predpoveda mensie pravdepodob-
nosti umrtia v rokoch najvyssich. Obrovskou vyhodou tychto modelov je ich fle-
xibilita ohladom maximéalneho veku, modely dlhodobo vykazuju spolahlivost az
do maximalneho veku w = 120. Vyborné vysledky sa relevantné s momentalne
prebiehajicou diskusiou, ¢i vobec existuje fixnd horné hranica dlzky Iudského

zivota. Pre roky 100 a viac st to vo vyspelej Eurépe momentalne najvhodnejsie
modely [17].

3.4 Helligman-Pollardov model

NajvSeobecnejsi z predstavovanych modelov bol navrhnuty v roku 1980 a
umoziiuje modelovat timrtnost skrz vSetky roky okrem toho nultého, kde kazda
aditivna cast sa zaoberd jednou, v ivode popisanou imrtnostou. To z neho robi
jeden z najrozsirenejsich a najviac pouzivanych modelov v demografii. Vo svojej
zékladnej podobe ide o 8 parametricky model v tvare:

GH”

. — At | pe-EBln(@)—in(F)? | 77
‘ e “iran

(3.16)
Pre Gc¢ely nasho modelovania budeme pracovat s poslednou ¢astou, ktoré sa za-
obera problematikou najvyssich rokov, pocet parametrov sa nam tak redukuje na
2. Parameter GG pritom meria zakladny level timrtnosti vo veku x = 0 a parame-
ter H definuje mieru narastu, ide o absolutny ¢len a sklon Gompertzovej krivky
s oborom hodnot (0,1) a (0, c0) respektive. Pouzijeme mierne upraveny tvar:

beax

- 3.17
1 4 beaz’ (3.17)

4z
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kde a,b st nové parametre modelu. Tento model je akymsi kompromisom me-
dzi vyssie uvedenymi modelmi. Pravdepodobnost timrtia so zvySujicim sa ve-
kom totizto narastd pomalsie ako u Gompertz-Makehama alebo Coale-Kiskera
ale rychlejsie ako u logistickych modelov Kannista ¢i Thatchera. Vhodnost tohto
modelu naprie¢ vSetkymi vekovymi kategériami bola dolozena empirickymi pozo-
rovaniami tmrtnosti v Spojenych statoch americkych a Australii az do veku 90
rokov, opét ako alternativa ku Gompertz-Makehamovmu modelu [2].

3.5 Odhady parametrov

Pri odhadovani parametrov pre jednotlivé modely budeme vychadzat z prin-
cipov nelinearnej regresie a predstavime si podrobnejsie Gauss-Newtonov algorit-
mus, spolu s jeho praktickymi modifikdciami, s ktorym budeme dalej pracovat.
V praktickej ¢asti nasej prace potom vyuzijeme software DERAS (DEathRAtes-
Simulation), kde st nizsie popisané metédy implementované. Vychadzat budeme
zo zékladnej publikacie [15].

3.5.1 Gauss-Newtonov algoritmus

NasSou tulohou bude najst vektor parametrov @ pomocou minimalizacie stred-
nej kvadratickej odchylky. Vektory a matice budeme dalej znacit tuénym pismom.
Nech y, st skuto¢né, napozorované hodnoty tmrti pre veky z a nech f,(0) st vy-
rovnané hodnoty v prislusnom modeli s vektorovym parametrom 6. Potom je
nasou ulohou néjst také @, ktoré minimalizuje vSeobecne funkciu

n n

SO) = [y — f(O) = ly — fI> =D _r.(6)*, (3.18)

rx=1 =1

kde symbolom r,(0) zna¢ime rezidua. KedZze sa v nasej praci ststredime na riziko
dlhovekosti, budeme minimalizovat (3.18) pre hodnoty vekov od 60 do 85. Vrchna
hranica je zvolend na zaklade déveryhodnosti a dostatocného mnozstva dat pre
Ceskt republiku v danom vysokom veku. Dany postup ale mozno pouzit pre
Tubovolné veky, preto pre jednoduchost ponechdme v praci zvolené indexy.

Pozndmka. Minimalizécia funkcie v (3.18) siaha aj za hranice nelinedrnej regresie,
v literatirach o numerickej analyze sa ¢asto pracuje s vyrazom ||y — f||?, v nasej
praci sa zameriavame najmi na rezidualne vyjadrenie " _, r,(0).

Vychédzat budeme z linearnej aproximacie funkcie f,(6) Taylorovym rozvo-
jom v bode 8@ teda

0.f:(8')

0T (6 —0Y), (3.19)

1(0) = f,(019) +

kde symbolom 7 budeme znacit transpoziciu vektoru alebo matice. Dosadenim
aproximécie 3.19 do 3.18 dostavame tlohu minimalizovat vyraz

[ —F(6 - 6')|?, (3.20)
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kde £ = y — £(0@) a F@ je /00T vycislend v bode 8. Uloha 3.20 m4
rieSenie
6 — 0% = (FWTF@)-Ip@Tp(@) (3.21)

ktoré vedie ku Gauss-Newtonovmu algoritmu
gl =9l 1 5, (3.22)

kde
6@ = (FOTF@)-1R@Tp@) (3.23)

Aby sme pochopili hlavné prednosti a slabiny uvedeného postupu, pozrime sa na
vztah Gauss-Newtonovho algoritmu a Newtonovho algoritmu. Gradient a Hessian
funkcie S(€) maji tvar

9(0) = === =2 1,(0) =2J7r, (3.24)

H(9) 05(6) ZQiMM+2irm(e)a2rl(Q) :2(JT.]—|—A)7

00007 00 00T 0606"
(3.25)
kde p p
r r
J=17J(6)= = )| =7 =—-F(0 3.26
0 =|(5)] - 597 - F®) (3.26)
a
- 0*r,.(0)
=A(0) = 2(0) =t 2
0)= 321210 S50 (3.27)
Jeden krok Newtonovho algoritmu je
6@ = —_H@- gl — _(J(a)TJ(a) + A(a))flJ(a)Tr(a). (3.28)
Porovnanim s (3.23) (3 = —F@) vidime, 7e Gauss-Newtonov algoritmus vznikne

miernou modifikdciou Newtonovho algoritmu vynechanim casti Hessianu, kon-
krétne A(0) z (3.27).

Hlavnou vyhodou tohto postupu je fakt, ze vyzaduje len prvé derivacie r,.(8)
uloZené v J, nie je potrebné ukladat Ziadnu int dalSiu aproximéciu Hessidnu. V
pripade, Ze ¢len A = A(é) je maly v porovnani s ¢lenom 3 Jvo vyraze (3.25), po-
¢ty krokov u oboch algoritmov sa priblizne rovnaké, pricom ale kazdy jeden krok
Gauss-Newtonovho iteracného algoritmu je ¢asovo a aj pamétovo menej naroény
nez u Newtonovho algoritmu. Pre nase data je tato poziadavka splnend vzhla-
dom na doveryhodnost dat, ktoré nevykazuju viicsie vykyvy v rokoch 60 az 85.
Rezidud v modeloch st malé, ¢o zodpoveda poziadavke, aby bolo A zanebatelné

v porovnani s J '3 podla [4].

Nevyhodou spominaného postupu je fakt, ze ¢ast Hessidanu A(0) moze byt
vyznamné, v tomto pripade je nutné pouzif postupy pre rieSenia problémov s
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tzv. velkymi reziduami. Ako priklad moézZeme uviest postup zaloZeny na kvézi-
Newtonovej aproximdcii A(0) alebo Gill-Murrayho metdédu, pre podrobnosti po-
zri publikiciu [4]. Problemém méze byt aj situdcia ked matica J (@) nem4 plnt
hodnost, ¢ jej zl4 podmienenost, ¢o mdze viest k lokdlnej divergencii algoritmu.
Preto sa v nasledujtcej sekcii pozrieme na praktické modifikacie tohto algoritmu,
ktoré povoluju singularitu alebo zli podmienenost matic J@7J@.

3.5.2 Levenberg-Marquadtove metody
Vyjdeme z modifikicie kroku Gauss-Newtonovej metédy (3.24) volbou

5 — _(J@TF@ 4 p@p@)-1g@T@, (3.29)

kde D@ je diagonalna matica s kladnymi prvkami na diagondle s tym, Ze matica
JTJ + nD je lepsie podmienens nez matica J*J. Popularnymi volbami matice
D@ gt matica diagonélna, to jest D@ = I, (p je vSeobecne hodnost matice mo-
delu), alebo matica, ktorej prvky na diagondle st totozné s prvkami na diagonale
J@OT 3@ &m zostane metéda aproximativne invariantna v pripade zmeny kaly
0. Pre tplnost dodajme, Ze krok §® nie je vo viicsine dobrjch softwarov spoéi-
tany na zéklade vypoctu J@WTJ@  ale ziska sa ako rieSenie linedrneho problému
minimalizaciou § v podobe metédy najmensich Stvorcov

r(a) J(a)
(o )+ (ioperys)?

pomocou numericky stabilnych metdd.

2

Min

{ (3.30)

V pripade, Ze zvolime D@ = I,, smer 5@ vo vztahu (3.29) interpoluje me-
dzi Gauss-Newtonovym algoritmom (n(® — 0) a najstrm$im moznym poklesom
(n'® — o0), kedy krok dlzky ||6(”|| konverguje k nule. Pre (¥ > 0 je nasa
matica J@TJ@ 4 p@D@ pozitivne definitnd, kedze D@ je pozitivne definitna
matica. D4 sa ukazat, ze pre n'® — oo je §(® skuto¢ne poklesom pri hladani
minimaliza¢nej funkcie, vid publikaciu [15], sekciu 13.2.3b pre podrobnosti. Vzhla-
dom na to, ze pre n/® — oo konverguje 6 k nule, mdzeme volbou dostatocne
velkého 7(® redukovat rezidud v (3.18). Prilis velkou volbou 7(® ale riskujeme,
ze algoritmus bude potrebovat vela krokov a bude tak velmi pomaly. Levenberg-
Marquadtove metédy sa lisia prave v réznom pristupe k volbe a aktualizécii (®.

Podiatoénym pokusom Levenberga bola volba n(® ziskand minimalizaciou
S(0) pre 0 v tvare 8@ 4 1@ kde § je dané (3.29). Tento postup ale nefungo-
val, kedZe kazdy pokus o ziskanie hodnoty 1(® vyzadoval niro¢né riesenie dalsieho
problému tvaru (3.30). S rieSenim prisiel Marquadt, ktory navrhol nasledujuci po-
stup. Za¢neme na malej pozitivnej hodnote, napr. n = 0.01. V pripade, ze krok
8@ tvaru (3.29) redukuje v a-tej iteracii S(0), polozime (1) = (@) - §(@) 4 vy-
delime n(® ur¢itym faktorom, napr. n(**1) = (@ /10. Tym dosiahneme pribliZenie
algoritmu ku Gauss-Newtonovmu algoritmu, a zaroven posunieme algoritmus ku
viiésiemu kroku v dal3ej iteracii (3.29). V pripade, Ze sa ndm v a-tej iteracii ne-
podari pomocou 6 redukovat S(8), zvysime hodnotu n®, napr. n® — 107 a
prepocitame 6. Tento postup opakujeme, az kym nedosiahneme redukciu S (9).
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Minimaliza¢ny problém (3.30) musime teda riesif len v niektorych iteraciach.
Tento postup pouzijeme aj v nasej praci.

V sitcasnej dobe existuji nové modifikacie Levenberg-Marquadtovho algo-
ritmu zalozené na réznych obmedzeniach jednotlivych krokov, tzv. trust-region
metddy, ktoré pomdahaju riesit popisané nedostatky, pre podrobnosti pozri [15],
sekcia 13.3.2. Pre nase data je ale algoritmus postacujuci, pre celkovy pocet 1
440 vyrovnanych a extrapolovanych tabuliek zlyhal algoritmus len raz a aj to pri
vysoko volatilnych datach pre muzov v 50. rokoch pri vekovej hranici 115 rokov.

3.6 Intervaly spolahlivosti

V praktickej ¢asti tejto prace budeme pracovat s tromi intervalmi spolahli-
vosti. Intervaly spolahlivosti pre odhadnuté parametre mozeme ziskat rovnako ako
u linedrnej regresie z predpokladu normalneho, resp. studentovho t-rozdelenia.
Pre konstrukciu intervalov spolahlivosti pre regresni krivku az do veku 80 mo-
zeme rovnako pouzit Standardné intervaly spolahlivosti z linedrnej regresie. Tieto
roky boli pouzité pri odhadovani parametrov, mame pre ne dostatok dat a pred-
poklad normaélneho rozdelenia rezidui je tu zrejme splneny. Cielom tejto préace nie
je zhrnut zaklady linearnej regresie (pozri [14]), preto ich v praci nebudeme uva-
dzat a zameriame sa na problematiku intervalov spolahlivosti pre roky najvyssie.

Klasicky postup z linedrnej regresie nemozeme vyuzit pre veky nad 85 rokov,
ktoré vykazuju znac¢ny narast rozptylu s rastiicim vekom a v pripade projekcie
do rokov najvyssich by bol predpoklad o normalite reziduii hrubo poruseny. In-
formécie o timrtiach a o po¢te Tudi naviac nemaja vplyv na vysledny model. Mo-
delovanie tmrtnosti pre roky najvyssie je predpovedou modelov pre daSie ¢asové
(vekové) okamihy. VyuZijeme preto $pecidlny pristup pre vSeobecne rastové (v
nasom pripade pod pojmom rast chdpeme narast veku jedinca) krivky popisany
napr. v [10].

3.6.1 Predikéné intervaly pre rastova krivku

Nadalej budeme pracovat s 3 parametrovou rastovou krivkou v tvare:
Ty = fx(a7b7c) + €, (331)

kde a, b, ¢ st parametre krivky, z je skiimany vek a €, je aditivna chybova
zlozka. MozZeme sa presvedcit, ze vSetky skiimané krivky st skuto¢ne tohto tvaru
(v niektorych sa len vynechéva nadbytoény parameter ¢, v stlade s minulym
zapisom 0 = (a,b,c)).

Predpovedny interval do ¢asu z+7 zalozime na podmienenej strednej hod-
note, F(ryir|7s, ..., 7o) a podmienenom rozptyle, var(r, ,|ry, ..., 7). Podmienent
strednt1 hodnotu ziskame extrapolaciou z modelu, ale podmieneny rozptyl je treba
najskor spocitat. Za predpokladu nezévislosti medzi hodnotami rastovej krivky a
chybovou zlozkou je mozné napisat podmieneny rozptyl v tvare:

0ar(reprr|Yzy o Yo) = var(foir(a, b, 0)|re, ... 70) + var(€pir|re, ..., 70).  (3.32)
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Pre tplnost dodajme, Ze v nasom pripade budeme pod ¢asovym indexom 0 roz-
umiet vek 60, pod casovym indexom z vek 85 a predpovede budeme uvazovat
v niektorych pripadoch az do veku 120, to jest 7 = 1,2, ...,35. Ozna¢me chyby
pri odhadoch parametrov a, b, ¢ postupne ¢, €, €. a predpokladajme, ze vektor
(€q; €, €.) ma nulovi strednit hodnotu a kovarianénd matica vznika ako vedlajsi
produkt pri odhadovani parametrov, to jest

2
€a O, Oab Oqgc
Y =var || = |0w OF Op| - (3.33)
2
€c Oac Obc O

Skuto¢na hodnota odhadnutého parametru a, pouzita pri vypocte predikcie v
Case z, je a + €4, index 7 vynechdme pre jednoduchost. Podobne pre parametre b
a c¢. Podmieneny rozptyl chybovej zlozky €, ozna¢ime o2 a rovnako ako pri kova-
rian¢nej matici (3.33) ho ziskame ako vedlajsi produkt pri odhadoch parametrov.
Postup pri odhadovani parametrov bol popisany v sekcii 2.5., pricom kovarianént

maticu medzi odhadmi 0; a ¢; ziskame z

25(0)
——H(0),;. 3.34
VHE ), (334)
K odhadu rozptylu rastovej funkcie vyuzijeme pristup zalozeny na jeho aproxi-
mécii pomocou Taylorovho rozvoja:

of\ 2 of\ 2 Of\ 2
ettt = (2 s (2 o ()
o % de (3.35)

+28fé7f +28f8f +2@faf
906" " “9adc”* " “obde
pre podrobnosti pozri [16]. S vyuzitim (3.35) a (3.32) dostavame 100(1 — «)%
predikény interval pre r,,, v tvare:

E(Tir|Tay s 70) & kajo(Var(royr |y s m0)) 2, (3.36)

kde k,/2 je vhodna hodnota ndhodnej premennej vysvetlujica chybu predpovede.
Najcastejsie sa predpoklada, ze tato nahodna premenna je normalne rozdelena.
Alternativnym predpokladom moze byt studentovo ¢ rozdelenie alebo hodnota
a~1/2 plyntica z Chebyshevovej nerovnosti, vid [10] pre podrobnosti. V nasledu-
jucej kapitole si ukazeme popisany postup konstrukcie predikéného intervalu pre
konkrétny model.

Pozndmka. Okrem Taylorovej aproximéacie st v literattre [10] spominané aj iné
mozné pristupy, zalozené na explicitnej hustote chyb odhadov ¢,, €, a €., ¢i pre-
dik¢éné intervaly zalozené na bootstrappingu. Prva spominana metéda je vhodna
pri datach, kde mame k dispozicii len mélo pozorovani. Metéda bootstrapingu sa
spomedzi tychto metdéd ukéazala ako prilis striktna, a teda najmenej vhodné pre
rastové funkcie, preto budeme vyuzivat pristup zaloZeny na Taylorovej aproxima-
cii rozptylu.
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Kapitola 4

Analyza imrtnosti

V nasledujticej kapitole aplikujeme predstavené modely na populdciu Ceskej
republiky v priebehu poslednych 65 rokov, interpretované hlavné vysledky budu z
priloZzeného pracovného stiboru imrtnostné tabulky.zlsm. V pripade, Ze by citatela
zaujimali podrobnosti ohladom interpretovanych ¢isel, detailov, grafov, tabuliek
alebo snaha o hlbsie pochopenie, je nahliadnutie do tohto siboru klucové. Na
prvom liste Guide je popisana Struktira a vyznam jednotlivych listov. Pri grafic-
kej prezentacii vysledkov budeme pod pojmom skutoc¢nost uvazovat aproximaciu
pravdepodobnosti tmrtia podla vztahu (2.5).

Na Gvod sa pozrieme na vyvoj tmrtnosti v rokoch 1950 az 1999 a presku-
mame vyvoj jednotlivych parametrov v case. Nasledne sa budeme zaoberat si-
tuaciou v novom tisicroci, kde si ukazeme trendy vyvoja timrtnosti vo vysokych
rokov 80 a 90, posudime vhodnost jednotlivych modelov na zdklade vyrovnania
pravdepodobnosti timrtia v rokoch 60 az 85, a néasledne aj ich projekcie do rokov
najvyssich. V zavere si ukdZzeme postup pre konsStrukciu intervalov spolahlivosti
pre projektované veky na priklade z dat.

4.1 Umrtnost v rokoch 1950 aZ 1999

U muZov je situécia v tomto obdobi velmi komplikovana. Od roku 1950 az
do roku 1975 boli u muzov pravdepodobnosti Gmrtia pre vysoké veky z roka
na rok znacne odlisné a vysoko volatilné, najmé pre stale relativne nizky pocet
0sOb dozivajucich sa vysokych rokov. Obrazok 3.1 zachytava skutocné pravdepo-
dobnosti tmrtia v dvoch po sebe idtcich rokov 1960 a 1961, spolu s oficialnymi
umrtnostnymi tabulkami a odhadnutymi modelmi.

Obr. 4.1: Pravdepodobnosti timrtia v rokoch 1960 a 1961, muzi
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Pravdepodobnost timrtia vo veku 80 rokov sa v tom Case pohybovala okolo
13%, dnes je tato pravdepodobnost na hodnote okolo 7% . Pri pohlade na pocet
zijucich Tudi v rokoch 1950 a 1970 mame 8 082, respektive 8 928 Tudi vo veku 80
rokov a len 599, respektive 980 Tudi Zijicich vo veku 90 rokov. V porovnani so
stcasnostou, kde je to 19 734 Tudi vo veku 80 a 3 819 Tudi vo veku 90, je jasné, o
kolko menej pozorovani sme v tom ¢ase mali k dispozicii. AZ v roku 1998 bolo v
Ceskej republike viac ako 2 000 muzov vo veku 90 rokov, u Zien v roku 1968.

Od roku 1975 uz za¢inaju data poskytovat prvé spolahlivé vysledky, Gompertz-
Makehamov model spolu s oficidlnymi imrtnostnymi tabulkami Ceského tatistic-
kého tiradu v rokoch najvyssich ¢asto nadhodnocuja skuto¢né pravdepodobnosti
umrtia s vynimkou rokov 1985 az 1990, kedy bola tmrtnost muzov v pokroci-
lom veku relativne vysoka. Vo vicSine rokov st z tejto doposial grafickej analyzy
najvhodnejsie logistické modely, do tivahy je ale treba brat vysoku volatilitu dat.

U zien je velmi zaujimavy vyrazny nérast poc¢tu zien vo veku 90 rokov. V
obdobi od roku 1950 do roku 1975 sa tento pocet takmer strojnasobil (z 885 na 2
548), v roku 1968 mame k dispozicii idaje o 17 581 zenach vo veku 80 rokov a o
2 099 Zenach vo veku 90 rokov, najmi vdaka zniZenej imrtnosti Zien v 60. rokoch
20. storocia. Do tohto obdobia, to jest do roku 1960, bol Gompertz-Makehamov
model pre Zeny skuto¢ne najvyhodnejsi, z grafickej prezentacie modelov v priloze-
nom subore je to zrejmé. Od roku 1960 mozeme ale pozorovat postupné znizova-
nie pravdepodobnosti imrtia, kedy st pravdepodobnosti timrtia tymto modelom
nadhodnocované v prakticky kazdom skiimanom roku a do popredia sa postu-
pom casu dostavaju logistické modely a model Heligman-Pollarda. Obréazok 3.2
zachytava situaciu v rokoch 1974 a 1984, exponencidlne modely, vratane toho
Gompertz-Makehamovho zac¢inaji byt pomaly nevyhovujice.

Obr. 4.2: Pravdepodobnosti timrtia v rokoch 1974 a 1984, Zeny

Zaujimava je aj urcitd paralela vo vyvoji imrtnosti medzi muzmi a Zenami,
umrtnost Zien ma miestami podobné charakteristiky ako imrtnost muzov niekolko
rokov dozadu, ¢o zodpoveda presvedceniu, ze samotny vyvoj umrtnosti nie je
Specifikovany pohlavim osoby.

Poznamka. Ku koncu 90. rokov 20. storocia st $pecifické miery timrtnosti u zien v
rokoch najvys 8ich vo svojich historickych miniméch. V tomto kratkom casovom
rozpiti 6 rokov sa totizto pocet obyvatelov vo vysokych rokoch vyrazne zvysil,
¢o moze byt vysvetlené silnou dozivajicou generaciou alebo vyraznym zlepsenim
starostlivosti o seniorov v zdravotnictve.
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Vyznamni odlignost volatility dat medzi jednotlivymi pohlaviami a rozliéné
trendy klesajucich Gimrtnosti si mozeme vSimnut aj pri pohlade na ¢asovy vyvoj
odhadnutych parametrov. Obrazok 3.3 zachytava vyvoj odhadov parametrov pre
Heligman-Pollardov model. Divoky priebeh u muzov je spojeny prave s volatilitou
ich dat, od roku 1998 u muZov (resp. od roku 1992 u Zien) pozorujeme daleko
hladsi priebeh. Pravdepodobnosti timrtia pre zvoleny vek 85 rokov u (3.17) mo-
zeme takisto spocitat: u muzov pozorujeme v ramci obdobia 1950 az 1999 pokles
z 18.5% na 15% a u Zien z 18.5% na 12.5%, ¢o predstavuje zna¢ny rozdiel.

Heligman - Pollard, muii Heligman - Pollard, ieny

b

Obr. 4.3: Odhady parametrov v jednotlivych kalendarnych rokoch

4.2 Vyvoj amrtnosti v poslednych 15 rokoch

V désledku neustale sa rozvijajiceho technického pokroku v medicine, socioldgii,
farmacii a inych, so smrtou priamo, ¢i nepriamo suvisiacich vied, sa kvalita Zi-
vota zlepsuje kazdym rokom, ¢o sa samozrejme odraza aj na vyvoji amrtnosti, v
poslednej dobe je tento pokrok velmi vyrazny. Ak sa napriklad pozrieme na pocet
Zijucich 0sdb vo veku 90, u Zien pozorujeme v roku 2014 58 % néarast oproti roku
2000 (z 6 824 na 10 748), u muzov az 60 % percentny (z 2 388 na 3 819). Vy-
nara sa tak prirodzene otazka, ¢i Gompertz-Makehamova krivka nenahodnocuje
pravdepodobnosti umierania, ako je tomu vo vyspelejsich krajinach sveta.

Pre demografiu je dolezitym ukazovatelom Specifickd miera timrtnosti, ktora
udéva presnejsi pohlad na vyvoj tmrtnosti nez pocty zijucich. Obrazok 3.4 za-
chytava tento ukazovatel za poslednych 15 rokov.

Obr. 4.4: Vekovo Specifickd miera timrtnosti
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Moézeme si vSimnut, Ze Specifickd miera timrtnosti pre vek 80 zrejme klesa,
u zien z 0.081 na 0.050 a u muzov z 0.119 na 0.078. Vo veku 90 pozorujeme
daleko vicsie vykyvy a menej hladky priebeh, u Zien je ale klesajici trend dobre
viditelny, u muzov st tieto vykyvy spojené s mensim poctom dat a ich viicsou
volatilitou, ktortt mozeme pozorovat aj v injch ¢lenskych statoch EU, mierne
klesajuci trend je aj v tomto pripade zrejmy.

Ako sme sa mohli presvedcit, Specifickd miera tmrtnosti pre veky 80 a 90
pre Ceskt republiku v poslednom obdobi kles4, podobne ako pre ostatné vysoké
roky, ¢o zodpoveda klesaniu pravdepodobnosti tmrtia podla (2.2). Gompertz-
Makehamov model tak moze skutoéne nadhodnocovat pravdepodobnosti timrtia
pre vysoké roky, mé teda zmysel pozriet sa na ostatné modely, u ktorych je kon-
vergencia pravdepodobnosti umierania v rokoch najvyssich pomalsia. Vhodnymi
kandidatmi st prave modely Heligman-Pollarda, ¢i logistické modely.

4.3 Vhodnost jednotlivych modelov na popula-
ciu Ceskej republiky

V tejto Gasti preskiimame spravanie sa jednotlivych modelov v populacii Ces-
kej republiky. Porovname kvalitu vyrovnania modelov pre roky 60 az 85, presk-
mame projekéné vlastnosti modelov pre roky najvyssie a pozrieme sa aj na volbu
maximalneho veku. Pre postdenie kvality vyrovnania definujme strednt tvorcova
chybu pre vyrovnané pravdepodobnosti imrtia ¢, ako

85 << m2 1 m3 . 2
my — TZ f) - %1:)
MSE = . 4.1
> % (4.1)
=60

Tento ukazovatel nadobiida v priebehu poslednych 15 rokov u muzov malé hod-
noty, ktoré sa v ramci jednotlivych modelov lisia len miniméalne. Thatcherov mo-
del spolu so zakladnym Gompertz-Makehamovym a Coale-Kiskerovym modelom
vyrovnava data o trochu presnejsie. To moézeme demonstrovat napr. rokom 2008,
kedy sme napocitali hodnoty

\ Model H MSE \
Coale-Kisker 4.56 107°
Gompertz 10.72 107¢
Heligman-Pollard 13.10 107°
Kannisto 14.65 1076
Gompertz-Makeham || 4.03 1076
Thatcher 3.77 107¢

Obr. 4.5: Tabulka 1: MSE, muzi, 2008

U zien pozorujeme vicsiu variabilitu modelov pri vyrovnani dat, ale aj v
ramci samotnych modelov, avsak situacia sa v podstate meni v podstate z roka
na rok a je tazké vyvodzovat zavery ohladom porovnavania modelov. Modely st
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si navzajom dobre konkurujice a o Ziadnom nemozeme prehlésit, Ze by nebol
vhodny. Tabulka 2 zachytdva situéciu z roku 2008 pre porovnanie s muzmi. V
priloZzenom stbore mozno najst vyvoj MSE v priebehu poslednych 15 rokov.

’ Model H MSE ‘
Coale-Kisker 8.57 107°
Gompertz 2.94 1075
Heligman-Pollard 2.53 107°
Kannisto 2.30 107°
Gompertz-Makeham || 7.06 1075
Thatcher 3.81 1075

Obr. 4.6: Tabulka 2: MSE, Zeny, 2008

Dolezitym identifikaénym nastrojom pre vhodnost vybraného modelu je spré-
vanie sa rezidualnej zlozky, ktoru ziskame ako

2 m3

A mz T
€x = (u (mx 5 + 5 > (4.2)
Té nam pomoze odhalif pripadné nadhodnocovanie, ¢i podhodnocovanie realnych
pravdepodobnosti imrtia, najmé u vyssich rokov. U rokov 60 az 85 sme tieto
trendy odpozorovali len velmi minimélne, pri Coale-Kiskerovom a Gompertzov-
Makehamovom modeli boli tieto pravdepodobnosti jemne nadhodnotené, ¢o vy-
svetluje vyssie hodnoty strednej Stvorcovej chyby pri vyrovnavani. Stredné hod-
nota v (4.2) bola u ostatnych modelov skoro vZdy nulova,az do radu 10~*. Ziskané
vysleky st aj pri pohlade na rezidualnu zlozku uspokojivé, navzajom velmi po-
dobné a o ziadnom modeli sa neda prehlésit, Ze by bol pre Ucely vyrovnania
danych rokov vyslovene nevhodny.

Poznamka. V druhej kapitole sme sa v ramci Gompertz-Makehamovho modelu
venovali aj jeho povodnej konstrukcii pre roky 20 az 60 rokov. Teraz sme ale
ukazali, ze tento model sa javi ako dobry kandidat aj pre vyrovnanie rokov 60 az
85. Tento posun pévodnych rokov na vyssiu hranicu jasne ukazuje smer vyvoja,
ktorym tmrtnost za poslednych 100 az 150 rokov presla.

Pozrime sa teraz na roky najvyssie, kde jasne uvidime rozlicné spravanie sa
vybranych modelov. Pre tcely projekénych vlastnosti jednotlivych modelov defi-
nujme strednt stvorcova chybu projekcie

m my

) 5 \2
MSEP = i (e 7140 ) i) . (4.3)
=60

Tento ukazovatel ndm poskytuje prvy ndhlad na spravanie skiimanych modelov
v ramci celého spektra skimanych vekov. Vek 99 je maximéalny vek, pre ktory
méame v datach udaje o pocte zijucich k 1. 7. daného roku a o pocte mitvych,
teda idaje o Specifickej miere timrtnosti. Najkor sa pozrieme na muzov. Obrazok
3.5 zachytava vyvoj MSEP za poslednych 14 rokov. Rok 2000 neuvadzame z
interpretacného dévodu, napozorovali sme vysoké hodnoty tohto kritéria.
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Obr. 4.7: Vyvoj strednej stvorcovej chyby projekcie, muzi

Je zrejmé, ze modely Coale-Kiskera a Gompertz-Makehama podavaja naj-
menej uspokojivé vysledky, naopak Heligman-Pollardov a Thatcherov model sa
zdaju byt v tomto obdobi u muZov najvhodnej§imi. Pri analyze reziduélnej zlo-
zky zistime, ze Coale-Kiskerov a Gompertz-Makehamov model zna¢ne nadhodno-
cuju pravdepodobnosti imrtia v rokoch najvyssich, na obrazku 3.6 je zachytena
napriklad situacia z roku 2010. Podobny vyvoj sme pozorovali aj v ostatnych
skiimangych rokoch, stredné hodnota (4.2) pre veky 60 az 99 sa u modelov Coale-
Kiskera a Gompertz-Makehama ¢asto pohybuje okolo hodnoty 0.02, u ostatnych
modeloch je vo vicsine pripadov v absolutnej hodnote mensia ako 0.01.

Coale-Kisker Gompertz-Makeham

Thatcher
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Obr. 4.8: Rezidua, muzi, 2010

Na zéklade kritéria (4.3) a analyzy reziduélnej zlozky sme zistili, Ze mo-
dely Gompertz-Makehama a Coale-Kiskera ¢asto nadhodnocuji pravdepodob-
nosti timrtia u muzov v rokoch najvyssich. Podobny trend sme zaznamenali aj
v druhej polovici 20. storocia, tu sme ale vzhladom na nedostatok dat nepodro-
bili modely vicsej kritike. V poslednych rokoch ale logistické modely, ¢i model
Heligman-Pollarda, vykazuju daleko lepsie vysledky pre roky najvyssie, na ob-
razku 3.9 je zachytend napriklad situécia z roku 2009. Zaujimavé ale je, ze okolo
veku 90 tieto modely miestami mierne podhodnocuji pravdepodobnosti timrtia,
naopak Gompertz-Makehamov a Coale-Kiskerov model ich zachytia spolahlivo.
Do veku 90 su tieto modely este stale uspokojivé.
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Obr. 4.9: Pravdepodobnosti amrtia, muzi, 2009

U zien je situacia podobna. Pripomenme, zZe mame k dispozicii omnoho viac
dat, vysledky u zien st teda daleko spolahlivejsie nez tie u muzov. Obréazok 3.10
zachytava vyvoj MSEP za poslednych 14 rokov u zien. V roku 2001 a 2002 boli
vetky konkurujtice modely spolahlivé. Od roku 2003 je uz na prvy pohlad zrejmé,
ze Coale-Kiskerov, Gompertz-Makehamov a Gompertzov model st spomedzi os-
tatnych modelov najmenej presné. Za zmienku urcite stoji pohlad na roky 2005 az
2010, kedy oficidlne pouzivany Gompertz-Makehamov model vyrazne zaostaval
za modelmi Heligman-Pollarda, Kannista a Thatchera.

Obr. 4.10: Vyvoj strednej stvorcovej chyby projekcie, zeny

Pri analyze reziduélnej zlozky dospejeme k podobnému zaveru. Modely Coale-
Kiskera a Gompertz-Makehama ¢asto nadhodnocuju pravdepodobnosti tmrtia,
najmé v rokoch najvyssich, na obrazku 3.11 je zachytend napriklad situacia z
roku 2011. Vsimnime si zmenu oboru hodnét v grafoch u jednotlivych modelov,
model Kannista sa javi byt priam idealny pre skiimany rok.

V{voj tmrtnosti u Zien potvrdzuje presvedéenia expertov, ze timrtnost v Ces-
kej republiky sa postupom ¢asu meni, tak ako sme to mohli v minulosti pozorovat
v najrozvinutejsich statoch Eurépy, kde sa momentalne pouzivaju logistické mo-
dely pre projekciu tmrtnosti v rokoch najvyssich. MoZeme tak ocakavat, Zze do
budiicna buda pravdepodobnosti timrtia nadalej klesat a postupom c¢asu sa hé-
dam dockdme aj zmeny v oficidlnej metodoldgii tvorby tmrtnostnych tabuliek
s uprednostnenim logistickych modelov, tak ako je to napr. zrejmé na obrazku
3.12, ktory zachytava situaciu z roku 2010.
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Coale-Kisker Gompertz-Makeham

Obr. 4.11: Rezidua, zeny, 2011

Obr. 4.12: Pravdepodobnosti tmrtia, zeny, 2010

Vzhladom na vyvoj tmrtnosti sme sa v praci zaoberali aj volbou maximal-
neho veku, ktory ovplyviiuje vysledny tvar modelov vzhladom na pozadovani
konvergenciu pravdepodobnosti timrtia v tomto veku. Jeho posunutie na hranicu
110, 115 alebo 120 ale neprinieslo ziadne vylepSenie v ktoromkolvek modeli, preto
v praci pracujeme s maximalnym vekom w = 105. V prilozenom stibore najdeme
tvar amrtnostnych tabuliek aj pre tieto maximalne veky.

4.4 Predikéné intervaly pre projektované veky

Postup popisany v sekcii 2.6.1 teraz aplikujeme na nase data, konkrétne sa
budeme zaoberat modelom Heligman-Pollarda, pozri (3.17), pre zeny z roku 2014.
Itera¢nymi algoritmami, popisanymi v predchadzajicej kapitole, sme ziskali od-
hady parametrov a a b, ktoré spolu so smerodajnou odchylkou a 95 % intervalmi
spolahlivosti uvadza nasledujica tabulka:

Odhad Smerodajna odchylka Interval spolahlivosti
a 0.117672 0.0127295 (0.0919023, 0.143441)
b | 4.23017107° 5.04107° (—5.972771075,1.44331 1079)
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Kovarian¢na matica (3.33), ziskana ako vedlajsi produkt pri odhadovani pa-
rametrov, ma tvar

0.000016204 —6.4054410~°

%=1 6.4054410~°  2.5401610~2

(4.4)
Rovnako tak ziskame aj podmieneny rozptyl chybovej zlozky, ktory ma v
tomto pripade hodnotu 0.000171193. S vyuzitim Taylorovej aproximacie dosta-
vame odhad rozptylu rastovej funkcie pre 7 = 1, .., 20, pozri (3.35). Vysledny in-
terval spolahlivosti je spoc¢iatku vyrazne ovplyvneny aditivnou zlozkou v podobe
podmieneného rozptylu chybovej zlozky, ktory ale postupne straca na dolezitosti
a v rokoch najvyssich je jeho vyznam minimalny. Odhady tychto rozptylov st za-
znamenané v nasledujicej tabulke: (znac¢ime var(fyi-(a,b,c)|rs,...,79) = VAR)

T VAR T VAR

1 | 1.812107* ] 11 6.390 1073
2 14171 107* | 12 | 7.496 1073
3 17190 107* | 13 | 8.640 1073
4 11.097 1073 | 14 | 9.791 1073
5 [ 1.560 1073 | 15 | 0.0109101
6 | 2.116 1072 | 16 | 0.0119557
7 127721072 | 17 | 0.0128855
8 [3.531 1073 | 18 | 0.0136591
9 [4.392 1073 | 19 | 0.0142414
10 | 5.349 1073 | 20 | 0.0146056

Teraz uz mozeme zostrojit vysledny 95% interval spolahlivosti pre predpo-
vedané pravdepodobnosti tmrtia v rokoch najvyssich (zelena). Ten je spolu so
standardnym norméalnym regresnym intervalom pre veky 60 az 85 (hnedd) a sku-
to¢nostou (Cervend) zachyteny na obrazku 3.11. Mézeme si v§imnut, ze 95% inter-
val spolahlivosti zachytil skuto¢ne napozorované hodnoty, aj ked model pravde-
podobnosti timrtia v rokoch najvyssich v tomto roku mierne podhodnocuje. Zo-
strojené 95 % intervaly spolahlivosti zachytili skuto¢né pravdepodobnosti timrtia

.....

Pravoepodobnost Gmrtia
|0

0.6

6O ¥O a a0 100

Obr. 4.13: Intervaly spolahlivosti a skuto¢nost
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Dany postup moézeme pouzit pre lubovolny konkurujici model. 95 % intervaly
spolahlivosti pre projektované hodnoty maji podobné vlastnosti aj u ostatnych
modelov, na ich sirku spociatku vplyva najmé podmieneny rozptyl, jeho vyznam
je ale do rokov najvyssich pri preferovanych modeloch relativne maly v porov-
nani s kovarianénou maticou (3.33). Cim spolahlivejsia bola kvalita vyrovnaného
modelu, tym sme ziskali uz$i interval spolahlivosti.

Poznamka. V praktickej ¢asti nasej prace sme vyuzivali hned niekolko Speciali-
zovanych softwarov. Odhady parametrov boli ziskané s pouzitim licen¢ného soft-
waru DERAS (DEathRAtesSimulation), ktory nam poskytla Prirodovedecka fa-
kulta Univerity Karlovej, oddelenie demografie. Intervaly spolahlivosti pre pro-
jektované veky boli napocitané ruc¢ne, s vyuzitim licen¢ného softwaru Wolfram
Mathematica, ktory nam poskytla Matematicko-fyzikalna fakulta Univerzity Kar-
lovej. Pre spracovanie a interpretaciu vysledkov sme vyuzili Microsoft Excel 2010.
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Kapitola 5

Vplyv na implicitntt hodnotu
poistovne

V nasledujicej kapitole sa zameriame na dopad umrtnostnych tabuliek na
poistoviiu. Predstavime si pojem implicitnej hodnoty poistovne v siilade s najak-
tudlnejsimi smernicami, ktoré st dostupné na webovych strankach CFO Forum
v podobe [18] a [19]. Ako sme sa mohli presvedéif v predchadzajticej kapitole,
oficidlne timrtnostné tabulky maji v poslednych rokoch tendenciu nadcenovat
pravdepodobnosti timrtia, ¢o moze vyrazne ovplyvnit riziko dlhovekosti.

5.1 Implicitnd hodnota poistovne

Implicitnd hodnota poistovne je ukazovatel, ktory vyjadruje hodnotu po-
istovne z hladiska akcionara. Existuje niekolko verzii pre tito hodnotu, v na-
Sej praci sa budeme venovaf tzv. trzne konzistentnej implicitnej hodnote alebo
MCEV (Market Consistent Embedded Value). Ide o meradlo konsolidovanej hod-
noty akcionarovych zaujmov v poistovni krytom obchode, do ktorého spadaju
aspon poistné zmluvy, ktoré su regulatorom povazované za dlhodobé zivotné.
Této hodnota je pocitané zo vztahu

MCEV = NAV + VIF, (5.1)

kde NAV (Net Asset Value) je ¢ista hodnota aktiv a VIF (Value of in-force) je
sti¢asna hodnota obchodu plyniica z poistnych zmlav. Cistit hodnotu aktiv pritom
mozno ziskat ako

NAV = FS + RC, (5.2)

kde FS (Free Surplus) st volné aktiva a RC (Required Capital) je pozadovany,
viazany kapital. Stc¢asni honotu obchodu napoéitavame zo vztahu

VIF = PVFP — TVFOG — FCRC — CRNHR, (5.3)

kde PVFP (Present Value of Future Profits) je si¢asna hodnota budicich ziskov,
ktori je na zéklade dostupnych predpokladov nutné odhadnat. Umrtnostné ta-
bulky vstupuji do vypoctov vSetkych ukazovatelov v (5.3), ale vplyv na ostatné
ukazovatele je v porovnani s vplyvom na PVFP zanedbatelny. TVFOG (Time
Value of Options and Guarantees) je ¢asova hodnota opci a garanci, FCRC (Fric-
tional Costs on Required Capital) st frikéné naklady na viazany kapital a CRNHR
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(Cost of Residual Non Hedgable Risks) st ndklady na zostévajice nezaistené ri-
zika.

Pozndmka. K vypoctu MCEV sa pouzivaju okrem iného nasledujice vstupy a
predpoklady: informdcie o poistniych zmluvdch, ktoré sa ziskavaju z prevadzko-
vého systému a casto sa zoskupuja do tzv. modelpointov, ¢o st zvizky poistnych
zmluv s rovnakymi parametrami, napr. frekvencia platenia poistného, pohlavie
¢ produkt. Informécie o aktivdch poistovne, napr. nominalna hodnota, kupdn,
splatnost dlhopisu, akcie alebo investi¢ného fondu a tzv. vypocetné podklady dru-
hého rddu, do ktorych spadaji najlepsie odhady ekonomickych, biometrickych a
pre dant poistoviiu Specifickych ukazovatelov, veli¢in. Jednym z hlavnych bio-
metrickych ukazovatelov je prave imrtnost a jej spravanie.

Pozrime sa teraz na prognézu nékladov a vynosov v suvislosti s celkovou
ocakavanou poistnou c¢iastkou v jednoduchom cash flow modeli zmiesaného po-
istenia, bez priznaného podielu na vynosoch. V dalsich vypoctoch budeme pre
jednoduchost pouzivat nasledujice oznacenia:

PC(0)...celkova poistna ¢iastka vSetkych poistnych zmlav a
PC(m)...o¢akavana hodnota poistnej ¢iastky po m rokoch trvania poistenia,
v*...podiel rezervy poistného vrateny pri storne,

i*.. .najlepsi odhad technickej tirokovej miery,

sy, --najlepsi odhad ocakévaného podielu storien v k-tom roku poistenia, zjed-
nané na n rokov.

Pouzijeme takisto pocetné podklady 2. radu, pod ktorymi rozumieme najlepsie
odhady (best estimate) tychto parametrov:

q:...pravdepodobnost, Ze osoba vo veku z sa nedozije veku z+1,
a*...naklady na sprostredkovanie poistenia, ako % z poistnej ¢iastky,
(*...bezné (rocné) spravne ndklady v % z poistnej Ciastky,
~*...inkasné, ro¢né naklady v % z poistnej Giastky.

Pre najlepsi odhad vyvoja poistnej ¢iastky potom plati indukény vztah

Ocakévany zisk v roku m+1 EI (expected income) potom mozo ur¢it z po¢iatocénej
hodnoty budtcich penaznych tokov v tomto roku, ku ktorej pripoc¢itame poistné
a odpodCitame spravne néklady, poistné plnenie, ludom, ktori zomreli, storné, o
ktorych predpokladdme, Ze sa odohravaju na konci roka a hodnotu budicich
penaznych tokov, ktoré musime maft k dispozicii, to jest
EI*(m) =V (m)PC*(m)(1+ ) + P PC*(m)(1 + ")
—(B"+7" P)PC(m)(1 + %) = ¢z, PC(m) (5.5)
(1= @)1 0"V (4 1PC* () = V(m + 1)PC* (m + 1),
kde V(m) je st¢asné hodnota budicich tokov na jednotku poistnej ¢iastky a P
je vyska stanoveného poistného. Spravne odhadnuté pravdepodobnosti timrtia st

teda potrebné pre dobré vyhodnotenie poistného plnenia a storien, ¢o priamo
suvisi s vypoc¢tom MCEV prostrednictvom PVFP.
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5.2 Dopad na poistoviiu

Ako sme sa mohli presvedcit v predchadzajtcej sekcii, imrtnostné tabulky
st dolezitym predpokladom pre vypocet ocakavaného zisku v konkrétnom roku,
PVFP a MCEV. Nespravne urcenie pravdepodobnosti imrtia tak mdZze mat ne-
gativny vplyv na distribiiciu financii v rdmci poistovne. V pripade, Ze upravime
rovunicu (5.6) do tvaru

EI"(m) = PC*(m)[V(m) + P(1 =) = B](i" =)
+ PC*(m)(qasm — Qi) [1 — V(m +1)]
+ (1 - q;+m)8;+nv(m + 1)[1 - U*]
+PC* (m)(L+@*)(B = "+ (v =) P),
dostavame rozklad vynosu na trokovy nadvynos, vynos z tmrtnosti, vynos zo
storien a vynos z uUspory spravinych nékladov. Vynos z timrtnosti v tomto pri-
pade realizujeme, ak Iudia umieraji viac, nez sme ocakavali, to jest, na$ model
pravdepodobnosti timrtia nadhodnocoval. Je zrejmé, ze v pripade, Ze by nas mo-

del pravdepodobnosti timrtia vyrazne podhodnocoval, mohli by sme zaznamenat
neprijemnu stratu a zbytocne sa vystavovat riziku nesolventnosti.

(5.6)

Nadhodnocovanie pravdepodobnosti imrtia ale neznamené zisk pre poistoviiu.
Ponuka poistnych produktov je v dnesnej dobe velmi pestré a ak uvézime napr.
poistenie pre pripad dozitia, je nadhodnocovanie pravdepodobnosti imrtia velmi
nebezpecné. Preto je v najlepsom zaujme poistovne zachytit tieto pravdepodob-
nosti ¢o najpresnejSie. Tvrdenie, ktoré sa v poistovni ¢asto pouziva: Aktudr je
clovek, ktory chce, aby ste umreli presne nacas, je plne opodstatnené.

Priklad. Uvazujme modelovy poistny kmen o velkosti 100 000, ktory tvoria vy-
hradne Zeny vo veku 25 az 60 rokov. Mnozstvo zien v jednotlivych rokoch bolo
normalizované podla oficidlnych tdajoch o pocte zien k 1. 1. 2014, dostupné
na strankach CSU. Uvazujme, 7e si tieto Zeny v roku 2004 zjednali déchodkové
Zivotné poistenie, ktoré im od veku 65 rokov za¢ne vyplacat pravidelni, ro¢nu an-
nuitu vo vyske 1 000 K¢, vzdy na zaciatku roka, pokial je poistend osoba nazive.
Nasim ciefom bude odhadnif diskontovant hodnotu poistnych plneni spojenii s
tymto poistnym kmenom, pricom nas bude zaujimat jej hodnota v roku 2014.
Vypocet najskor prevedieme so spocitanou tmrtnostnou tabulkou podla modelu
Gompertz-Makehama pre Zeny na rok 2004. V tomto pripade teda nebudeme uva-
zovaf vyvoj tmrtnosti za roky 2005 az 2014. Umrtnostné tabulky z tychto rokov
nasledne zahrnieme do druhého vypoctu a oba vysledky medzi sebou porovname.
Rovnaky postup potom aplikujeme na model Kannista.

Ide o tdlohu na zivotny predlehotny dochodok, odlozeny o m rokov, kde m
je pocet rokov, ktoré chybaju danej osobe k doviseniu veku 65 v roku 2014. U
zien v rokoch 60 az 64 ide o klasicky predlehotny déchodok, nakolko im sa uz
poistné plnenie zacalo vypléacat, t. j. v tomto pripade m = 0. Nech K je ndhodné
premennd, ktora znaci pocet rokov, ktoré nastant od uzavretia poistenia az po
smrf poistenej osoby. Diskontovana hodnota poistnych plneni Y ma tvar

Y =0, K<m

5.7
="+ .. 405, K >m. (5.7)
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Strednt hodnotu poistnych plneni moézeme spocitat podla [3] napriklad s vy-
uzitim komutacnych cisel

N,
EY = &,

(5.8)

€T

Nésledne upravime mnozstvo zien z roku 2004, ktoré sme stanovili hore uve-
denym spdsobom, podla timrtnostnych tabuliek z roku 2004 v prvom pripade, a
z rokov 2004 az 2014 v druhom pripade. Rovnako tak u modelu Kannista. Hod-
noty komutac¢nych ¢isel vychadzaju z pravdepodobnosti imrti, ktoré si pri tychto
dvoch pristupoch, ale aj v ramci jednotlivych modelov r6zne od veku 60. Tym
padom dostavame rézne ocakavané diskontné hodnoty poistnych plneni, ¢im sa
meni aj hodnota PVFP. Pouzijeme technick(i Grokovi mieru 1.5%. V priloZe-
nom sibore najdeme moznost nastavit velkost poistného kmeria, hodnotu ro¢nej
vyplaty a technickt trokovd mieru, vypocet sa automaticky sam aktualizuje. Cel-
kové hodnota diskontovanych poistnych plneni je rozlozené podla vstupného veku
vedla timrtnostnych tabuliek.

V prvom pripade sme neuvazovali vyvoj tmrtnosti od roku 2004 a hodnotu
diskontovanych poistnych plneni , vztiahnutt k roku 2014, sme spocitali len z timr-
tnostnych tabuliek z roku 2004. Obdrzané vysledky zachytava tabulka MCEV,
vzhladom na vstupné veky 56 az 60 uvadzame aj ¢iastku, ktort sme uz zaplatili.

’ Model H Celkovo zaplatime \ Zaplatili sme \ Zostéva zaplatit ‘
Gompertz-Makeham 1 152 552 733 38 781 921 1113 770 813
Kannisto 1151 914 818 38 790 747 1113 124 071

Obr. 5.1: Tabulka MCEV: diskontovana hodnota poistnych plneni

Na prvy pohlad je prekvapivé, ze v pripade Kannistovho modelu o¢akdvame,
ze celkovo zaplatime menej ako u Gompertz-Makehama, napriek tomu, ze prav-
depodobnosti imrtia st u tohto modelu v rokoch najvyssich vyrazne nizsie. Umr-
tnostné tabulky sme ale vyrovnavali uz od veku 60, Kannistov model bol az do
veku 85 trochu viac skepticky a vyrovnané pravdepodobnosti imrtia boli o nieco
malo vysSie, co vysvetluje ziskané vysledky:.

V druhom pripade sme uvazovali vyvoj tmrtnosti od roku 2004 a hodnotu
diskontovanych poistnych plneni , vztiahnutt k roku 2014, sme spocitali na za-
klade informacii zo vSetkych tmrtnostnych tabuliek za dané obdobie rokov 2004
az 2014. Obdrzané vysledky zachytéva tabulka MCEV2, rovnako ako v prvom
pripade uvadzame aj hodnotu, ktori sme uz zaplatili.

’ Model H Celkovo zaplatim ‘ Zaplatili sme ‘ Zostéva zaplatit ‘
Gompertz-Makeham 1 280 007 623 38 940 264 1 241 067 359
Kannisto 1275104 713 38 930 543 1236 174 170

Obr. 5.2: Tabulka MCEV2: diskontovand hodnota poistnych plneni

Vidime, ze diskontovana hodnota poistnych plneni je vyrazne vyssia nez tomu
bolo v prvom pripade. Ako sme uz spominali vyssie, pravdepodobnosti imrtia pre
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veky najvyssie za toto obdobie vyrazne poklesli. To znamena, ze poistené Zeny sa
budt dozivat vyssich rokov a my tak budeme vyplacat zjednant ciastku dlhsie.
Za 10 rokov to ¢ini rozdiel priblizne 125 miliénov, ktora zodpoveda negativnemu
dopadu na PVFP za sledované obdobie. Celkovo sme za 10 rokov zaznamenali
zhruba 14.75 % néarast, ¢o odpoveda narastu 1.31% za jeden rok. A

Nemenej dolezitou stucastou vypocétu MCEV je aj analyza pohybu oproti mi-
nulému stavu. Zmena MCEV méze byt vyvolana zmenou spdsobenou zmenou mo-
delu, zmenou spdsobenou zmenou v ¢ase, zmenou portfélia, vplyvom nového ob-
chodu, zmenou vplyvom zmeny predpokladu. Tato analyza byva pritom stcastou
oficalneho reportu. To znamend, Ze akékolvek zmena, napr. imrtnostn7ch tabu-
liek, musi byt v reporte uvedend s presnym dopadom na pohyb MCEV.

Vplyv tmrtnostnych tabuliek je mozné najst aj v analyze citlivosti MCEV na
konkrétne predpoklady. CFO principy [18] a [19] predpisuju testovaft citlivost v
minimalnom rozsahu:

znizenie vynosovej krivky na trhu o 100 bazickych bodov (1%)

nérast rizikovej diskontnej miery o 100 bazickych bodov (1%)

10 % znizenie kapitélovej hodnoty akcii/nehnutelnosti k datumu ocenenia
25 % zvySenie v majetkovo implikovanej volatilite k datumu ocenenia

10 % zniZenie spravnych nakladov

10 % propor¢né znizenie stornovosti

5 % proporéné zniZenie tmrtnosti (zv143t pre poistenie Zivotné a annuitné)
Pozadovany kapital by mal byt rovny levelu solventnostného kapitéalu.

Tieto testy sltzia najmé k identifikacii rizikovych faktorov pre portfélio a po-
skytuji névod ako ho riadit. V praxi sa citlivostnd analyza testuje jednak pre
celé portfolio, a jednak pre novy obchod. Predpisané peridda testovania je mini-
malne raz do roka, vela poistovien ale vyzaduje zverejnenie oficidlnych vysledkov
z citlivostnej analyzy pri kazdom kvartalnom reporte.
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Kapitola 6

Z.aver

V préci sme sa venovali najpouzivanejsSim demografickym modelom pre pro-
jekciu do rokov najvyssich v suvislosti s tvorbou tmrtnostnych tabuliek a ich
vplyvu na implicitntt hodnotu poistovne. Na zaklade mnozZstva a kvality dat sme
urc¢ili horna vekovi hranicu pre odhadovanie parametrov na vek 85 rokov, od
ktorého zac¢iname s projekciou.

V praktickej ¢asti sme najskor porovnali kvalitu vyrovnania jednotlivych mo-
delov pre roky 60 az 85 na populécii Ceskej republiky. Za poslednych 15 rokov,
ktoré boli nasim priméarnym cielom, sme dospeli k velmi podobnym vysledkom, o
ziadnom modeli sa ned4 prehlésit, Ze by bol pre Gcely vyrovnania nevhodny pre
toto vekové rozpitie, aj ked Coale-Kiskerov model podéval najmenej uspokojivé
vysledky u oboch pohlavi. Je potrebné si ale uvedomit, Ze tento model bol navr-
hnuty az pre vyssie veky, preto by nas jeho relativne horsie vyrovnanie nemalo
nejako vyraznejsie prekvapit.

Pri projekcii do rokov najvyssich sme uz ale obdrzali vyrazné rozdiely. U mu-
7ov, kde bola analyza narocnejsia vzhladom na mensi pocet a vicsiu volatilitu
dat, sa do veku 90 vécsinou javili modely Gompertz-Makehama a Coale-Kiskera
ako najvhodnejsie. Od veku 90 sme ale u tychto modelov zaznamenali znacné
nadhodnocovanie pravdepodobnosti tmrtia, najmé v rokoch 2006 az 2011, kedy
by sme uprednostnili logistické modely alebo model Heligman-Pollarda. V posled-
nych 3 rokoch si boli modely navzdjom dobre konkurujtce. Vzhladom na vicésiu
volatilitu a obcasné rozdielne spravanie sa tmrtnosti v po sebe nasledujicich
rokoch by sme nakoniec asi uprednostnili model Heligman-Pollarda, tesne pred
logistickymi modelmi.

U zien su vysledky este viac vyrazné. Modely Coale-Kiskera a Gompertz-
Makehama v sledovanom obdobi poslednych 15 rokov jednoznacne nadhodno-
cuju pravdepodobnosti timrtia pre roky najvyssie. Naopak logistickym modelom
Thatchera a Kannista sa pravdepodobnosti imrtia v tychto vekoch podarilo vy-
svetlit najlepsie, predovsetkym Kannistov model bol v obdobi rokov 2006 az 2011
mimoriadne presny. Okolo veku 90 sme ale aj tu ob¢as napozorovali mierne pod-
hodnotenie. Tento model sa naviac vyuziva pri projektovani rokov najvyssich
v ramci projektu Human Mortality Database a je aj oficidlnym modelom pre
konstrukciu timrtnostnych tabuliek napr. vo Svédsku. V budiicnosti by sa preto
mohol stat oficidlnym modelom aj u nés.
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Nami ziskané vysledky tak potvrdili kritiku expertov, ze Gompertz-Makehamov
model nie je pre roky najvyssie uplne najvhodnejsi, kedze tu pravdepodobnosti
tmrtia zrejme nadhodnocuje. Vzhladom na paralelu vyvoja timrtnosti medzi jed-
notlivymi statmi vyspelého sveta, ¢i paralelu medzi Zenami a muzmi moézeme
ocakavat, ze postupom casu sa logistické modely stant jednoznacne najlep$imi
kandidatmi na projekciu timrtnosti do rokov najvyssich pre obe pohlavia. Verime,
ze sa v priebehu niekolkych rokov dockédme aj zmeny oficidlnej metoddlogie pre
tvorbu timrtnostnych tabuliek v Ceskej republike.
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