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Uvod

V tejto praci popisujeme niektoré sposoby ako rozhodnit ¢ mnozina, ktorej existen-
cia sa ukaze z axiomy vyberu, moze byt meratelna (napr. v Lebesgueovej miere na R),
pripadne borelovska. Zaroven sa snazime tieto vysledky vyuzit pri rieSeni problému,
¢ podmnozina realnych ¢isel také, séitanie prosté a na R, moéze byt borelovska.

Predtym nez presne definujeme, aké vlastnosti ma tato mnozina mat, zakladné
znacenie. Pre mnozinu B a prirodzené ¢islo n € N bude symbol [B]" znacit sys-
tém vietkych n—prvkovych podmnozin B a symbolom [B]™" budeme znadit sys-
tém vsetkych nanajvys n—prvkovych podmnozin B. f)alej pre A, B C R znacdime
A+ B :={a+b:ac Abe B}. Ak mnozina A je jednoprvkova mnozina {a}, bu-
deme pisat a + B namiesto {a} + B. Pre mnozinu A symbolom |A| znacime jej
kardinalitu.

V tomto texte tudujeme vlastnosti mnoziny B C R splhajiicej:

(P) pre a,b,c,d € B plati: a+b=c+d = {a,b} = {c,d}, t.j. zobrazenie
p:[B]™ = R kde p({a,b}) = a + b je prosté;

(N) pre kazdé = € R existuji a,b € B také, zea+b=1x,t.j. R=B+ B.

V prvej kapitole ukdzeme, ako sa mnozina s tymito vlastnostami skonstruuje pomo-
cou axiémy vyberu. Taktiez ukdZeme 7Ze takato mnozina sa da skonStruovat tak aby
nebola borelovska a dokonca ani meratelna alebo s Bairovov vlastnostou. Na konci
prvej kapitoly eSte ukdzeme, Ze analytickd mnozina s tymito vlastnostami uz musi
byt borelovska.

V druhej kapitole sa budeme zaoberat meratelnostou vzhladom k Lebesgueovej
miera a Bairovov vlastnostou. Predvedieme znamy priklad Hamelovej bazy a dokaz
jej neborelovskosti pomocou nemeratelnej mnoziny. Tiez ukaZeme, Ze ak je mnozina
s vlastnostami Lebesgueovsky meratelné, tak je nulova a ak ma Bairovu vlastnost,
tak je prvej kategorie. Na konci druhej kapitoly preto Studujeme ¢i takato mnozina
musi byt o-porovité.

V tretej kapitole Studujeme ¢o vieme povedat o Hausdorffovej dimenzii mnozin s
vlastnostami (P) alebo (N). Kedze Hausdorffova dimenzia sa neukéaze ako prirodzeny
nastroj na stidium tychto mnozin, spomenieme aj packing dimenziu, pri o ktorej uz
aspon ¢iasto¢ne vieme nie¢o povedat.

V stvrtej kapitole sa pozrieme na selekcie a uniformizacie, a predvedieme priklad
obdl7nika, ktory nema borelovsky matching.

Este pripomenme niektoré z pouzitych pojmov. Topologicky priestor nazyvame
polsky, ak je separabilny a uplne metrizovatelny. Podmnozinu polského priestoru na-



zveme borelovskou, ak patri do g-algebry generovanej otvorenymi mnozinami. Mno-
7inu A, podmnoZinu polského priestoru X, nazveme analytickou, ak existuje polsky
priestor Y a spojité zobrazenie f:Y — X také, ze f[Y] = A.

Pripomenme niekolko vlastnosti analytickych mnozin, dokazy tychto tvrdeni sa
daju néjst napriklad v Kechris (1995). Kazda borelovskd mnozina je analyticka,
systém analytickych mnozin je uzavrety na spocCetné prieniky a zjednotenia, a na
obraz pri spojitom zobrazeni. Ak A je analytickd mnozina, tak A je bud spocetna,
alebo obsahuje homeomorfnu képiu Cantorovho diskontinua. Analytické mnoziny si
univerzalne meratelné, t.j. si meratelné v kazdej aplnejo-konecnej borelovskej miere
na X.



Kapitola 1

KonsStrukcia a zakladné vlastnosti

1.1 Ekvivalentné formulacie

Pred tym nez ukdZeme existenciu mnoziny si vlastnostami (P) a (N), sformulujeme
niekol'ko ekvivalentnych vlastnosti.

Tvrdenie 1. Nech B C R, potom je ekvivalentné:
1. B md vlastnost (P);
2. zobrazenie {a,b} — |a — b| je prosté na [B]*;
3. pre kazdé x € R\ {0} je BN (x + B) najviac jednoprvkovd;

4. pre kazdé z € R\ {0} priamka tvaru {(z,y) € R* : 2z —y = z} pretne B x B v
najviac jednom bode;

5. pre kazdé z € R priamka tvaru {(x,y) € R? : x +y = z} pretne B x B v najviac
dvoch bodoch.

Dokaz. Nech B méa vlastnost (P) a nech a,b,c,d € B, a > b a ¢ > d splhaju:
a—b = c—d, potom zjavne a + d = ¢ + b a teda z podmienky (P) {a,d} = {c,b}
odtial, ked7e a # b, dostavame a = ¢ a b = d a teda zobrazenie {a,b} — |a — b| je
na mnozine [B]? prosté.

Nech zobrazenie {a,b} ~ |a —b| je prosté na [B]*, nech z € R\ {0} a nech
a,be BN(z+ B). Potoma+xz=c¢, b+x=dkde c,d € B. Takiea—c=b—d a
ked7ze x # 0, z prostoty mame {a,c} = {b,d}. Ak by platilo a = d, potom z rovnosti
mnozin jeb=catedaa=d =0+ 2 =c+x = a+ 2z ¢o dava spor s x # 0. Takze
a = b a teda mnozina B N (x 4+ B) je pre v8etky nenulové x najviac jednoprvkova.

Dalej v tomto dokaze budeme pre z € R znacit pf == {(z,y) e R* 1z +y =2} a
p; ={(z,y) ER* 1z —y =z},

Nech B ma vlastnost z podmienky 3. Nech z € R\ {0} a (a,b) , (¢,d) € p,NBXB.
Potoma =z+4+bac=z+d, tedaa,c € BN(z+ B) atedaa=cab=d. Takze
pre nenulové z € R je p; N B X B najviac jednoprvkova.



Nech B nespliia podmienku 5. Potom existuje z € R a tri rézne body X,Y,Z €
pFN B x B. Usetky XY a X Z tvoria uhlopriecky dvoch §tvorcov so stranami rovno-
beznymi so sturadnicovymi osami. Ostatné dva vrcholy v kazdom zo $tvorcov lezia na
priamke p__ (resp. p;, ) pre vhodné zxy, zxz € R . KedZe Stvorce zdielaji vrchol
X abody Z aY st rozne, musi jedno zo zxy, zxz byt nenulové. KedZe vrcholy X,Y
(resp. X, Z) lezia v mnozine B X B, tak tam lezia aj ostatné dva vrcholy $tvorcov.
Tak?e sme nasli nenulové 29 a dva body z B x B leziace na priamke p; . Takze B
nesplia podmienku 4.

Kone¢ne, nech B mé vlastnost z podmienky 5. Necha < bac<dstiz Baa+b=
c¢+d = z. Potom (a,b), (b,a),(c,d),(d,c) € Bx BNp} azpodmienky 5 ide o najviac
dva rozne body. Ak (a,b) € {(c¢,d),(d,c)}, tak zjavne {a,b} = {c,d}. Rovnako
rovnost mnozin dostane pre pripady (b,a) € {(¢,d), (d,¢)},(c,d) € {(a,b),(b,a)} a
(d,c) € {(a,b),(b,a)}. Zostava moznost (a,b) = (b,a) a (c¢,d) = (d,c), kedze len
jeden bod tvaru (x, z) lezi na priamke pf, mame (a,b) = (¢,d) atedaa =b=c=d.
Odtial {a,b} = {c,d}. Takze mnozina B ma vlastnost (P). O

Tvrdenie 2. Nech B C R, je ekvivalentné:
1. B md vlastnost (N);
2. Upepr +B=R;
3. pre kazdé z € R priamka tvaru {(z,y) € R*: x +y = 2} pretne B x B.

Dokaz. Zjavne B + B = |J,.p v + B a teda prvé dve tvrdenia st ekvivalentné. Z
definicie, B + B = R prave vtedy, ked pre kazdé z € R existuju a,b € B také, Ze
a+ b= z a toto je ekvivalentné tretiemu tvrdeniu. O]

1.2 Konstrukcia mnoziny s vlastnostami (P) a (N)

Lema 3. Nech A C R spliia: pre kazdé © € R je mnoZina {a € A:x —a € A}
nekonecnd a az na spocetne vela x € R md tdto mnozina mohutnost kontinua. Potom
existuje B C A s vlastnostami (P) a (N).

Doékaz. Postupujeme transfinitnou indukciou, ozna¢me we prvy ordinal mohutnosti
kontinua. Oznatme S :={x e R: |[{a € A: x —a € A}| < |wc|}. Nech {z) : A < we}
je dobré usporiadanie R také, 7e S C {z) : A < w}. Zvolme a € A také, 7e xp—a € A
a polozme By := {a,zo — a}. Nech A < we a pre @ < X nech uz méme zostrojent
mnozinu B, splhajtcu:

e mohutnost B, je menej ako kontinuum a pre a < w je tdto mnozina kone¢na;
e B, C A ama vlastnost (P);

e pre 3 < aje Bg C B, a vz modzeme vyjadrit ako sicet dvoch prvkov z B,,.



Polozme B} := J, ., Ba.

Ak z) € (B} + B)), tak polozime B) := Bj. Zjavne B, ma pozadovani mohut-
nost, je podmnozinou A a splha tretiu podmienku. Potrebujeme overit, 7e B, mé4
vlastnost (P). Ak ale a + b = ¢+ d, tak najdeme o < A také, ze {a,b,c,d} C B,
a teda, kedze B, ma vlastnost (P), je {a,b} = {c,d}. Takie B, spliia indukény
predpoklad.

Nech x) ¢ (B} + B}). Pre a € R plati: (B\ U{a,z\ —a})+ (B\U{a,zy —a}) =
(B5+ B\) U ({a} + B) U ({zx —a} + B)) U{2a,2x) — 2a,x,}. KedZe mnozina B}
ma vlastnost (P), k tomu aby mno#ina By U{a, x\ — a} spliala induk¢ny predpoklad
nam staci najst a € A také, ze (xr) —a) € A a mnoziny v zjednoteni st po dvoch
disjunktné. To nam dava nasledujice podmienky na a:

1. (Bi+ B\)Nn({a}+ BY) =0 dava a ¢ (B} + B\ — B});

2. (By+ B\)N({xx—a} + B,) =0dava a ¢ (x\+ B\, — B}, — B));

{a} + B\) N ({xx —a} + BY) =0 dava 2a ¢ (z\ + B — B});

3
4. + BY)N{2a,2x) — 2a,2\} = 0 dava2a ¢ (BY + B) a2a ¢ (2x), — B — B});

(
(
(B
5. ({a} + By) N {2a,2z) — 2a,z,} = 0 dava a ¢ B, 3a ¢ (2zy — B)) a a ¢
(zx — B));

(

6. ({zx —a}+ BY) N{2a,2z)\ — 2a,x,} = 0 dava 3a ¢ (z) + B}).

Kedze (B + B)) = UbeB; (b+ B)) a kedze b+ B} ma rovnaki mohutnost ako B}
je vidiet, ze vSetky mnoziny do ktorych a podla podmienok 1 az 6 nepatri sa pre
A < w konefné a pre A > w maji mohutnost mengiu ako kontinuum. TakZe podla
predpokladu na mnozinu A musi existovat a € A také, Zze (xy — a) € A a a nepatria
do ziadnej z mnozin v podmienkach 1 az 6. Polozme B) := B} U {a,z\ — a}. Zjavne
B, spliia indukény predpoklad.

Konec¢ne, polozme B = UAWC By. Zjavne B je hladand mnoZina. O]

1.3 Deskriptivne vlastnosti

Veta 4. Ak mnoZina s vlastnostami (P) a (N) je analytickd, tak je borelovskd.

Doékaz. Nech B je analyticki a ma vlastnosti (P) a (N). Z podmienky 5 v tvr-
deni 1 a podmienky 3 v tvrdeni 2 dostavame, Ze obrazom analytickej mnoziny
(Bx B) N {(x,y) € R? : 2z >y} pri projekcii na priamku {(z,z) € R?: z € R} je
mnozina {(z,x) : x ¢ B}. KedZe projekcia aj zobrazenie (x,z) — z si spojité, do-
stavame, 7Ze R\ B je analyticka a teda B je borelovska. O

Veta 5. Existuje mnoZina s vlastnostami (P) a (N), ktord nieje analytickd ani ko-
analytickad.

Dokaz. Nech {Cs: 3 < wc} je dobré usporiadanie vsetkych homeomorfnych kopii
2“ v R anech {x) : A < wc} je dobré usporiadanie R. Skonstruujeme mnoziny B) a
hodnoty ag, bs € R splhajtice:



e mohutnost B, je menej ako kontinuum;
e B, ma vlastnost (P);
e pre a < \ je B, C B, a r, mozeme vyjadrit ako sucet dvoch prvkov z Bjy;

0&/5605QU Baabgng\U B,.

a<wc a<wc

Zvolme ag € Cy a by € Cy\ {ap, zo — ap}. Polozme By := {ag, zo — ap}. Ak mame B,
pre kazdé o < A a a,, b, pre kazdé v < 3, kde § < A tak polozime B\ := |, ., Ba
a ak ) € B} + B), tak B, := B} a pokracujeme na dalsiu A pricom hodnoty ag, bs
zatial nedefinujeme. Ak ) ¢ B + B} tak analogicky ako v dokaze lemy 3 ukazeme,
ze existuje ag € Cy také, ze By = B U {ag, xy —ag} ma vlastnost (P). Kedze
{b, : v < B} mé mohutnost mensiu ako kontinuum, mozeme vybrat ag tak, aby sme
tito mnoZinu nepretli mnozinou B)y. KedZe mnozina B, ma mohutnost mensiu ako
kontinuum, najdeme bg € C'z ktoré do nej nepatri.

ESte potrebujeme ukazat, Ze sme definovali ag,bg pre vSetky 8 < we. To ale
dostavame z toho, ze B je mnoZina mohutnosti kontinua (inak by nemohla mat
vlastnost (N)) a teda pripad =) ¢ B + B} nastava pre kontinuum vela A\ < we. A
teda sme definovali kontinuum vela hodnét ag, bg.

Konetne, kedze bg ¢ B pre kazdé 5, B nemoze obsahovat homeomorfnia kopiu 2¢
a teda nieje analytickd. Kedze pre kazdé 3 je ag € B nieje analyticky ani doplnok B
a teda B nieje koanalyticka. O]



Kapitola 2

Meratel'nost a Bairova vlastnost

Casto pouzivana metoda na ukazanie neborelovskosti mnoziny je ukizat, ze nemoze
byt meratelna pripadne, Ze existuje spojité zobrazenie a nemeratelna mnozina ktora
je obrazom mnoziny, ktorej borelovskost chceme vyvratit. Oba tieto pristupy vy-
chadzaju z univerzalnej meratelnosti analytickych mnozin. Peknym prikladom na
ilustraciu tohoto postupu je tzv. Hamelova baza, teda algebraicki baza R ako vekto-
rového priestoru nad telesom racionalnych ¢isel. Ze takato baza existuje dostaneme
zo znameho tvrdenia z algebry, ktoré hovori, Ze za predpokladu axiomy vyberu ma
kazdy netrivialny vektorovy priestor ma algebraicka bazu.

Veta 6. Neexistuje analytickd Hamelova bdza.

Dokaz. Nech H C R je analytickda Hamelova baza. Zvolme x € H a oznaCme H =
H\ {z}. Definujme

KnI: U {q1$1+"‘+qn$n:xla'-'vxneH’(ql"”7qn>:q}
qeQ

a K =,y Kn- Zobrazenie (x1,...,2,) — > 1, ¢;x; je pre dané q = (q1,...,qn) €
Q" spojité (dokonca lipschitzovské) a vSetky zjednotenia si spocetné, takze mnozina
K je analyticka a teda lebesgueovsky meratelna. Zjavne mnozina K je prave mnozina
vSetkych linedrnych kombinéacii prvkov mnoziny H. KedZe H je baza priestoru R,
dostavame R = quQ gr + K pricom mnoziny v zjednoteni si po dvoch disjunktné.
Odtial, kedze Lebesgueova miera je transla¢ne invariantna a spocetne aditivna je K
mnozina nenulovej miery.

Nech A (K Nla,b]) = 6 > 0 pre nejaky interval. Nech = > 0 potom pre ¢ €
[O, b_T“] N Q je miera mnoziny (gx + K) N [a, 2b — a] aspoii J, pretoZe tato mnoZina
obsahuje posunutie [a,b]N K. KedZe mnoZiny gz + K st po dvoch disjunktné, mame

2(0—a)=A([a,2b—al)> > A(gz+K)Nla,2b—a]) =00
q€[0,254]nQ

¢o je spor. Takze mnozina K nemdze mat nenulovi mieru.
Ukéazali sme, Ze mnozina K nieje lebesgueovsky meratelna, ¢o je spor s tym, ze
je analytickd. Teda mnozina H nemoze byt analyticka. O]
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Veta 7. FExistuje riedka Hamelova bdza nulovej Lebesqueovej miery.

Dokaz. Ukazeme, ze z mnoziny C' = {ZieN 3 (a;) €10, Q}N} mozeme vybrat Ha-
melovu bazu. K tomu nam stacéi ukézat, ze C' generuje R a na to nam staci ukézat,
ze C+C D|0,1].

Najskor zavedieme znacenie. Pre s € {0,2}~* ozmatme K, := [0, 57| + Z 2
(sicet prazdnej sumy definujeme ako 0). Oznacme C = [J,c(99y» K, potom C =
N, Cn-

Nech mame dané = € [0,1]. Zrejme z € C + C, ak pre kazdé n € w existuju
s,t € {0,2}" také, ze priamka p, := {(u,v) € R : u + v = x} pretina stvorec K, x K;.
Postupujme indukciou podla n € w. Kedze Ky = [0,1], tak priamka p, pretne
Ky x Ky aspon v bode (x,0) a teda tvrdenie je pre n = 0 dokazané.

Nech n > 1 a tvrdenie plati pre n — 1. Z indukéného predpokladu najdeme
s,t € {0,2Y"7" take, e p, pretina stvorec K, x K,. Zjavne priamka p, musi pretinat
niektort zo stran tohoto Stvorca. Kedze Stvorce K ~, x K,~, K ~ X K,~y, K ~y X K,~,
a K ~, x K,~, pokryvaju lavi aj pravia tretinu kazdeJ strany stvorca K, x Kt, ak
bod prlenlku p. a hrany Stvorca padne sem, tak tvrdenie, ktoré dokazujeme plati pre
n.

»
[

°£

Ak p, pretina Stvorec K, x K; v prostrednej tretine niektorej strany. Oznac¢me si
tato tsecku ako U. Potom U je stranou prave jedného Stvorca, ktory je podmnozinou
K, x K, oznacme ho S. Zrejme steny $tvorca S, ktoré si kolmé na U, st zaroven
stenami niektorého zo Stvorcov K ~, X K,~, K ~o X K;~y, K~y X K,~ja K ~, X K,~,
Ked7Ze smernica priamky p, je —1 a priamka pretma stranu U tak p, musi pretinat’
aj jedu z tychto stran kolmych na U. Takze aj v tomto pripade je splnené dokazované

tvrdenie pre n. Tymto sme ukazali indukény krok a dokaz je ukonceny. O]

2.1 Lebesgueova miera a Bairova vlastnost

Veta 8. Ak mnoZina B md vlastnost (P) a Bairovu vlastnost, tak je prvej kategdrie.

Doékaz. Nech B nieje prvej kategorie, potom najdeme G C B typu Gy, ktord nieje
prvej kategorie. Existuje interval I C R, ze GN 1 je husta v I (ak by takyto interval
neexistoval, tak | J{I : G NI = (0} je hustd, otvorena mnozina nepretinajica G, teda
G by bola riedka). Zvolme x1, 29 € GNI. Potom 21+ INas+1 #Dax+G, 22+ G
st disjunktné, husté GGs podmnoziny tohoto prieniku, ¢im dostavame spor s Bairovov
vetou. O

Veta 9. Mnozina s vlastnostami (P) a (N) nieje typu F,.

Dékaz. Nech B je F,. Potom B je K,. Nech B = |J K, kde K, je rastuca postup-
nost kompaktov. Existuje n € N také, 7Ze mnozina S, := {x+y: z,y € K, } nieje
prvej kategorie (kedze K, tvoria rastiicu postupnost, aj mnoziny S, tvoria rastticu
postupnost a (JS, = R). Mnozina K, je prvej kategorie a teda je nuladimenzi-
ondlna. Mnozina K := (K, x K,)N{(z,y) € R? : x < y} je kompaktna a zobrazenie
(z,y) — = + y je na tejto mnozine spojité, prosté a na mnozinu S,, ¢ize ide o ho-
meomorfizmus tychto priestorov. KedZe K, je nuladimenzionalna, je aj mnozina K



nuladimenzionalna a teda aj mnozina S,, je nuladimenzionalna. Takze S,, je nuladi-
menzionalny kompakt a teda ide o riedku mnoZinu, ¢o je spor s volbou n. O

Veta 10. Ak B je lebesgueovsky meratelnd mnoZina s vlastnostou (P), tak md nulovi
mieru.

Doékaz. Nech B ma kladnu Lebesgueovu mieru. Potom najdeme interval [a,b] tak,
ze A(BNla,b]) =6 > 0. Kedze B ma kladnu mieru, je nespocetna a teda najdeme
prostli konvergentnti postupnost (), .y, Ze ¥, € B. Ozna¢me jej limitu x a pred-
pokladajme, 7ze |z, — x| < 1. Pre n,m € N rozne, je (x, + B) N (z,, + B) najviac
jednoprvkova a teda mnoziny

B, := (zn+ B)\ | J (@m + B)

m<n

st po dvoch disjunktné a od z, + B sa liSia len o mnozinu nulovej miery. Potom
plati: .

B, N (xzn + [a,b]) C [(x —1)+a,(x+ 1)+

_l’_

a mnoziny B, N (z, + [a,b]) maji rovnaka mieru ako BN |a, b]. Potom ale dostévame:
Ml =D +a @+ 1) +8) =b=a+2= > A(Byn (@, + [0,)) = 0

neN
€0 je zjavne spor. L]

Veta 11. FEzistuje riedka, lebesqueovsky meratelnd mnoZina s vlastnostami (P) a

(N).

Dokaz. Ukazeme, ze mnozina C+Z, kde C' = {ZieN 3 (a;) € {0, Q}N} je Cantorove

diskontinuum a Z je mnozina celych ¢isel, spliia predpoklady lemy 3.

Z dokazu vety 7 vieme, ze C' + C D [0,1] a teda pre z € R najdeme m € Z a
y,z €€ C také, ze m +y + z = x. Potom pre kazdé n € Zsty+m+na z—n
v mnozine C + Z a ich sucet je x. Takze kazdé = € R sa d& dostat nekonec¢ne vela
sposobmi ako stcet dvoch prvkov z C' + Z.

Zostava overit, 7e S, = {a € (C+Z):x—a € (C+7Z)} ma az na spoCetne
vela v € R mohutnost kontinuum. Ukdzeme, Ze ak x = m + Y .. 5, kde m € Z,
(a;) € {0,1,2}" a pre kazdé i € N existuje n > i take, 7e a, # 1, tak S, obsahuje
homeomorfna kopiu C' a teda ma mohutnost kontinuum. Nech mame takéto x € R.
Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, ze x € [0, 1], pretoze S,i., = S

Najskor zavedieme znacenie. Pre s € {0,2}~“ oznaéme K, := [ X ‘] ZZ 15
(stucet prazdnej sumy definujeme ako 0). Pre n € N oznatme C, Use{o,2} K,

potom C' = (), C,. Dalej pre s,t € {0,2}" ozna¢me vrcholy Stvorca K, x K; nésle—
dovne:

~ 5 i
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" s 1 ot
A2 = SN
s,t (Z 3z+3n’ : z) ’
=1 =1
Ly 1 =t 1
P | R S
s,t (i:l BZ + 3n’ — i + 3n)
n . n tz 1
Ag,t = ( S_w §+_n>
i=1 3 i=1 3

Pre a € R nech p, := {(z,y) e R*: 2 +y=a}. Pre n € N oznatme S} =
{K,x K;:s,t€{0,2}"}a 5% ={(K,—1) x K; : s,t € {0,2}"}, mnoziny K, x K;
a (Ks—1) x K; budeme pre zjednodusenie znadit (s,t) vsade, kde toto znacenie
zrejmé ktori z mnozin mame na mysli.

Tvrdime, Ze pozadovany vysledok dostaneme z nasledujiceho tvrdenia. Ak = =
Y ooy 82 a pre nejaké n € N je a, # 1, tak existuje j € {1,2}, Ze pre kazdy Stvorec
(s,t) € SJ plati: ak p, pretina (s,t), tak pretina aj (s70,t72),(s°2,t°0) € S},

Nech toto tvrdenie plati, nech z =) > | ¢ 3= a a, # 1 pre nekonecne vela n G N.
Oznacme ny rasticu postupnost prirodzenych ¢isel takych, ze pre kazdé k € N je
an, # 1. Pre kazdé k najdeme j; € {1,2} z tvrdenia pre ny. Zjavne j; musi nadobudat
jednu z hodnoét {1, 2} nekonecne vela krat, a teda nidjdeme vybranti podpostupnost
(M, ) ;e taki, Ze ji, je kondtantnd. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat,
ze jJi uz st konstantné (inak prejdeme k tejto vybranej podpostupnosti).

Ozna¢me P, = p, NJS, a P = (,cy P Tyvrdime, Ze P je kompaktnou pod-
mnozinou p, N ((C'+Z) x (C + Z)) bez izolovanych bodov, a teda ma mohutnost
kontinua. Zjavne |JS? st kompaktné, do seba zaradené mnoZiny a p, je uzavretd,
teda P, tvori klesajicu postupnost kompaktov a teda P je neprazdny kompakt.
Inklazia je zrejma z definicie P,. Zostava ukazat, ze P nema izolované body.

Nech z je izolovany bod P. Najdeme § > 0 také, ze B(z,0) N P = {z}. N4j-
deme postupnost Stvorcov (s,,t,) € S? taka, ze z € (s,,t,), ide o postupnost do
seba zaradenych mnozin s klesajiucim priemerom a teda najdeme k£ € N také, ze
(Snystn,) C B(2,0). Z tvrdenia dostavame, ze p, mé neprazdny prienik so Stvorcami
(80, 0,0, "2) @ (8n,, "2, 1, "0). Z dokazu vety 7 vieme, Ze ak p, pretina nejaky Stvorec
(s,1), tak p, N (5,£) N ((C'+Z) x (C +7Z)) # 0. KedZe nijdené Stvorce z S} ., st
disjunktné, je PN B (2,8) D PN ((sp, 0,15, 2) U (s, 2,tn, " 0)) aspoit dVOJprvkova
¢o je spor s volbou 9.

Takze zostava dokizat tvrdenie. Nech mame x = > °7 %2 an € N také, ze

n=1 3n
a, # 1. Z konstrukcie $tvorcov je zrejmé, ze p, pretina (s°0,¢°2),(s°2,t°0) € SﬁLH
ak vzdialenost p, od tej diagondly Stvorca (s,t) s ktorou je rovnobezna, je menej ako

‘{31,1. Kedze a, # 1, existuje s € {0,1,2}" ! take, ze }x o 11 < —. Oznac¢me
d:= Z?:ll 3. Vzdialenost p, a pg je zjavne mensia ako 723—" Stadi teda ukazat, ze

pa bud pretne stvorce v S} v diagondle, alebo v diagonale pretne stvorce v S2.
Zrejme ak priamka p,; prechadza nejakym z tychto Stvorcov, tak prechadza jeho
vrcholom.
Najskor ukdzeme, ze ak py pretne nejaky Stvorec v S7 v diagondle tak vsetky
Stvorce ktoré v SJ pretne, pretne v diagonale. Nech toto neplati, nech napriklad

10



existuji s, ', t,t' € {0,2}"" také, Ze py prechadza bodmi A%, a Al . Potom, kedze
pq je priamka s rovnakymi sictami, plati:

n—1

n—1
. 3i - gn-1 + Z 3i
=1 1=1
% _ n—1
— 3 3

n—1

D3 i (s — st —t) = 1

=1

a kedze ¢islo v zatvorke je parne, dostavame spor. Analogicky tvrdenie ukdZeme aj
v pripade, Ze pg prechadza bodom A3, .

Zostava ukazat, ze ak pg prechadza vrcholom $tvorca v S} tak bud je diagonalou
tohoto $tvorca, alebo existuje Stvorec v S? ktoré¢ho je pg diagonalou. Nech méame
s,s',t,t' € {0,2}""" . Nech p je priamka prechadzajica jednym z bodov ALy, A3, a
jednym z bodov A}, ,, — (1,0), A%, — (1,0) potom pg mé smernicu -1, Teda plati:

n—1 n—1

s; — S c i — ¢
— 14+ = = - — —

Z 3@ + 3n Z 3@ 3n71

i=1 =1

Ssi—sg+ti—t; - 2¢

i - T ap—1
— 3 3

n—1
Z 3 (s —si+t—t) = 3" —2c,
i=1

kde ¢ € {—1,0,1} zavisi na tom o ktoré vrcholy sa jedna. Cislo na pravej strane
rovnosti je zjavne nepérne, ¢islo na lavej strane je parne a teda dostavame spor.
Takze pg nemoze pretinat Stvorce v Sl iba vo vrcholoch a zaroven pretinaf iba vo
vrcholoch §tvorce v S2. Tymto je veta dokézanA. O

2.2 o-porovitost

o-porovitost je pojem pouzivany ku $tidiu “deravych” mnozin, ktoré sa objavuju pri
stadiu problémov z teorie diferenciacie. Pojem bol zavedeny v Dolzhenko (1967). Z
¢lanku Zajicek (1987) vieme, Ze o-porovité mnoziny sa zaroven nulovej Lebesgueovej
miery a prvej kategorie. V predchadzajiicej casti sme ukazali, Ze borelovskd mnozina
s vlastnostami (P) a (N) musi byt nulovej Lebesgueovej miery a prvej kategorie. Je
teda prirodzené sa pytat ¢i takdto mnozina musi byt aj o-poérovita respektive ¢i tato
mnozina moze byt o-poérovita.

Definicia. Nech (X, d) je uplny metricky priestor, E C X, x € E a R > 0. Definu-
jeme

[(z,E,R):=sup{r>0:3ye X:B,(y) C Br(z)\M},

11



l E
p(z, F) := limsup —(:r, 1)

> 0.
R—>0+ R

Povieme, ze E' je porovita v bode z, ak p (x, E) > 0. Povieme, 7e E je porovita, ak je
porovita v kazdom svojom bode. Povieme, ze F je c=poérovité, ak existuji porovité
mnoziny E, C X také, Ze £ = J, oy En-

Tvrdenie 12. Existuje pdrovitda mnoZina s vlastnostami (P) a (N).

Doékaz. Tvrdime, Ze mnozina z vety 11 je porovitd. K tomu ndm stacéi ukézat, ze
mnozina C' + Z je porovita. Teda pre kazdé x € C' + Z chceme najst postupnost R,
klesajicu k 0 a kladnu konstantu p tak, ze [ (z,C + Z, R,) > R,p.

Nech najskor mame x € Z. Pre n € N polozme R,, = 2-37". Z konstrukcie potom
méame (z+ (37,2-3™")NC+Z=0atedal(z,C+Z,R,) > 13" = IR,.

Nech teraz mame x € (C' +Z)\Z. Pre n € N zvolme R, = 5 - 37"*'. Pre dosta-
totne velké n bude R,, < dist (z,C + Z). Pre takéto n najdeme interval dlzky 37"
v (x — Ry, + R,) \ (C + Z). Takze I (z,C + Z,R,) > 337" = + R,. Takze mnozina
C + Z je porovita. m

Posledné tvrdenie v tejto Casti je dokdzané v ¢lanku Zeleny a Pelant (2004) a
ukazuje, ze vlastnost (P) nezarucuje, Ze mnozina bude o-pérovita. Dokaz tvrdenia je
ale pridlhy nato aby sme ho tu predviedli.

Tvrdenie. Eristuje kompakind mnozina s vlastnostou (P), ktord nieje o-pdrovitd.

12



Kapitola 3

Hausorffova miera a dimenzia,
packing miera a dimenzia

V predchadzajtucej kapitole sme ukazali, 7ze kazdd meratelnd mnozina s vlastnostou
(P) musi mat nulovia Lebesgueovu mieru a zaroven sme ukazali, Ze existuji mno-
ziny nulovej miery s vlastnostou (N). TakZe ak chceme Studovat vlastnosti mnozin s
vlastnostami (P) a (N) z pohladu miery, potrebujeme pouzit také miery, ktoré rozli-
suju Lebesgueovsky nulové mnoziny. Asi najcastejsie pouzivanym prikladom takejto
miery je Hausdorffova miera a dalsim dolezitym prikladom je packing miera. V tejto
kapitole budeme Studovat mnoziny s vlastnostami (P) a (N) prave z pohladu tychto
mier a hlavne z pohladu im prislusnych dimenzii.

Nasledujuce tvrdenia ohfadom zakladnych vlastnosti tychto mier a dimenzii ne-
budeme dokazovat. V nézve kazdého tvrdenia je odkaz na literatiru, kde je tvrdenie
dokazané.

Definicia. Pre ACR", 0 <s < oo a0 <0 < oo definujeme:

H3 (A) == inf {Z (diam A;)*: A C | J A, diam A; < 5}

1€EN 1€EN

H*(A) := lim H;5 (A) =supH; (A).

Zobrazenie H*® nazyvame s-dimenziondlnou Hausdorffovou vonkajSou mierou. Ak
mnozinovi funkciu H*® obmedzime na H*-meratel né mnoziny, dostavame s-dimenzio-
nalnu Hausdorffovu mieru, ktori budeme tiez znacit H?.

Lema (Falconer(1990, 3.2)). Nech0 < s<oo,n € NJACR", a € R" a0 <t < 00,
plati:

H (A4 a)=H(A)

H (tA) =t°H® (A).
Pozndmka (Mattila(1995, 4.4)). Ak v definicii budeme namiesto pokrytia akymi-

kol'vek mnozinami uvazovat len pokrytia uzavretymi, otvorenymi alebo konvexnymi
mnozinami dostaneme rovnaki vonkajsiu mieru.

13



Pozndmka (Mattila(1995, 4.5)). H® je regularna borelovska miera.Mattila (1995)
Tvrdenie (Mattila(1995, 4.7)). Pre 0 < s <t < oo a A C R" plati:

1. Ak H® (A) < oo, tak H' (A) = 0;

2. Ak H' (A) > 0, tak H* (A) = cc.

Definicia. Hausdorffovu dimenziu mnoziny A C R" definujeme ako

dimA = sup{s:H’(A) >0} =sup{s: H*(A) = oo}
= inf{s: H°(A) < oo} =inf{s: H*(4) =0}.

Definicia. Nech A C R” je neprazdna obmedzena mnozina. Pre 0 < € < oo definu-
jeme N (A, ¢e) ako najmensi pocet guli o polomere € pokryvajicich A, t.j.

k
N (A, ¢) :zmin{k:ﬂxl,...,xk ER”ACUB(%,&)}.

i=1

f)alej definujeme horna a dolni Minkowského dimenziu mnoziny A ako

dimj;A = inf {s € [0,00] : limsup N (A, e)e® = 0}

E—>0+
dim,, A = inf {s € [0,00] : liminf N (4,¢)e® = 0} :
54)04_
Pozndmka. Z definicie je zrejmé, ze dimy A < dim,,;A < dimy A < n.

Tvrdenie (Falconer(1990, strana 27 a 30)). Nech A C R™ je neprdzdna, obmedzend
mnozina. Potom plati:

S InN (A
dimyA = limsupu,
e—04 _1n5
InN (A
dim,,A = liminfu.
e—04 —lne

Navyse rovnosti platia aj v pripade, Ze N (A, €) nahradime P (A, ¢), kde
P(Aje) =max{k:3xy,...,x, € AB(z;,e) N B (xj,e) =0aki# j},

Nech N(A,m) je pocet dyadickych kociek o strane dlzky 27™, ktoré pretnd A.
Potom

S InN (A
dimj;A = lim sup M

I, mln2 '

InN (A
dim,, A = lim inf RS KL ( ,m).
m—00 mln?2
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Definicia. Nech A C R", (hornti) packing dimenziu mnoziny A definujeme ako
dimp A = inf ¢ supdimyA; : A = | Ay, A; st obmedzené 5 .
ieN ieN

Pozndmka. Pre A C R plati: dimp A < dimy A, kedze A je jedno z pokryti cez
ktoré robime infimum.
Definicia. Nech 0 < s < 00. Pre A CR" a 0 < § < oo definujeme

Fi(4) = sup {Z (2ri)": B (i) N B (aj,75) = 0,0 # i € Ay < a} ,

ieN

P*(A) = 615& P;(A) = gg P;(A).

Konecne, definujeme s-dimenzionalnu vonkajsiu packing mieru mnoziny A ako

P (A) = inf{iPs (A): A= GAZ}.

Potom P? dava regularnu borelovskd mieru na R”.
Tvrdenie (Mattila(1995, 5.11)). Pre A C R" plati:
dimpA = inf{s:P°(A) =0} =inf{s:P°(A) < o0}
= sup{s:P°(A) >0} =sup{s: P°(A) = 0}.
Tvrdenie (Mattila(1995, 5.12)). Pre A C R™ plati H* (A) < P* (A).

Tvrdenie (Falconer(1990, 3.1)). Nech f : R® — R™ je lipschitzovskd a A C R™.
Potom dimy f [A] < dimy A.

Tvrdenie (Mattila(1995, 8.10)). Nech A C R" a B C R™ su neprazdne borelovské
mnoziny. Potom plati:

Lema 13. Ak borelovskd mnozina E C R spliia E + E =R, potom dimp E > %

Dokaz. Kedze E+ E = f[E x E], kde f(z,y) = x + y je zjavne lipschitzovské,
dostavame dimy E'x E > dimy f [E x E] = dimy R = 1. PodTa predoslého tvrdenia
teda 2dimp F > dimy E x E > 1. Tym je lema dokazana. O

Nasledujuci priklad vyuziva myslienku z Falconer (1990, priklad 7.8) a naznacuje,
ze dolné odhady na dimenziu sa nemusia dat vylepsit.

Tvrdenie 14. FExistuju kompaktné mnoziny E, F C R také, Ze F+ F =R =F+F,
dimg £ =0 a dimp F' = %
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Doékaz. Nech my = 0 a my, je rasttica postupnost prirodzenych ¢isel. Nech mnozina A
obsahuje prave tie ¢isla z [0, 1], ktoré maji nulu na r-tom mieste dvojkového rozvoja,
ak mr+1 < r < myyq kde k je parne ¢islo. Nech mnozina B obsahuje prave tie cisla
z [0, 1], ktoré maja nulu na r-tom mieste dvojkového rozvoja, ak my +1 < r < myy
kde k je nepéarne ¢islo.

Z volby A a B je zjavné, ze pre x € [0, 1] existujea € Aa b € B také, ze a+b=1z
(stadi volit podla dvojkového rozvoja x). Odtial (N+ (AU B))+(N+ (AU B)) =R.
Zostava zvolit my tak, aby boli splnené poziadavky na dimenziu.

Zjavne pre parne k mozeme mnozinu A pokryt 2 intervalmi dizky 2-7#+1, kde
gk = (mg —my) + (my —ms) + - - - + (my — mg_1). Nech my, = 2%, potom
2k—1+“.+222_221

22" — 2
dimy A < dim,;A < lim = lim a =0.

k—00 M1 k—o0

Takze dimy A = 0. Analogicky dostavame, ze dimy B =0 a teda £ := N+ (AU B)
je hTadana mnozina.

Nech teraz my = k. Nech mame dané n € N. Potom mnoZina A je pokryta 2/»
dyadickymi intervalmi dlzky 2-*1, ak n je parne a 2»-1 dyadickymi intervalmi
dlzky 2=(+1 ak n je neparne. Odtial

S 2 1
dimp A < dimp;A = limsup nn~/k 1= 3
Takze F':= N+ (AU B) je druha hladana mnozina. O

Nasledujuci priklad z Keleti (1999) ukazuje, ze borelovské mnoziny s vlastnostou
(P) moézu mat dimenziu 1

Tvrdenie 15. FExistuje kompaktnd mnozina A C R takd, Ze dimg A = dimp A =1
a A md vlastnost (P).

Dékaz. Nech ¢, = m. Indukciou definujeme mnoziny A,,, disjunktné zjednote-
nia uzavretych intervalov [n;, i Om, (Niy i, + 1) 0], kde 1 <4 <k, 1 <k < m.
Intervaly v A, oznac¢ime I]", I3*, ... I a postupnost intervalov (I{, I, I3, 13,...)
oznacéime (Jy, Ja, ... ).

Polozme n; = 0 potom definujeme A; = I{ = J; = [0,1]. Nech mame skongtru-
ované mnoziny Aq,..., A,. Cisla Ty, definujeme z ¢isel n;, ;. nasledovne:

Slma1 m
ak ng, i 0m & Jm tak polozime

,,,,, W+ 6i—6, i=1,...,m+1
aak n;, i, 0m € Jp, tak polozime
Niyooimi =06 (m+D)ngy 5 +60—3, i=1,...,m+1
Potom pre i = 1,...,m + 1 plati:
Mo siOma 1 (M ii + 1) Omg1] € [Ny O (Mg + 1) O
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odkial A,, 1 C A,,.

Nech A= "_, A,. Ze A ma Hausdorffovu dimenziu 1 vyplyva z Falconer (1990,
priklad 4.6). Tak7e sta¢i ukazat, 7e A ma vlastnost (P).

Nech x1 < 9 < x3 < x4 st v A. Najdeme m také, ze 6,, < 9 — x1. Potom
ak r; € I" = Jy, tak ziaden z bodov 3, 73,24 v tomto intervale nelezi, kedze
interval Jy ma dlzku 6,,. Tak7ze, ked sme definovali mnozinu Ay, 1, pouzili sme druha
definiciu pri volbe intervalu obsahujiceho z; a prva definiciu pri voIbe intervalov
obsahujucich xy, x5 a x4. Potom x; je tvaru (6N + 3)dy + €1 a x9, 3, x4 sU tvaru
6N;6n+e;, kde Ny, ..., Ny st prirodzené ¢islaa 0 <e; <4, pre j =1,...,4. Odtial
To — 1 # x4 — x3. Takze A ma vlastnost (P). O
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Kapitola 4

Selekcie

V tejto kapitole budeme Studovat akym sposobom sa dé& rozhodnit ¢i danid mnozina
moze mat borelovska selekciu. V tejto kapitole pre kartézsky suc¢in X x Y bude Py
znacit projekciu na X-ovu suradnicu.

Definicia. Nech XY st polské priestory a £ C X x Y. Zobrazenie f : Px [E] —
Y nazyvame selekciou mnoziny E, ak pre © € Px[F] je (z, f (x)) € E. Selekciu
f nazyvame matching ak je bijekciou Px [E] a Py [E]. Graf selekcie f nazyvame
uniformizdciou mnoziny F.

7 axiomy vyberu dostavame, ze selekcia vzdy existuje. Matching samozrejme
nemusi existovat, sta¢i uvazovat priklad kedy Px [E] a Py [E] majt roznu mohutnost.
Nésledujuci priklad ukazuje, Ze existencia borelovskej selekcie nieje zarucené ani pre
uzavreté mnoziny.

Priklad 16. Existuje uzavreta podmnozina R x w“ bez analytickej uniformizacie.

Doékaz. Najdeme F' C 2¥ x w® uzavreti takid, ze A := Py [F] je analyticka a nieje
borelovska.

Nech U je analytickd uniformizacia F'. Potom U je grafom zobrazenia f : A —
w¥, a podla Kechris (1995, veta 14.12) U je borelovskd mnozina v A x w*. Kedze
AXxwY D F DU aF je uzavreta, je U borelovskd v 2¥ x w®. Zobrazenie Po. je
spojita bijekcia U na A a teda podla Luzinovej-Suslinovej vety Kechris (1995, veta
15.1) je A borelovska mnozina. Toto je spor s volbou F. H

Pre tplnost spomefime aj mnoziny, ktoré maju borelovska uniformizaciu. Prvym
prikladom st borelovské mnoziny so vSetkymi rezmi velkymi (napr. kladnej miery
alebo druhej kategorie), dokaz tohto tvrdenia sa da najst v Kechris (1995, veta 18.6).
Druhym prikladom si borelovské mnoziny so vSetkymi rezmi najviac spocetnymi,
dokaz je v Kechris (1995, veta 18.10).

Uvazujme mnozinu B s vlastnostami (P) a (N). Podla 1 a 2 pretne kazda priamka
tvaru {(z,y) € R?: x4y = 2} mnoZinu B x B v najviac dvoch bodoch. Zjavne ak
(x,y) je jednym takymto bodom, tak (y,x) je druhym a teda ak sa obmedzime na
polrovinu {(z,y) € R? : y > z}, tak v kaZdom z prienikov je prave jeden bod. Nech 7
je otocenie, ktoré z priamky {(z,y) € R? : x +y = z} urobi zvisla priamku. Potom
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mnozina A := 7 [(B x B)N{(z,y) € R? : y > z}] ma v kazdom zvislom reze prave
jeden bod. Teda ide o uniformizéciu a problém existencie borelovskej mnoziny s
vlastnostami (P) a (N) mozeme preformulovat na problém existencie uniformizacie
s ur¢itou vlastnostou. Néasledujuci priklad z ¢lanku Laczkovich (1988) ukazuje, Ze
takéto dodato¢né vlastnosti moézu zabranit existencii meratelnej uniformizacie (v
tomto pripade ide o matching).

Najskor potrebujeme definovat niekol'ko pojmov ohlTadom grafov.

Definicia. Grafom rozumieme usporiadant dvojicu (V) E), kde V je mnozina vr-
cholov a E je mnozina dvojprvkovych podmnozin V. Prvky E nazyvame hrany
grafu. Graf (V, E) nazyvame bipartitng, ak existuja Vi,V C V také, ze Vi NV, =0,
ViUVy =V aprex €V, plati: ak {x,y} € E, tak y ¢ V; t.j. vrcholy grafu mozeme
rozdelit na dve casti tak, Ze medzi Ziadnymi dvoma vrcholmi v tej istej ¢asti nieje
hrana.

Definicia. Nech (V) E) je graf a v € V. Stuperi vrcholu v definujeme ako pocet
hran, ktoré tento vrchol obsahuju. Graf (V' E') nazveme podgarfom grafu (V, E),

ak V' C V a E' C E. Podgraf nazveme faktorom, ak V' = V. Podgraf grafu (V, E)
nazveme I-faktorom, ak je faktorom a kazdy jeho vrchol méa stupen 1.

Definicia. Cestou v grafe nazveme prosti postupnost vrcholov (vy, ..., v,) taka, ze
pre i < nje {v,vi1} € E. DiZku cesty definujeme ako pocet jej vrcholov. Cestu
nazveme kruznicou, ak plati: {vy,v,} € E. Graf nazveme sivisly, ak medzi kaz-
dymi dvoma vrcholmi existuje cesta. Suvislou komponentov grafu prislusni vrcholu
v nazveme maximalny (vzhladom k inklazii F) suvisly podgraf. Nekoneénou cestou
rozumieme suvisly graf taky, Zze V' je nekone¢na mnozina a kazdy vrchol méa stupen
2.

Definicia. Nech (X, ) je priestor s mierou a f je zobrazenie na X zachovavajice
mieru. Povieme, Ze zobrazenie f je ergodické, ak pre kazdt meratelntt mnozinu £ C
X, ktora je invariantna vzhladom k f plati, ze p (E) = 0 alebo pu (X\FE) = 0.

Veta 17. Nech I znaci interval [0,1], u € I nech je iraciondlne a nech R C I x I
je obvod obdlznika s vrcholmi Ay = (1,1 —u), Ay = (1 —u,1), Ay = (0,u) a Az =
(u,0). Potom R obsahuje matching, ale neobsahuje borelovsky matching. Navyse,
Ziaden matching v R nieje meratelny vzhladom k jednodimenziondlnej Hausdorffovej
miere.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze u < % Najskor ukazeme,
7e R obsahuje matching. Definujeme bipartitny graf G nasledovne: nech I, I, st
disjunktné kopie I, polozme I; U Iy ako mnozinu vrcholov grafu G. Mnozinu hran
G definujme nasledovne: {z,y} je hranou G prave vtedy, ked = € I, y € I, a
(z,y) € R. Potom R obsahuje matching prave vtedy, ked G obsahuje 1-faktor a G
obsahuje 1-faktor, ak kazda savisla komponenta G obsahuje 1-faktor.

Ked7e kazdy vrchol G ma stupen najviac 2 (pre kazdé = € I existuji najviac dva
y € I také, ze (z,y) € R a pre kazdé y existuju najviac dve vhodné z) tak savislymi
komponentami G sii len cesty a kruznice. Nekonecné cesty a cesty a kruznice parnej
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dlzky maju 1-faktor. KedZe G je bipartitny, neobsahuje kruznice nepéarnej dlzky.
Takze zostava ukazaf, 7e G nema za komponentu cestu neparnej dlzky.

Nech toto nieje pravda, t.j. nech (x1,...,z,) je cesta nepéarnej dlzky. Potom
a x, patria oba do I; alebo I; a maja stupen 1. KedZe jediné vrcholy so stupiiom 1
si0aljebud ry=0ax,=1aleboxr;=1auz,=0.

Ak (z,y) € R patri do tsecky spajajicej Ag a Ay, tak y = —x + 2 —u. Ak (x,y)
patri do nejakého zo zvysnych troch tseciek, tak y = tx4u. Takze x5 = +x1+u+2as,
kde as € {0,1}. Indukciou dostavame, 7e x), = +x1 + 2ay + bru, kde k > 2 a ay a by
su celé ¢isla. épeciélne T, = *x1+ 2a, + b,u a teda b,u = x,, = x1 — 2a,, = +1 —2a,
je neparne celé ¢islo. Potom ale b, nieje nula a teda u = il;—f““ je racionalne ¢islo, ¢o
je spor s predpokladom na u. Takze G neobsahuje maximalnu cestu neparnej dlzky
a teda R obsahuje matching.

Teraz ukédzeme, 7Ze R neobsahuje matching meratelny v jednodimenzionalnej
Hausdorffovej miere A;. Nech p je normovana linearna mierana H, t.j. u (H) = ’\21\%)
pre kazda meratelni mnozinu H C R. Definujeme dve zobrazenia, f a g, z R do R
nasledujicim sposobom. Nech f (Ag) = Ao, f(As) = As. Ak (z,y) € Rax ¢ {0, 1},
tak najdeme jediné z # y také, ze (x, z) € R. Definujeme f ((z,y)) = (x, 2z). Takze f
je zobrazenie, ktoré ,yymiena“ body vertikdlneho rezu mnoziny R. Analogicky definu-
jeme g tak, aby ,vymienialo“ body horizontalneho rezu, t.j. g (A1) = Ay, g (43) = A3
ag((z,y)) = (z,y), kde (z,y) € R. Zjavne f, g su homeomorfizmy R na R zachova-
vajlice mieru pu, f~1 = fagl=y.

Ukazeme, ze zobrazenie go f je ergodické na R. Nech T je kruznica s Lebesgueovou
mierou a h : R — T je mieru zachovavajici homeomorfizmus R na T taky, ze
h(Ag) =0,h(A;) =% h(A;) =3 ah(A;) = 2% Nech k := hogo foh™!, potom k je
mieru zachovavajtci homeomorfizmus T na T'. Takze k (t) = t+c alebo k (t) = —t+c¢
kde ¢ € T je konstanta. Z definicie k (0) = h (g (f (Ao))) = h(g(Ap)), body g (Aop)
a Ap st v rovnakej vzdialenosti od bodu A; a teda aj body h(g(Ag)) a h(Ag) =0
st v rovnakej vzdialenosti od h(A;) = §. Odtial k(0) = u. Podobne ukiZeme, Ze
k(1—%) = h(g(A1)) = % (tu pouzijeme, Ze 1 = 0 v T). Takze k(t) = t + u.
Kedze u je iracionalne, je k ergodické na T' podla Halmos (1956, strana 26) a teda
go f=h"1okoh je ergodické na R.

Nech H je meratelny matching v R. Potom HN f [H] je koneénda HUf [H] = R.
Teda pu(H) = % Zjavne H N g[H] je konetnd a H U g[H] = R a teda symetricka
diferencia H a go f [H] je konetna. Kedze go f je ergodické, mame p (H) = 0 alebo
p(H) =1 ¢o je zjavne spor. Tymto je dokaz dokonceny. ]
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