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Abstrakt: V tivodu této diplomové prace definujeme zakladni pojmy jako vyplata,
strategie, nejlepsi odpovéd a Nashova rovnovaha. Déle zavadime hledisko popu-
lace, coz znamena, ze kdyz se setkd dvojice hraci, tito hraci na sebe vzajemné
reaguji podle svych strategii a obdrzi vyplaty. Definujeme kritérium evolucni sta-
bility, které popisuje propojeni mezi vyplatami ve hie a rozsifovanim strategie
v populaci. Nejbéznéjsi popis takovéto evoluce je zalozen na replikdtorovych rov-
nicich. Analyzujeme jejich zakladni vlastnosti a zkoumame vztah mezi stacionar-
nimi body tohoto systému a koncepty Nashova equilibria a evoluc¢ni stability.
Nésleduje prakticka ¢ast, ve které aplikujeme vylozenou teorii na model Courno-
tova duopolu. Jejim cilem je analyzovat vlastnosti pouzitého modelu z hlediska
evolucni stability a urcit chovani duopolisty v dlouhodobém horizontu.
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Abstract: At the beginning of my Master’s thesis we define basic terms such as
payoft, strategy, best reply and Nash equilibrium. Furthermore, we introduce the
population perspective, in which during a random meeting of a pair of players,
these players interact according to their strategies and they receive payoffs. We
define the criterion of evolutionary stability, which shows a link between payoffs in
the game and strategy spreading among population. The most common descrip-
tion of this evolution is based on the replicator equations. We analyze their basic
properties and examine the relationship between the stationary points of this
system and the concepts of Nash equilibrium and evolutionary stability. In the
following practical part, we apply the introduced theory to model the Cournot
duopoly. Its aim is to analyze the model characteristics in terms of evolutionary
stability and to determine the duopolist’s behavior in the long run.
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Abstrakt: V tuvode tejto diplomovej prace definujeme zakladné pojmy ako vy-
plata, stratégia, najlepsia odpoved a Nashova rovnovaha. Dalej zavidzame hla-
disko populéacie, kedy sa ndhodne stretne dvojica hracov, ktora interaguje podla
svojich stratégii a obdrzi vyplaty. Definujeme kritérium evolucnej stability, ktoré
poukazuje na prepojenie medzi vyplatami v hre a rozsirovanim stratégie v popu-
lacii. Najbeznejsi popis takejto evolicie je zalozeny na replikdtorovych rovniciach.
V préaci analyzujeme ich zékladné vlastnosti a skimame vztah medzi stacionér-
nymi bodmi tohto systému a konceptmi Nashovho equilibria a evoluc¢nej stability.
Nasleduje praktickd cast, v ktorej aplikujeme vylozent tedriu na model Courno-
tovho duopolu. Jej cielom je analyzovat vlastnosti pouzitého modelu z hladiska
evolucnej stability a determinovaf spravanie duopolistov v dlhodobom ¢asovom
horizonte.
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Predslov

Motivom tejto diplomovej prace je predstavit tedriu evoluénych hier a ukézat
jej vyuzitie v ekonomickych konfliktoch.

Tedria evolu¢nych hier vznikla aplikdciou matematickej tedrie hier na sféru
biolégie v zmysle definovania Struktary sttazi, stratégii a analyz, ktorymi mo-
zeme modelovat Darwinovsku rivalitu. Jej pociatok datujeme od roku 1973, kedy
britsky biolég John Maynard Smith v spolupraci s americkym genetikom Geor-
geom Robertom Priceom formaélne predstavili sposoby, akymi moézu byt tieto si-
taze analyzované v zmysle stratégii a taktiez aj matematické kritéria, ktoré mozu
byt pouzité na predikciu vysledného vyskytu takychto konkurenénych stratégii.
Vysledky pociato¢ného rozvoja tejto oblasti st komplexne sumarizované v diele
Maynard Smith (1982)). Nasledovalo mnoho vyznamnych diel, napriklad (Bomze
1986)), Swinkels (1992), van Damme]| (1991) alebo [Weibull (1995), ktoré sa vyraz-
nou mierou pric¢inili o dalsi rozvoj tejto problematiky. V stcasnosti je koncept
evolucne stabilnej stratégie a jej matematického prieskumu integrovany do Siro-
kého spektra oblasti nekooperativnych hier.

Tedria evolucénych hier sa odlisuje od klasickej tedrie hier zameranim sa skor
na dynamiku zmeny stratégie determinovant nielen kvalitou réznych konkure-
nénych stratégii, ale aj frekvenciou, s ktorou si tieto rézne konkurenc¢né stratégie
zastupené v populécii. Tedria evolucnych hier, ako explicitne dynamicka teoria,
predstavuje dolezity prvok absentujtci v tradi¢nej tedrii hier. S konceptom evo-
luénych hier samozrejme tzko stvisi dynamika (vyvoj) hier.

Dynamika hier modeluje ako jednotlivci alebo populacie menia svoje straté-
gie v priebehu casu, pricom tieto zmeny st zalozené na porovnani vyhier. To je
v kontraste s klasickou tedriou nekooperativnych hier, ktora analyzuje spravanie
racionalnych hracov pomocou statickych konceptov riesenia ako je napriklad Na-
shova rovnovaha (t.j. strategickd volba kazdého hréca, voci ktorej nem4 ziaden
jednotlivec jednostranny stimul k zmene svojho spravania). Obecne dynamika
hry predpokladé, Ze stratégie s vys$Sou vyplatou st vyhodnejsie. Ako uvidime da-
lej, evolu¢ny vystup je éasto Nashovym equilibriom s dodatoénymi vlastnostami
stability.

Praca je rozclenena do piatich kapitol. Prva kapitola obsahuje itvod do kon-
ceptu a vysledkov nekooperativnych hier, ktoré aplikujeme v nasledujtcej analyze
evolucie. Definujeme v nej zakladné pojmy ako hra v norméalnom tvare, zmiesané
stratégie alebo Nashove equilibrium. Taktiez zavadzame spresnenia konceptu Na-
shovej rovnovahy, ktoré maja stuvislost s uréitymi evoluénymi kritériami. Zaver
tejto kapitoly je venovany analyze symetrickych hier dvoch hracov.

V druhej kapitole zaviddzame formalnu definiciu evoluc¢ne stabilnej stratégie,
ktora predstavuje zakladny stavebny kamen tedrie evoluc¢nych hier a taktiez sa
venujeme jej stvislosti s Nashovym equilibriom. V dal$ich ¢astiach tejto kapitoly
uvadzame slabsie kritéria evoluc¢nej stability a nasledne predstavujeme mnozinové
zobecnenia evolucnej stability. V zavere tejto kapitoly sa zameriavame na vlast-
nosti evolucnej tedrie v dvojnasobne symetrickych hrach.

Tretia kapitola je venovana replikdtorovym rovniciam, ktoré predstavuja de-
terministicky dynamicky model vyvoja populacie vyuzivany v tedrii evoluénych
hier. V jej tivode uvadzame zakladné poznatky z tedrie obycajnych diferencial-



nych rovnic. Dalej prechddzame k odvodeniu replikidtorovych rovnic a vysvetlu-
jeme niektoré ich vlastnosti, pricom kladieme déraz na stuvislosti s konceptom
Nashovho equilibria a evolucnej stability.

V stvrtej kapitole aplikujeme vylozent tedriu na model Cournotovho duopolu
firiem zaoberajucich sa tazbou ropy. V prvej polovici odvodime zakladné vlast-
nosti Cournotovho duopolu, ktory speje k hre typu viznova dilema. Tato kapitola
obsahuje dve simulécie, kde v prvom pripade uvazujeme model jednoduchej vi-
znovej dilemy so stratégiami spolupraca a zrada. V druhej simulécii rozsirime
predosly model o stratégiu pozicka. Ciefom numerickych stadii je determinovat
spravanie duopolistov v dlhodobom ¢asovom horizonte s vyuzitim poznatkov uve-
denych v predoslych kapitolach.

Praca je zhrnuta v zaverecnej piatej kapitole.



1. Uvod do tedrie hier

Teoria hier je matematicka disciplina, ktora studuje vseobecné zasady, ako sa
[udia alebo organizacie spravaji v strategickych situaciach. Strategickej situacie
sa zucCastnia dva alebo viac subjektov, ktorych konanie sa vzajomne ovplyviuje.
Ucastnikov takejto situacie budeme nazjvat jednoducho hraémi a budeme o nich
v celom texte tejto prace predpokladat, Ze st racionalni. Ich cielom je rozhodovat
sa o volbe vhodnej stratégii a zaroven predvidat akcie a reakcie ostatnych ticast-
nikov s ciefom maximalizovat vlastny zisk. Tedriu hier mozeme rozdelit na dva
zékladné typy: kooperativnu a nekooperativnu. Nekooperativna tedria hier sa za-
obera analyzou situacii, v ktorych jednotlivi hraci sleduju svoje vlastné zaujmy
bez moznosti vzajomnej spoluprace. Analyza v tejto praci, pokial nebude uve-
dené inak, je obmedzena na konecné hry s tiplnou informaciou. Kone¢nou budeme
rozumiet v tom zmysle, Ze mnoziny stratégii jednotlivych hrac¢ov st kone¢né. Ty-
pickym prikladom konec¢nej hry je kamen-papier-noznice, v ktorej méa kazdy hrac
koneénti mnozinu stratégii {kameri, papier,noznice}. Naopak zastupcom nekone-
¢nych hier je napriklad aukcia, kedy mnoziny stratégii (prihodeni) jednotlivych
hracov nie st kone¢né. V hrach s tplnou informéaciou st vyplatné funkcie jednot-
livych hracov determinované volbou stratégii vsetkych tcastnikov hry a zaroven
kazdy z hrac¢ov ma dokonalti znalost o vyplatnych funkcidch vSetkych zucast-
nenych subjektov hry. Podkladom k tejto kapitole st diela Fudenberg a Tirole
(1991), Gibbons) (1992), Vega-Redondo| (2003) a Weibull (1995).

1.1 Zakladné pojmy a definicie

V tejto podkapitole predstavime zakladny koncept tedrie nekooperativnych
hier. Matematickym modelom konfliktnej situécie je hra v normdlnom tvare. Pres-
nejsie, nech P = {1,2,...,n} predstavuje mnozinu hracov, kde n je kladné celé
¢islo. Pre Iubovolného hréca i € P ozna¢me S; = {1,2,...,m;} mnoZinu jeho
stratégii, ktort budeme nazyvat priestorom stratégii i-tého hraca. Prvok s, € S;
nazveme k-tou stratégiou i-tého hraca. Pre jednoduchost znacenia budeme jednot-
livé stratégie znacit kladnymi celymi ¢islami. Vektor stratégii s = (s1, S, ..., Spn),
kde prvok s;, pre j = 1, ..., n, reprezentuje nejakt stratégiu j-tého hraca, budeme
nazyvat profil stratégii. Mnozina profilov stratégii hry je potom kartézsky sucin
S = X;epS; priestorov stratégii hracov.

Pre Tubovolny profil stratégii s oznacime vyplatnt funkciu hraca i prislusna
tomuto profilu ako 7;(s) € R. V ekondémii predstavuje obvykle vyplata napriklad
zisk firmy, na druhej strane v mikroekonomickom pohlade moze reprezentovat
uzitok spotrebitela. V bioldgii rozumieme vyplatou predpokladany pocet prezi-
vsich potomkov jedinca, ¢iZe jeho schopnost tspesne sa reprodukovat. Funkciu
w0 S — R, pre kazdé i € P, budeme nazyvat vyplatnou funkciou i-tého hraca.

Definicia 1. |Gibbons (1992) Hrou n hracov v normdlnom tvare nazveme mno-
G=A{P;S1,....S;m(s1,--,Sn), -, Tn(S1,.--,8n)}, (1.1)
kde P ={1,2,...,n} predstavuje mnoZinu hracov, S;, i € P, je priestorom stra-

tégii i-tého hrdca a m;(s) znaci vyplatni funkciu i-tého hrdca.
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V $pecidlnom pripade hry dvoch hracov budeme zapisovat kazda z vyplat-
nych funkcii m; a m formou matic typu m; X mso. Vyplatnou maticou prvého
hraca budeme rozumiet maticu A = (a;;), kde prvok a;; = m(s;, s;) pre kazdé
s; € 51 as; € 5. Rovnakym spdsobom definujeme vyplatni maticu druhého
hraca B = (b;;), kde b;; = ma(s;, sj). Kazdy riadok oboch matic teda zodpoveda
stratégii prvého hraca a kazdy stipec stratégii druhého hraca.

Stratégie, ktoré sme doposial definovali sa obvykle nazyvaju rydzimi straté-
giami. To znamend, Ze jednotlivi hraci si volia svoje stratégie deterministickym
sposobom. Avsak existuje mnoho hier, ktorych analyza je znacne limitovana v pri-
pade, kedy sa obmedzime len na koncept rydzich stratégii. V ramci takéhoto ob-
medzenia dospievaju niektoré hry do stavu, kedy nie je mozné urcit optimalne
rieSenie hry. To je hlavnou motivaciou, ktora vedie k rozsireniu deterministického
konceptu volby stratégie, ktory sa nazyva zmieSané stratégie.

ZmieSanou stratégiou i-tého hrac¢a budeme rozumiet pravdepodobnostné roz-
delenie na jeho priestore stratégii S;. Pretoze pre kazdého hraca ¢+ € P je mnozina
S; kone¢nd, mozeme jeho Iubovolni zmiesani stratégiu x; oznacovat vektorom
x; v m;-dimenzionalnom euklidovskom priestore R™:. K-ty prvok vektoru x; mo-
zeme interpretovat ako pravdepodobnost, Ze i-ty hrac¢ prijma k-t rydzu stratégiu
pri volbe zmieSanej stratégie x;. Mnozina rydzich stratégii, ktorym je priradena
kladné pravdepodobnost pri volbe zmieSanej stratégie x;, nazyvame nosi¢om x;
a budeme ju znadit:

C(CUZ) = {j S Sz C Ty > O}

Dalej zavedieme definiciu zmiesanych stratégii hry n-hracov:

Definicia 2. |Gibbons (1992) Majme hru v normdlnom tvare (1.1)) s priestorom
stratégii i-tého hraca S; = {1,2,...,m;}, kde stratégiu s, € S; budeme nazyvat k-
tou rydzou stratégiou i-tého hraca. Potom priestorom zmiesanych stratégii i-tého
hraca je vektor pravdepodobnosti na priestore rydzich stratégii S;:

r; = (xi17‘/ri27"'7x7:mi)7 (12)

kde z;; > 0,7 =1,...,m; a Z;n:l x;; = 1. Pruky z priestoru x; budeme nazjvat
zmiesanymai stratégiams i-tého hraca.

Pretoze vsetky pravdepodobnosti z;;, pre j = 1,...,m; st nezadporné a ich
stucet je rovny 1, tak vektor x; lezi v simplexe A; definovaného nasledovne:

Ap={m; R > ay =1} (1.3)
j=1
Vrcholy simplexu A; stt mg-rozmerné jednotkové vektory e! = (1,0,0,...,0),

ez = (0,1,0,...,0), ..., e" = (0,0,0, ..., 1). Kazdy vrchol e¥ odpovedd zmiesanej
stratégii hraca i, ktory priradzuje pravdepodobnost 1 jeho k-tej rydzej stratégii.
Simplex A; zmiesanych stratégii hraca ¢ je konverny obal jeho vrcholov. Z toho
plynie, ze kazda zmieSana stratégia x; € A; je nejakou konvexnou kombinaciou

jednotkovych vektorov, ¢ize zmiesanych stratégii eX:
mg
Z k
€r; = ZTik€; -
k=1
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Rovnako ako v pripade rydzich stratégii definujeme profil zmiesanych stratégii.
Je to vektor @ = (x1, o, ..., @, ), kde kazdy prvok x; € A; predstavuje zmieSant
stratégiu hraca ¢ € P. Profil zmieSanych stratégii preto nalezi priestoru zmiesa-
nych stratégii hry definovaného nasledovne:

0= XiEPAi-

Mnozina © je (m — n)-rozmerny mnohosten v R™, kde m = > m; je celkovy
pocet rydzich strategii v hre. Okrem toho budeme uvazovat varidciu stratégii
jedného hréca i, pricom stratégie ostatnych hrac¢ov budeme povazovat za pevné.
Symbolom:

O_; = XjEP\iAj

budeme znacit priestor zmiesanych stratégii vSetkych hracov okrem hraca 7, teda
mnoziny hracov P \ i. Profil stratégii, v ktorom hra¢ i € P hraje stratégiu
x; € A;, pokial vSetci ostatni hraci hraju podla profilu y € O, kde x; = y;,
i =1,...,n, budeme znacit (x;,y_;), pricom y_; € O_;. Formélne je profil straté-
gii z = (x;,y_;) € © definovany ako z; = x; a z; = y; pre vetky j # ¢. Tento
zapis je vhodny v situacii, kedy nastava u jedného hraca i odchylka x; € A,
od daného profilu y € ©.

Dalej budeme predpokladat, Ze ,nahodnost” kazdého hraca je (Statisticky)
nezavisld na nahodnosti jeho stperov (pozri [Fudenberg a Tirole (1991)). Preto
pravdepodobnost, Ze nastane uréity profil rydzich stratégii s = (s, s2, ..., $,) € S
v pripade, ak bude hrany profil zmiesanych stratégii « € O, sa jednoducho rovna

suéinu:
n
| | xisi )
i=1

teda sucinu pravdepodobnosti, ktoru priradzuju zmieSané stratégie x; € A, jed-
notlivych hracov ich rydzim stratégiam s; € S; pre ¢ = 1, ..., n. Potom ocakévana
hodnota vyplaty hraca i zodpovedajtica profilu zmiesanych stratégii € © je

rovna:

wi(@) =) (H x) mi(s). (1.4)
seS \i=1

Funkciu u; : R™ — R budeme nazjvat vyplatnou funkciou (zmiesanych straté-

gii) i-tého hraca a realne ¢islo u;(x) budeme jednoducho nazyvat vyplatou i-tého

hraca vzhladom k profilu stratégii .

Zamerajme sa teraz na Specidlny pripad hry dvoch hracov. Rovnako ako sme
uviedli vysSie v kontexte rydzich stratégii, mozeme tato hru zapisat vo forme
prislusnych vyplatnych matic, kde matica A (resp. B) predstavuje vyplatnt ma-
ticu prvého (druhého) hraca. Teda pre nejaky par zmiesanych stratégii @; € A4
a xy € Ay plati:

mi1 m2

Uy (CC) = Z Z L1iQT25 = a:lTAa:Q (15)
i=1 j=1
a m m
us(x) = Z leibijmgj =z, Bz, = wQTBTwl. (1.6)
i=1 j=1



V tedrii nekooperativnych hier sa obvykle pouziva nasledujtice usporiadanie
mnozin stratégii jednotlivych hracov definované v zmysle dopadu na vyplatu hra-
¢ov. Rydze stratégie st iba Specidlnym pripadom zmieSanych stratégii, a preto de-
finujeme toto usporiadanie na priestore zmiesanych stratégii A; kazdého hraca .

Povieme, 7e stratégia slabo dominuje ina stratégiu, ak tato stratégia nikdy
neposkytuje nizsiu vyplatu ako ina stratégia a existuju pripady, kedy poskytuje
hracovi vyssiu vyplatu. Stratégiu nazveme nedominovant, pokial ju ziadna stra-
tégia nedominuje slabo.

Definicia 3. Fudenberg a Tirole (1991) Stratégia y; € A; dominuje slabo straté-
giu x; € A\; pokial:
ui(Yis i) > wi(xi, ;) (1.7)

pre vietky z_; € ©_; a pre nejaké z_; je nerovnica (L.7) ostrd. Stratégia x; je
nedominovand, pokial neexistuje Ziadna takdto stratégia y;.

Podobne definujeme strikini dominanciu, pri ktorej dominujtca stratégia po-
ntka vzdy vyssiu vyhru nez dominovand stratégia.

Definicia 4. Fudenberg a Tirole (1991) Stratégia y;, € A; striktne dominuje
stratégiv x; € A;, ak plati:

ui(Yi, 2-i) > uwi(xi, 2_5)
pre vsetky z_; € ©_;.

Zakladnym racionalnym predpokladom nekooperativnych hier je, Ze inteli-
gentni hraci nebuda aplikovat striktne dominované stratégie. V takomto pripade
je mozné zanedbat vSetky striktne dominované stratégie hry bez toho, aby bol
ovplyvneny vysledok hry. Po tejto eliminacii sa ale mézu niektoré zvysné straté-
gie staf striktne dominované v tejto novej redukovanej hre. Iterativne opakovanie
redukcie striktne dominovanych rydzich stratégii hry G vedie k nasledujtcej de-
finicii:

Definicia 5. Stratégiuv s; € S; nazveme iterativne striktne medominovani, po-
kial nie je striktne dominovand v hre G, ani v Ziadnej inej hre, ktord vznikne
iterativnou redukciou hry G.

KedZe uvazujeme koneény pocet hracov a rydzich stratégii, tento proces ite-
rativnej eliminacie vzdy skonéi po konecnom poéte krokov a je mozné ukézat,
ze mnozina zvysnych stratégii je nezavisla na poradi v akom eliminujeme straté-
gie (pozri |Fudenberg a Tirole (1991)).

Pre kazd kone¢ntt hru v normélnom tvare G oznac¢me S” € S jej (neprazdnu)
podmnozinu iterativne striktne nedominovanych profilov stratégii. Potom pokial
mnoZina S? je jednoprvkova mnoZina, nazjvame hru G striktne dominantne rie-
Sitelnd. Koncept iterativnej eliminacie striktne dominovanych stratégii vyzaduje,
aby hraci mali znalost o vSetkych vyplatnych funkcidch ostatnych hracov. Na-
vySe tento poznatok musi byt zndmy vSetkym hracom a vSetci hrac¢i maja znalost
o racionalite ostatnych Gcastnikov hry. V takomto pripade mozu hraci eliminovat
stratégie, ktoré su striktne dominované v redukovanej hre az po nejaky okamih,
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kedy uz v nasledujtcej iteracii nie je mozné eliminovat ziadne dalSie stratégie.
Tento koncept sa obvykle nazyva vseobecnd znalost racionality.

V nasledujticej casti tejto kapitoly zavedieme koncept nazyvany ,najlepsia
odpoved” . Rydzou najlepSou odpovedou hréca i na profil stratégii y_; € ©_; je
rydza stratégia s; € S;, pre ktort ziadna ind dostupné rydza stratégia neponuka
hracovi ¢ vyssiu vyhru vzhladom na profil y_;.

Definicia 6. Rydza najlepsia odpoved i-tého hrdca je zobrazenie B; : ©_; — S;,
ktoré zobrazuje kaZdy profil y_; € ©_; do neprdzdnej (koneénej) mnoZiny

Bily—i) = {k € S; s wilef, y—i) > wile, y-i) V€ Si}
rydzich naglepsich odpovedi i-tého hrdca na profil y_;.

Ked7Ze kazda zmieSand stratégia x; € A; je konvexnou kombinéciou rydzich
stratégil a funkcia u;(x;,y_;) je linedrna v x;, a teda ziadna zmieSand stratégia
x; € A; nemdze poskytnit hracovi i vyssiu vyhru proti profilu y_; € ©_; ako
nejaka jeho rydza najlepsia odpoved na y_;.

ZmieSanou najlepSou odpovedou hraca i na profil stratégili y_; € ©_; roz-
umieme stratégiu x; € A,;, pre ktort ziadna ina zmieSana stratégia nepontka
vysSiu vyplatu hracovi i proti y_;. Taktiez kazda rydza najlepsia odpoved je zé-
roven aj zmieSanou najlepSou odpovedou. NavySe z linearity u;(x;, y_;) pre x;
vyplyva, ze kazda konvexna kombinacia rydzich najlepsich odpovedi je zmiesana
najlepsia odpoved.

Definicia 7. |Vega-Redondo (2003) ZmieSand najlepSia odpoved i-tého hraca je

zobrazenie B; : ©_; — A;:

Bz(yﬂ) ={x; € A; i ui(xs, y—i) > wizi,y—i) Vz € A} =
(1.8)

Definicia 8. ZdruZend rydza najlepSia odpoved je zobrazenie 3 :© — S:

B(y) = XepBi(y—;) C S. (1.9)

Podobne zavedieme predpis B : © — © pre zmieiané najlepsie odpovede hrdcov
nasledovne:

B(y) = XiePBi(yfi) C 0. (1.10)

Veta 1. Uvazuyme nejaki hru dvoch hracov v normdalnom tvare. Potom rydza
stratégia s; € S; nie je striktne dominovand prave vtedy, ak s; € [;(y—;) pre ne-
jaké y_; € ©_;. TaktieZ plati, Ze stratégia s; € S; je nedominovand prdave vtedy,
ked s; € Bi(y_i) pre nejaké y_; € int(0©_;).

Dokaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 1.1).



1.2 Nashovo equilibrium

Nashovo equilibrium je zédkladnym konceptom tedrie hier a najpouzivanejsia
metoda k odhadnutiu vysledku strategickej interakcie v socialnych vedach. Tento
pristup je jednym zo zakladnych kamenov modernej ekonomickej tedrie. Koncept
Nashovej rovnovahy predstavil ako prvy vyznamny francizsky matematik a filozof
Antoine Augustin Cournot (1801 - 1877) a predbehol tym jej definiciu o takmer
storoc¢ie. V priekopnickom diele Recherches sur les principes mathématiques de
la théorie des richesses (Vyskumy matematickych principov tedrie bohatstva) za-
viedol Cournot koncept oligopolistickej konkurencie, ktorti analyzoval metédou
Nashovho equilibria. V svojom modele duopolu rozhodovali firmy o objeme pro-
dukcie s ciefom maximalizacie vlastného zisku. Cournot ukazal, Ze najvyhodnejsi
objem produkcie je zavisly na produkcii druhej firmy a rovnovaha potom nastava
v bode, kde obe firmy dosahuji najvyssi zisk s ohladom na zvoleny objem pro-
dukcie konkurenta. Cournot dalej nevyvijal vo svojich dielach koncep¢ny rozdiel
medzi formulaciou z jeho konkrétnych hernych modelov a vseobecnou metodo-
l6giou pouzivanej k ich analyze. Ako prvy formalne skonstruoval zékladny kon-
cept riesenia nekooperativnej tedrie hier americky matematik John Forbes Nash
(1928 - 2015), ktory je po iom pomenovany. Nashovou rovnovdhou (equilibriom)
rozumieme v kontexte tedrie hier takt situaciu, kedy ziaden z hracov nemoze jed-
nostrannou zmenou zvolenej stratégie vylepsit svoju situdciu. V podstate Nashovo
equilibrium vyzaduje profil stratégii « € O, ktory nielenze by mal byt pre kazda
stratégiu x; optimalny na zaklade nejakych ocakavani i-tého hraca o stratégii os-
tatnych hracov, ale mal by byt optimalny na zaklade o¢akavania, Ze profil  bude
hrany vSetkymi hra¢mi. Formalne definujeme Nashovu rovnovahu nasledovne:

Definicia 9. |Vega-Redondo| (2003) Majme hru n-hrdacov v normdlnom tvare ((1.1)).

Potom profil s* = (s3,...,s%) nazgvame Nashovym equilibriom, pokial pre kaZdé

9y On

1 =1,2,...,n aVs; € 5; plati:
mi(8Y) > mi(si, s*5). (1.11)

V pripade hry dvoch hrac¢ov moézeme pouzit k najdeniu Nashovej rovnovahy
v obore rydzich stratégii zjednodusentt metédu. Hru prepiseme do dvojmatice
a hladame jej sedlovy bod. To znamen4, ze hladdme stipcové maxima pre vy-
platy prvého hraca a riadkové maxima pre vyplaty druhého hraca. Tam kde sa
tieto body zhoduji nastava Nashova rovnovaha. Koncept Nashovej rovnovahy
zavedeny v definicii [9 dalej zovSeobecnime v kontexte zmieSanych stratégii. Je
zrejmé, Ze ide o modelovanie hry pomocou jej zmiesaného rozsirenia. V takom
rozsireni moze byt koncept Nashovej rovnovahy fahko preformulovany nasledovne:

Definicia 10. |Vega-Redondo (2003) Majme hru n-hracov v normdlnom tvare
(1.1) s dangm zmiesangm rozsirenim. Potom Nashovgm equilibriom budeme roz-
umiet profil stratégii € = (@q,...,x,), pre ktory plati, Ze Yi = 1,2,...n
aVz; € A;:

wi(x) > wi(z, ;). (1.12)

V kontexte najlepsich odpovedi rozumieme Nashovym equilibriom profil stra-
tégil « € O, ktory je sdm najlepsou odpovedou na seba a to v pripade, kedy je
pevnym bodom zmieSanych najlepsich odpovedi 3.



Definicia 11. |Weibull (1995) Profil € © je Nashovym equilibriom, ak plati:
x € B(x). (1.13)

Této definicia plynie zo vztahu (1.8), kde v pripade, ze € © je Nashovym
equilibriom, tak potom kazda rydza stratégia ktort zahfiia nosi¢ kazdej zlozky
x; je najlepsou odpovedou na x:

S; € C(CCZ) = §; € 51(2872)

Nashove equilibrium x € © nazyvame strikiné, pokial kazda zlozka stratégie x;
je jedinou najlepsou odpovedou na profil x, teda ak B(:I;) = {x}. Inymi slovami
pokial kritérium Nashovho equilibria vyzaduje, aby Ziadna jednostrannd zmena
stratégie nebola vynosna, tak striktné Nashove equilibrium pozaduje, aby kazda
takato odchylka znamenala pre daného hraca explicitne nizsi zisk. Z definicie[9] vy-
plyva, Ze stratégie Nashovho equilibria nemozu byt striktne dominované, avsak
mozu byt slabo dominované. Nashovo equilibrium @ nazyvame nedominované,
pokial kazd4 zlozka stratégie x; je nedominovana.

Existencia Nashovho equilibria bola prvykrat ukazana v praci Nash| (1950).
Majme nejakt hru n-hracov v normélnom tvare (1.1]). Potom symbolom ©V* C ©
budeme rozumiet mnozinu Nashovych equilibrii tejto hry v zmieSanych straté-
giach.

Veta 2. Pre kaZdi koneéni hru G (L.1) so zmieSangm rozsirenim plati:

@NE ?é @

Dokaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, 1995 veta 1.1).
O]

Mnozinu Nashovych equilibrii méZeme prepisat pomocou profilov zmiesanych
stratégii, ktoré splituju urcité nerovnice:

OV ={z €O u(x) —wi(ef, ) >0 Vie Pke S} (114)

Kazda funkcia v uvedenej nerovnici je polyném premennej x (plynie z defini-
cie u;(x), pozri vztah (L.4)) a pocet takychto algebraickych nerovnic je koneény.
Uvazujme nejaky polyném jednej premennej. Je intuitivne zrejmé, Ze mnozina
na ktorej je tento polyném nezaporny je zjednotenim konec¢ného poctu intervalov.
Potom mnozina na pravej strane vztahu je prienikom konec¢ného poctu ne-
zapornych mnozin polynémov vektorovej premennej x. Z poznatkov algebraicke;j
geometrie plynie, ze takato mnozina pozostava z kone¢ného poctu disjunktnych,
uzavretych a suvislych mnozin. Tie sa obvykle nazyvaju komponenty Nashovho
equilibria hry.

1.3 Spresnenia Nashovho equilibria

Koncept Nashovho equilibria je kardinalny teoreticky nastroj najcastejsie pou-
zivany v analyze tedrii nekooperativnych hier. Ako sme uviedli v predchadzajice;j
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podkapitole, moze byt koncipovany ako zékladny predpoklad strategickej stability
(tzv. nevyhnutnou podmienkou) v tom zmysle, Ze akakolvek predpoved pre hru,
ktora stelesiiuje racionélne spravanie a presné (alebo racionalne) o¢akavania, musi
byt Nashovou rovnovdhou. AvSak vzhladom na to, Ze v mnohych hrach sa vysky-
tuje viac nez jedno equilibrium, st podmienky charakterizujice tiato rovnovahu
casto nedostatocné k identifikacii jednoznacného vysledku. K odstraneniu tejto
nejednoznacnosti zavedieme dalSie kritéria strategickej stability, ktoré pontkaja
efektivnejsiu volbu rovnovahy. Priblizne od roku 1970 boli postupne formované
spresnenia Nashovho equilibria, ktoré su vsak casto zalozené na ad hoc kritériach.
V tejto praci uvedieme niekolko pristupov spresnenia rovnovahy, ktoré maji st-
vislost s ur¢itymi evoluénymi kritériami.

1.3.1 Perfektné equilibrium

Ako prvy predstavime koncept nekooperativneho vylepSenia perfektné equilib-
rium, niekedy taktiez aj nazyvané ako ,perfekcia trastcej sa ruky”, ktory defino-
val vyznamny nemecky ekoném Reinhard Selten (pozri|Selten| (1975))). Perfektné
equilibrium je rovnovéaha, ktord priptsta moznost, Ze jednotlivi hrac¢i sa mozu
odklonit od rovnovéznej hry (,trastica sa ruka”) a to napriklad z dovodu chybne
zvolenej stratégie.

Uvazujme hru n-hracov v norméalnom tvare G = {P,0,u}. Nech pu predstavuje
nejakt chybovi funkciu, ktord kazdej rydzej stratégii k € .S; i-tého hraca priradi
Cislo pi € (0, 1), ktoré predstavuje pravdepodobnost, Ze tato stratégia bola zvo-
lena chybne, tak aby Z;nz’l i < 1. Tato chybové funkcia p definuje pre kazdého
hraca ¢ € P podmnozinu

zmieSanych stratégii hraca i vzhladom k pravdepodobnostiam chyby. Priestor de-
finovany vztahom (|1.15)) nazyvame priestor absolitne zmiesanych stratégii vzhla-
dom k pravdepodobnostiam chyby. Absolitne zmieSana stratégia je Specidlny
pripad zmieSanej stratégie, kde kazdej rydzej stratégii je priradena nenulova prav-
depodobnost. V tomto kontexte zavislosti na chybovej funkcii definujeme zodpo-
vedajicu modifikovani hru G(p) nasledovne:

G(H’) = {P= @0"')7“}7 (116>

kde O(p) = X;epAi(p) C int(©). Symbolom ©Y¥(u') rozumieme mnozinu Na-
shovych equilibrii v hre G(p). Modifikovana hra G(p) je reprodukciou standard-
nej hry G s restrikciou, kedy hracom si pripustné iba absolttne zmiesané straté-
gie. Dalej plati, Ze ¢im st vSetky pravdepodobnosti chyb niZsie, tym je mnozina
O(p) vicsia, a pokial vSetky pravdepodobnosti chyb konvergujua k nule (u — 0),
tak zodpovedajica modifikovand hra G(u) sa priblizuje k povodnej hre G.

Definicia 12. |Weibull (1995) Profil € € ONF je perfektngm equilibriom, pokial
pre nejaki postupnost {G(,u,t)}“tﬁo, t = 1,...,00, modifikovanych hier existuje
profil x' € ONE(ut) taky, Ze ' — x.
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MbzZeme to interpretovat ako ,limitni rovnovaznu situdciu” (alebo presnejsie
povedané ako limitu postupnosti rovnovaznych situécii), kde sa znizuja pravde-
podobnosti chyb. Pokial @ € int(©), tak potom pre dostatoéne malé pravdepo-
dobnosti chyb p;, plati, ze x € O(u). Navyse, ked takéto = € ONF | tak potom
x € OVF(u). Symbolom ©FF budeme znacit mnozinu perfektnych Nashovych
equilibrii.

Veta 3. Pre kaZdu konecni hru so zmiesanym rozsirenim plati:

@PE 7& @

Dokaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, [1995] tvrdenie 1.3).

OJ
Selten (1975|) ukéazal, Ze Nashovo equilibrium x je perfektné vtedy a len vtedy,
ak v kazdom okoli x existuje nejaky vniatorny profil stratégii y, ku ktorému
je @ najlepsou odpovedou. Inymi slovami, hrac¢i by mali byt ochotni hrat svoje
rovnovazne stratégie x;, aj ked existuje neistota o stratégidch ostatnych hracov,
a prave z tohto dovodu budu pripisovat malé kladné pravdepodobnosti vSetkym
Cistym stratégiam v hre.

Veta 4. Kazdy x € OFF je nedominovany. Ak je x € ONF v hre dvoch hrdcov
nedominovanyj, tak potom x € OFF,

Dokaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 1.4).

Poznamka. Veta [4] plati iba v pripade hry dvoch hracov.

1.3.2 Vlastné equilibrium

Koncept perfektného equilibra uvedeného v predoslej casti vyzaduje iba ro-
bustnost s ohladom na arbitrarne odchylky bez toho, aby stanovil nejaka pod-
mienku, ¢ su tieto vychylenia akceptovatelné v istom zmysle. Myerson| (1978])
navrhol alternativne kritérium robustnosti, ktoré je v tomto ohlade striktne-
jsie. Vlastnd rovnovdha dalej spresiiuje Seltenovu predstavu dokonalého equilibria
za predpokladu, Ze drahsie chyby (indukuji niz$iu o¢akévani vyplatu) s menej
pravdepodobné nez tie menej nakladné. Teda uvazujeme akysi element raciona-
lity vzhladom k mozZnosti chybne zvolenej stratégie, ktori mozeme interpretovat
tak, ze hraci sami seba viac upozorniuji na nékladnejsie (Skodlivejsie) chyby nez
na tie menej nakladne.

Uvazujme nejaké € > 0. Potom profil y € int(0) je e - vlastny ak:
ui(e], y—i) < ui(el, y—i) = yix < € ya.

Cize vzdy, ked méa hra¢ i dve rydze stratégie sj,s; € S; také, Ze ocakivana vy-
plata pri volbe stratégie s, je niz$ia nez ocakévany zisk pri stratégii s;, potom
pravdepodobnost volby stratégie s, je nanajvys rovna e-krat pravdepodobnosti
priradenej volbe s;.
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Kazdé vnttorné Nashovo equilibrium y € ©VF y € int(0), je nepochybne

€ - vlastné pre nejaké € > 0, a preto vSetky rydze stratégie, pre kazdého hraca 1,
prinest rovnaky (maximalny) zisk proti profilu y.

Definicia 13. |Weibull (1995) Profil x € ON je vlastny, pokial pre nejaki po-
stupnost € — 0, existuji € - vlastné profily y(€') také, ze y(e') — x.

Evidentne kazdé vnatorné Nashovo equilibrium @ € int(©) je taktiez vlastné
- sta¢i polozit y(e') = x pre kazdé t. Myerson| (1978) taktiez ukézal, ze kazdé
vlastné Nashovo equilibrium je perfektné.

1.4 Symetrické hry dvoch hracov

Skupina symetrickych hier dvoch hracov poskytuje zakladny rdmec pre tedriu
evolu¢énych hier a vskutku mnoho délezitych poznatkov mozeme ziskat prave po-
mocou tohto konceptu.

Presnejsie, symetrickou hrou dvoch hrac¢ov G = {P, S, 7} myslime strategicka
interakciu dvoch subjektov, pricom kazdy subjekt ma rovnaky pocet rydzich stra-
tégii a vyplata zodpovedajica akejkolvek stratégii nezavisi od toho, kto voli dant
stratégiu. Inak povedané, ak méZzeme zamenit hracov a vyplaty buda stale rov-
naké, potom je takato hra symetricka. Formalne:

Definicia 14. |[Weibull (1995) Hru G = {P, S, 7} nazgvame symetrickou hrou
dvoch hrdcov, ak P = {1,2}, S1 = Sy a ma(s1, S2) = m1(82, 1) pre kaZdé (s1, s2) €
S.

Podmienka symetrie vyplatnych funkcii na rydzich stratégiach je ekvivalentna
poziadavke, aby vyplatna matica druhého hraca bola transpoziciou vyplatnej ma-
tici prvého hraca, t.j. BT = A (matice A a B st §tvorcové, rovnakého stupiia,
¢o vyplyva z predpokladu, ze S; = Ss). Inymi slovami, vyplata druhého hraca b;;,
kde prvy hrac¢ voli -t rydzu stratégiu a jeho oponent voli j-ta rydzu stratégiu je
rovna vyplate aj; prvého hraca, kde naopak prvy hrac voli j-tu stratégiu a druhy
hrac¢ voli -t rydzu stratégiu.

Symbolom K = {1,2,...,k} budeme znadit spoloény subor rydzich stratégii,
kde k predstavuje pocet rydzich stratégii oboch hracov. Zmiesané stratégie pr-
vého hrac¢a budeme oznacovat symbolom x € A a pre zmieSané stratégie druhého
hraca pouzijeme znacenie y € A, kde A oznacuje spoloénii mnozinu zmieSanych
stratégil. Cize A = {& e R} : X", 7; = 1} (teda © = A x A). Vyplatu zodpo-
vedajicu kazdej rydzej stratégii ¢ € K proti nejakej zmieSanej stratégii y € A
budeme oznacovat u(e’,y) = (e!)T Ay. Mnozinu najlepsich odpovedi na kazda
stiperovu zmieSanu stratégiu y € A budeme znacit symbolom 5*(y):

B (y)={x e A:ulz,y) >ulx,y) V' e A}

Na rozdiel od obvyklého konceptu najlepsej odpovedi 5 , ktora zobrazuje profily
stratégii na mnozinu profilov stratégii, tak 5* zobrazuje stratégie do mnozin stra-
tégii. V akejkolvek symetrickej hre dvoch hréacov plati pre kazdy profil nasledujica
vlastnost:

x.y €0:Pi(y) =B (y): Balz) = B ().
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Dalsim $pecidlnym pripadom, ktorym sa budeme zaoberaf je symetrickd hra
dvoch hracov, v ktorej obaja hraci vzdy dopadnt rovnako dobre alebo naopak
rovnako zle. V takomto type hry je vyplatna matica A symetricka. Z tohto dévodu
sa tato podtrieda symetricky hier dvoch hracov nazyva dvojndsobne symetrickd.

Definicia 15. |[Weibull (1995) Symetrickd hra dvoch hrdacov sa nazgva dvojnd-
sobne symetrickd prdve vtedy, ak AT = A.

KedZe symetria vyzaduje, aby BT = A, tak potom symetricka hra je dvojna-
sobne symetricka prave vtedy, ak B = A, alebo ekvivalentne, pokial u(x,y) =
u(y, x) pre vsetky o,y € A.

V kontexte symetrickych hier predstavuje dvojica stratégii (z,y) € © = AxA
Nashovo equilibrium, (z,y) € ONF, vtedy a len vtedy, ak & € 3*(y) a zarovei
y € f*(x). Nashovo equilibrium nazyvame symetrické, pokial € = y. To znamena,
ze obaja hra¢i pouziju rovnaka (rydzu alebo zmieSant) stratégiu. Podmnozinu
stratégii @ € A, ktoré st Nashovym equilibriom sami so sebou budeme néasledne
znadit:

E_frxecA:(x,x)c0"F)L (1.17)
Geometricky to mézeme interpretovatf ako priese¢nik mnoziny OV s uhloprie-
¢kou D = {(z,y) € © : = y} priestoru O. Ekvivalentne AN¥ C A je mnoZinou
pevnych bodov najlepsej odpovede 5* : A — A.

Veta 5. Zmiesand stratégia € € ANF prave vtedy, ked:
T Axz>E) Az Vi ¢ C(x). (1.18)
T Axz=(E)" A x Vi € C(x). (1.19)
Dékaz Nech & € ANP | tak potom plati:
(eNTAx <xz'Ax  Vjec{1,2,.. k) (1.20)

Dalej pripustme, ze existuje nejaké m € C(x) také, ze (e™)"Ax < =" Az. Potom:

x'Ax = ij (e TAx = Z zj(e) Az = 2, (™) Az +
JjeC(x)
+ Z e] TAz < zpx" Az + Z T;T x Ax = (1.21)
]EC x) jeC(x)\m

= E xja:TAa: =z Az,

Jj=1

¢o je spor, ktory dokazuje nutnost podmienok a (1.19). Poznamenajme, ze
druhy ¢len pravej strany nerovnosti plynie zo vztahu (1.20). Nech platia
tieto vztahy. Tak potom pre vietky j € {1,2,...,k} plati, Ze (/)" Az < =" Aw.
Uvazujme Tubovoln zmieSanu stratégiu z € A, tak potom:

k k
zAx = sz(ej)TA:c < ijwTAa: =xAx.

j=1 j=1
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Teda x je rovnovazna stratégia, ¢o implikuje, Ze podmienky (1.18) a (1.19) st
postacujuce.
0

Nie vsetky Nashove equilibria symetrickej hry musia byt nutne symetrické.
Napriek tomu ma kazda symetrickd hra aspon jedno symetrické Nashovo equilib-
rium.

Veta 6. Pre kazZdu konecni a symetricki hru dvoch hracov so zmiesanym rozsi-
renim plati:

ANE 7é @

Dékaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, 1995 tvrdenie 1.5).
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2. Evoluc¢né hry

Zakladnym konceptom tedrie evolu¢nych hier je evolucne stabilna stratégia.
V presnom slova zmysle je takato stratégia robustna voci natlaku evolucnej selek-
cie. Uvazujme nejakt dostatocne velk populaciu, z ktorej ndhodne volime dvojice
jednotlivcov, ktoré opakovane absolvuju symetricki hru dvoch hracov a navyse
predpokladajme, Ze vSetci jedinci st povodne ,predprogramovani” hrat urcita
rydzu alebo zmiesanud stratégiu. V tomto kontexte predstavuju stratégie fenotyp
konania, pri¢om fenotypom rozumieme stbor pozorovatelnych vlastnosti a zna-
kov. Dalej predpokladajme, 7e do populdcie vstiipi mala (v porovnani s pévodnou
populéciou) skupina ,mutantov”, ktora je predprogramovana hrat nejaka odlisnt
rydzu alebo zmiesant stratégiu od fenotypu velkej populacie. Zavedenu stratégiu
populacie nazyvame evoluc¢ne stabilni, ak pre kazdu takato stratégiu mutantov
existuje nejaka kladna invazivna bariéra taka, ze podiel jednotlivcov populécie,
ktori hraju tato stratégiu mutantov bude postupne nizsi nez je tato bariéra. Po-
tom zavedena stratégia poskytuje vyssi prinos, nez stratégia mutantov. Tento
pristup je teda zamerany na symetrick interakciu dvojic v ramci nejakej jednej
velkej populacie. Navyse kritérium evoluc¢nej stability poukazuje na tizke spojenie
medzi vyplatami v hre a rozsirovanim stratégie v populécii. V kontexte biolégie
predstavuje vyplatna funkcia reprodukéni zdatnost (,fitness”), teda schopnost
zachovat gén a rozsirit ho v genotype populacie (genotypom rozumieme stbor
vietkych génov, ktoré ma organizmus k dispozicii).

Klasickd darwinisticka tedria evolicie predpoklada, ze kritériom evolu¢ného
uspechu jedinca je jeho schopnost reprodukcie. Podla klasickych predstav by sa
v dosledku prirodzeného vyberu mali v populacii zachovat tie gény, ktoré svojmu
nositelovi poskytuji najvicsi fitness. S nastupom evoluénej tedrie hier sa vSak
ukézalo, Ze z dlhodobého hladiska nie je dolezité ako prislusny gén meni fitness
nositela, ale to, ¢i podmieriuje evolucne stabilni stratégiu, t.j. taka stratégiu,
ktoré ak raz v populécii prevladne, nemoze byt potlacdend ziadnou inou minoritnou
stratégiou. V evolicii teda nevyhrava vzdy zdatnejsi, ako si predstavoval Charles
Darwin, ale stabilnejsi. Je potrebné si uvedomit, ze hovorime o selekcii fenotypu
a nie o jeho mutacii. V pripade vstupu nového fenotypu ide totiz o zmenu priestoru
stratégii A. Vyuzivali sme diela Swinkels (1992), [Maynard Smith (1982), |Vega-
Redondo| (2003) a Weibull (1995). Vsetky definicie uvedené v tejto kapitole st
prevzaté z diela Weibull (1995).

2.1 Evoluéna stabilita

Uvazujme malt skupinku mutantov posobiacu vo velkej populécii jedincov,
pricom vSetci zdstupcovia velkej populacie st predprogramovani k ur¢itému spra-
vaniu, tj. hraji rovnaka (rydzu alebo zmiesani) zavedend stratégiuv x € A. Tak-
tiez predpokladajme, Ze vSetci mutanti st predprogramovani hrat nejaka int
(rydzu alebo zmiesani) deviantni stratégiu (mutantni) y € A. Nech podiel mu-
tantov v ndslednej populdcii (vratane skupiny mutantov) je rovny nejakému e,
kde € € (0, 1). Nahodné dvojice jednotlivcov z tejto bimorfickej populécie (vysky-
tuji sa v nej dve odlisné stratégie) st opakovane vybrané hrat hru, pricom kazdy
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jednotlivec mé rovnakt pravdepodobnost, Ze bude sucastou strategickej interak-
cie. Uvazujme nejakého jednotlivca, ktory je ticastnikom hry. Potom pravdepo-
dobnost, Ze si jeho stper zvoli deviantn( stratégiu y je rovna e a pravdepodobnost
zavedenej stratégie  je 1 — €. Vyplata zodpovedajica duelu v tejto bimorfickej
populacii je ekvivalentnd hre dvoch hracov, v ktorej oponent hra zmiesant stra-
tégiu w = ey + (1 — €)x € A. Potom ndslednd vyplata zodpovedajica zavedenej
stratégii je u(x,w) a deviantnej stratégii je u(y, w).

Z biologického hladiska hovorime, Ze populacia fenotypu « je evoluéne stabilna
voci fenotypu y, ak st jedinci fenotypu « pri vstupe malého poc¢tu mutantného
fenotypu y zdatnejsi, teda maju vyssi fitness:

u(x,ey+ (1 —e)x) > u(y, ey + (1 —e)x) (2.1)
alebo ekvivalentne
' Aley + (1 — )z] >y Aley + (1 — €)x]

pre Tubovolne dostato¢ne malé ¢ > 0. Povieme, Ze stratégia © € A je evolucne
stabilnd, ak nerovnica (2.1 plati pre kazdu deviantni stratégiu y # « za pred-
pokladu, ze podiel mutantov je dostatocne nizky.

Definicia 16. Stratégiv * € A nazyvame evolucéne stabilnou stratégiou (ESS),
ak pre kazdu stratégiu y # x ezistuje nejaké €, € (0,1) také, Ze nerovnica (2.1)
plati pre kazdé € € (0, €,).

Ozna¢me AP C A mnozinu evoluéne stabilnych stratégii. Ak by stratégia
x nebola optimélna vodi sebe samej, tzn. najlepsia odpoved samu na seba, tak
potom existuje stratégia y, ktora ponika vyssiu vyplatu (,fitness”) proti stratégii
x nez ponuka sama stratégia x. Teda, ak populacia o podiele € takejto deviantnej
stratégii y je dostatocne mala, potom zo spojitosti u takato stratégia pontka
vyssiu vyplatu proti stratégii w = ey + (1 — €)x, nez pontka zavedena stratégia
x. Tym paddom x nie je evolucne stabilna. Forméalne teda musi platit:

AESS C ANE.

Kritérium evoluc¢nej stability je ale striktnejsie. Ak je stratégia @ evoluc¢ne stabilna
a y je alternativna najlepsia odpoved na x, tak potom x je vyhodnejsia odpoved
nez y na y. K overeniu, ze nejakd ESS x ma tito druht vlastnost predpokladajme,
ze alternativna najlepsia odpoved y na a pontka aspon tolko proti sebe samej
ako x. Dalej plati, ze stratégia y utfzi aspon tolko ako @ takisto proti stratégii
w = ey+(1—e)x, nezavisle na e. Z toho plynie, Ze x nie je evolucne stabilna, ¢o je
spor s predpokladom. Taktiez plati opa¢né implikacia tejto Gvahy. Ak x € ANF
a kazda alternativna najlep$ia odpoved y utfZi menej proti sebe samej nez utfzi
x proti nej, tak potom si takyto mutanti poc¢inaji horsie v néaslednej populécii.
KedZe rovnako aj stratégie y # x, ktoré nie st najlepSou odpovedou na x si
poc¢inaji v naslednej populacii horsie nez x, takze pre dostatocne malé ¢ > 0
zhrnieme ttto ivahu do nasledujiceho tvrdenia:

Tvrdenie 7. APSS = {z € ANE :y(y,y) < u(z,y) Vy € B*(x),y # =}
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Ekvivalentny spésob vyjadrenia tejto analyzy je, Ze stratégia & € A je evolu-
¢ne stabilna, ak spliia nasledujiice podmienky:

u(y,x) <u(x,x) Yy, (2.2)

u(y,x) = u(x,x) = uly,y) <u(x,y) Yy # x. (2.3)

Spolu tieto dve podmienky definuji evoluénu stabilitu. V skutoc¢nosti bola takto
povodne definované evoluéné stabilita v dielach Maynard Smith a Price| (1973)
a [Maynard Smith| (1974).

Na zéklade vlastnosti mnoziny A?%% uvedenej v tvrdeni [7| poznamenal [Haigh
(1975), Ze nosi¢ jednej ESS nemdze obsahovat nosi¢ inej ESS.

Tvrdenie 8. Ak x € AP5% o O(y) C CO(x) pre nejaki stratégiu y # x, potom
y g ANE

Doékaz. Predpokladajme, ze @ € AF95 a C(y) C C(x) pre nejaki stratégiu y # .
KedZe € ANP tak vyuzitim vztahu (1.19)) z vety [5| plati:

u(y, @) = > yuld,z)= Y yul o) =u,).

jeC(y) JjEC(y)

Podmienka (2.3)) implikuje, Ze u(x,y) > u(y,y). Z toho vyplyva, ze y ¢ ANE.

O
Obzvlast, ak je nejaka ESS vnitorna (v rdmei mnoZiny A), potom sa jedné o ESS
hry s jednozna¢nym rieSenim. Navyse v konecnej hre je pocet nosicov konecny,
tak potom je pocet ESS taktiez konecny.

Désledok. Mnozina AFS C A je koneéna. AFS = {x} ak z € AP nint(A).

V zavere tejto podkapitoly ukézeme prepojenie medzi evolu¢nou stabilitou
a kritériami nekooperativnych hier uvedenymi v predoslej kapitole.

Tvrdenie 9. Ak x € A je slabo dominovand, tak potom x ¢ AP,

Dékaz. Predpokladajme, ze © € ANM¥ je slabo dominovan4 stratégiou y € A. Po-
tom je y alternativnou najlepSou odpovedou na x a z definicie slabej dominancie
(pozri definiciu [3) plynie, Zze u(y,y) > u(x,y). Tym padom stratégia « nesplituje
podmienku (2.3).

O
V pripade, ak je stratégia @ evolucne stabilna, tak potom profil (x,x) € © je
nedominovanym Nashovym equilibriom, a kedze kazdé nedominované Nashovo
equilibrium hry dvoch hracov je perfektné, tak plati:

Désledok. Ak x € AF55 | tak potom (z,x) € OFF,

.....

pristup perfektného equilibria.

Veta 10. Ak x € AF55 | tak potom (x, x) € ONE je viastnym equilibriom.

18



Dokaz. Dokaz najdeme v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 2.4).

OJ
Pokial perfekcia vyzaduje robustifikdciu vo¢i nejakym malo pravdepodobnym chy-
bam, tak koncept vlastného equilibria pozaduje robustnost s ohladom na akysi
prvok racionality v mechanizme vzniku chyb (pozri oddiel [I.3.2). Na zaklade
vety [L0jmoZzeme oc¢akavat, Ze evoluéna stabilita vyzaduje spravanie, ktoré je nielen
yracionalne” a ,koordinované”, v zmysle Nashovho equilibria, ale taktiez aj ,,obo-
zretné”. Opacna implikacia vety [10|neplati, tzn. vlastné equilibrium nemusi nutne
spliiat predpoklady evoluénej stability (pozri (Weibull, [1995, kapitola 2.1)).

2.2 Charakteristiky ESS

V tvrdeni [7] sme predstavili jednu z charakteristik evolu¢nej stability. V tejto
podkapitole uvedieme dalsie dve vlastnosti, ktoré vystihuju evoluénu stabilitu.

2.2.1 Invazivne bariéry

Definicia evolucnej stability stratégie & pozaduje, aby pre kazdu deviantna
stratégiu y # x existovalo nejaké €, > 0 také, ze jedinci fenotypu « st odolni
vodi fenotypu vy, pokial je podiel mutantov mensi nez €,. V tomto zmysle teda
existuje nejakd invazivna bariéra voc¢i kazdej deviacii. V suvislosti s koneé¢nymi
hrami evolu¢na stabilita implikuje, Ze €, mozeme zovSeobecnit tak, aby bolo rov-
naké pre vSetky devidcie (predpokladame, Ze pocet deviacii je konecny). Potom
hovorime, Ze evolucne stabilnd stratégia & ma rovnomerni invazivnu bariéru.
Majme nejakt ESS @ robustni vodi mutacii y # @ vo velkej, ale konecnej po-
pulécii, ktord pozostava z n jedincov. Je nevyhnutné, aby invazivna bariéra €,
voCi deviacii y bola vyssia nez 1/n, kde n je velkost populacie, kedze Tubovolna
skupina mutantov pozostava z aspon jedného jedinca. Teda v kontexte existen-
cie rovnomernej invazivnej bariéry je ESS @ robustna voci akejkolvek mutacii y
o rozsahu m € N jedincov, ak pre kone¢ni populéciu velkosti n € N, m < n, je
podiel m/n niZsi neZ rovnomerné invazivna bariéra.

Definicia 17. Stratégia € A md rovnomerni invazivnu bariéru, ok existuje ne-
jaké € € (0, 1) také, Ze nerovnica (2.1)) plati pre vsetky stratégie y # x a pre kazdé
e€(0,€).

Predtym nez vyslovime konkrétny zaver, zavedieme nasledujuci teoreticky ra-
mec. Pre aktkolvek z € AFSS definujme jej invazivnu bariéru b(y) voci neja-
kej devidcii y ako najvyssiu moznt hodnotu €, v zmysle nerovnice (2.1)). Potom
pre bariéru b(y) plati:

bly) = sup {6 € [0,1] : f(e,y) >0 Ve € [0,0]},
kde funkciu f : [0,1] x A — R definovani predpisom
fley) =u(x -y, ey + (1 -e)x) (2.4)

nazyvame skdrovd funkcia. Kedze podla hypotézy je € AFS% tak potom
b(y) > 0 pre vSetky y # «. NavySe £ ma rovnomernui invazivnu bariéru vtedy
a len vtedy, ak existuje nejaké o > 0 také, Ze b(y) > « pre vSetky y # x.
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Veta 11. Stratégia x € AP vtedy a len vtedy, ak x md rovnomerni invazivnu
bariéru.

Doékaz. Dékaz najdeme v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 2.5).

2.2.2 Lokalna prevaha

Druhé charakteristika evoluc¢nej stability suvisi s predoslym poznatkom tak,
ze vnautornd ESS nutne poskytuje vyssiu vyhru proti vSetkym devidcidm nez
tieto poskytuji proti sebe samym (pozri tvrdenie |§ a dosledok . Presnejsie sa
ukazuje, Ze sa dé zovSeobecnif tato globalna prevaha vnutornej ESS na tvrdenie,
ze akdkolvek ESS je miestne lepSia v tom zmysle poskytnaf vyssiu vyplatu proti
vsetkym okolitym deviacidm ako pontiknu proti sebe samym.

Definicia 18. Stratégia x € A md lokdlnu prevahu v pripade, Ze md nejaké okolie
Uy také, pre ktoré u(x,y) > u(y,y) pre vsetky y € Uy \ {x}.

Veta 12. Stratégia x € AP vtedy a len vtedy, ak © md lokdlnu prevahu.

Dékaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, 1995 tvrdenie 2.6).

2.3 Slabsie kritéria evolucénej stability

V tejto podkapitole sa budeme venovat menej striktnym podmienkam evo-
lu¢nej stability. Prvy pristup, ktorym sa budeme zaoberat je neutrdlna stabilita.
Namiesto poziadavky evolucnej stability, v ktorej vSetci mutanti utizia menej nez
zavedend stratégia, neutralna stabilita pozaduje, aby ziaden z mutantov neziskal
viac nez poskytuje zavedena stratégia.

Definicia 19. Stratégia x € A je neutrdlne stabilng (NSS), ak pre vsetky stratégie
y € A existuje nejaké €, € (0,1) také, Ze nerovnica

plati pre kazdé e € (0,€,).

V tomto kontexte ozna¢me symbolom A" C A mnoZinu neutralne stabil-
nych stratégii. Z definicie plynie, zZe stratégia x je neutralne stabilnd prave
vtedy, ak spliiuje podmienku a nasledujucu upravenu verziu podmienky
23):

uw(y,x) = u(z,z) = u(y,y) <ulz,y) Vy. (2.6)
V skutocnosti bola takto pévodne definovana neutralna stabilita v praci |May-
nard Smith (1982)). Aj ked je tento koncept menej striktny nez evoluéna stabilita,
napriek tomu stale ide o spresnenie Nashovho equilibria:

AESS’ C ANSS C ANE
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Podobné charakteristiky ako sme uviedli v pripade evoluc¢nej stability mozeme
zaviest aj pre neutrélnu stabilitu. KedZe jediny rozdiel medzi tymito dvoma pri-
stupmi je len v type nerovnosti (neostra nerovnost namiesto ostrej nerovnosti
(2.3)), tak nie je prekvapenim, ze charakteristiky neutralnej stability sa lisia iba
v tomto ohlade. AvSak, v pripade neutralnej stability existuje mierna komplikacia
(nevyskytuje sa v pripade evolucnej stability), ktora spociva v tom, Ze zodpove-
dajuca slabé invazivna bariéra nie je nutne spojita. Tato nespojitost sa prejavuje,
ak je stratégia x neutralne, ale nie evolucne stabilna a y je nejaka alternativna
najlepsia odpoved takd, Ze prislusné skére f(e,y), definované vzfahom (2.4)), je
nulové pre vSetky e. V takomto pripade moze slabé invazivna bariéra poklesnit
v pripade, ked y je mierne modifikovana. Napriek tomu je mozné ukazat, Ze ne-
moze poklesnit na nulu (pozri Bomze a Weibull (1995)). Formalne definujeme
slabt invazivnu bariéru b*(y) stratégie & voci nejakej devidcii y # « vztahom:

b*(y) = sup {6 € [0,1] : f(e,y) >0 Ve € [0,6]}.

K formalnemu zavedeniu konceptu neutralnej stability konstatujeme, ze stratégia
x € A ma rovnomerni slabi invazivnu bariéru, ak existuje nejaké € € (0,1)
také, Ze nerovnica plati pre kazdé y € A a ¢ € (0,€). Podobne budeme
hovorit, Ze nejaka stratégia @ € A ma lokdlne slabi prevahu, ak u(x,y) > u(y,y)
pre vSetky y # @ v nejakom okoli U,. Z Weibull (1995)) prevezmeme nasledujtce
tvrdenie:

Tvrdenie 13. Pre akikolvek x € A si nasledugice vyroky ekvivalentné:
1. © € ANSS;

2. ® ma rovnomernu slabi invazivnu bariéru;

3. @ ma lokdlne slabi prevahu.

Druhy pristup slabsej evoluc¢nej stability analyzovany v tejto casti sa nazyva
odolnost (robustnost) voci sicastiam equilibria (pozri Swinkels (1992)), ktory vy-
zaduje, aby ziaden z mutantov neutfzil maximalnu moznu vyplatu. Kritérium evo-
lucnej stability neobsahuje ziadnu restrikciu vo¢i mutantnym stratégiam. V eko-
nomickom prostredi, kde mutacie mozu byt spdsobené experimentovanim malej
skupiny jednotlivcov (firiem), Swinkels| (1992)) argumentuje, Ze modze byt roz-
umné pozadovat robustnost iba vzhladom na také mutantné stratégie, ktoré st
optimalnymi v naslednej populacii, tzv. sicasti equilibria. Presnejsie, nech x € A
je zavedena stratégia, y € A je nejaka deviacia, € predstavuje podiel mutantov
aw =ey+ (1 —ex € A je nislednd zmieSana stratégia. Potom y nazyvame
sucastou equilibria, ak je najlepsou odpovedou na w.

Definicia 20. Stratégia * € A je robustnd voci sicastiam equilibria (REE),
ak ezistuje nejaké € € (0,1) také, Ze nasledujica podmienka:

y ¢ ley + (1 — )]
plati pre vSetky y # x a € € (0,€).

Na zaklade vety [I1] mozeme predpokladat, Ze invazivna bariéra voci nejakej
ESS je rovnomernd a z toho vyplyva, ze kazda ESS je robustna voci sticastiam
equilibria. AvSak neutralne stabilnd stratégia nemusi byt nutne takto robustna.
Predstavme si hru, v ktorej st vsetky vyplaty rovnaké, tak potom je kazda stra-
tégia NSS, ale ziadna nie je REE.
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2.4 MnozZinové Kkritéria evolucnej stability

V tejto c¢asti budeme uvazovat mnozinové zobecnenia kritérii evolucnej stabi-
lity a robustnosti voci siicastiam equilibria.

Uzavretti mnozinu stratégii, ktoré sa symetrickym Nashovym equilibriom bu-
deme nazyvat evolu¢ne stabilnt, ak kazda stratégia z tejto mnoziny poskytuje
aspon rovnaky zisk proti kazdej blizkej alternativnej najlepsej odpovedi ako tie
ponukaji voci sebe samym a s rovnakou vyplatou v pripade, kedy mutantna
stratégia taktiez patri do mnoziny.

Definicia 21. MnoZinu X C ANE nazjvame evolucne stabilnou (ES), ak je
neprazdna a uzavretd a pre kaZdé x € X existuje nejaké okolie U, take, Ze:

u(@,y) = u(y,y)
pre vSetky y € U, N *(x) a s ostrou nerovnostou v pripade, ak y ¢ X.

Thomas (1985) ukézal, Ze tato definicia sa nezmeni, ak vynechame prienik
s mnozinou najlepsich odpovedi 8*(x). Za tohto predpokladu vyplyva, Ze evolu¢ne
stabilnda mnozina pozostava z neutralne stabilnych stratégii. Predpokladajme,
ze * € X, kde X je evolucne stabilnd mnozina. Potom @ maé okolie U, také,
7e u(x,y) > u(y,y) pre vietky stratégie y v Uy, a preto x € AN podTla tvrdenia
Celkom, ak X je nejakd ES mnozina, tak potom X C ANV dosledku
toho, ze existuju hry, ktoré nemaji neutralne stabilné stavy, tak nemajua ziadnu
ES mnozinu. Navy$e sme odvodili inklaziu X C ANS9 bez toho, aby sme sa
vyzadovali podmienky Nashovho equilibria v definicii ES mnoziny.

Veta 14. X C ANF je ES mnoZina vtedy a len vtedy, ok je neprdzdna a uzavretd
a pre kazdé x € X existuje nejaké okolie Uy také, Ze u(x,y) > u(y,y) pre vsetky
y € U, s ostrou nerovnostou v pripade, aky ¢ X.

Druhé cast charakterizacie nejakej ES mnoziny vo vete [14] zarucuje, Ze kazda
stratégia z tejto mnoziny sa sprava ako evolu¢ne stabilna proti blizkym mutantom
mimo takejto mnoziny. To znamena, ze kazda € X poskytuje vyssiu vyplatu
proti vSetkym blizkym mutantom y ¢ X neZ poskytuji voci sebe samym. Preto
jednoprvkova mnozina X = {x} je ES vtedy a len vtedy, ak « je ESS. Navyse
plati nasledujtce tvrdenie (pozri Thomas (1985)).

Tvrdenie 15. Viastnosti ES mnoZin:
1. Ak X C APSS| tak potom X je ES mnoZina;
2. Zjednotenie ES mnozin je opdit ES mnoZina;

3. Ak je nejakd ES mnozZina konecnym zjednotenim disjunktniych a uzavretych
mnozin, potom kazZdd z tychto disjunktniych a uzavretych mnoZin je zdroven
ES mnoZinou.

Dékaz. Dokaz nadjdeme v praci (Weibull, |1995] tvrdenie 2.11).
O

Swinkels| (1992) navrhol nasledujicu mnozinovi verziu robustnosti voéi st-
castiam equilibria:
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Definicia 22. X C A nazyvame equilibristicky evoluc¢ne stabilnou (EES) mno-
Zinou, ak je minimdlna s ohladom na nasledujicu vlastnost: X je neprdzdnou
a uzavretou podmnoZinou ANF | pre ktori existuje nejaké € € (0,1) také, Ze ak
xeX, yeA ec (0,6 ay € fey+ (1 —e)x], potom [ey + (1 —e)x| € X.

Inymi slovami, EES mnozina je minimélna uzavretd mnozina stratégii, ktoré
st symetrickym Nashovym equilibriom taka, Ze ziadna mala invazia sucasti equ-
ilibria nemdze viest obyvatelstvo mimo mnozinu X. V $pecidlnom pripade jedno-
prvkovej mnoziny X = {x} je toto mnozinové kritérium stability zhodné s bodo-
vym prvkom kritéria robustnosti voci sucastiam equilibria uvedenom v predoslej
¢asti. V prvej kapitole sme poznamenali, Ze mnozina OV C © Nashovych equilib-
rii konecnej hry n-hracov je konecné zjednotenie disjunktnych, uzavretych a stvis-
Iych mnozin, ktoré sme nazvali komponenty mnoziny ©V¥. Podobne, v akejkolvek
symetrickej hre dvoch hra¢ov je mnoZina ANF C A koneénym zjednotenim dis-
junktnych, uzavretjch a stvislych mnoZin - komponent ANE. Swinkels| (1992)
ukazal, ze tieto prvky st jedinymi kandidatmi na EES mnoziny.

Veta 16. Kazdd EES mnozina X C ANF je komponenta mnoZiny ANF.

Dokaz. Dokaz najdeme v praci (Weibull, |1995] tvrdenie 2.12).

O
Samozrejme existuju hry, ktoré nemaja ziadnu EES mnozinu. Avsak kazda ES
mnozina obsahuje nejaki EES mnozinu. Pretoze kritérium EES vyzaduje robust-
nost s ohladom na mensiu mnoZinu mutantov nez ES kritérium, je postacujice
uvazovat mutantov, ktori st optimalni v naslednej populacii (zahriiuje skupinu
mutantov). Preto kazd4 ES mnozina spliia toto kritérium a obsahuje minimalnu
mnozinu spliiujicu toto slabsie vstupné kritérium, teda ESS mnozinu. V tomto
tvrdeni nastdva jedna komplikéicia, kedZe zanedbava, Ze ES mnozZiny st defino-
vané v zmysle okoli jednotlivych bodov z ES mnoziny, kym EES mnoziny st
definované v zmysle jednotnej medze € podielu mutantov v naslednej populécii.
Napriek tomu Balkenborg a Schlag (1995) ukazali, Ze pre kazdi ES mnozinu X
existuje nejaké € € (0, 1) také, ze:

u(@, w) > u(w, w)
pre vetky x € X, y € Aae€ (0,€), kde w =ey + (1 — ¢)z.

Veta 17. Kazdd ES mnoZina obsahuje nejaki EES mnoZinu. Akdkolvek siuvisld
ES mnozZina je zdroven aj EES mnoZinou.

Dokaz. Dokaz najdeme v praci (Weibull, |1995] tvrdenie 2.13).

2.5 Spolocenska zdatnost v dvojnasobne symet-
rickych hrach

V podkapitole sme definovali symetrickii hru dvoch hracov ako dvojna-
sobnt, pokial je vyplatna matica A prvého hraca symetricka, teda AT = A. Ke-
dZe vyplatna matica druhého hraca je v akejkolvek symetrickej hre rovnda B = AT,
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tak v pripade dvojnasobne symetrickej hry plati, Ze B = A. Inymi slovami, kazdy
hra¢ moze utizit rovnaky zisk ako jeho protihrac.

Teoreticky ramec kritérii evolucnej stability, ktory sme doposial zaviedli bol
zaloZeny na tom, Ze vSetci Clenovia (jednotlivei) velkej populécie hraji rovnaki
rydzu alebo zmiesani stratégiu @ € A. Vlastnosti evolucnej stability boli defino-
vané s ohladom na to, ako ovplyvni vyplatu stratégie x skutocnost, Ze niekolko
jednotlivcov z populdcie zmeni svoje spravanie a namiesto stratégie & bude hrat
ina stratégiu y € A. V tejto podkapitole budeme uvazovat vyplatu zodpoveda-
jucu nejakej stratégii a, ktorti hraju vsetci ¢lenovia populécie a porovname ju
s vyplatou inej stratégie y, ak vsetci jednotlivci prejda od stratégie  k y. Spo-
lo¢enska zdatnost (efektivnost) stratégie & spociva v takomto porovnani vyplat.
Takze stratégiu x nazyvame lokdlne efektivnu, ak neexistuje blizka stratégia y,
ktora poskytuje vyssiu vyplatu v pripade, ze vSetci jednotlivci zmenia svoju stra-
tégiu za y a stratégiu x nazyvame globdlne efektivnu, ak obecne neexistuje ziadna
takato stratégia y € A. Presnejsie:

Definicia 23. Stratégia x € A je

1. lokdlne striktne efektivna, ak existuje nejaké okolie U, také, Ze u(x,x) >
u(y,y) pre vietky stratégie y # x v Uy,

2. lokdlne slabo efektivna, pokial existuje nejaké okolie Uy také, Ze u(x,x) >
u(y,y) pre vietky stratégie y v Uy;

3. globdlne efektivna, ak u(x,x) > u(y,y) pre vSetky stratégie y € A.

KedZze vyplatna funkcia u je spojitd a mnozina stratégii A je kompaktné,
potom vzdy existuje aspon jedna globalne efektivna stratégia v kazdej konecnej
a symetrickej (nemusi byt nutne dvojnasobne symetricka) hre. Mnozinu globalne
efektivnych stratégii budeme znadit:

A" = argmggu(a:,w) ={xeA:ulxz,x) >uly,y) Yyec A}l

Na zaklade spojitosti u je tato mnozina uzavreta a kazda stratégia x € A* je
lokalne slabo efektivna.

Ukéazalo sa, ze evolu¢na stabilita v dvojnasobne symetrickych hrach je ekvi-
valentné lokalne striktnej efektivnosti (pozri [Schlag (1993)). Tato ekvivalencia
vyplyva z vlastnosti evolu¢nej stability v zmysle lokalnej prevahy (pozri vetu
v kombinéacii so symetriou vyplatnej funkcie.

Veta 18. Stratégia € A5 vtedy a len vtedy, ak  je lokdine striktne efektivna.

Dokaz. Dokaz najdeme v praci (Weibull, |1995] tvrdenie 2.14).

O
Nahradenim ostrej nerovnosti neostrou a vyuzitim vlastnosti neutralnej stability
v tvrdeni dosiahneme, Ze neutralna stabilita je v dvojnasobne symetrickych
hrach ekvivalentna lokéalne slabej efektivnosti. Nasledujice tvrdenie prevezmeme

z Weibull (1995)):
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Tvrdenie 19. Stratégia x € AN

tivna.

vtedy a len vtedy, ak x je lokdlne slabo efek-

Dosledkom tohto zaveru je, ze vSetky globalne efektivne stratégie v dvojna-
sobne symetrickej hre st neutralne stabilné:

A* C ANSS.

Obzvlast, kedZze mnozina A* je neprazdna, tak potom je zarucené existencia ne-
utralne stabilnych stratégii v dvojnasobne symetrickych hrach.

Schlag) (1993) taktiez ukézal, Ze mnozina lokélne efektivnych stratégii v dvoj-
nasobne symetrickych hrach predstavuje ES mnozinu.

Definicia 24. Neprdzdna a uzavretd mnozina X C A je lokdlne efektivna, pokial
je obstahnutd v nejakej otvorenej mnozine M takej, Ze:

X =arg max u(x,z) ={x € A:u(z,x) >uly,y) Yyec AnNM}.

rxeANM

Veta 20. KazZdd lokdlne efektivna mnoZina X C A je ES mnoZinou. KaZdd su-
visla ES mnozina X C A je lokdlne efektivna.

Dokaz. Dokaz ndjdeme v praci (Weibull, [1995] tvrdenie 2.16).
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3. Replikatorové rovnice

V predoslej kapitole sme sa venovali konceptu evolucnej stratégie. Aj ked tento
pojem implicitne predpoklada existenciu akejsi evolucnej dynamiky, neposkytuje
jej uplny popis. Zatial ¢o kritérium evolucnej stability zdoraziiuje rolu mutéacii,
replikadtorova dynamika kladie doraz na tlohu selekcie. Tato kapitola je venovana
jej standardnej formulacii ako systému obycajnych diferenciadlnych rovnic, ktoré
vobec neobsahuju ziaden mechanizmus mutéacie.

V ramci kritéria evolucnej stability popisaného v kapitole 2 sme uvazovali,
7e jednotlivci st predprogramovani hrat urcita rydzu alebo zmieSana stratégiu.
Naopak, replikadtorovd dynamika obvykle predpoklada, Ze jednotlivei mozu hrat
iba rydze stratégie. Namiesto interpretacie zmiesanej stratégie ako urcitej nahod-
nosti uskutoc¢nenej kazdym jedincom z populacie, mézeme zmieSanu stratégiu x
reprodukovat ako stav populdcie a kazda jej zlozka x; reprezentuje podiel jed-
notlivecov z populécie, ktori st predprogramovani hrat odpovedajicu -t rydzu
stratégiu.

Predtym, nez sa nasa analyza v tejto kapitole upriami na teoreticky ramec repli-
katorovych rovnic, je vhodné uviest niekolko poznatkov z tedrie obycajnych dife-
rencidlnych rovnic. Zdrojom poznatkov pre tuto kapitolu je dielo Weibull (1995).

3.1 Uvod do tedrie obycéajnych diferencialnych
rovnic

Systém obycajnych diferencidlnych rovnic (ODR) je klasickym sposobom ako
matematicky reprezentovat deterministicky dynamicky proces v spojitom case.
Tento pristup je taktiez vyuzivany v teorii evolucnych hier, kde uvazovany dy-
namicky proces predstavuje zmeny rozdelenia spravania sa (stratégii) v Casove]
doméne v nejakej velkej populécii interagujtcich jedincov. V obvyklej situacii
interakcia nadobida podobu ndhodného porovnavania dvojic jednotlivcov z ve-
Tkej populacie, kde vzajomna interakcia dvoch subjektov je modelovand pomocou
symetrickej hry dvoch hrac¢ov. VSeobecne, diferencidlne rovnice sa modzu menit
v Case. Povedzme, Ze budeme uvazovat zavislost procesu biologického alebo eko-
nomického rastu na externych ale ¢asovo premennych faktoroch ako napriklad
pocasie. Systém diferencidlnych rovnic, ktory nezavisi na Case nazyvame auto-
nomny, alebo casovo homogénny. V tejto praci sa zameriame vyluc¢ne na takuato
dynamiku. NavySe budeme braf na zretel iba diferencialne rovnice prvého radu,
teda také, ktoré obsahuju iba derivacie prvého radu a ziadne derivacie vyssich
radov. Vsetky derivacie sme ziskali derivovanim podla premennej ¢asu. PouZi-
tim bodiek ako symbolu pre derivicie podla ¢asu mozeme takyto systém zapisat
nasledovne:

z = p(x), (3.1)
kde 1 4 1
. . . x T Tk
4y (33'1, axk’) dt (dta ) dt) (3 )

a ¢ je zobrazenie otvorenej mnoziny X C R* do R*. Vektor = = (zy,...,73)
nazyvame stavovy vektor, mnozinu X stavovy priestor a prava strana rovnice
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(3.1) urcuje smer a rychlost zmeny stavu v kazdom bode x zo stavového pries-
toru X. Funkcia ¢ sa nazyva vektorové pole, ktora definuje v kazdom bode x
smer a rychlost priebehu @. Pre kazdu zlozku z; stavu @ predstavuje p;(x) € R
jeho derivaciu podla ¢asu. Prva otézka, ktord vyvstava je, ¢i takyto systém di-
ferencialnych rovnic (3.1) ma v nejakom presnom zmysle riesenie, a ak ano, tak
potom ¢i toto riesenie je jednoznacné. Navyse vyvstava otazka, ¢i toto riesenie je
globalne v zmysle definovania stavu po celil dobu.

Definicia 25. (Lokdlne) riesenie systému (3.1) v bode z° € X je definované
ako funkcia £(-,x°) : T — X, kde T je otvoreny interval obsahugici t = 0 taky,
Ze £(0,2°) = x° a taky, Ze nasledujiica podmienka:

d

6t a") = ple(t, ) (33

plati pre vsetky t € T'. RieSenie nazyvame globalne, ak T = R.

Ukazuje sa, Ze existencia a jednoznac¢nost (lokélneho) rieSenia je garantovana
pre vsetky vektorové polia ¢, ktoré su v istom zmysle dostatoc¢ne hladké. Pod-
mienka, nazyvand Lipschitzovskd spojitost predstavuje striktnejsiu verziu spoji-
tosti. Tato podmienka vyzaduje, aby existovala nejaka konstanta A € R taka,
ze rozdiel v intenzite a smere ¢ v Tubovolnych dvoch stavoch x,y € X je mensi
nez A-krat vzdialenost medzi stavmi @ a y. PresnejSie a v mierne slabsej, lokélnej
verzii:

Definicia 26. Funkcia ¢ : X — RF, kde X C R¥ je lokdlne Lipschitzovksy
spojita, ak pre kaZdu kompaktni podmnozinu C C X ezxistuje nejaké redlne cislo
A také, Ze podmienka:

le(x) —e(y)ll < Mz -yl (3.4)
plati pre vsetky x,y € C.

V tejto praci budeme vzdy uvazovat iba také vektorové polia, ktoré spliuju
tato podmienku spojitosti.

Je mozné ukazat, ze ak mé vektorové pole ¢ spojité prvé parcidlne derivacie,
tak potom je Lipschitzovsky spojité. V pripade, ak ¢ je Lipschitzovsky spojité,
tak potom je rozhodne spojité.

Veta 21. (Picard-Lindelof) Nech X C R* je otvorend mnoZina a vektorové pole
¢ : X — R* je Lipschitzovsky spojité, tak potom systém (3.1) md jednoznacné
riesenie £(t,x°) : T — X pre kaZdé z° € X. Navyse £(t,x°) je spojité vt € T
ax’ e X.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, veta 6.1).

OJ
Predpokladajme, Ze vSetky relevantné stavy patria do nejakej kompaktnej podm-
noziny C' domény X vektorového pola . Presnejsie, majme x° € C a (t,2°) € C
pre kazdé t € T(x°), kde T'(z°) C R je otvoreny interval, na ktorom je defino-
vané riesenie pre 2. V pripade aplikicie tohto pristupu na tedriu evoluénych hier
bude X = RF a C budto simplex zmiesanjch stratégii hraca alebo mnohosten ©
profilov zmieSanych stratégii uvazovanej hry. Je mozné ukéazat, ze v takomto zo-
skupen je riesenie pre fubovolné x° € C globalne (pozri (Hale, 1969, veta 2.1)).
Nasledujice tvrdenie prevezmeme z Weibull (1995):
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Tvrdenie 22. Nech X C R* je nejakd otvorend mnozina takd, e ¢ : X — RF
je Lipschitzovsky spojité a C' je kompaktnou podmnoZinou X pre ktord plati,
ze £(t,x°) € C pre kazdé 2° € C at € T(x®). Potom moZeme za T(x°) poloZit
R a odvodené zobrazenie £ : R x C' — C bude spliiat nasledujiice tri podmienky:

£0,z) =x Ve eC, (3.5)
E(t,E&(s,x) =&(t+s,x) Ve e C,Vs, t €R, (3.6)
£ je spojité. (3.7)

Prva podmienka hovori, Ze stav je po t = 0 jednotkach c¢asu identicky vycho-
diskovému stavu. Druh& podmienka hovori, ze stav je po t + s jednotkach casu
identicky stavu ziskaného najprv z riesenia pre pociatocny stav @ po s jednot-
kach casu (oznacme y = £(s, x)) a nasledne z rieSenia pre pociatoény stav y po ¢
jednotkach casu.

Rovnako ako trojica G = {P, S, 7} formélne definuje hru v normalnom tvare,
tak trojica D = {R, C, ¢} definuje dynamicky systém na (kompaktnom) priestore
stavov C' C X v spojitom ¢ase t € R so zobrazenim ¢ spliiujucim podmienky ,
a . V dalsom texte tejto prace budeme pozadovat, aby analyzované
systémy obycajnych diferencidlnych rovnic spliiovali takyto dynamicky systém
D.

Pri studiu tychto dynamickych systémov maju zasadny vyznam pojmy tra-
jektoria, orbita, invariancia a stacionarita. Trajektoriou rozumieme graf rieSenia
&(t, %) pre stav x°. Formalne:

(@) ={(t.z) eRx C:ax=¢(tx")}.
Inymi slovami, trajektéria obsahuje vietky déta o vyvoji stavu x° v ¢ase. Naopak
orbita stavu predstavuje mnozinu stavov, ktoré si dosiahnutelné v nejakom case.
Presnejsie, orbita v(x") poc¢iatoéného stavu x° je obrazom celej ¢asovej osi funkcie
§(t, =):
v(x%) = {x € C: & =¢(t,x°) pre nejaké t € R} .

Mnozina stavov A C C je invariantna vo¢i danej funkcii £, ak celd orbita aké-
hokolvek bodu z mnoziny A lezi v A. Inymi slovami, ak je zndme, Ze konkrétny
stav sa v uréitom okamziku nachadza v A, tak potom musi byt vzdy v A a vzdy
zotrva v A. Mnozina je pozitivne invariantnd, ak rieSenie pre akykolvek bod v A
ostane v A.

Definicia 27. Podmnozina A C C je invariantnd, ak v(z°) C A pre kazdé
x° € A. A je pozitivne invariantnd, pokial v (x®) C A pre kazdé x° € A, kde:

7 (@") = {x € C: & =¢(t, ) pre nejaké t > 0} .
Dolezitou triedou invariantnych mnozin st stacionarne stavy.

Definicia 28. Staciondarny stav vzhladom k funkcii  je stav @ € C, pre ktory
plati, Ze £(t, ) = x pre vSetky t € R.
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Preto stav @ € X je stacionarny vtedy a len vtedy, ak orbita v(x) stavu x
je jednoprvkova mnozina {x} alebo ekvivalentne vtedy a len vtedy, ak mnozina
A = {x} je invariantnéd. Vyjadrené v kontexte obycajnych diferencidlnych rov-
nic (3.1)), stav & € C je stacionarny prave vtedy, ak ¢(z) = 0. Poznamenajme,
ze v pripade ak ¢(x) = 0 pre nejaké x € C, tak potom jediné rieSenie systému
je &(t,x) = x pre vSetky t. Z Picard-Lindeltfovej vety plynie, Ze je to jediné
rieSenie pre x a teda x je stacionarne.

Uzito¢ny dosledok pravidiel , a je, ze ak riesenie konverguje
v Case, potom je limitny stav nevyhnutne stacionarny. Intuitivne, ak sa rieSenie
pre nejaky pociatocny stav @ ustali smerom k stavu y, potom vektorové pole by
malo byt slabé v blizkosti y a teda v y vymizne.

Veta 23. Ak x,y € C alimy_,o. {(t,x) =y, potom je y staciondrny.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 6.3).

OJ
Poznamenajme, Ze konvergencia riesenia smerom k nejakému bodu neimplikuje,
ze tento bod bude niekedy dosiahnuty (v koneénom case).

Majme dynamicky systém D = {R, C, ¢}. Budeme pouzivat dve odlisné pojmy
stability: Lyapunovska a asymptotickd stabilita. Intuitivne, stav & € C je Ly-
apunovsky stabilny, pokial Ziadna mal4 odchylka stavu neimplikuje odklon od x.
Asymptoticka stabilita navyse vyzaduje existenciu (lokdlnej) navratnosti k stavu:
stav & € C je asymptoticky stabilny, ak je Lyapunovsky stabilny a kazda mala
odchylka od stavu implikuje navrat spit smerom k .

Definicia 29. Stav x € C je Lyapunovsky stabilny, ak kaZdé okolie B stavu x
obsahuge okolie B° také, Ze £(t,x°) € C pre kazdé z° € B°NC at > 0. Stav
x € C je asymptoticky stabilny, ak je Lyapunovsky stabilny a existuje okolie B*
take, Ze podmienka:

}Hﬁlof(t’ ') == (3.8)

plati pre kazdé ° € B*NC.

Podmienka Lyapunovej stability je ekvivalentna poziadavke, aby kazda orbita
~v*+ z B bola obsiahnuté v B:

7H(B°NC) C B.

Veta 24. Lyapunovsky stabilny stav je staciondrny.

Dokaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, tvrdenie 6.4).

O
Predchadzajtce definicie roznych vlastnosti stability jednotlivych stavov « € C
je mozné zovseobecnit na vlastnosti mnozin A C C stavov. Dalej budeme pred-
pokladat, Ze uvazované podmnoziny A si uzavreté a zavedieme interpretaciu
nasledujtcich pojmov. Vzdialenostou medzi nejakym bodom y € C' a uzavretou
mnozinou A C C budeme chépaf ako miniméalnu vzdialenost medzi y a lIubo-
volnym bodom a z A: d(y, A) = mingead(y,a). Povieme, 7e rieSenie £(t, x)
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konverguje k uzavretej mnozine A C C, oznac¢ime &(t, 2%); oo — A, ak vzdiale-
nost d(&(t,z°), A) konverguje k nule pre t — oco. Okolim uzavretej mnoZiny A
budeme rozumiet otvorentt mnozinu B obsahujticu A.

Definicia 30. Uzavretd mnozina A C C je Lyapunovsky stabilnd, ak kazdé okolie
B mnoZiny A obsahuje okolie B° také, ze v+ (B° N C) C B. Uzavretd mnoZina
A C C je asymptoticky stabilnd, ak je Lyapunovsky stabilnd a ak existuje okolie
B* také, Ze £(t,2°); oo — A pre kazdé 2° € B*NC.

Veta 25. Ak je uzavreta mnoZina A C C' Lyapunovsky stabilnd, potom je pozi-
tivne tnvariantnd.

Doékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, tvrdenie 6.5).

3.1.1 Priama Lyapunova metéda

Priama Lyapunova metdda je obecny nastroj urceny k stanoveniu podmie-
nok stability jednotlivych stavov, popripade uzavretych mnozin. Nech A C C' je
uzavreta mnozina o ktorej chceme vediet, ¢i je Lyapunovsky stabilnd pri danom
¢ na mnozine C'. Predpokladajme nejaka redlnu, spojiti funkciu v definovanu
na okoli D mnoziny A takt, ze v(x) je nulovd na A a kladnd mimo A. Dalej
predpokladajme, Ze v je pre aktukolvek trajektoriu rieSenia na jej obore D neras-
tica v Case. V tomto kontexte nazyvame v lokalne Lyapunovskou funkciou.

Veta 26. Nech A C C je uzavretd. Navyse, ak existuje okolie D mnozZiny A
a spojitd funkcia v : D — R splnujica podmienky:

v(x) =0 vtedy a len vtedy, ak « € A, (3.9)

v((t,x)) <v(x) akax¢g At>0al(s,x)e D Vs €]0,t], (3.10)

tak potom je mnozina A Lyapunovsky stabilnd.

Doékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, veta 6.2).
0

Ak zamenime nerovnost vo vztahu (3.10]) na ostra nerovnost, tak potom odpo-
vedajicu funkciu nazveme striktne Lyapunovsky stabilni a uvazovana mnozina
A je v tomto pripade asymptoticky stabilna. Formélne:

Veta 27. Predpokladajme, Ze A C C je uzavretd mnozZina. Potom existuje oko-
lie D mnoziny A a spojitd funkcia v : D — R, spliugica podmienku (3.9) a
poziadavku:

v((t,x)) <v(x) akax¢g At>0,a&(s,x)eD Vs €]0,t] (3.11)

vtedy a len vtedy, ak A je asymptoticky stabilnd.
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Doékaz. Dékaz najdeme v praci (Weibull, 1995, veta 6.3).
0

Nevyhodou tohto pristupu je, Ze nepontka ziaden navod ako néjst takuto
Lyapunovska funkciu. Na druhej strane existuje skupina funkcii, u ktorych sa
ukazuje, ze su prospesné v kontexte dynamiky evolu¢nych hier, napriklad loga-
ritmicka funkcia.

3.2 Zaklady replikatorovych rovnic

Uvazujme velki ale koneént populéciu jednotliveov, ktori st predprogramo-
vani hraf rydze stratégie i € K v symetrickej hre dvoch hracov so simplexom
zmieSanych stratégii A a vyplatnou funkciou u. Potom v kazdom bode ¢ ozna¢me
pi(t) > 0 pocet jednotlivcov, ktori st aktudlne predprogramovani k rydzej straté-
gii i € K anech p(t) = ) .., pi(t) > 0 predstavuje celkovii populaciu. Prislusny
stav populacie je definovany ako vektor (t) = (x1(t), ..., xx(t)), kde kazda zlozka
x;(t) reprezentuje podiel populécie predprogramovanej k rydzej stratégii i v case
t: x;(t) = pi(t)/p(t). Inymi slovami, stav populécie x(t) € A zodpovedd nejake;
zmieSanej stratégii. Ocakavand vyplata akejkolvek rydzej stratégie i pri ndhodnej
hre, kedy populdcia je v stave © € A, je teda u(e’, ). V skutocnosti je pre jed-
notlivca nepodstatné, ¢i interaguje s nahodne zvolenym jednotlivcom z takejto
polymorfickej populacie alebo ako v systéme evolucnej stability s jednotlivcom
hrajicim zmiesanu stratégiu x. Prislusna priemernd vyplata v takejto populécii,
ktora zodpoveda vyplate ndhodne zvoleného jednotlivca z populacie, je:

u(x, x) = inu(ei,w). (3.12)

Teda rovnaku vyplatu, aka poskytuje zmieSana stratégia a, ak je hrana proti sebe
samej.

Teraz predpokladajme, ze vyplata reprezentuje mieru rastu, ako dosledok re-
produkénej zdatnosti jednotlivea (fitness), merani po¢tom potomkov za jednotku
casu. Predpokladajme tiez, ze kazdy potomok zdedi jeho jedine¢nu stratégiu ro-
di¢a. Ak reprodukcia prebieha kontinudlne, potom natalita v Tubovolnom case ¢
jednotlivcov naprogramovanych na rydzu stratégiu ¢ je 8+ u [e’, z(t)], kde 8 > 0
je nejakd miera zdatnosti jednotlivca v populacii nezavisla na vystupe analyzova-
nej hry. Nech mortalita > 0 je rovnaka pre vsetkych jednotlivcov. Zanedbanim
argumentu casu ziskame nasledujicu popula¢ni dynamiku:

kde symbol bodky predstavuje derivaciu podla casu. Zodpovedajica dynamika
pre podiel populacie x; je v tvare:

i; = [u(e', @) — u(z, z)] ;. (3.13)
K overeniu tohto vztahu vezmeme derivaciu podla ¢asu identity px; = p;:
PT; = Pi — Pr; = [5 + u(e', @) — 5} pi — B+ u(x, ) — d] py,
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kde vydelenim oboch stran rovnice ¢lenom p ziskame vztah . Tempo rastu
t;/x; podielu jednotlivcov hrajuceho i-t stratégiu je rovné rozdielu medzi aktu-
alnou vyplatou stratégie (fitness) a aktudlnou priemernou vyplatou v populécii.
Toto tempo rastu nezavisi na hodnotach 5 a §, kedze tie st rovnaké pre vSetky
subpopulécie. Rovnica definuje replikdtorovii dynamiku. Vyuzitim linearity
vyplatnej funckie u(x,y) v & modZeme tiuto dynamiku zapisat ako:

& = u(e' — x, ). (3.14)

Replikatorova dynamika je invariantné voci kladnej afinnej transformacii
(zloZenie linearnej transformécie a posunutia). Ak nahradime vyplatna funkciu u
funkciou u = A\u + pu, pre nejaké kladné realne \ a realne u, potom replikdtorova
dynamika je v tvare:

i = (e’ — x, z)r; = Mu(e' — x, x)z;.

Efekt takejto transforméacie vyplatnej funkcie je teda ekvivalentny zmene meritka
casu koeficientom A > 0 v replikdtorovej dynamike ([3.14]). Obzvlast vietky orbity
rieSenia s rovnaké pre obe dynamiky, liSia sa iba rychlostou pri ktorej sa stav
populacie pohybuje pozdlZ tychto orbit o faktor .

Prava strana vzfahu (3.14]) definuje prislusné vektorové pole ¢ : R¥ — R,
kde ‘
vi(x) = u(e' — x, x)z;.

KedZe toto vektorové pole je polynémom popula¢ného podielu (vyplyva z definicie
u;(x), pozri vztah (L.4)), tak systém diferencidlnych rovnic (3.14) ma podla vety
jednozna¢né riesenie pre akykolvek pociatoény stav £° € R*. Navyse je mozné
ukazat, ze simplex A C R* je v tejto dynamike invariantny (pozri (Weibull, 1995,
tvrdenie 3.20)). To znamend, Ze orbita riesenia pre akykolvek pociatocny
stav v A je obsiahnutd v A. Intuitivne to je zrejmé, kedze podla , sucet
vSetkych podielov v populacii nutne zostéava rovny jednej, pricom plati ) . &; = 0,
a ziaden podiel v populdcii neméze nadobudnaf zaporni hodnotu (zo vztahu
3.14) vyplyva: z; = 0 = 4; = 0). Presnejsie, systém diferencialnych rovnic
3.14) definuje spojité zobrazenie £ : R x A — A, ktoré kazdému pociatoénému
stavu ° € A a ¢asu t € R priradi stav populdcie £(t, ") € A v Case t.

3.3 Dominantné stratégie

Podiel jednotlivcov z populacie naprogramovanych k urcitej rydzej stratégii
rastie v replikdtorovej dynamike ((3.14) prave vtedy, ak tato stratégia poskytuje
vyssiu vyplatu nez je aktualny popula¢ny priemer. Pretoze aj striktne dominovana
stratégia moze uttzit viac nez popula¢ny priemer, tak apriori nie je jasné, ¢i takato
stratégia nutne vymizne v replikadtorovej dynamike. Napriek tomu sa ukazuje,
7e v replikatorovej dynamike v pripade spojitého ¢asu sa nakoniec striktne
dominované stratégie vytratia. K rovnakému zéveru je mozné dospiet aj v pripade
iterativne striktne dominovanych stratégii, no na druhej strane to nemusi platit
pre vSetky slabo dominované stratégie.
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3.3.1 Striktna a iterativne striktna dominancia

Nasledujuce tvrdenie (pozri Samuelson a Zhang| (1992)) preukazuje, ze replika-
torova dynamika eliminuje vSetky striktne dominované rydze stratégie z populacie
za predpokladu, ze vSetky rydze stratégie st dostupné na zaciatku hry.

Veta 28. Nech rydza je stratégia v striktne dominovanda. Potom plati, Ze pre aké-
kolvek ° € int(A): &(t, 2°); 00 — 0.

Doékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, tvrdenie 3.1).

O
PodTa vety 1| je stratégia striktne nedominované v hre dvoch hracov prave vtedy,
ak je najlepsou odpovedou na nejaki (rydzu alebo zmiesani) stratégiu. Tento
vysledok mézZeme interpretovat tak, Ze evolucia selektuje spravanie, ktoré je ira-
cionalne v zmysle, kedy je suboptimalne voc¢i nejakym pravdepodobnostnym oca-
kavaniam o stratégii protihraca. Tato selekcia nastava nezavisle na tom, ¢i trajek-
toria rieSenia evolicie konverguje alebo nie, takze dlhodobo sa ziaden jednotlivec
nebude spravat iraciondlne v tomto zmysle, aj ked sa komplexné spravanie po-
pulécie vychyluje. Poznamanejme, Ze pre tto hypotézu je dolezité, aby vSetky
rydze stratégie hry boli dostupné na jej zaciatku. Napriklad, ak nejaka stratégia
¢ je striktne dominovana, ale Ziadna ina rydza stratégia nie je prvotne dostupna,
tak potom zrejme & (t,2°) = 1 pre kazdé t. Obecnejsie, ak stratégia i uz nie je
striktne dominovana potom, ¢o odstranime stratégiu j, tak v pripade, ak straté-
gia j nie je prvotne dostupnd nemusi platit, ze & (¢, %) — 0.

Samuelson a Zhang (1992) navySe ukazali, Ze replikdtorova dynamika tak-
tiez vyhubi aj vSetky iterativne striktne dominované rydze stratégie z populacie.
Na zéklade vety [28 bude a zostane po dostatocne dlhom case stav populécie Tubo-
volne blizko subsimplexu zmieSanych stratégii A, ktory je generovany podmnozi-
nou K' C K rydzich stratégii, ktoré nie st striktne dominované. Rydze stratégie,
ktoré su striktne dominované v redukovanej hre G' (s mnoZinou rjdzich stratégii
K') vymiznt podla vety a takto pokracujeme dalej, az pokial nemodze byt
ziadna dalSia rydza stratégia eliminovana.

Veta 29. Pokial je rydza stratégia i iterativne striktne dominovand, tak potom
pre akékolvek x° € int(A) plati, Ze &(t, 2°)¢ 00 — 0.

Doékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, veta 3.1).

3.3.2 Slaba dominancia

V predoslej casti sme preukazali, ze replikatorova dynamika vyhubi vsetky
striktne dominované stratégie. To ale obecne neplati v pripade slabo dominova-
nych stratégii. Napriek tomu je mozné ukazaf, ze ak rydza stratégia i je slabo
dominovana nejakou stratégiou y € A a subpopulacia naprogramovana k straté-
gii 7 nevymizne, potom vsetky rydze stratégie j, proti ktorym y je lepsia nez 1,
vymizni z populécie.
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Veta 30. Nech je rydza stratégia i slabo dominovand nejakou stratégiou y € A.
Ak u(y — €', e7) > 0, potom &(t, %) 00 — 0 alebo &;(t,2°);00 — 0 (alebo oba)
pre lubovolné x° € int(A).

Dokaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, [1995] tvrdenie 3.2).

OJ
V zmysle vety [1] je rydza stratégia nedominovana prave vtedy, ak je najlepsou
odpovedou na nejak tplne zmieSantu stratégiu. Preto moézeme tento vysledok
reprodukovat tak, Ze evolicia selektuje slabo spravanie, ktoré je suboptimélne
voci nejakému pravdepodobnostnému ocakavaniu o stratégii stipera, ktora prira-
dzuje kladné pravdepodobnosti vSetkym jeho rydzim stratégiam. Selekcia je slaba
v zmysle, Ze takéto spravanie nemusi byt nutne vyhubené v dlhodobom ¢asovom
horizonte, ak tieto rydze stratégie j, voci ktorym je ¢ suboptimalna, vymizna.

3.4 Stratégie Nashovho equilibria

Uvazujme nejakt koneénti a symetricki hru dvoch hracov, kde AMF c A
predstavuje (neprazdnu) podmnozinu stratégii, ktoré st Nashovym equilibriom
sami so sebou. Poznamenajme, Ze stratégia x nalezi do AN” vtedy a len vtedy,
ak vSetky rydze stratégie, ktorym x priradi kladnt pravdepodobnost poskytuju
maximalnu vyplatu, ktord moze byt dosiahnutd proti @. Formélne zo vztahu

(1.17) a definicie [10] plynie:

z€EA

ANE = {w € A u(el,x) = maxu(z,x) Vi € C(m)} . (3.15)

V tejto podkapitole sa budeme venovat vztahu medzi touto mnozinou a mnozi-
nami stacionarnych, Lyapunovsky stabilnych a limitnych stavov v tomto poradi
vzhladom k replikatorovej dynamike (3.14)).

Stav populdcie © € A je staciondrny v replikitorovej dynamike ((3.14)) prave
vtedy, ak stcin u(e’ — x,x) - x; je nula pre vsetky rydze stratégie i € K alebo
ekvivalentne vtedy a len vtedy, ak vSetky rydze stratégie, ktoré st pritomné
v stave populdcie x, poskytuji presne rovnakid vyhru. Ozna¢me symbolom A° C
A mnozinu stacionarnych stavov v (3.14)):

A’={zeA:ue z)=uzx) Vi €C(x)}. (3.16)

Podmienku stacionarity splituji vSetky vrcholy & = e’ simplexu, ked%e v ta-
komto stave populacie & pouzivaju vsSetci jednotlivei rovnaka rydzu stratégiu ¢
a ziskaji rovnaki vyplatu. Teda konena mnozina {e!, ..., e¥} vrcholov je podm-
nozinou A°. Na zaklade porovnania vztahov a mozeme konstatovat,
7e (neprazdna a uzavretd) mnozina AN je taktiez podmnozZinou A°. Ak vetky
rydze stratégie z nosica stratégie & poskytuju rovnakt maximalnu vyhru proti «,
potom vsetky utfzia priemernd vyplatu populacie:
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Pre vnutorny stav populacie @ plati taktiez opak: Ak x € int(A) je stacionarny
v (3.14), potom u(e’, ) = u(x, x) pre vietky rydze stratégie i hry (podla vztahu
(3.16))), a tak vSetky rydze stratégie s najlepsou odpovedou na zmieSani straté-
giu x, a teda £ € AN®. Nech A% predstavuje mnozinu vnttornych stacionarnych
stavov: A% = AY N int(A). Prave sme ukazali, Ze mnozina A% je podmnoZinou
ANE 3 kedZze vietky Nashove equilibria st stacionarne, tak v skuto¢nosti mame
A% = ANE N int(A). Navyse, Zeeman| (1981) poznamenal, Ze mnozina A% je
nutne konvexna. V skuto¢nosti fubovoln4 linedrna kombinécia z = ax + fy € A
stavov &, z A%, je znova staciondrny stav, ktory skuto¢ne patri podmnoZine
ANE staciondrnych stavov.

Veta 31. {e!,...ef} UANE c AP A% = ANE N int(A) a A je konvernd
mnoZina takd, Ze lubovolnd kombindcia stavov z € A z A% patri do ANF.

Dokaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, tvrdenie 3.3).

Na zaciatku tejto kapitoly sme poznamenali, Ze replikatorova dynamika nebe-
rie do tivahy moznosti mutéacii. V tejto struktire predstavuji tlohu replikatorov
rydze stratégie hry, a teda mutécia moze matf podobu posunu z jednej rydzej
stratégie na ind. Predpokladajme, ze populéacia je na zaciatku v nejakom staci-
onarnom stave € A a odrazu sa uskutocni takdto mutacia v malej skupine ¢
jedincov z populacie. Napriklad, ak vSetky rydze stratégie st rovnako nachylné
k mutéacii a y; predstavuje pravdepodobnost, Ze sa mutacia rozvinie na nejakej
rydzej stratégii ©+ € K, potom to predstavuje posun z pociato¢ného stavu populé-
cie  do stavu ' = (1 — )z + ey € A. Stacionarne stavy, ktoré nie st robustné
voci takémuto typu vychyleniu populacného stavu sa teda zdaji menej zauji-
mavé z evolucného hladiska. Ukazuje sa, Ze vSetky stacionarne stavy, ktoré nie
st v AN mézu byt z tychto dévodov odmietnuté. Dynamicka stabilita v (3.14])
vyzaduje Nashovo equilibrium, podobne ako evolu¢na a neutralna stabilita ako
sme uviedli v kapitole 2.

Presnejsie, stacionarny stav, ktory nie je Nashovym equilibriom porusuje tak-
tiez aj slabé dynamické kritérium Lyapunovskej stability. Dovod preco je staci-
onarny stav & ¢ AVF dynamicky nestabilny je jednoducho ten, Ze existuje rydza
stratégia i, ktord je nevyuzitd v stave populacie (x; = 0), ale utfzi vyssiu vyhru
proti & ako tie rydze stratégie, ktoré si pouzité v stave x. Zo stacionarity musia
vSetky utfzif rovnakia vyplatu. Preto, ak nejaka lubovolne malé, ale kladné sku-
pinka populécie zaCne vyuzivat takuto profitabilna stratégiu i, ktora absentuje
v &, potom tato mutacia jednotlivcov utfzi vyssiu vyhru a teda ich populécia sa
bude zvicsovat, ¢o bude viest k odliceniu od stavu .

Veta 32. Ak x € A je Lyapunovsky stabilny v replikdtorovej dynamike definova-
nej vztahom (3.14), tak potom x € ANE,

Dékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 3.4).
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V predchéadzajticej podkapitole sme ukézali, Ze aj ked trajektéria nejakého
vnutorného riesenia replikatorovej dynamiky nekonverguje v case, tak dlhodobo
je celkové spravanie napriek tomu racionalne v zmysle, Ze iterativne domino-
vané stratégie s vyludené. Je mozné ukazatf, ze ak takito trajektdria rieSenia
nekonverguje v case, tak je navysSe koordinovana v zmysle Nashovho equilibria.
Hypoteticky to mozZe nastat, ak vSetci jednotlivci z populacie poznaji dlhodobé
rozdelenie rydzich stratégii v populécii a maximalizuja ich zisk vo¢i tomutu roz-
deleniu.

Ak trajektéria rieSenia replikdtorovej dynamiky zacne konvergovat k neja-

kému vnitornému stavu populdcie, potom tento limitny stav patri do A% a teda
aj do ANE podla vety 31}

Veta 33. Ak x® € int(A) a £(t,x°); 00 — @, tak potom x € ANE,

Dokaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, tvrdenie 3.5).

O
Tento dosledok mozeme interpretovat nasledovne: Stav & € A nazveme dosiahnu-
telny, ak existuje nejaky vnutorny stav, z ktorého trajektdria rieSenia konverguje
k x. Podla vety Tubovolna stratégia Nashovho equilibria £ € AN je dosia-
hnutelné v zmysle, Ze polozime za pocdiatocny stav x, a teda kazdy dosiahnutelny
stav populacie © € A patri do podmnoziny AN,

3.5 Stratégie perfektného equilibria

Za tcelom tvorby dynamickych predpovedi je asymptotické stabilita spolah-
livejsia vlastnost nez Lyapunovskd stabilita. Koncept Lyapunovskej stability ne-
chrani vo¢i nemodelovanému evolué¢nému driftu, to znamena, Ze prilezitostna
malé odchylka stavu populécie méZe prejst nekontrolovane dynamikou na tento
stav. Preto postupnost takychto Sokov méze posunit populdciu do stavu, od-
kial ju replikdtorova dynamika tplne vychyli od pdvodného trendu. Naopak,
asymptoticka stabilita zarucuje navrat k status quo po akejkolvek malej odchylke
od stavu populacie. Teda pre potrebu robustnej evolucnej predpovede sa javi
koncept asymptotickej stability ako vhodnejsi.

Ak sa upriamime na stavy populacie, ktoré st asymptoticky stabilné v repli-
katorovej dynamike , potom si potencionalnymi kandidatmi prave stavy
x z podmnoziny ANE. Bomze| (1986) ukazal, Ze Nashove equilibria, ktoré nie
su perfektné, nie st asymptoticky stabilné v tejto dynamike. Inymi slovami, je
nevyhnutné, aby prisluny profil stratégii (z,z) € ©~VF bol robustny vodi neja-
kej postupnosti malych vykyvov. Avsak to nie je postacujice pre asymptoticka
stabilitu. Asymptoticka stabilita stratégie & vyzaduje, aby bola izolovand v tom
zmysle, ze {x} musi byt komponentou mnoZiny ANE.

Veta 34. Ak x € A je asymptoticky stabilnd v (3.14)), potom (x,z) € ONE je
perfekiné a x je izolovand.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 3.9).
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3.6 Evoluéna a neutralna stabilita

V tejto podkapitole sa budeme zaoberaf otdzkou, ako stvisi stabilita v replika-
torovej dynamike s kritériom evolucnej a neutralnej stability prislusnej zmiesane;j
stratégii. Uk4zeme, Ze kazdy stav populacie z podmnoziny AP je asymptoticky
stabilny v replikdtorovej dynamike a kazdy stav populacie z AVSS je Lyapunov-
sky stabilny. V tomto kontexte evolu¢na stabilita implikuje asymptoticka sta-
bilitu a neutralna stabilita implikuje Lyapunovsku stabilitu. Navyse kazda ES
mnozina (pozri definiciu je asymptoticky stabilna. AvSak opac¢na implikacia
obecne neplati. Tieto vysledky mozu byt formélne stanovené pomocou vhodne;j
Lyapunovskej funkcie. K tomuto tcelu pouzijeme funkciu, ktora sa nazyva rela-
tivne entropickd funkcia. Stvislost so spominanymi kritériami stability rezultuje
z vety [12]a[13] ktoré stanovuji, Ze evolucne stabilné stratégia mé lokdlnu prevahu
a neutralne stabilna stratégia ma lokalne slabd prevahu.

Pre akikolvek zmiesant stratégiu « € A ozna¢me symbolom ), € A mnozinu
takychto zmieSanych stratégii y € A, ktoré priradzuji kladnti pravdepodobnost
vSetkym rydzim stratégiam z nosica stratégie x:

Qz={y € A:C(z) CC(y)}

Je zrejmé, ze x patri do mnoziny (), rovnako ako vSetky vnatorné body y sim-
plexu A. Mnozina @), je zjednotenim int(A) a subsimplexu generovaného nosi¢om
C(x) C K stratégie . Preto @, predstavuje okolie  vzhladom k A (formélne,
Qz = AN M pre nejakt otvorentt mnozinu M C R¥ obsahujticu ).

Uvedend funkcia pre analyzu stability je definovana vzhladom k zmieSane;
stratégii @ € A, pricom okolie @, je jej definicnym oborom. Zvycajne sa na-
zyva ako (Kullback-Leiblerova) relativna entropickd miera H, : Q. — R a je
definovana predpisom:

Nepochybne H,(x) = 0 a taktiez bolo preukazané, ze ¢islo H,(y) vzdy prekra-
¢uje hodnotu ||& — yl|?, teda $tvorec euklidovskej vzdialenosti medzi x a y (pozri
Bomze| (1991))). Teda, ak pre lubovolné pevné € A hodnota H,(y) klesa k nule
pri zmene y € ., tak potom sa y musi priblizovat k . V skuto¢nosti pre Tu-
bovolni pevnu stratégiu @ € A je zodpovedajtuca funkcia H, konvexna. Navyse
tato funkcia mé taka pozoruhodni dynamicka vlastnost, Ze jej derivacia podla
¢asu v replikdtorovej dynamike v Tubovolnom bode y z jej defini¢ného oboru @,
je rovna rozdielu vyplat medzi stratégiami y a x v situacii, ak st hrané proti
y. Formalne, pre lubovolné pevné & € A, je derivacia podla ¢asu funkcie H,(y)
v nejakom bode y € @, definovana ako rychlost zmeny H, v zavislosti na tom
ako sa stav y meni podla vztahu (3.14):

d

k
Holy) = 5 I (E(y)ieo = afg—;% (3.17)

Veta 35. Nech existuje * € A a jeho okolie U, tak, Ze:
x'Ay >y Ay
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pre vSetky y € ANU, \ . Potom x je asymptoticky stabilny v replikdtorovej
dynamike definovanej vztahom (3.14).

Dokaz. Okolie U, je mozné volit tak, aby platilo C(x) = C(y) pre kazdy bod
y € AN U,. Podla Jensenovej nerovnosti plati:

Z zilog <&) - Z Ti {—bg (;ZZ)} > —log Z T (ﬁ) =

i ) i ) Z;
ieC(x) 1€C(x) 1€C(x)

—log | > yi| =—1log(1) =0

1€C(x)

a rovnost nastava prave vtedy, ak y = fx pre nejakt konstantu 6. Kedze x € A
ay € A, tak musi byt = 1. Plati teda:

Z x;log(x;) > Z x; log(y;),

1€C(x) 1eC(x)
¢ize
Il == I] o
1€C(x) 1€C(x)

pre vietky y € A N U,, pri¢om rovnost nastane pre y = x. Dalej ozna¢me:

= I v

1€C(x)

Potom je
v(x)=0, v(y)>0prey#x, Py)>0preyecANU,.

Dalej podla predpokladu mame

Py d i
a2 = — lo zl z = i “ )=
P e W) = 3wt = 30 () -

1EC’ ieC( Yi
= > z((e) Ay - yTAy) —z Ay —y'Ay Y =
ieC(x) 1eC(x)

=x' Ay —y Ay >0
pre vSetky y € ANU, \ . Kedze P(y) > 0 pre y € ANU, \ x, tak potom plati:

d

P >0

Preto: d d
— =——P(y) <0.

W =5

To znamena, ze funkcia v je Lyapunovskou funkciou replikatorovej dynamiky

(3.14) v bode x a tento bod je asymptoticky stabilny (pozri sekciu [3.1.1)).
0
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Lemma 36. Predpokladajme, Ze © € A ay € Q. Potom Hy(y) > 0 a rovnost
nastdva prave vtedy, ak y = x. Navyse Hy(y) = —u(x — y,y).

Dékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, lemma 3.1).

O
Tato lemma a charakterizacia evolu¢nej stability podla vety [12| mozu byt pouZzité
k stanoveniu zaveru, ze kazdy ESS je asymptoticky stabilny stav v replikatorove;j
dynamike (pozri Taylor a Jonker| (1978) alebo |Hotbauer a kol.| (1979)).

Veta 37. Kazdd stratégia € € AP je asymptoticky stabilnd v replikdtorovej
dynamike (3.14)).

Dékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 3.10).

O
Poznamenajme, Ze ak je nejakda ESS vnitorna, potom sa jedna o ESS hry s jed-
nozna¢nym rieSenim (pozri tvrdenie . Teda mozeme sa domnievat, ze takato
stratégia je globalne stabilnd v zmysle pritiahnutia vsetkych vnutornych pociato-
¢nych stavov.

Veta 38. Ak = € int(A) N AESS ) tak potom £(t, 2°)i 0o — @ pre lubovolny
x° € int(A).

Dokaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 3.11).

OJ
Pouzitim lemmy spolo¢ne s charakterizaciou evolucnej stability vo vete
sme dospeli k zaveru, ze evoluc¢na stabilita implikuje asymptoticku stabilitu v re-
plikatorovej dynamike . Podobne charakterizécia neutralnej stability podla
tvrdenia [13] mozu byt pouzité k stanoveniu toho, Ze tato slabsia forma evolucne;
stability implikuje slabsiu formu dynamickej stability zndmu ako Lyapunovska
stabilita (pozri [Thomas (1985)).

Veta 39. KaZdd stratégia © € ANSS je Lyapunovsky stabilnd v replikdtorovej
dynamike (3.14]).

Dokaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, 1995, tvrdenie 3.12).
O

KedZe evoluCne stabilné stavy st aj asymptoticky stabilné v replikidtorove;j
dynamike, tak sa moZeme domnievat, Ze aj evolu¢ne stabilné mnoziny stratégii,
nazyvané ES mnoziny (pozri podkapitolu , st ako mnoziny asymptoticky sta-
bilné. V podstate uzavretd mnozina X C A je evoluéne stabilnd (ES mnozina),
ak kazda stratégia x z tejto mnoziny utfzi aspon tolko ako utfzi kazda bezpro-
stredna stratégia y proti sebe samej a striktne viac ako kazda blizka stratégia
y, ktora nie je prvkom mnoziny X. V skutoc¢nosti vlastnosti dynamickej stability
mnoziny stratégii nezavisia od toho, ako sa stratégie z mnoziny realizuju proti
sebe. Tieto vlastnosti zavisia od toho, ako sa stratégie z mnoziny spravaju voci
stratégidam mimo mnoziny. V tomto kontexte mozeme uvazovat slabsie kritérium
evolucnej stability, ktoré vyzaduje, aby kazda stratégia v mmnozine bola lokalne
nadradenou stratégii y, ktora nepatri do uvazovanej mnoziny.
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Definicia 31. MnozZina X C A je evolucne stabilna* (ES* mnoZina), ak je
neprdzdna, uzavretd a kazdé x € X md okolie U, také, Ze u(x,y) > u(y,y)
pre vSetky y € Uz N X.

Nepochybne, kazda ES mnozina je ES* mnoZinou a podla vety [12| jednoprv-
kovd mnozina X = {z} je evolu¢ne stabilnd* prave vtedy, ak x € AP59. Teda
ES* kritérium je dal$im, slab$im mnoZinovym zovSeobecnenim konceptu ESS.
Kompletny priestor stratégii X = A je nutne ES* mnozZinou, kedZze z definicie
neexistuju ziadne stratégie mimo mnoziny. Preto je zaruc¢end existencia ES* mno-
ziny. Navyse je mozné ukazat, Ze kazdé koneéna a symetrickd hra ma minimalne
jednu ES* mnozinu takt, ze ES* neobsahuje dalsiu ES* mnozinu. Kedze evolu-
¢ne stabilnd stratégia, z pohladu jednoprvkovej mnoziny, je Specidlnym pripadom
ES* mnoziny, tak nasledujice tvrdenie je dosledkom vety [37}

Tvrdenie 40. Kazda ES* mnozina X C A je asymptoticky stabilna v replikdto-
rovej dynamike (3.14)).

Doékaz. Dokaz je uvedeny v praci (Weibull, |1995, tvrdenie 3.13).

3.7 Dvojnasobne symetrické hry

V dvojnésobne symetrickych hréach sa priemerny populacny fitness u(x, x)
zvysuje pozdlz kazdej nestacionarnej trajektérie rieSenia replikatorovej dynamiky.
To znamend, ze replikdtorova dynamika zvysuje podiely rydzich stratégii, kto-
rych vyplata je vyssia nez priemerna vyplata a redukuje podiely rydzich stratégii
s nizSou vyplatou nez je priemernd vyplata. Teda v takomto type hry indikuje
evolucia, ktord je modelovana pomocou replikadtorovej dynamiky , trvaly
rast spolo¢enskej zdatnosti v ¢ase (pozri podkapitolu .

Uvazujme teda nejaka dvojnasobne symetrickd hru a nech derivacia priemer-
nej vyplaty (fitness) u(z, ) podla asu pozdlz trajektdrie riesenia replikatorovej
dynamiky pre [ubovolny dany stav & € A je v tvare:

Wz, x) = %u E(t,x), &t )], - (3.18)

Veta 41. Pre lubovolni dvojndsobne symetricki hru plati:

(e, x) =2 Zzl [u(e’, @) — u(e, a:)}2 (3.19)

Dokaz. Vyjdeme zo vztahu (3.18)), pricom symetriou vyplatnej matice A ziskame:

w(w,x) =Y [dule’, )y + zule’, ¢)i;] =

W . | (3.20)
=2 Z tu(e’,el)x; = 2Z:i:iu(el, x).
hjeK icK
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Substiticiou x; [u(e’, €) — u(x, x)] za &; (pozri (3.13)) v (3.20) mame:

W@, x) =2 2 [ule’,z) — u(z, )] ue’, z). (3.21)

Dalej vyuzitim vzfahu (3.12)) upravime (3.21)) na nasledujtci tvar:

Wz, x) =2 Z v (e, x) — 2 Z zu(e', x)u(x, z) =

ieK i€K
—2sz (e', —2uww2xue x) = (3.22)
€K ieK
=2 z::JeiuQ(ei7 x) — 2u’(x, ).
€K

Postupnou tpravou (3.22) a vyuzitim vzfahu (3.12)) ziskame:

mm—22xz x) — 2u*(x, x) =

€K
—Qqu e, x 4um,m)2xiu(e x) + 2u maszlz
i€eK €K €K
=2 inuQ(ei, x) — 4inu(ei, x)u(x, z) + ZZxﬂf(:c, x) =
ieK ieK ieK
=2z [u’(e', @) — 2u(e’, 2)u(z, @) + v’ (2, 2)] =
€K
k
= 22:@- [u(e’, ) — u(z, )],
=1

¢o presne zodpoveda vztahu ([3.19).

O
Teda u(x, ) > 0 a rovnost nastava vtedy a len vtedy, ak € A® (pozri (3.16)),
kde A° predstavuje mnozinu stacionarnych stavov v replikdtorovej dynamike de-
finovanej vztahom (3.14). NavySe miera @(x, x), pri ktorej rastie priemernd vy-
plata je dvakrat rozptyl rozdelenia vyplaty v populacii. Cim viac nepravidelné
je toto rozdelenie naprie¢ rydzimi stratégiami, tym vicsia je miera, ktorou rastie
priemerna vyplata.

Poznamenajme, Ze aj ked priemerné vyplata vzdy rastie v dvojnésobne symet-
rickych hrach, tak to neznamena, ze priemerna vyplata v dlhodobom horizonte
nutne dosiahne svoje globalne maximum v hre. Obzvlast, ak je pociatoény stav
dostatocne blizko jedného z equilibrii, tak potom stav populacie konverguje k to-
muto equilibriu nezavisle na tom, ¢i jeho vyplata je vyssia alebo nizsia nez vyplata
iného striktného equilibria.

Dosledok predchadzajiuceho vysledku je, ze evoluéna stabilita v dvojnasobne
symetrickych hrach je ekvivalentna asymptotickej stabilite v replikdtorovej dyna-
mike (pozri Hofbauer a Sigmund| (1988)). Kombinaciou tohto zaveru spolu s cha-
rakterizaciou evolucnej stability uvedenej v podkapitole ziskame nasledujice
tvrdenie:
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Tvrdenie 42. Pre lubovolni dvojndsobne symetricki hru su nasledujice tvrdenia
ekvivalentne:

1. © € APSS;
2. x € A je lokdlne striktne efektivna;

3. x € A je asymptoticky stabilnd v replikdtorovej dynamike.

Dokaz. Dokaz je uvedeny v préaci (Weibull, 1995, tvrdenie 3.15).

OJ
Navyse podla vety [20 je kazda lokélne efektivna mnozina X C A v dvojnésobne
symetrickej hre ES mnozinou a kazda ES mnozina je asymptoticky stabilna (po-
zri tvrdenie [40). Preto kazd4 lokalne efektivna mnozina X C A v dvojnésobne
symetrickej hre je asymptoticky stabilna v replikatorovej dynamike.
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4. Numerické studie

V tejto kapitole aplikujeme poznatky z predoslych ¢asti na model oligopolu.
Presnejsie budeme simulovat model oligopolu dvoch najvicsich firiem (duopol)
zaoberajucich sa fazbou ropy. Cielom naSej analyzy je determinovaf spravanie
duopolistov v dlhodobom ¢asovom horizonte. Zdrojom poznatkov st diela|Axelrod
(1985), Mankiw (2009), Samuelson a Nordhaus| (2000) a Vega-Redondo| (2003).
Vsetky vypocty uvedené v tejto kapitole boli ziskané pomocou softwaru Wolfram
Mathematica.

4.1 Model

Oligopol je trh, na ktorom posobi iba malé mnozstvo predavajucich (oligopo-
listi), ktori poniikaji podobnu ¢ identickt produkciu. Pre oligopol je prizna¢né,
ze predavajuci pri svojom rozhodovani o cenach a vystupe vzajomne zvazuju jed-
nanie druhej strany. KedZe odvetviu dominuje iba niekolko firiem, tak tito trznt
struktiru radime k forme nedokonalej konkurencie. Ekonémovia zistili, ze pri-
¢inou vzniku nedokonalej konkurencie st tieto tri hlavné faktory: bariery kon-
kurencie, naklady a strategickd interakcia. KedZze na oligopolnom trhu existuje
iba maly podet firiem, tak klicovou vlastnostou oligopolu je rozpor medzi spolu-
pracou a vlastnymi zaujmami. Oligopolisti sa mozu rozhodnit pre kooperativne
alebo nekooperativne spravanie. Pre skupinu oligopolistov je najvyhodnejsie spo-
lupracovat (konat v zhode, koluzi?) a jednaf tak ako monopol - teda vyrébat
maly rozsah produkcie. Na druhej strane ale kazdy oligopolista dba iba o svoj
vlastny zisk a tak s tito vyrobcovia motivovany k ¢o najvécsej vyrobe, a preto
mami o rozsahu vyroby a cene nazyvame koltziou a ucastnikov, ktori tvoria tuto
skupinu oznac¢ujeme ako kartel. Hoci by oligopolisti cheeli vytvarat kartel a mat
zisky ako monopol, ¢asto to nie je mozné. Jednym z dévodov st antimonopolné
zakony, ktoré zakazuji dohodu medzi oligopolistami. Naviac niekedy dohodu zne-
moziuje tiez fakt, ze ¢lenovia kartelu sa nedokdzu dohodnif na rozdeleni zisku
(pozri OPEC a svetovy trh ropy (Mankiw, 2009, strana 347)).

V predchéadzajucich kapitolach sme sa podrobne venovali evolucnej stabilite
a replikatorovej dynamike v symetrickej hre dvoch hracov. Tieto poznatky teraz
aplikujeme na model duopolu, ktory pozostédva z dvoch najviicsich firiem tazia-
cich ropu na zaklade dat o objeme produkcie z roku 2015. Budeme predpokladat,
Ze obe firmy alokuju svoje celkové tazobné kapacity do daného regiéna, v ktorom
ovladnu cely trh s ropou. Pre tdely simulacii budeme uvazovat oblast Kanady
(subjektivna volba). Cenu ropy v konkrétnej oblasti uréime v zavislosti na celko-
vom mnozstve ropy, ktoré tieto dve spolo¢nosti vytazia. Taktiez budeme predpo-
kladat, Ze obe firmy produkuji rovnaky druh ropy. Najvicsim producentom ropy
na svete bola v roku 2015 saudsko arabska Statna spolo¢nost Saudi Aramco, ktora
vyprodukovala priemerne 10,2 miliéna bpd (barrels per day) surovej ropy (crude
oil) za den (pozri Saudi Aramco| (2016])). Druhym najvicsim producentom bola
ruské spolo¢nost Gazprom s priemernou dennou produkciou priblizne 9,1 miliéna
bpd (pozri (Gazprom| (2016)) surovej ropy. V kontexte trhovej moci povazujeme
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tieto dve spolocnosti za rovnocenné a z tohto dévodu pouzijeme pre simulaciu
tejto trznej situacie model Cournotovho duopolu s moznostou kartelu. Jedné sa
o model duopolu, ktory odvodil v roku 1838 vyznamny francizsky matematik
Antoine Augustin Cournot za nasledujucich predpokladov:

¢ existuju prave dve rovnako velké firmy, ktoré vyrabaji homogénny produkt,

¢ objem produkcie jednotlivych firiem je ndhodny, konkuruju si v objeme
produkcie,

¢ firmy prijimajt rozhodnutia o objeme vyroby stcasne a kazda z nich pova-
zuje vystup svojho konkurenta za fixny,

¢ firmy st inteligentnymi tcastnikmi konfliktu s jedinym ciefom maximalizo-
vat vlastny zisk.

Prvou charakteristikou, ktora popisuje model oligopolu, je funkcia ceny. Cena
produktu je urcend pomocou inverznej funkcie dopytu a zavisi na celkovom mno-
zstve daného produktu na trhu. Objem vyroby i-tej firmy, i = 1,2, budeme znacit
symbolom ¢; a agregovany objem produkcie budeme znacit ) = Z?:l ¢;. Dalej
budeme uvazovat linearnu funkciu ceny, ktora je v tvare:

pzmax{a—h@,()}, (41)

kde a,b € R, st dané konstanty. Jej odhad je velmi naroény, kedZe tvorba ceny
neprebieha vseobecne na tirovni statkov, ale konkrétne u danych statkov na da-
nom mieste a v danom case. Preto pouzijeme v tejto analyze jej aproximéciu
odvodent v préci (Kaspar, 2013 kapitola 9.3). Odhady parametrov funkcie ceny

st uvedené v tabulke

Parameter Odhad
a 287,31
b 2,335-1077

Tabulka 4.1: Odhady parametrov funkcie ceny

Druhou charakteristikou, ktora determinuje oligopol, je nakladova funkcia,
ktord vyjadruje zéavislost celkovych nékladov na objeme produkcie. Predpokla-
dajme, ze celkové naklady firmy ¢ su v tvare:

CZ(Q’L) = + Caq;, i = 17 2a

kde ¢; € Ry, ¢o € (0,a) st opdt dané konstanty. Premennd c; predstavuje fixné
naklady producenta niekedy tiez nazyvané rezijné naklady alebo stratené naklady.
Tieto naklady nezavisia na objeme produkcie. Ich odhad je komplikovany, kedze
ziadna z firiem neuvadza ich hodnotu. Z tohto dévodu ich budeme aproximovat
hodnotou odpovedajicej jednej tretine (subjektivna volba) z celkovej trzby pro-
ducenta v konkurencnej variante duopolu. K urceniu konstanty co, ktora vyjadruje
cenu za vytazenie jedného barela ropy (medzné naklady), pouzijeme odhad nakla-
dov v uvazovanom regiéne (pozri|CNN Money| (2015)). V tabulke 4.2 uvadzame
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Krajina | Medzné naklady (USD)
Kanada 41

Tabulka 4.2: Naklady na fazbu jedného barela ropy

naklady na tazbu jedného barela ropy v oblasti Kanady.

Teraz uz mame zadefinované obe charakteristiky, ktoré determinuju Courno-
tov model duopolu a mozeme prejst k jeho podrobnej analyze. Prvotne uvazujme
pripad, kedy si obe firmy vzajomne konkuruji. Trznt situiciu je mozné mode-
lovat pomocou hry v norméalnom tvare, kde hra¢mi st duopolisti, pricom kazda
firma si urcuje vlastny objem produkcie. Priestory stratégii si teda mnoziny:

S1=8,=(0,%)
a vyplatné funkcie predstavuju zisky:
ui(q1, @2) = pg1 — &1 — caqi = [a — b(q1 + q2) — 2] — ¢, (4.2)

U2(Q1> CJ2) =PG2 —C1 — C2@Q2 = [a - b(Ql + Q2) - 02](]2 — C1. (4-3)

Poznamenajme, Ze v tomto pripade ide o nekone¢nt hru, kedze priestory stratégii
st nekonecéné mnoziny. Napriek tomu je mozné pomerne jednoducho najst rov-
novazny bod. Prvy duopolista hlada funkciu, ktord kazdej stratégii supera, t.j.
kazdému mnoZstvu o, priradi také mnozZstvo ¢; = R1(qz), ktoré je na ¢o najle-
psou odpovedou v tom zmysle, Ze funkcia (g1, g2) je maximalna. Inymi slovami,
pre kazdé pevné g, € S, hladé prvy duopolista maximum funkcie u;(qq, g2), ktord
je teraz funkciou jednej premennej ¢;. Je jednoduché overit, Ze funkcia u;(q1, ¢2)
je kvadraticka a konkavna na celom intervale R. A tak svoje maximum nadobuda
v stacionarnom bode, t.j. v bode, kde sa prva derivacia funkcie rovna nule:

ou

1 — 2bqy — bgy — co = 0.

Iq
Potom

Ri(q2) = 1 = 55(a — bga — ¢3).
Rovnakym spdsobom hladé druhy duopolista pre kazda stratégiu ¢; najlepsiu
odpoved ¢ = Ry(q1), t.j. také mnoZstvo, ktoré pre dané ¢; maximalizuje zisk

U2(CI1> 92)3 9
U

— =a —2bgy — bg1 — o = 0.
Iq2
Teda

Ry(q1) = ¢2 = 55(a — by — ¢2).
Funkcie Ri(q2) a Ro(q1) nazyvame reakéné krivky. Dvojica (¢, ¢S) je rovnova-
7nym bodom prave vtedy, ked Ri(¢S) = Ra(q¢). Rovnovazny bod je priese¢nik
reakénych kriviek, v nasom pripade:

(Q1C7QZC> = (%(a - C2)7 %(CL - CQ)) .
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Vo variante kartelovej dohody duopolisti maximalizujua zisk tak, ako keby boli
jedinym producentom. Hladdme teda maximum funkcie:

u(q1, ¢2) = plq1 + @) — 2¢1 — c2(q1 + @), (4.4)

kedy v pripade prvého duopolistu je v funkciou premennej ¢; a v pripade druhého
duopolistu funkciou premennej ¢o. Funkcia je konkavna na celom intervale
(0,00). A tak svoje maximum nadobtda v staciondrnom bode, t.j. v bode, kde sa
prva derivacia vyplatnej funkcie rovna nule. Vyriesenim rovnic:

0

Hoa — 2bqy — 2bga — ¢ = 0,
oq

0

A oa — 2bgy — 2bge — ¢ = 0,
9qs

ziskame optimalny objem produkcie oboch duopolistov v kartelovej dohode:

(01", 45) = (g5(a — c2), a —c2)) -

Tento vystup je avsak nestabilny, pretoze pre kazdého z duopolistov je vyhodné
sa odchylit k svojej najlepSej odpovedi na stiperovu volbu a ziskat pre seba viac.
Predpokladajme, Ze prvy duopolista sa rozhodne zradif. Ten sa domnieva, Ze
jeho konkurent nezmeni svoj objem produkcie a chce zistit, ¢i mdZze profitovat
z poruSenia kartelovej dohody. Jeho cielom je najst maximum funkcie u;(q1, go)
pre pevné ¢y = ﬁ(a — ¢3). Optimaliza¢né tloha je v tvare:

max ui(q1, q2) = {qulgg[a —b(q1 + @) — c2]qn — 1.

Optimalne mnozstvo ¢ prvého duopolistu (,,podvodnika”) ziskame vyriesenim
rovnice:

MnozZstvo produkcie podvodnika ¢ je:
o = %(a —c3).

V tabulke uvadzame optimalne objemy produkcie v jednotlivych variantach
duopohﬂ

Varianta 1 G2 Q

Konkurencia | 1/3b- (a —¢3) | 1/3b- (a — ¢3) | 16/24b - (a — ¢3)

Kartel 1/4b- (a —¢3) | 1/4b- (a — c3) | 12/24b - (a — c9)
Zrada 3/8b-(a—cg) | 1/4b- (a —ca) | 15/24b - (

a— cy)

Tabulka 4.3: Objemy produkcie v Cournotovom duopole

KedZe cena produktu je nepriamo timernd agregovanému objemu produkcie
(pozri (4.1)), tak najnizsia cena produktu je v pripade, kedy si duopolisti vza-
jomne konkuruju a naopak najvyssia cena nastane v pripade kartelovej dohody.

1V pripade zrady je podvodnikom prvy duopolista
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Po dosadeni odpovedajucich hodnot ¢; a ¢y pre jednotlivé varianty duopolu do vy-
platnych funkcif a je mozné ukdzaft, ze najvyssi zisk dosahuje duopo-
lista, ktory zradil a naopak najnizsi zisk utizi podvedeny duopolista. Vyplaty
duopolistov v jednotlivych variantach uvadzame v tabulke pri¢om opéf pred-
pokladame, zZe v pripade zrady je podvodnikom prvy duopolista.

Varianta w1(q1, q2) u2(q1, q2)
. a279b0172a02+c% a279b0172a02+c%
Konkurencia - 9b2 » - 9b2 »
a”—8bc1 —2aca2+c5 a”—8bc1 —2aca2+c5
Kartel 5 %
a“— c1—18aca+9c a“— c1—6baco+3c
Zrad 9a2—64bc; —18 9c2 | 3a2—32bc1 —6 3c2
rada 64b 320

Tabulka 4.4: Vyplaty v Cournotovom duopole

Model Cournotovho duopolu, ktory sme doposial analyzovali, mozeme simu-
lovat pomocou symetrickej hry dvoch hracov, kde priestory stratégii si mnoziny:

Sy = Sy = {spoluprdca, zrada}.

Situécia, v ktorej obaja hraci volia stratégiu spolupraca zodpoveda v modele
duopolu kartelovej dohode, kedy sa duopolisti dohodnti na optiméalnom objeme
vyroby. Naopak pokial si obaja duopolisti zvolia stratégiu zrada, tak v takomto
pripade nastédva konkuren¢ny boj. Poslednou moZnostou je kombinacia stratégii
spolupraca a zrada, ktora zodpoveda zrade v kartelovej dohode. V takomto pri-
pade hrac, ktory si zvolil stratégiu zrada, je podvodnikom. Na zdklade hodnot
vyplatnych funkcii v jednotlivych variantach duopolu je mozné ukazat, ze takato
symetricka hra dvoch hracov je typu véznova dilema.

4.2 Viaznova dilema

Viznova dilema je jedna zo zakladnych hier v ramci tedrie hier. Tento problém
bol formulovany v roku 1950 Merrillom Floodom a Melvinom Dresherom, pri¢om
sa jedna o symetrickd hru dvoch hracov. Vyplatna matica prvého hraca A = (a;;),
1,7 = 1,2 je obecne v tvare:

Hrac 2
‘ spolupraca zrada
Hréé 1 spolupraca ary aio
zrada ao1 a9
Pricom pre prvky matice A plati:
a2 < Q9o < a1 < A921.- (45)

Poznamka. Kedze sa jedna o symetrickti hru dvoch hracov, tak vyplatnd matica
druhého hraca je transpoziciou vyplatnej matice prvého hraca, t.j. B = AT.
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Dilema sa tejto situacii hovori z tohto dévodu, ze vSseobecne najvyhodnejsie
by bolo, keby obaja hraci spolupracovali a ich zisk by bol rovny a;;. Problém
spo¢iva v tom, ze hrac¢i sa nemoézu dohovorif a aj keby sa dohovorili, tak stéale
existuje velké pokuSenie zradif a utfzit zisk as;. Evidentne druhé rydza stratégia
prvého hraca (,zrada”) poskytuje vyssiu vyplatu nez jeho prva rydza stratégia
(,,spolupraca”) a to bez ohladu na to aku stratégiu zvoli oponent. Rovnako druhd
rydza stratégia hraca 2 mu vzdy poskytuje vyssi zisk nez jeho prva rydza straté-
gia. To znamen4, ze nezéavisle na hracovi druhé rydza stratégia (,,zrada”) striktne
dominuje prvi rydzu stratégiu (,spolupraca”). Kedze st to jediné rydze stratégie
(K = {1,2}), tak stratégia =; = e?, i = 1,2, striktne dominuje kazd stratégiu
Yy # x;, y; € A;. Tato hra je striktne dominantne riesitelnd, kedze mnozina ite-
rativne striktne nedominovanych profilov stratégii S = {(2,2)} je jednoprvkova
mnozina.

Poznamenajme, ze takisto v kontexte zmiesanych stratégii je jednoducho mo-
zné ukazat, ze vyplatné funkcia prvého hraca u, (x) pre akikolvek pevnu stratégiu
®y € Ay druhého hraca nadobida svoje maximum na A; v &; = e2. Dosadenim

do vztahu mame:
w (@) = & Axy = 211 (a11221 + a12022) + T12(a21T21 + A2222).
Vyuzitim identity x;; + x;0 = 1 ziskame:
u(x) = mlTAfBz = a11T91 + a12%90 + T12[(ag1 — a11)x21 + (ag2 — a19) o).

Z vlastnosti prvkov a;; matice A vyplyva, Ze funkcia u;(x) je pre pevni
stratégiu @y € A, rastiicou funkciou premennej x15. Rovnakym spdsobom uka-
zeme, 7Ze vyplatna funkcia druhého hraca us(x) nadobtda svoje maximum na A,
v Ty = €2 pre lubovolnt pevnu stratégiu @; € A;. Vyuzitim vztahu (1.6) a iden-
tity x;1 + 2o = 1 mame:

us(x) = 5131TB332 = b112x11 + borx12 + $22[(512 — by1)x11 + (boo — b21)$12}~

Na zaklade symetrie matic A a B plati, Ze b;; = aj;, i,7 = 1,2. Vyuzitim tejto
vlastnosti mdézeme usudit, ze funkcia us(x) je rasticou funkciou premennej oo
pre aktikolvek pevni stratégiu x; € A;.

Prave sme ukazali, ze hra véznova dilema ma prave jedno Nashovo equilib-
rium a tym je profil rydzich stratégii s = {(2,2)}. Toto equilibrium je navyse
symetrické (OMF = {(e?,¢e*)}, ANF = {e?}) a striktné. Okrem toho je stratégia
x = e? jedine¢nou najlepsou odpovedou na aktikolvek stratégiu y € A a z tohto
dévodu je na zéklade tvrdenia [7] jedinou ESS tejto hry (AFSS = {e?}).

V zévere tejto Casti uvddzame vyjadrenie replikdtorovej dynamiky (3.14]) v hre
vaznova dilema definovanej vyplatnou maticou A:

i1 = ule —z, 2)r; = (1 — 3, —22) - (“” 6“2) : <x1> 7. (4.6)

Qg1 G22
Vyzitim identity z1 + x5 = 1 v rovnici dostaneme
T = (=1 + z1)x1[age + a12(—1 4+ x1) + (—a1 + ag1)z1 — asexy], (4.7)
kde &y = —iy, kedze ), &; = 0.
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4.2.1 Modifikacia hry viznova dilema

Pre tcely numerickej studie budeme okrem klasického modelu hry véznova
dilema uvazovat aj jej modifikiciu zaloZen na tom, ze obaja hraci maju k dispo-
zicii okrem stratégii spoluprdca, zrada navyse tretiu stratégiu pozicka na oplatku
(anglicky tit-for-tat), ktort budeme pre jednoduchost oznacovat ako poZicka. Tato
stratégia predpisuje spolupracovat v prvom kole a potom hrat rovnako, ako hral
druhy hra¢ v predchadzajicom kole. To znamenéd podvadzat, ak druhy hrac
v predchadzajicom kole podvadzal a spolupracovat, ak druhy hrac¢ v predché-
dzajicom kole tiez spolupracoval (pozri (Axelrod, (1985, kapitola 1)). V tomto
kontexte moZzeme definovat vyplatu stratégie pozicka napriklad ako stcet, ¢i prie-
mer vyplat v jednotlivych kolach hry. Z tohto dévodu je zavedeny diskontny faktor
d € (0,1), ktory predstavuje mieru, akou je vyplata jednotlivych kol diskontovana
vzhladom k predoslému kolu (pozri (Vega-Redondo, 2003, kapitola 5.2.1)). Da-
lej budeme predpokladat, Ze jednotlivé vyplaty stratégie poZicka zodpovedaju
vaZzenému suctu zisku v jednotlivych kolach (pozri (Vega-Redondol [2003] kapi-
tola 8.2)).

4.3 Aplikacia vysledkov na model duopolu

Tato podkapitola obsahuje dve numerické studie, kde v prvej casti budeme si-
mulovat model duopolu pomocou klasickej verzie hry viiziova dilema s priestormi
stratégii {spoluprdca, zrada} a v druhej ¢asti pouzijeme modifikovani verziu vi-
ziovej dilemy s priestormi stratégii {spoluprdca, zrada, pozicka}. Cielom tychto
numericky $tadii je determinovat spravanie duopolistov z hladiska dynamického
vyvoja hry vyuzitim replikadtorovej dynamiky.

4.3.1 Jednoducha viznova dilema

Uvazujme teda model trhu s ropou, v ktorom dve najvicsie firmy taziace ropu
(Saudi Aramco a Gazprom) alokuji svoje celkové tazobné kapacity do oblasti
Kanady a tym ovladnu celkovy trh s ropou v tomto regiéne. Nech cena ropy
v tomto modele je definovand vztahom , kde odhady parametrov st uvedené
v tabulke . Dalej vieme, Ze naklady na tazbu jedného barela ropy v tejto oblasti
st 41 USD (pozri tabulku . Na zéklade tychto tdajov a vyuzitim znalosti
agregovaného objemu produkcie (pozri tabulku dokazeme urcit jednotkovi
cenu produktu, t.j. jedného barela ropy, pre jednotlivé varianty duopolu. Tieto
hodnoty uvddzame v nasledujicej tabulke

Varianta Q p (USD)
Konkurencia | 2/3b- (a — ¢2) 119,9
Kartel 1/2b- (a — ) | 161,76
Zrada 5/6b- (a —c2) | 130,37

Tabulka 4.5: Cena barela ropy v oblasti Kanada

Najnizsia cena ropy je v konkurenc¢nom prostredi a naopak najvyssia v pri-
pade kartelovej dohody. Tento zaver je v stlade s o¢akavaniami, kedZe cena ropy
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je nepriamo umerné agregovanému objemu produkcie. Dalsou charakteristikou
oligopolu st néaklady firiem. V definicii modelu sme stanovili hodnotu fixnych
nakladov rovnu jednej tretine z celkovej trzby producenta:

c..C

P9 q4y3.10

C1 =

kde symbolom p® rozumieme cenu za jeden barel ropy v konkurencnej variante
duopolu.

Pozndmka. Obaja duopolisti majt rovnaké fixné néklady, kedze ¢¢' = ¢§.

Dosadenim odpovedajicich hodnét ceny ropy a objemu produkcie v jednot-
livych variantach duopolu do vzfahov vyplatnych funkcii (4.2) a (4.3)) ziskame
vyplaty duopolistov pre tieto varianty.

Varianta Zisk
Konkurencia 1,57 - 109
Kartel 1,94 - 1019

Podvodnik | 2,36 - 109

Zrada Podvedeny | 1,1-10%°

Tabulka 4.6: Zisk duopolistov v oblasti Kanada

Potom je mozné jednoducho ukézat, Ze strategicka interakcia firiem Saudi Aramco
a Gazprom v tomto modele je definovana vyplatnou maticou A v tvare:

1,94-10° 1,1-10
A= (2,36-1010 1,57-1010)’ (4.8)

pri¢om je zrejmé, Ze prvky matice A spliiaju vlastnost hry typu véznova di-
lema. Cielom nasho zaujmu je analyzovat priebeh replikdtorovej dynamiky v kon-
texte uvazovaného modelu. Dosadenim hodnét prvkov matice A do vztahu
a upravou ziskame predpis replikatorovej dynamiky modelu duopolu firiem Saudi
Aramco a Gazprom taziacich ropu v oblasti Kanady:

i = —4.69 - 10%21 (2, — 1)(z; — 10). (4.9)
Pozndmka. Poznamenajme, 7Ze diferencidlna rovnica (4.9)) je autonémna (¢asovo

homogénna), teda nezavisi na Case t.

Zacnime s identifikiciou stacionarnych bodov rovnice. Podmienka stacionarity
je splnena pre kazdi monomorfickil populaciu, v ktorej vsetci jednotlivei hraja
rovnaki rydzu stratégiu ¢ € K (pozri podkapitolu [3.4). Tento stav zodpoveda
bodom z; = 1 a z; = 0. Dalej nas zaujima hodnota z;, pre ktort plati:

iy = 0. (4.10)

Okrem bodov z; = 0 a x; = 1 je zrejme dal§im rieSenim rovnice (4.10) bod
x1 = 10, ktory ale nepatri do simplexu A (v tomto pripade A = [0, 1]) podielu
populacie x; predprogramovanej k rydzej stratégii ¢ € K a z tohto dovodu je
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tento bod irelevantny. Iné stacionarne body rovnica (4.9) nem4. Dalej mozeme
pozorovat, Ze pre lubovolné z; € int(A) plati:

iy < 0. (4.11)

Z nerovnosti (4.11)) vyplyva, Ze pre akékolvek xy € int(A) rieSenie (¢, o) kon-
verguje k x; = 0. Tento poznatok zaroven indikuje asymptoticka stabilitu bodu
x1 = 0. Podmienka asymptotickej stability vyzaduje Lyapunovsku stabilitu a lo-
kalnu navratnost v tom zmysle, Ze akékolvek mald odchylka od daného stavu
implikuje navrat k tomuto stavu. K overeniu predpokladu asymptotickej stabi-
lity uvazujme nejaké dostatocne malé € > 0. Potom pre kazdé xq € (0,0 + ¢€)
zrejme plati:

lim £(¢,2%) = 0.

t—00

To znamena, ze bod z; = 0 je v zmysle definicie asymptoticky stabilny.
Naopak v pripade druhého stacionarneho bodu z; = 1 je predpoklad asymp-
totickej stability poruseny, kedZze pre dostatone malé ¢ > 0 neplati, Ze rieSe-
nie £(t,x9) pre o € (1 — ¢,1) konverguje k z; = 1. Na zaklade tejto analyzy
sme dospeli k zaveru, ze rovnica ma jediny asymptoticky stabilny bod
x1 = 0. Poznamenajme, zZe tento vysledok je v stilade s vetou ked7Ze stra-
tégia & = (11, 72) = (0,1) je evoluéne stabilna; x € AP,

4.3.2 Modifikovana viznova dilema

Predmetom druhej simulacie je rovnako ako v predoslom pripade model du-
opolu firiem Saudi Aramco a Gazprom taziacich ropu v Kanade s tym rozdie-
lom, Ze okrem stratégii spoluprdca, zrada modzu navyse obaja aktéri hrat stratégiu
pozicka. Tato strategicka interakcia je definovana Stvorcovou vyplatnou maticou

aj] ay; ayg

AYM = ay a3 ay |,

az) agy ag
pricom vzajomna interakcia stratégii spoluprdca, zrada poskytuje hracom rov-
naky zisk ako v pripade jednoduchej viznovej dilemy. To znamena, ze af‘f = a;j,
i, = 1,2, kde a;; st prvky matice A definovanej v predoslej simulacii.
Dalej budeme predpokladaf, ze zisk stratégie péZicka predstavuje sucasnti hod-
notu budtcich vyplat diskontovanych faktorom 6 = 2/3 a zodpovedajici stucet
je navySe zmenseny o faktor (1 — §). Tento sposob vypoctu je prevzaty z diela
Vega-Redondo| (2003)), kapitola 10.5. Stratégia poZicka je charakterizovand v tom
zmysle, Ze hra¢ hrajuci tato stratégiu prvotne spolupracuje a v dalsich kolach
replikuje spravanie svojho oponenta. Predpokladajme situéciu, kedy druhy hrac
hra permanentne stratégiu zrada. Potom ocakavany zisk prvého hraca, ktory voli
stratégiu pozicka mozeme vyjadrit nasledovne:

a%:(l—(i) [au (50—|—a22 (51—1—(122 6% + }:

4]
aly 4 ads Z 61 {a% + ab! m} )

= (1-10)
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Identickym spdsobom uréime zvysné vyplaty stratégie pozicka. Tymto ziskame
vyplatni maticu duopolu firiem Saudi Aramco a Gazprom taziacich ropu v Ka-
nade s priestormi stratégii { spoluprdca, zrada, pozicka}:

1,94-10° 1,1-10° 1,94-10'
AM =1236-10"" 1,57-10° 1,83-10' | . (4.12)
1,94-100 1,41-10" 1,94-10'

Symetrickd hra dvoch hradov zadand vyplatnou maticou AM méa v rjdzich
stratégidch dve Nashove equilibria, a tymy su profily s; = {(2,2)} a so = {(3,3)}.
Okrem tychto bodov ma hra modifikovana viznova dilema v zmiesanych straté-
gidch mnozinu Nashovych equilibrii:

X = {($1,1‘2,$3)10<£B1 < 7

31> T2 = 0, xg—l—xl} (4.13)

Poznamenajme, Ze vSetky Nashove equilibria tejto hry st symetrické:

E_ {62,63,X}.
Rovnovéaha e? je striktna a z tohto d()vodu je evolucne stabilna. Druhou rovno-
vahou v rydzich stratégiach je strategla e3. Dosadenim za y = e! do vztahov

- - jednoducho overime, Ze €3 nesplna podmienky evolucnej stability,
kedZe u(e!,e!) = u (e3,e'). Z tejto rovnosti zaroven vyplyva, ze stratégia e je
neutralne stabilné, teda e € AM9 Rovnakym spdsobom overime, ze v pripade
Tubovolného equilibria v zmieSanych stratégiéch x € X je porusend podmienka
evoluénej stability. Dosadenim y = € do (2.2)) a (2.3)) ziskame u(e?, €?) > u (z, €?)
pre kazdé x € X, z ¢oho plynie, zZe Strategle T € X nie su evolucne stabilné. Hra
modifikované viziova dilema zadana vyplatnou maticou AM ma teda jedini evo-

lucne stabilnt stratégiu AF9 = {e2}.

Predmetom nasho zdujmu je analyzovat spravanie sa replikatorovej dynamiky
v kontexte daného modelu. Prislugny stavovy priestor je dvojrozmerny, kedze
stavy populacie x = (1, T2, x3) patria do dvojrozmerného simplexu, a preto nam
staci popisat replikdtorovii dynamiku pomocou dvoch frekvencii. Zvolme si teda
podiely populécie z5 a 3. Potom je replikdtorova dynamika v nasledujicom tvare:

= —4,69 - 10%z5(25 — 9 + 22(8 — Yas) + 2a3), (4.14)
i3 = 2,19 - 10%23(z2 (x5 — 1) — 223). (4.15)

Najskor vysetrime stacionarne body tohto systému. Podmienku stacionarity
spliiuji vietky vrcholy simplexu, teda body (1,0), (0,1) a (0,0). Dalej hladame
rieSenie rovnic:

9 =0, 3 =0.
Rovnost @3 = 0 nastava prave vtedy, ak 1o =0, 23 = 0a x3 = %—I—%xg. Prezo =0
dostavame, ze vSetky stavy v mnozine

H={(0,23):0<z3 <1}

st stacionarnymi bodmi replikdtorovej dynamiky. Dosadenim z3 = % + 134x2
do rovnice @, = 0 ziskame dalsi staciondrny bod (z2, z3) = (7=, 12). Dalsie staci-

onarne body rovnice (4.14]) a (4.15) nemaji. Grafickd reprezentécia vektorového
pola (z) je zobrazend na obrazku [4.1]
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Obr. 4.1: Replikdtorova dynamika modifikovanej viznovej dilemy

Pozrime sa teraz na stabilitu stacionarnych bodov. Stav (x9,z3) = (1,0) zod-
poveda evolucne stabilnej stratégii e2, preto je tento bod na zaklade vety
asymptoticky stabilny. Tento zaver je zrejmy aj z grafickej reprezentéacie vektoro-
vého pola (), pozri obrazok , kde mozeme pozorovat, ze existuje okolie B*
bodu (1,0) také, Ze pre kazdé =° € B*N A x A je splnend podmienka:

tli)m £(t,2°%) = (1,0).

Dalej sa zameriame na postidenie asymptotickej stability bodu (x4, z3) = (1—77, }—2)
7 obrazka je zrejmé, ze tento bod nie je (asymptoticky) stabilny v zmysle de-
finicie , kedZe pre kazdé x° z (1—77 + €, i—g — e), pre dostatoc¢ne malé ¢ > 0, kon-
verguje rieSenie £(¢,z°) k bodu (1,0). Rovnako pre kazdé = z (& — €, 12 + €),
pre dostato¢ne malé ¢ > 0, konverguje riesenie £(¢, 2°) k bodu (0, 1). Teda bod
(1—77, }—8) nespliiuje podmienky (asymptotickej ani Lyapunovskej) stability v zmysle
definicie Nakoniec uvazujme stacionarne body z mnoziny H. Predtym nez

zacneme s vysetrovanim stability tychto bodov, rozdelime si mnozinu H na na-
sledujice tri podmnoziny:

H, = (O,xg):0§x3<%,

Hy = {(0,23) : {3 <3 < 53},

Hy = {(0,23) : 2L <23 < 1}.
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Pre Tubovolny bod (0, x3) z mnoZiny H, plati, Ze riesenie (¢, "), pre poc¢iato¢ny
stav £° € (0,73 + ¢) a pre dostatoéne malé ¢ > 0, konverguje k bodu (1,0)
(pozri obréazok . Odtialto vyplyva, ze akykolvek bod z mnoziny H; nie je
stabilny v zmysle definicie 29] V pripade bodov z mnoziny H, plati, Ze rieSenie
£(t,2°), kde x° € (0,23 + €) a pre dostato¢ne malé € > 0, konverguje k nejakému
bodu z mnoziny Hs (pozri obréazok . Preto Tubovolny bod z mnozZiny H,
nespliia podmienku stability v zmysle definicie . Nakoniec pre kazdy bod (0, z3)
z mnoziny Hs \ (0,1) moZeme pozorovat, Ze rieSenie &(¢, 2°), kde ° € (0,23 + ¢),
pre dostatocne malé e > 0, konverguje opit k nejakému bodu z mnoziny Hj (pozri
obréazok . Bod (0, 1) zodpoved4 neutrélne stabilnej stratégii e, preto je tento
bod na zéklade vety [39) Lyapunovsky stabilny. Na zdklade obrazka 4.1 a vlastnosti
neutralnej stability plynie, ze Tubovolny bod (0, z3) z mnoziny Hj je Lyapunovsky
stabilny, ale nie asymptoticky stabilny. Poznamenajme, Ze tento zaver je v stlade
s vetami a [33] kedze mnozina Hj presne zodpovedd Nashovym rovnovdham
patriacim do mnoziny X danej vztahom (4.13)).
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Z.aver

Cielom tejto diplomovej prace bolo popisat tedriu evoluénych hier a ukazat
jej aplikdciu na ekonomicky model oligopolu (duopolu). V tvode sme definovali
klacové pojmy z oblasti tedrie nekooperativnych hier, ktoré nas sprevadzali v ce-
lom texte prace. Pripomenuli sme, Ze na rozdiel od rydzich stratégii ma kazda
kone¢na hra so zmieSanym rozsirenim aspon jedno Nashovo equilibrium. A po-
dobne v kazdej konec¢nej symetrickej hre dvoch hracov so zmieSanym rozsirenim
existuje aspon jedna symetrickd Nashova rovnovaha.

V nasledujtcej casti sme definovali pojem evolucne stabilnej stratégie. Evo-
lucne stabilnad stratégia je symetrickym Nashovym equilibriom s dodato¢nymi
vlastnostami evoluénej stability. Dalej sme prostrednictvom viet ukéazali, Ze evo-
lu¢ne stabilné stratégia spliia aj dalsie charakteristiky, ktoré vystihuju evoluéni
stabilitu - lokadlnu prevahu a invazivnu bariéru. Rovnakym sposobom sme od-
vodili koncept neutralnej stability, ktora predstavuje slabsie kritérium evolucne;j
stability. Ukéazalo sa, ze kandiddtmi na neutralne stabilna stratégiu su symetrické
Nashove equilibria s menej striktnymi vlastnostami evoluc¢nej stability.

V dalsej kapitole sme odvodili systém replikdtorovych rovnic, ktoré predsta-
vuju deterministicky dynamicky model hry. Ukéazali sme, Ze tento systém dife-
rencidlnych rovnic ma v pripade symetrickej hry dvoch hracov, kedy zmiesana
stratégia reprezentuje stav populécie, jednozna¢né rieSenie pre fubovolny pocia-
tocny stav. NavySe odpovedajici simplex zmiesanych stratégii je v tomto sys-
téme invariantny. Mnozina symetrickych Nashovych equilibrii je podmnozinou
stacionarnych bodov replikatorovych rovnic a kazdy Lyapunovsky stabilny stav
je symetrickou Nashovou rovnovahou. Navyse sme potvrdili, ze kazda evolucne
stabilna stratégia je asymptoticky stabilna v replikdtorovej dynamike a kazda
neutralne stabilna stratégia je Lyapunovsky stabilna.

Vytstenim tejto diplomovej prace je prakticka ¢ast, ktord obsahuje dve nume-
rické studie. V tivode tejto kapitoly sme odvodili, ze model Cournotovho duopolu
s moznostou kartelu, s priestormi stratégii spolupraca a zrada, je symetrickou
hrou typu véznova dilema. Prvad numericka studia bola venovana prave modelu
jednoduchej viznovej dilemy. Vysledkom tejto studie je, ze kazdy vnatorny stav
(oboch hréacov) konverguje v ¢ase k stratégii zrada, ¢o znamend, %e duopolisti si
budi vzdjomne konkurovat. Tymto sme zaroven potvrdili fakt, Ze jedind evoluéne
stabilna stratégia zrada je zaroven asymptoticky stabilna v tomto dynamickom
modele. Druha numericka studia obsahuje rozsirenie predoslého modelu o straté-
giu pozicka. Na rozdiel od predoslej simulacie je v tomto pripade rieSenie systému
diferencialnych rovnic zavislé na pociatocnom stave. Podrobnou analyzou sme
potvrdili, Ze evoluc¢ne stabilna stratégia zrada je asymptoticky stabilnd a neut-
ralne stabilna stratégia pozicka je Lyapunovsky stabilna. Taktiez sme preukazali,
ze ostatné Lyapunovsky stabilné body st zaroven symetrickymi Nashovymi rov-
novahami. V obidvoch numerickych studiach sa ukézalo, Ze pre lubovolny pocia-
tocny stav, v ktorom st vSetky podiely populécie kladné, riesenie systému nikdy
nekonverguje k stavu zodpovedajicemu kartelovej dohode oboch duopolistov.

Spresnenie modelu Cournotovho duopolu, ktory sme uvazovali v prakticke;j
Casti, by mohlo spoéivat v pouziti kvadratickej, ¢i eventualne kubickej naklado-
vej funkcie. Jej odhad je avSak velmi naroc¢ny, kedZe Zziadna z firiem neuvéadza
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podrobnejsie udaje o svojich nékladoch. To isté plati aj v pripade funkcie ceny.
Okrem toho sme v modele predpokladali, Ze obaja duopolisti maji rovnaké fixné
naklady, pricom tento predpoklad zrejme v realnej trznej situacii neplati. Do-
vodom k zavedeniu tohto obmedzenia bolo, Ze tedria evoluc¢nych hier vyzaduje
koncept symetrickej hry dvoch hrac¢ov. Odhliadnuc od aspektu tedrie evoluénych
hier, systém replikatorovych rovnic, ktory sme odvodili v tejto praci, je mozné
pouzit aj k simuldcii asymetrickych konfliktov.
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