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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva rozborem moznych filosofickych vyklada
Godelovych vét o netplnosti aritmetiky a jejich interpretacemi v raz-
nych odvétvich filosofie (fenomenologie, analyticka filosofie mysli, Kan-
tova filosofie). Cast prace je také vénovana pifstuptim k matematickym
disciplindm a jejich proménam vlivem pielomovych objevi, jako jsou
neeukleidovské geometrie a véty o netplnosti. Zaroveii je zhodnocen
vztah mezi druhou Goédelovou vétou o netiplnosti, Gentzenovym du-

kazem bezespornosti Peanovy aritmetiky a Hilbertovym programemn.

Kli¢ova slova: Gddelovy véty, nedplnost aritmetiky, Hilbertiv pro-
gram, neeukleidovské geometrie, fenomenologie, analytickd filosofie

mysli, Kant

Abstract

The diploma thesis deals with possible philosophical analyses of Go6-
del’s incompleteness theorems and their interpretations in different
branches of philosophy (phenomenology, analytical philosophy of mind,
Kant’s philosophy). Part of the thesis is dedicated to the attitudes
to mathematical disciplines and their fundamental transformations
caused by revolutionary discoveries such as Non-Euclidean geomet-
ries and incompletness theorems. The relationship between the second
(Go6del’s incompleteness theorem, Gentzen’s consistency proof of Peano

arithmetic and Hilbert’s programme is also discussed.
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Uvod

Tato prace se zabyva prvni a druhou Gédelovou vétou o netplnosti aritme-
tiky. Jedna se o jedny z nejdilezitéjSich vysledkii moderni logiky, které ne-
prekvapivé vyvolalo mnohé ohlasy ve filosofii a v dalsich disciplinach, které
s logikou souvisi volnéji. Svou diplomovou praci zaméiim na filosoficky vy-
znam, interpretace a dusledky, které z vét ptimo ¢i nepiimo vyplyvaji. Prvni
Godelova véta byva nazyvana vétou o netplnosti nebo také vétou o neaxio-
matizovatelnosti aritmetiky. Tato véta ve zkratce tvrdi, Ze kazd& bezespornéa
formalni teorie, v niz muze byt vyjadieno urcité mnozstvi aritmetiky, je ned-
plné; tedy zZe existuji tvrzeni v jazyce této teorie, kterd v této teorii nemohou
byt dokdzana ani vyvracena. Podle druhé Godelovy véty nelze dokazat be-
zespornost Peanovy aritmetiky ani zadné jiné dostatecné silné bezesporné a
rekurzivné axiomatizovatelné teorie v sobé samé.

Godelovy véty o netiplnosti jsou vnimany jako jeden z nejvétsich mezniki
vyvoje moderni logiky. Do té doby vSe nasvédcovalo tomu, ze pro kazdé od-
vétvi matematického mysleni lze najit mnozinu axiomu a ke kazdé pravdivé
formuli odpovidajici dikaz z prislusné teorie. Godel v8ak pomoci autorefe-
ren¢ni formule dokézal, Ze ke kazdé rekurzivni mnoziné aritmetickych formuli,
ze kterych nelze odvodit spor (tzv. formélné bezespornd mnozina formuli) a
z niz jsou forméalné dokazatelné vSechny axiomy Peanovy aritmetiky, existuje
pravdiva aritmetickd formule, kterd neni z této mnoziny axiomt forméalné
dokazatelné ani vyvratitelna.

Prvni ¢ast prace bude vénovana nastinéni intelektualni atmosféry doby,



kdy Godel vefejné vyslovil vétu o netiplnosti. Pro acely pochopeni vztahu
Godelovych vét s filosofii a dopadu, ktery véty mély, si dovolim ve strud-
nosti prezentovat problematiku neeukleidovskych geometrii. Jednéd se podle
mého nazoru o ptihodnou ukazku odlisnych pristupt k tomu, jaka je povaha
matematiky, potazmo logiky. K problematice riznych druhii vniméani pro-
storu patii i Kantova filosofie a klasifikace druhti poznani, ktera, jak se poz-
déji ukaze, bude hrat vyznamnou roli i v moznych piistupech ke Gédelovym
vétam. Déle se zaméfim na Hilbertiv program, jakozto jeden z nejznaméj-
sich pokusu formalizovat matematiku, jehoz nékteré cile byly zmareny prave
Godelovymi vétami.

Préce se nebude zabyvat formalni strankou vét (tj. detaily dikazu aj.), ale
spiSe jejich ,neformalnim® obsahem. Ty uz ostatné uvadi sim Godel v uvodu
svého ¢lanku. Dnes se Godelovy véty obvykle dokazuji v trochu upravené
podobé, nez v jaké zaznély piuvodné od Godela, nékteré dnes nejcastéji se
vyskytujici formulace zazni v této praci také.

Godelovy véty, jakozto zdsadni meznik ve vyvoji moderni logiky, vyprovo-
kovaly mnoho diskuzi a dodnes inspiruji k ruznym filosofickym interpretacim.
V této praci predstavim jedny z nejznaméjsich pristupt k disledkim vét o
netplnosti. Piistup odmitajici byt sebemensi filosoficky dopad Gddelovych
vét bude zminén jen kratce a bude vysvétleno, pro¢ podle mého nazoru neni
takovyto pfistup obhajitelny. Dale pfedstavim zpusob, jakym interpretoval
véty o netuplnosti saim Godel, ktery se obratil k fenomenologii. Asi nejproslu-
lejsi pristup ke Godelovym vétam rozsifeny i mezi laiky, je ten, Ze jsou duka-
zem nezachytitelnosti a nepopsatelnosti lidského mysleni formalnimi systémy.
Tento nazor bude uveden v souvislosti s filosofii mysli a tvahami o umélé
inteligenci. Kazdy z uvedenych piistupi bude okomentovan a podlozen li-
teraturou, nebot se jedna o téma Siroce diskutované v odbornych i védecky
popularnich publikacich.

Kromé téchto pristupt se pokusim jesté navrhnout vlastni stanovisko,

které by nas mélo zavést hloubéji do déjin filosofie, a aplikovat Kantovy



epistemologické klasifikace na Godelovy véty. Véty o netplnosti, jako vyrazny
prevrat v déjinach logiky, mohou vyvolavat otazky, jak se divat na védy, ve
kterych k podobnym prevratim dochézi. Kant ve své dobé ptisel s navrhem
jak pristupovat k matematickym disciplindm a j& vidim v G&delovych vétach
podnét se k jeho pFistupu vratit.

V zavéru prace se pokusim (s pomoci napadu jinych filosofil) navrhnout
piistup, ktery by mohl upfesnit, nakolik lze Godelovy véty (a jind matema-
ticka / logickd tvrzeni) aplikovat mimo pole jejich pivodni pisobnosti a na

kolik je nutné je ponechat jako interni zalezitost logiky a matematiky.



1. Postoj k logice a matematice

v dobé objevu Godelovych vét

Matematika a s ni souvisejici discipliny byva povazovana za Cisté apriorni
a rigorézni védu. Skutecnost, ze jeji teorie a vysledky nejsou ohrozovany
empirickymi objevy okolniho svéta, miize pro mnohé predstavovat vzorovy
priklad dokonalého poznani. Metody dokazovani matematickych tvrzeni, jako
napi. dikazy sporem ¢i matematickou indukci jsou pro mnohé racionalisty
nezpochybnitelné jasnym piikladem spravného logického uvazovani.

Na zacatku dukazu vsak musi stat néco, co samo dokazano neni — po-
sloupnost pies pravidla pfipustnd v daném kalkulu / formalnim systému
k z&véru za¢ina axiomy. Jedna se o (obvykle) matematické intuice, o jejichz
pravdivosti se nedalo pochybovat a ze kterych lze dedukci odvodit vSechny
teorémy urcité matematické teorie. VSechny teorémy systému, ktery chceme
axiomatizovat, musi byt tedy mozné odvodit z vychozi skupiny axiomu podle
odvozovacich pravidel.

Nasnadé je otazka, podle jakého kritéria se urcilo, kterd tvrzeni se stanou
axiomy. Od takové otazky uz neni daleko k tvaze, zda existuji takova tvrzeni,
o jejichz pravdivosti je kazdy c¢lovék stoprocentné piesvédéen, at uz jeho
presvédcéeni pochazi z empirického poznéni, ¢i z ¢isté matematické intuice.
Jak napovida i etymologicky pivod slova axidéma, tedy to, co se uzndvd,
jednalo se jiz od pocatku o vyroky, které jsou obecné uznavany za platné. Jiz

od antiky sméfovala snaha o co nejveétsi zpfesnéni k pouzivani axiomatickych



teorii, tedy stanoveni nejzakladnéjsich pravd natolik urcité spravnych, ze jich
nebylo tieba (a ani mozno) dokazovat.

Prvni zndmy systém axiomii, resp. postulati stanovil Eukleidés ve staro-
vekém Recku pro geometrii. étyfi 7z péti jeho postulati (zhruba parafrazo-
vano: (1) existuje pravé jedna primka mezi dvema body, (2) usecku lze pro-
dlouzit a vznikne dal$i usecka, (3) lze nakreslit kruznici s libovolngm stredem
a polomérem, (/) vSechny pravé ihly jsou si rovny) se skuteéné jevi natolik
intuitivni a samoziejmé, Ze nevznikala potieba je dokazovat. Paty postulat
(Pokud primka protind dvé piimky tak, Ze s nimi tvori dva hly, které jsou
dohromady mensi neZ dva uhly pravé, pak se tyto dve primky prodlouZené do
nekonecéna protnou na stejné strané, kde tvori dva ihly mensi nez dva pravé.)
vSak byval uz od antiky povazovan spiSe za tvrzeni, které je sice pravdivé,
ale ne natolik intuitivné, aby se dalo povazovat za axiom. Na prvni pohled
sami vidime, Ze tento postulat je, na rozdil od ¢tyt predchozich, formulo-
van komplikovanéji a nepopisuje ani tak fundamentalni vlastnost zakladnich
geometrickych objektii, spiSe je netrivialnim tvrzenim o nich.

Az do pfelomu 19. a 20. stoleti platily Euklidovy Zéaklady za vzor in-
telektualni dislednosti nejenom pro geometrii, ale pro celou matematiku,
zakladaly jeji postaveni a vysokou prestiz. Sama geometrie byla dlouho pova-
zovana za védu, jez dochazi k poznatkim zcela bezpeéné (resp. nejbezpecnéji
ze viech matematickych disciplin).

Jednim z lidi, ktefi v rdmci snahy o formalizaci zacali zpochybiiovat i
rigoréznost Eukleidem provadénych dikazi, byl podle Zach (2003) némecky
matematik David Hilbert. Ten se pokousSel o vylepSenou axiomatizaci v rdmci
moderni matematiky a chtél jit dal v tendencich zpfesiiovani zapocatych Fre-
gem v Grundgesetze a Russellem v Principia Mathematica a snazil se zdo-
konalovat jejich systémy. Jak uvadi Jaroslav Peregrin v Peregrin (1998a), za
vzorovy piiklad axiomatizované teorie je od konce minulého stoleti povazo-
vano axiomatické zachyceni nejelementarnéjsi ¢asti matematiky, aritmetiky

(tj. teorie pfirozenych ¢isel a jejich s¢itani a nasobeni) nazyvané podle ital-
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ského logika a matematika Peanova aritmetika. Axiomy této aritmetiky se
tykaji zdkladnich pravidel s¢itani a nasobeni. Stejné jako Eukleidovy postu-
laty i tyto axiomy byly obecné ptijaty jako rozumné a nejspiSe vycCerpavajici
vyjadieni principu aritmetiky.

Jak jsme jiz naznadili, jesté pred Hilbertem pfinesl velky posun ve snahéch
o vétsi miru exaktnosti Gottlob Frege. V druhé poloviné 19. stoleti se zabyval
otazkou, jakd je hranice mezi matematikou a logikou a vytvofil mocné di-
kazové nastroje. Jeho systém v podstaté odstartoval moderni logiku. Jednim
z jejich nejvétsich piinosi byl pokrok ve studiu vyplyvani a dokazovani zptso-
beny vyjadienim studovanych teorii tak, jak si to Frege ptal, totiz ,, v néejakém
piresné vymezeném formdlnim jazyce, ktery bude oprostén od vseho toho, co
nent podstatné z hlediska odvozovdni* Peregrin (1998a). Fregiv systém méa
mnoho spole¢ného s naivni teorii mnozin.!

Bertnard Russel se pak vytvorenim nového systému, tzv. teorie typu v dile
nazvaném Principia Mathematica, snazil vyhnout paradoxu ve Fregové logice
zapii¢inénému autoreferenci. Pravé v Russelové systému (ktery budeme zna-
¢it PM) Godel vyslovil své véty, které, jak pozdéji uvidime, zmatily z velké
¢asti Hilbertuv plan formalizovat matematické discipliny. Hilbert byl pfe-
svédcen, ze otazku po pravdivosti nebo platnosti v podstaté libovolného ma-
tematického tvrzeni z jakékoli matematické discipliny bude nakonec v rameci
zpresiiovani matematiky mozné redukovat na otdzku po jeho dokazatelnosti
z néjaké vhodné zvolené mnoziny axiomi. Pfitom poukézal na skutecnost,
7e poté, co jsme véty piirozeného jazyka pieformulovali do vyroki v presné
definovaném formalnim jazyce, miZzeme i na teorie (tj. mnoziny axiomi) a
teorémy ,,pohlédnout jako na matematické objekty a odvozovdini a dokazovdini

nahlédnout jako matematicky vztah studovatelny (elementdrnimi) matema-

LFregiiv logicky kalkulus v Begriffschriftu byl ,predikdtovy“ v tom piivodnim slova
smyslu; ¢astecné mnozinové pojeti (pfitemZz Frege ale povaZoval mnoZiny za rozsahy
pojmi) je aplikovano v Grundgesetze der Arithmetik, tam jde ale o vystavbu aritme-
tiky na ¢isté logickych pojmech (logicismus) — v systému Grundgesetze objevil Russell

spor.
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tickymi metodami® Peregrin (1998a). V dusledku to znamena, Ze se otazka
dokazatelnosti (a tim padem i pravdivosti) libovolného tvrzeni pievede na
otazku urcitého vztahu mezi matematickymi objekty (axiomy a tvrzenimi).
Pro tyto snahy Hilberta a jeho nésledovniku se vzilo pojmenovani Hilber-
tuv program. Urcitou dobu se zdalo, Zze matematika skutecné spéla k jeho
naplnéni.

Godelovy véty jakozto vyznamny milnik a zvrat v tomto vyvoji dnes
obvykle dokazujeme v predikatové logice prvniho fadu. Podoba, v jaké tuto
logiku znadme dnes, se do znacené miry zaklad4 pravé na Fregové i Russellové
systému, ale také se od nich v mnohém lisi. Je tedy potifeba mit na paméti,
7e Hilbertovy snahy o formalismus i Godelovy vysledky se dnes formuluji
obvykle v trochu jiném ramci, totiz v prvofadové predikitové logice, nez

v jakém je formulovali jejich autofi — v systému Principia Mathematica.

1.1 Vztah matematiky a smyslového vnimani

Miuizeme se ptat, podle jakych kritérii byla urcita tvrzeni prohlaSena za axi-
omy matematickych disciplin a podle jakych kritérii byla k témto tvrzenim
vybrana pravidla odvozeni. Jak moc byla takova pravidla ovlivnéna subjek-
tivnimi ¢initeli (pristupem, piedsudky, pfilisnou snahou o zobecnéni) téch,
ktefi je stanovovali, a nakolik jsou pravidla ¢i axiomy odrazem néceho fixniho,
nezavislého na proménlivych okolnostech.

S tim souvisi otazka, zda matematické teorie vychazi ¢isté z nagich v pod-
staté arbitrarnich konvenci (k takovému stanovisku sméfoval napi. Hilberttv
formalismus) nebo zda je jejich podoba né&jakym hlubsim zpisobem nutna,
at uz proto, ze by matematické objekty mély svou objektivni realitu (coz by
byla néjaka forma platonismu), nebo proto, ze odrazeji formy naseho vnimani
(jak si myslel Kant a jeho nasledovnici). K takovéto otézce patii i tivaha nad
tim, jak lidé ziskdvaji své poznani, zda existuje poznani jen jednoho druhu a

pokud ne, jakym zpiisobem lze poznani rozdélit.
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Jedno z nejznaméjsich déleni na druhy poznéni je poznani a priori (po-
znani, které ¢lovék mize mit nezavisle na zkusenosti, napft. néktera matema-
tickd tvrzeni — tieba vyrok typu a+a=2a, protoze vychéazi z pouhé reflexe)
a poznani a posteriori (poznatek az na zakladé zkuSenosti, nap¥. vyrok typu
,Cerstvé napadany snih je bily*).

Dalsim dilezitym délenim je déleni na soudy syntetické a analytické. Soud
synteticky je typ vyroku, ktery vypovidd o podmétu néco nového, rozsituje
tedy poznani (napf. papir se vyrabi ze dieva). Protikladem k tomuto soudu je
soud analyticky, které vyplyva z vlastnosti objektu (napf. grosak je strakaty
kiift).

U nékterych poznatk mize byt obtizné rozhodnout, do kterych z uve-
denych kategorii je zatadit (zda jsou tedy soudy, které je vyjadiuji, za prvé
apriorni, nebo aposteriorni a za druhé analytické nebo syntetické). Disciplina,
kterd se zabyva druhy poznéni, u nichz je méné jasné, jaky druh poznani jim
prifadit, je napiiklad geometrie. Nelze ji povazovat za védu aposteriorni, pro-
toze jinak bychom si nemohli byt jejimi vysledky jisti tak, jak ve skutecnosti
jsme. Ani ji v8ak nemiZzeme oznacit za védu analytickou, protoze by nam
nemohla fikat nic nového a nebyla by pak aplikovatelna na redlny prostor.?
Immanuel Kant si uvédomoval obé tyto skutec¢nosti, a nefadil tim paddem geo-
metrii ani do jedné z kategorii. Podobné se Kant dival i na aritmetiku, kterou
vedle geometrie povazoval za druhou zakladni matematickou disciplinu. Tak,
jako geometrie souvisi s prostorem, souvisi podle néj aritmetika s c¢asem a
nemiize byt ani aposteriorni ani analytickd. Celé matematice tedy vymezil
novou zvlastni sféru — syntetickou a priori.

Zamé&ime se nyni na Kantovo chapani geometrie (a obecné matematiky)
a nasledny prudky vyvoj této discipliny trochu podrobnéji. Tento vyvoj, jak
pozdéji uvidime, byl dilezity pro vznik Hilbertova programu a Kant pro néas
bude i pozdéji dilezitym autorem, do jehoz myslenkového ramce se pokusime

vyznam Godelovych vét zasadit. V nasledujici sekei se budeme vénovat spise

2 Arazim (2013)

13



Kantove filosofii, geometrii a prostoru, ovsem je tfeba nezapominat, ze mnohé
z toho, co fekneme, plati i o aritmetice a o ¢case. Podorobnéji se ale aritmetice

budeme vénovat az pozdéji.

1.1.1 Vyvoj geometrie a ndhledd na ni

Podle Kanta prostor (a také ¢as) sice zavisi na nas, ale neni nami vymyslen.
Nemitizeme si jej vybrat, vSechno kolem nas vidime usporadédno do jedné
prostorové formy, ktera je vlastni nasi lidské prirozenosti. Nez se rozhlédneme
kolem nés, patrné nevime, jaké predméty uvidime, ale vime, Ze je uvidime
v prostoru. Bez prostoru bychom ani zadné predméty, které ho vypliuji,
nemohli vidét. A pravé prostor (a ¢as) je naSe Cista neboli apriorni forma
nazoru. D4 se tedy fici, Ze geometrie je nauka o prostoru, o této apriorni formé
nézoru. Tim, Ze prostor je pro nas jen jediny a jednoznacny, muze geometrie
dochéazet k jistym poznatkiim, bez toho, aby byly jeji vysledky rozporovany
zkuSenostmi. Kant se tedy ve své dobé domnival, Ze eukleidovska geometrie
véetné v8ech svych zékladi je spravna. Geometrii povazuje za néco, co musi
zkuSenosti epistemologicky predchézet, a nikoli ji byt teprve potvrzovano
nebo vyvraceno.

I skutec¢nost, ze bychom nagli dvé rovnobézky, které by se, byt ti¥eba
po dlouhé draze protnuly, nebo trojihelnik s jinym souc¢tem vnitinich thla
nez sto osmdesat stupnu, by Kantiv postoj k eukleidovské geometrii nemu-
sela zménit. Protoze napf. o zminénych rovnobézkach lze tvrdit, zZe nejdou
opravdu po piimce, ale jsou (sotva znatelné) zahnuté. At uz vidime geome-
trické utvary jakkoli, empiricka zkuSenost nemiize vyvracet geometrii, nebot
geometrii nelze empiricky testovat.

Kantovo pojeti geometrie a prostoru samotného uvadim proto, Ze poz-
déjsi vyvoj tzv. neeukleidovskych geometrii jeho nahlizeni zna¢né zpochybnil.
Abychom pochopili pro¢, vysvétleme si nejprve, co neeukleidovské geometrie
jsou a z ¢eho vznikly.

Jak uz nazev napovida, neeukleidovské geometrie jsou zaloZené na od-
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mitnuti ¢asti Euklidovych zakladi. Vzhledem ke zminované neintuitivnosti
patého postuldtu a jeho komplikovanému znéni neni prekvapivé, ze to byl
pravé tento postulat (pfezdivan postulat rovnobéznosti), o jehoz zatazeni
mezi axiomy (a pozdéji i o jehoZ spravnosti) se pochybovalo. Jeho znéni uz
zname, vyslovme si nyni jeho ekvivalentni jednodussi formulaci: k danému
bodu a piimce lze sestrojit pravé jednu rovnobézku, kterd prochézi danym
bodem.

Jiz od antiky se matematici snazili dokazat, ze tento paty postulat je
disledkem prvnich ¢tyf. Casto vSak dokézali jen najit ekvivalentni tvrzeni,
mimo jiné i znamé pravidlo, ze soucet vnitinich ahli v trojihelniku je presné
180°. Vyrazny posun umoznil Girolamo Saccheri, ktery se rozhodl zkusit do-
kazat paty postulat sporem. Budoval systém geometrie, ve kterém by tento
postulat neplatil. V takovém systému by mélo byt mozné, aby se neprotnuly
dvé piimky, jez spolu sviraji mensi thel nez dvé rovnobézky (v eukleidov-
ském slova smyslu). Petr Vopénka ve svych Rozpravach s geometrii (Vopénka
(1995)) hovoii o jeho postupu jako o budovani svéta odsouzeného k zaniku.
K zaniku, tedy k objeveni sporu v takto konstruovaném systému, vsak nedo-
Slo ani za Saccheriho ani za jeho nésledovnikai.

Neeuklidovské geometrie byly dlouho povazovany za mozna bezesporné
a snad i v nécem zajimavé matematické teorie, avsak za takové, které vsak
nebylo mozné chapat jakozto nauku o prostoru. I ptfes dalsi vyrazny rozvoj
téchto teorii, ktery pfinaseli néktefi vynikajici matematici jako Gauss nebo
Lobacevskij, se stile nezdalo, ze by podobné vyzkumy popisovaly prostor, a
tudiz jim nebyla mezi Sirsi odbornou verejnosti vénovana opravdova pozor-
nost (Coffa (1994)). Tato situace se za¢ala ménit kolem poloviny devatenéc-
tého stoleti, kdy italsky matematik Eugenio Beltrami ukazal, Ze neeuklidov-
ské geometrie lze prece jenom pojmout jako discipliny pojednavajici o pro-
storu. Beltrami sviij objev ptivodné zamyslel jako obranu euklidovského sys-
tému, nakonec vSak zpusobil, Ze se jeho alternativy prosadily jako uznavané

matematické teorie. Ukazal, Ze neeuklidovské geometrie maji své modely,
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které doopravdy popisuji néco z nazorné reality. Ve skutec¢nosti si mizeme
predstavit ,piimky“ (nikoli v bé7ném slova smyslu), jez jsou ,rovnobézné*
(ve smyslu 7e se k sobé pfiblizuji nejméné, jak je to mozné, coz by v pii-
padé eukleidovské geometrii znamenalo, Ze se nepiiblizuji viibec), ale pesto
se protnou. Jde o nejkratsi vzdalenosti dvou bodi na povrchu koule, tedy o
geodetické ¢ary jdouci po tomto povrchu. Geometrii, jejiz plocha odpovida
povrchu koule, se Tiké elipticka. Kazdé dvé primky v eliptické geometrii jsou
konec¢né a protinaji se dokonce dvakrat. Dale Ize také ukazat, Ze soucet vniti-
nich uhla kteréhokoli trojihelniku je vétsi nez dva pravé. Délka piimek, stejné
jako odchylka souctu vniti¥nich ahli trojuhelnika od dvou pravych zalezi na
velikosti koule, na jejimz povrchu délame geometrii.

Lze také uvazovat jinou alternativni geometrii, v niz k dané piimce a
bodu mimo ni lze vést nekone¢né mnoho riznych primek, které se s ni nikdy
neprotnou. Z uréitého hlediska by déavalo smysl fikat jim rovnobézky (pro-
toze nemaji zadny spoleény bod), ale pozorovatel neobeznameny s neeuklei-
dovskymi geometriemi by se pravdépodobné zdrahal je tak nazvat, protoze
vypadaji, Ze nemaji stejny smér, a tim padem se k sobé priblizuji nebo se od
sebe oddaluji.® Mluvime o geodetickych ¢arach na ploge zakiivené do tvaru
sedla. Takto zakrivenou plochu, stejné jako pfimky na ni, lze prodluzovat
do nekonecna. Tuto geometrii nazyvame hyperbolickou. Kazdy trojihelnik
v této geometrii ma soucet vnitinich hli mensi nez sto osmdesat stupni a
k libovolné piimce existuje nekoneéné mnozstvi piimek, s nimiz se neprotiné,
piimky ani nemaji tim padem spole¢nou kolmici. Cim vice je pritom plocha,
o niz pojednavame, zakfivend, o to vice se jeji vlastnosti odchyluji od eukli-
dovské geometrie, takze soucet vnitinich ihla v trojuhelniku je o to mensi,

a 0 to ostiejsi ihel spolu mohou svirat dvé piimky, aniZ se protnou.*

3Pojem rovnobé&znosti je tak pro nas najednou ,nedourdeny“ a nakonec lze Fici, Ze
pravé skutec¢nost, ze matematika dostava volnost v jeho urceni, zpisobuje vznik riznych

geometrii.
40bé alternativni geometrie maji s tou euklidovskou jednu podstatnou vlastnost spo-

leénou. Totiz tu, ze po dané ploSe miizeme pohybovat napt. trojuhelnikem, aniz by se
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Beltramiho modely pozdéji vedly k uré¢itému osamostatnéni neeuklidov-
skych geometrif a ke vzniku pluralismu. Toho ¢asu se vedly debaty mezi za-
stanci relativistického pojeti geometrie a pojeti vice konzervativniho (podle
Kantova vzoru). Uvedme si pro zajimavost polemiku mezi Poincarém a Rus-
sellem. Podle Poincarého spor o to, zda je lepsi euklidovska, hyperbolicki
nebo eliptickd geometrie v podstaté nedava smysl, protoze vSechny mohou
fungovat stejné dobfe a jsou navzijem nahraditelné. Kdyz se napi. tii zmi-
néné geometrie neshoduji v otézce po souctu vnitinich uhli trojihelnika,
je to neshoda pouze zdanliva, protoze kazda z téchto teorii oznacuje slovem
trojihelnik néco jiného. Rozhodovani se mezi riznymi geometriemi neni tedy
nic jiného nez rozhodovani se mezi riznymi pojmenovanimi urcitych geomet-
rickych objektii. Je na nasi vili, se kterou geometrii budeme pracovat. Kazda
se miize v urcité situaci prokazat jako pouzitelnéjsi, ale nikoli jako pravdiveéjsi
Shapiro (1996).°

Russell namital, ze podle takového relativizujictho pojeti to mize vypa-
dat, Ze si geometrie svét vymysli, pritom by jej méla popisovat. Nakonec ale
v podstaté Poincarému ustoupil a uznal vyvoj alternativnich geometrii jako
legitimni, byt mél stale za to, ze filosofie by méla hledat zptusoby, jak situaci
lépe uchopit.

Dalsi vyznamnéjsi polemikou byla ta mezi Gottlobem Fregem a Davidem
Hilbertem. Oba byli klicovymi postavami moderni logiky a méli mnoho spo-
le¢ného v tom, ¢eho dosahli ve vystavbé formalnich axiomatickych systémui.
Hilbert velmi peclivé pracoval s Euklidovymi Zaklady a snazil se v jeho di-
kazech opravit nedostatky, jez na nich matematici postupné shledavali, tedy

predevsim doplnovani kroki, jez Eukleidés povazoval za ziejmé, ale z hle-

zménil, takze délky jeho stran i velikost jeho vnit¥nich dhli zastavaji stejné

5Napf. Poincaré si myslel, ze ackoli se neda fict, Ze jedna geometrie je pravdivejsi, euk-
leidovskéi geometrie bude vice pouzivana, protoze je jednodussi a tudiz snaze aplikovatelnd
ve fyzice. Tento pfedpoklad nazyva Susan Haack Poincaré Fallacy (Haack (1974)), nebot

vvvvvv

geometrif
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diska nové se vyvijejici logiky byly nezbytné. Frege také zpevioval zaklady
matematiky, ale jeho pfistup byl v mnohém jiny nez ten Hilberttv — na rozdil
od né&j byl stale (i pies dobovy revolu¢ni vyvoj) presvédéen, ze matematika
pojednéva o konkrétnich predmétech, resp. mél za to, Ze pojednava o urcité
konkrétni sféfe objekti, jako jsou prirozena ¢isla, trojuhelniky apod. Jejich
axiomy definuji néjaky matematicky diskurs, takze samy o sobé nemohou byt
de facto ani pravdivé, ani nepravdivé. Pfitom néjaka sada axiomu je pfija-
telna, pokud je bezesporna. Dalsi podminky nepozadoval. Frege namita, ze
podle takového pojeti pak geometrie miize mluvit o libovolném souboru véci,
které (resp. jejich vztahy) spliuji podminky stanovené axiomy. Axiomy tedy
mohou pojednavat napi. o bodu stejné dobie jako o Fregovych kapesnich
hodinkach.

V polemice mezi Fregem a Hilbertem o geometriich $lo nakonec spiSe o
kladeni pfilisného diirazu na protikladné aspekty plurality geometrii, jak po-
znamenava J. Peregrin ve svém ¢lanku The Natural and The Formal (Peregrin
(2000)):

L, From this point of view, the Frege—Hilbert controversy may
appear more a misunderstanding than a real disagreement.
This, of course, is not to say that there are no substantial
differences between the views of the two theoreticians; it s
to suggest that some of the differences may be less deep than

generally supposed.“ (Peregrin (2000))

Objev neeukleidovskych geometrif se zda zpochybhnovat Kantovo nahlizeni
na geometrii jako na popis naseho prostoru. Kantiv pohled na geometrii
funguje v piipadé existence jedné jediné spravné geometrie, ktera by dokonale
vyjadfovala nase vnimani svéta. Existence vice geometrii, které vyjadiuji

nase vidéni prostoru, muze byt v rozporu s Kantovym nazorem na geometrii
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a v dusledku zpochybnit i zafazeni matematickych disciplin mezi syntetické
apriori. Nebot z toho, ze si libovolné zvolime jednu z geometrii a ptame se,
co vyplyva z jejich (ndmi zvolenych) axiomi, se zd4, Ze geometrie je spise
véda analyticka.

Presto vsak lze uz zminény Beltramiho objev povazovat do urcité miry
za podporu Kantova vnimani geometrie jakozto spravného nastroje pro po-
pis prostoru. Vyplyva z néj totiz, Ze neeuklidovské geometrie mohou mluvit
o prostoru pouze natolik, nakolik to dovede geometrie euklidovska. Kazda
geometrie, kterd si narokuje mluvit legitimné o prostoru, musi byt timto
zpusobem preveditelna na euklidovskou. Presto nelze tici, kterd geometrie je
zékladnéjsi. Prostor si miizeme stejné dobte predstavovat v geometrii euklei-
dovské i1 v neeukleidovské. Ve vsech ptipadech jde totiz nakonec jen o to, co
nazveme rovnym a co zakfivenym. To, co je v eukleidovské geometrii rovné
(napf. piimka), je napt. v hyperbolické geometrii kiivé a naopak.’

Podle Kanta néas Cisty nazor presvédcuje o tom, ze pravdivd geometrie je
pouze ta euklidovska (i kdyZ konsistentnich geometrii muze byt vice). Nyni se
vSak ukazalo, Ze nové — neeukleidovské — geometrie mohou popisovat prostor,
ve kterém se rovnobézky mohou protnout a soucet thli v trojihelniku se
nerovnd 180°. Zjevné si tedy nejsme jisti, zda soucet thla v trojahelniku
je 180°, a geometrie pro nas tim padem piestava znamenat samoziejmou a
rigor6zni védu.

Mame nyni dvé moznosti, jak pristoupit k takovému problému a k povaze
geometrickych tvrzeni — povazovat je za hypotézy, které lze zkoumat také

empiricky, jak o tom mluvi napf. Hillary Putnam (Putnam (1960)) nebo

6MiZeme si piipomenout Kripkeho pojednani o podivné operaci pfipominajici séitani
('pascitani’), jez se se s¢itanim shoduje pro vSechna ,mala® ¢isla, ale lisi se od né&j pro
¢isla ,,velkd“ — pasoucet dvou ¢isel, z nichz je alespon jedno vétsi nez napf. sto miliéni, je
o jednicku vétsi nez standartni soucet (Peregrin (2011)). Jak nyni vime, Ze soucty, které
bézné provadime (piedpokladejme, Ze bézné pocitame s Cisly ne vétsimi nez sto miliont)
jsou opravdu soucty, nikoli pasoucty? Z hlediska béZného s¢itani je pascitani ,,posunuté®,

ale z hlediska pascitani je posunuté naopak s¢itani.
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Hermann van Helmhotz, nebo, po zptusobu Hilberta, povazovat geometrii
(pfipadné i kazdou jinou matematickou disciplinu) za analytickou disciplinu,
ktera vznikne pouze tim, Ze na zaCatku spravné (=bezesporné) zadame axi-
omy a pravidla a tim vybudujeme celou teorii.” Tim de facto uréime, co je
v dané matematické discipliné pravdivé a co ne.

Podle mého nazoru je dobré mit na paméti, zZe alternativni systémy maji
porad mnoho spole¢ného a snad pravé proto lze vidét to, co maji spolecné,
jako jejich hlubgi zaklad (neredukovatelny na empirickou zkuSenost a mévent).
Ten si ani nemuzeme zvolit, patii k naSemu nazirdni na svét. Nelze presné
stanovit, jaké systémy geometrie popisuji to, jak vidime svét. Vyvoj nejen
matematiky spoc¢ivd mozna pravé v tom, ze to, co bylo diive povazovano za
prirozené a nutné, se ukaze jako néco zdaleka ne tak samoziejmého. SpiSe 1ze
ocekavat, ze to, co povazujeme za prirozené, je do urcité miry ovlivnéno také

tim, s pomoci jakych forméalnich systému poznavame svét.

Dilezity Kantiv piinos v této oblasti spo¢iva predevsim v tom, ze poskytl
ramec, v némz muzeme rozliSovat teze a mé smysl polemizovat, zda geometrie
je syntetickd apriori, empiricka, nebo analyticka. Napt. Frege, ktery si o geo-
metrii nemyslel, Ze je analyticka, zkusil ve svém programu zvaném logicismus
naopak prokazat analyticnost aritmetiky. Hilbert na to navazal svym poku-
sem prokéazat analyti¢nost celé matematiky. Jeho formalisticky program by
bez Kantova rozliseni druhti poznéni tézko mohl vzniknout v podobé, v jaké

jej zname dnes.

1.2 Hilbertiv program

Etablovani neeukleidovskych geometrii bylo dilezitou soucasti celkového vy-
voje matematiky, ktery vedl k otazkam po povaze vychodisek matematickych

teorii a obecné matematickych poznatki. V dusledku pochybnosti o sprav-

7O Helmhotzovych nazorech si mizeme vice piecist v Arazim (2013).
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nosti stanoveni toho, o co se pfi odvozovani opirame jako o prvni jistotu,
vznikaly tendence zpiesiiovat a formalizovat matematiku. Hilbert po formél-
nim axiomatickém systému nepozaduje co nejpiesnéjsi popis reality (jakkoli
to muZe zvysit uziteénost a uplatnitelnost systému), ale klade vétsi naroky na
pritkaznost bezespornosti dané sady axiomii.® Tento smér, formalismus, byva
také oznacovan po jednom ze svych nejvyznamnéjsich prosazovatelt, Davidu
Hilbertovi, jako Hilbertiv program. Hilbert chape axiomy jako nastroje pro
co nejpresnéjsi vymezeni pojmi dané matematické discipliny. Ve svém do-
pise Fregovi z roku 1899° pise, Ze: ,,Pojem miize byt logicky zachycen pouze
prostiednictvim vztahu k jingm pojmiam. Tyto relace, formulované v jasnijch
vyrocich, nazgvdm axiomy a doddvdm, Ze axiomy jsou definice pojmu“ a 7e
k tomu, aby k nim takto pristupoval, byl , dotlacen pozZadavkem prisnosti
v logickém odvozovdani a v logickém budovdni teorii.

Podle Hilberta sice kazda véda vychézi z néjakého celku faktu, které se
snazi vystihovat, ale tuto védu pojimanou uz jako systém stanovenych axi-
omu mizeme nakonec hodnotit jen na zékladé formalistickych kritérii. Tato
kritéria, nezbytné pro axiomaticky systém, jsou tplnost, nezavislost a beze-

spornost, jak ¥ika na své prednéisSce o zakladech geometrie z roku 1902:

»Bvery science takes its starting point from a sufficiently co-
herent body of facts as given. It takes form, however, only by

organizing this body of facts. This organization takes place

8Extrémni odklon od vyznamu a potazmo reality, a zdroven piilis malo pozadavki
k vytvoreni spravného axiomatického systému (v podstaté jediny — konzistence) muze v§ak
zapri¢init velkou libovolnost ve vybéru axiomi, coz vedlo k mozné trochu pfehnanym, ale
v duchu Hilbertova programu nikoli zcela nespravnym interpretacim typu ,,délejme si,
co chceme, jen se nedopustme rozporu“. Podle téchto intepretaci mél Hilbertiv program
sméfovat az k opro§téni se od vyznamu. Dodejme, Ze tyto interpretace jsou jen jednim
druhem nézoru, ve skute¢nosti tomu nebylo tak, ze by Hilbert vyznam zcela pomijel.

Postup, jak s nim zachézel, bude zminén pozdé&ji.
9Jedn4 se o volny pieklad tsekii z Hilbert (1899).
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through the axiomatic method, i.e., one constructs a logical
structure of concepts so that the relationships between the
concepts correspond to relationships between the facts to be
organized. There is arbitrariness in the construction of such
a structure of concepts; we, however, demand of it: 1) com-

pleteness, 2) independence, 3) consistency.“ Hilbert (2004)

Uplnost pro Hilberta podle vieho znamena, ze kazdy vyrok nebo jeho
negace by mél byt odvoditelny konecné mnoha kroky. Nezavislosti Hilbert
nejspise mysli, ze zadny axiom neni nadbytec¢ny, tudiz ze zadny axiom nenf
dokazatelny z ostatnich. Vétsi diraz klade Hilbert na bezespornost. Jeji smysl
je nam bezpochyby jasny (v systému nesmi byt dokazatelné dva vyroky,
z nichZ jeden je negaci druhého), avsak to, co je nejasné, jsou prostiedky
k jejimu dokézani. Vétsina matematikt v té dobé povazovala bezespornost
axiomatického systému za ziejmou (pokud jsou axiomy pravdivé a odvozo-
vani zachovava pravdivost). Zatimco pro Frega pravdivost zarucovala beze-
spornost, pro Hilberta byla vychozi bezespornost, kterd teprve méla zajistit
legitimitu dané teorie, a tim cosi jako jeji (v Hilbertové velmi omezeném
smyslu) ,pravdivost“. A z toho divodu bylo podle Hilberta potieba beze-

spornost néjak dolozit, jak se muzeme docist v dopisu Hilberta Fregovi:

,Pisete: °(...) z pravdy aziomd vyplyvd, Ze si navzdjem nepro-
tireci.” Velmi mé zaujalo, Ze ve Vasem dopise c¢tu prdve tuto
vetu, nebot jda sam, kdykoli o téchto vécech premyslim, pisi a
predndsim, tordim prdvé naopak: jestliZe si libovolné stano-
vené ariomy vzdjemné neprotireci s whrnem svijch disledkii,
jsou pravdivé, predméty témito axiomy definované ecristuji.

Toto je pro mé kritérium pravdy a existence. “!°

OHilbert Fregovi, dopis XV /4, Nachgelassene Schriften und Wissenschaftlicher Brie-
fwechsel, pieklad do Cestiny je z Kolman (2002) str. 237
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piimy (absolutni) dikaz bezespornosti aritmetiky realnych &isel, tedy dikaz
bezespornosti dané teorie v ni samé (tedy dikaz, ktery nemusi byt vytvo-
fen v ramci jiné axiomatické teorie, jejiz konzistenci pouze predpokladame
— takovym dikazim Fikame relativni). Hilbert tento problém piedstavil na
pafiizské konferenci, jeho komentai k moznému teSeni (ktery vyzniva trochu
neurcité) lze najit v Ewald (1996): ,,Jsem presvédéen, Ze musi byt mozné na-
lézt primy dikaz kompatibility aritmetickyjch axiomi pomoct peclivého studia
a priméerenymi modifikacemi zndmych metod usuzovdani v teorii iraciondlnich
cisel. “H

Kratce predtim, nez Hilbert zvetejnil své (jak byl presvédéen, pouze pro-
zatim) relativni dikazy bezespornosti, objevil Bertrand Russel sviij znamy
paradox (1902), ktery ukazuje, ze Cantorova intuitivni teorie mnoZin (poz-
déji nazyvana naivni teorii mnozin) je vnitiné sporné. V fedi teorie mnozin
vypada Russelliv paradox takto: necht mnozina S je mnozina vSech mno-
zin, které nejsou svym vlastnim prvkem. Takovato mnozina je v naivni teorii
mnozin dobfe definovana. Pro libovolnou mnozinu M by tedy mélo byt mozné
rozhodnout, zda tato mnozina M je, ¢ neni prvkem mnoziny S. Toto vSak
nelze rozhodnout v piipadé samotné mnoziny 5. Obé moznosti totiz vedou
ke sporu s jeji definici. (Pokud S neni svym vlastnim prvkem, méla by podle
definice do S patfit; pokud vsak S je svym vlastnim prvkem, pak by podle
definice do S patfit neméla.)

Tento paradox neznamenal jen spor uvnitf tzv. naivni teorie mnozin, ale i
selhani Fregova systému, jenz mél s tehdejsi teorii mnozin mnoho spole¢ného.
Frege si dusledky Russellova objevu uvédomil. Pochopil, Ze se otiasla jeho
teze, ze lze aritmetiku vybudovat na ¢isté logickych zakladech. V dodatku ke

druhému vydani své knihy Zdkladni zdkony aritmetiky'? piipsal:

"Volny preklad z Ewald (1996).
12Frege (2011)
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, Co je zpochybnéno, neni miyj zpiusob budovdni aritmetiky,

ale to, zda je vibec mozné ddt aritmetice logické zdklady“.

Selhani Fregova pokusu miizeme vnimat jako prokazani, ze matematiku
nelze snadno formalizovat. Pfesto se o jeji formalizaci Hilbert ve svém pro-
gramu pokusil. Ostatné v dobé tolika prevratiu a snah o zptresihovani neni divu.
Russelluv a dalsi paradoxy posledni doby utvrdily Hilberta v presvédceni, ze
je tieba vice rigoroznosti ve veskeré préaci na stavbé zakladu jakékoli védy.
Kladl si za cil formalizovat vSechny matematické teorie a pomoci finitnich
metod dokédzat bezespornost kazdé teorie v ramci ni samé.

Podle Raatikainen (2005) pfesné body Hilbertova programu ani jeho pre-
ference nejsou zcela zndmé, resp. jednoznac¢né, avSak pravé formalizace ma-
tematiky je snad nejcastéji zminované preference programu. Piepisy tvrzeni
matematiky do formalizovaného jazyka a nalezeni odvozovacich pravidel mély
zajistit, aby dikaz konkrétniho tvrzeni (jeho odvozeni z téchto axiomi) spo-
¢ival v Cisté mechanické manipulaci se symboly formalizovaného jazyka. Dal-
Simi cili programu jsou uplnost (vSechny matematické pravdy lze formalné
dokézat), konzistence a rozhodnutelnost formélniho systému. V ramci ten-
dence zptreshovani matematiky se také zacina rozliSovat matematika realnéa
(finitni) a matematika idealni (transfinitni). Podle Hilberta by idealni mate-
matika méla byt tzv. konzervativnim rozsifenim matematiky finitni.'3

Pro shrnuti hlavnich boda Hilbertova programu (z nichZ mnohé obsahuji
vice vySe zminénych cilii) se muZeme opiit o strukturu hesel vytvorenou
Richardem Zachem v Zach (2003):

e konzistence

13Pro vysvétleni pojmu konzervativni rozsifeni vyu#ji definici z Dostalova (2010):
,Konzervativni v tom smyslu, Ze zjednoduSuje vyjadiovini o finitni (redlné) éisti mate-
matiky, ale veskerd turzeni finitni (redlné) matematiky zformulovand & odvozend pomoci
matematiky transfinitni (idedlni) mohou byt zformulovand ¢i odvozend i bez nich, cisté

finitnim zpisobem.
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e finitismus

e teorie dukazn

Pozadavek konzistence, resp. bezespornosti, byl zminén jiz vyse, kdyz
jsme predstavovali Hilbertiiv nézor na to, jaké nezbytné vlastnosti by mél
spravny axiomaticky systém mit. V pfipadé Hilbertova programu se tim kon-
krétnéji rozumi, ze ve formalnim matematickém systému neni dokazatelna
konjunkce dvou vyrokii, kde jeden je negaci druhého a to se musi prokizat
jen finitnimi prostiedky.

S tim bezprostiedné souvisi druhé heslo, finitismus. Bezpodmine¢né fi-
nitni metody byly pozadovany proto, Ze nerozvazné zachazeni s nekonec¢nem
bylo podle mnohych matematiki té doby pri¢inou proniknuti paradoxi do
matematickych teorii. Hilbert se nechtél optit o néco tak nespolehlivého, jako
jsou intuice o nekonec¢nu.

Dalsi bod programu se tyka teorie dikazii a rovnéz ho nelze od pied-
chozich dvou oddélit. Hilbert pozadoval absolutni dikaz bezespornosti urcité
formalni teorie, ktery by mél probthat tak, Ze se vlastnimi finitnimi pro-
sttedky ukéze, ze z axiomu tohoto systému nelze odvodit spor. Dosud byly
predvadény relativni diikazy bezespornosti matematiky -— je-li bezesporné
jedna teorie, je bezesporné i jeji rozsifeni (napt. Hilbert pievedl bezespornost
eukleidovské geometrie na bezespornost aritmetiky realnych ¢isel). Absolutni
dikaz bezespornosti byl zatim predveden jen pro aritmetiku pftirozenych ¢i-
sel bez uplné indukece (Dostalova (2010)). Dikaz bezespornosti Peanovy arit-
metiky by znamenal jeden z nejvyznamnéjSich pocini v ramci Hilbertova
programu. ,, Timto smérem se proto ubirala vétsina prace pvi naplnovdani Hil-
bertova programu, piredevsim prdace Wilhelma Ackermanna a Paula Bernayse*
(Dostalova (2010)).

Podivejme se jesté na jednodussi pojeti shrnuti Hilbertova programu uve-
dené v Dostélova (2010), které podtrhuje cile, které se nejvice tykaji hlavniho

tématu této prace:

25



1. najit kone¢ny systém axiomi, ze kterého by bylo mozné (pouze finit-

nimi metodami) odvodit veskerou matematiku;

2. dokazat (opét finitnimi prostiedky) bezespornost tohoto axiomatického

systému.

To, ze k naplnéni programu mélo byt zapotiebi disledné formalizace ma-
tematiky a jazyka a definovani pojmu tak, aby se ditkaz odehral jen mecha-
nickou manipulaci se symboly (od jejichZ vyznamu mizeme v podstaté aplné
abstrahovat), nas muze piivadét do zdanlivé rozporuplné pozice. Jakmile
totiz za¢neme mluvit o pouziti axiomatické teorie k absolutnimu dikazu be-
zespornosti ur¢ité axiomatické teorie, uvazujeme uz o teorii, kterou k dikazu
uzivame, jako o popisu urcitého predmétu — tedy axiomatické teorie. Vétam
jazyka teorie tedy najednou pripisujeme urc¢ity vyznam — chapeme je jako
véty o formélni dokazatelnosti, nebo uvazujeme o axiomech teorie tak, Ze
popisuji urcitou strukturu izomorfni se strukturou formalnich dikazi v ur-
¢ité axiomatické teorii. Na jednu stranu tedy chceme axiomy matematickych
teorii chapat ¢isté formalné — jako fady znaka bez vyznamu — (viz Goldstein
(2005): ,Matematika je hra, kterd se hraje na papiru podle jistych jednodu-
chijch pravidel se znaky bez vgznamu. “ — Hilbert), ale na druhé strané chceme
axiomatické teorie uzivat jako nastroje zkoumani matematickych teorii, ¢imz
ovSem jejich vétam piisuzujeme zcela urcity vyznam (teorie tvrdi néco o tom,
co je dokazatelné v ur¢itych formalnich systémech, idealné v ni samé) a sprav-
nost vysledki, k nimz dospivame vyvozovanim z axiomt, je podminéna tim,
7e axiomy teorie odpovidaji zkoumanému predmétu.

Pokusme se Hilberta proti tomuto naiceni z rozporu v cilech jeho pro-
gramu branit. Pokud chce napt. matematik vytvofit ur¢itou matematickou
teorii se systémem axiomii a odvozovacich pravidel, musi pfirozené z vyznami
vychézet. Axiomy sestavuje tak, aby co nejlépe vystihovaly onu disciplinu,

M

aby zastoupily pravdiva fakta ve stru¢néjsi a formalnéji zapsané podobé.
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Kromé toho se samoziejmé snazi dodrzovat jiz vys$e popsané pozadavky, jako
jsou nezavislost, tplnost a bezespornost. Poté, co jsou axiomy a odvozovaci
pravidla vytvofena, uz s nimi miZe pracovat jako se symboly (tedy zastupci
nebo chceme-li zkratkami) bez toho, aby se pfi kazdém kroku ohlizel na to,
jaky vyznam onen symbol ptivodné nesl.

Domnivam se, Ze v tom je hlavni tendence a (jen do urcité miry, jak uvi-
dime vzapéti) naplnény cil Hilbertova programu — umét formalizovat teorie
tak dokonale, abychom si pfi mechanickém zachézeni se symboly / zkrat-
kami byli jisti, Ze se dobirdme pravd, i kdyz je ve formalnim jazyce vidime
zapsany jen jako symboly zdanlivé bez vyznamu. Ostatné uz jsme vidéli, ze
pravé asi takto si Hilbert predstavoval postup tvorby uzitec¢né a smysluplné
axiomatické teorie.

V roce 1929 se uz Hilbert citil opravnén prohlésit, Ze Gspésné naplnéni
programu je na dosah — v8e nasvédcovalo tomu, Ze pro kazdé odvétvi ma-
tematického mysleni lze najit mnozinu axiomi a ke kazdé pravdivé formuli
odpovidajici dukaz z prislusné teorie. Zanedlouho vsak v disledku Goédelo-

vych vét o netplnosti bylo jasné, Ze se tato o¢ekavani nenaplni.

27



2. Prvni Godelova véta

Prvni Godelova véta byva nazyvana vétou o netiplnosti nebo také vétou o ne-
axiomatizovatelnosti aritmetiky. Godel ji poprvé vyslovuje ve své publikaci
O formdlné nerozhodnutelnyjch vétach v Principia mathematica a pribuzngch
systémech I (Godel (1931)). V avodu zde popisuje vyvoj matematiky ve
smeéru narustajici pfesnosti jako tendenci formalizovat jeji oblasti tak, aby
diikazy mohly byt provadény podle nékolika malo mechanickych pravidel. Za
priklad formalnich systému budovanych s timto cilem, systémi, jejichz dika-
zové metody se daji redukovat na nékolik mélo axiomi a pravidel odvozovani,
oznacuje (toho ¢asu hojné pouzivany) systém Principia mathematica (déle
jen PM) nebo také systém axiomu Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin, ktery
déle rozvinul John von Neumann. Zaroven piimo avizuje, Ze tvrzeni, kterd
se chysta vyslovit (tedy prvni a druha Godelova véta o netplnosti), ukazou,
7e se ,,v obou techto systémech vyskytugi relationé jednoduché problémy teorie
obycejnych cisel, které se z axiomi rozhodnout nedaji“ (Godel (1931)), tedy,
ze se v nich vyskytuji nerozhodnutelné véty. Toto je obecné povazovano za
nejpiiméjsi a zaroven nejvyznamnéjsi disledek obou vét o netplnosti.

Po tomto tivodu Godel nac¢rtava hlavni myslenky dikazu. Nejprve vysvét-
luje, ze formule formalniho systému (pro nas systému PM) vidéné zvnéjsku
jsou pro nas konecné fady zékladnich znaku a ,,snadno lze precizovat, které
rady zdkladnich znaki jsou smysluplnymi formulemi a které nejsou” Godel
(1931). Tedy ani dikazy nejsou z formalniho hlediska nic jiného nez konecné

fady formuli (s pevné stanovitelnymi vlastnostmi). Za zakladni znaky si vez-
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meme piirozend ¢isla (i kdyz z hlediska metamatematiky neni podstatné,
které objekty jimi budou). Kazdé formuli a nasledné i kazdému diikazu pfi-
fadime ur¢ité ¢islo (tzv. Godelovo ¢islo daného syntaktického, resp. meta-
matematického objektu) — kdyZz tedy budeme néco vypovidat o daném ¢isle,
budeme zprostiedkované hovorit pravé o takto oc¢islovaném syntaktickém ob-
jektu.

Tzv. figura dikazu je pak pro nas kone¢na posloupnost pfirozenych ¢i-
sel (kterou také mtuzeme nakonec kodovat jedinym piirozenym ¢islem, takze
nakonec kazdému dulezitému metamatematickému objektu je jednoznacné
piifazeno jedno ¢islo). Metamatematické pojmy lze tedy alespon Casteéné
vyjadrit v symbolech systému PM prostrednictvim vyrazu tykajicich se pfi-
rozenych ¢islech ¢i jejich posloupnosti. Uvniti systému PM jsou totiz pojmy
jako ,formule“ ¢i ,figura dukazu“ definovatelné, tj. je mozné napiiklad udat
formuli F(v) s jednou volnou proménnou v (typu posloupnosti ¢isel) patiici
do PM a to tak, ze F(v) interpretovana s ohledem na vyznam termini v PM
fika: formule v je dokazatelna.

Umime tak vyjadrit tfeba skutec¢nost, ze urc¢ita formule je dokazatelna,
jako aritmetickou formuli o ¢isle dané formule. Formule F(v) s jednou volnou
proménnou v muze napt. fikat v je dokazatelnd (z dané teorie), neboli v je
kodem dokazatelné formule. To ndm pravé umozni vytvofit nerozhodnutelnou
vétu v systému PM, respektive vétu, kterd o sobé tvrdi, Ze je nedokazatelna.

Sam Godel pripousti podobnost svého postupu pro vytvoreni takové for-
mule s paradoxem lhafe, nebot se zde, stejné jako v paradoxu lhafe, vyuziva
autoreference. Zaroven vsak upozornuje, 7Ze tato podobnost se tyka jen au-
toreference, jelikoz véta tvrdici svou vlastni nedokazatelnost (na rozdil od
vyroku ,ted pravé 1zu“) neni zacyklena, ,nebot turdi nejdrive nedokazatel-
nost urcité formule a teprve dodatecné (a ponékud neocekdvané) vyjde najevo,
Ze tato formule je zrovna ta, ve které to o ni bylo vyjadieno” Godel (1931).

Prestoze je diikaz proveden v systému PM, nerozhodnutelnou vétu lze na-

lézt v kazdém formalnim systému, ve kterém lze definovat pojem ,,dokazatelna
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formule®,  figura dikazu“ a ,t¥idovy znak® (jak Godel fika formuli s jednou
volnou proménnou typu piirozengch ¢isel — rozuméjme v jazyce aritmetiky)
a ve kterém je kazda dokazatelna formule v zamyslené interpretaci (tj. ve
standartnim modelu aritmetiky) pravdivd. Druhy ptedpoklad v8ak Godel
chce nahradit predpokladem (dle vlastnich slov) |, cisté formdlnim a mnohem
slabsim“ ne7 je korektnost — a tim je predpoklad tzv. w-bezespornosti.t

My se ovSem jistymi prostiedky prekracujicimi danou teorii dokadzeme
presvédcit o pravdivosti oné nerozhodnutelné sentence. Skutecnost, ze véta
nerozhodnutelna ve formalnim systému je (slovy Godela) ,,rozhodnutelnd tvva-
hami metamatematickymi®, vede podle Gddela k piekvapivym dusledkium
ohledné dukazu bezespornosti forméalnich systémi. Z téchto dusledku pro-
nasi ve ¢tvrtém oddilu své publikace Godel (1931) vyrok, ktery je pozdéji
oznacovan jako druh& Godelova véta o netplnosti. Pod timto nazvem bude
popsana pozdéji v samostatné kapitole.

Vratme se jesté ke Godelem vyicenému disledku jeho vlastnich vysledki,
ktery zminuje v Godel (1931) jesté predtim, nez preciznéji rozebere dikazy
vét o neuplnosti: ,, V' systémech podobnijch PM nebo Z-F teorii mnoZin se
budou vidy vyskytovat relativné jednoduché problémy teorie obycejnich cisel,
které se z jejich vlastnich ariomi nedaji rozhodnout®. V tomto znéni se vy-
skytuji mozna ne tplné presné vymezené pojmy jako ,systémy podobné PM*
nebo ,relativné jednoduché problémy teorie obycejnych ¢isel. Abychom si
tyto pojmy mohli vysvétlit, uvedu jesté jiné znéni prvni Godelovy véty ze
zdroje Godel (1995)2:

,Pro kazZdy dobie definovany systém azxiomi a odvozovacich

pravidel, ktery obsahuje nebo je schopen vyjddrit aritmetiku,

LObecné nazveme teorii T w-bezespornou pravé tehdy, kdy# v ni neni mozné pro néjakou
formuli o jedné volné proménné p(x) (nebo tiidovy znak, jak tomu Fikal Godel) dokazat

zaroveh p(0), p(1), p(2), atd. pro vSechna pfirozena ¢isla a zaroven —Vx p(x)
2Vol. 3, str. 304-323. v feském piekladu z publikace Dostalova (2010)
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vZdy existugi diofantické problémy, které jsou témito axiomy
a pravidly nerozhodnutelné, a to za pouhého predpokladu, Ze

nejsou odvoditelné Zdadné nepravdivé vyroky tohoto typu.“

Po provedeni porovnéani téchto dvou podobnych verzi prvni Godelovy
véty nadm bude jasné, ze za ,systém podobny Principia mathematica nebo
systém axiomi teorie mmnozin Zermelo-Fraenkela® Godel povazoval ,dobre
definovanyj systém axiomaii a odvozovacich pravidel”, ktery je schopen vyjadrit
aritmetiku. V Godel (1931) Godel sviyj dikaz vysvétluje pouze v systému
Principia mathematica s pfislibem, ze podrobnéjsi pojednani a pfevedeni do
jinych systémi bude nésledovat v pozd&jsi publikaci®. V o¢ekdvaném druhém
pokracovani svého dila sliboval piedlozit podrobnéjsi postup dikazu (ktery
v dile T povazuje jen za nacért) a obecnéjsi pojednani vysledkiu. AvSak uz
vysledky z prvniho dilu byly dostateéné pochopeny a prijaty, takze nebylo
nutné vydavat pokracovani.

Druhy termin, totiz ,relativné jednoduché problémy teorie obycejnych
¢isel“, nam zase o néco vice priblizi pojem z druhého znéni véty — , diofantické
problémy*“. Diofanticky problém je vlastné Y;-sentence v jazyce aritmetiky,
tj. sentence obsahujici na za¢atku existencni kvantifikitory (které se tedy

vztahuji na celou sentenci) a dale jiz zadné dalsi (neomezené) kvantifikatory.

2.1 Vyznam prvni Godelovy véty

Prvni Godelova véta znamenala velky pfevrat v moderni logice a tak neni
divu, Ze lze dnes najit velké mnozstvi jejich verzi. Uvedme si pro piiklad

formulaci z jedné soucasné ucebnice logiky.

3To vysvétluje o¢islovani nazvu tohoto ¢lanku jakozto prvni dil.
40viem pouze v naSem kontextu; jak mé upozornila mé kamaradka, vynikajici ma-

tematicka a logicka Jana Glivicka, v jinych kontextech je bézné trochu jiné uziti terminu
diofanticky problém, kdy se mysli pouze ty ¥i-sentence, ve kterych uz neni ani zadny dalsi

omezeny kvantifikator.
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Véta 1. Necht T je rekurzivni axiomatizovatelnd teorie s aritmetickym ja-
zykem a necht v modelu N (tj. ve strukture prirozengjch ¢isel) plati teorie T
(¢imZ mdme na mysli, Ze v tomto modelu plati vSechny axiomy teorie T). Pak

T je neiplnd.’

Tato véta Fika nejen, 7ze teorie T (muze ji byt Peanova aritmetika ale i
kazdé jeji rekurzivni bezesporné rozgifeni) je netplna, ale také, ze takovou
teorii nelze ziplnit pridanim jednotlivych axiomi nebo schémat platnych ve
struktute prirozenych ¢isel. Kazdym takovym pridanim vznikne rekurzivné
axiomatizovatelna, tedy opét nedaplna teorie. (Toto tvrzeni lze zesilit tim, Ze
oslabime pozadavky na teorii. Napriklad v publikaci Svejdar (2002) je uve-
deno podobné tvrzeni i dikaz pro Y-korektni teorii, coz je takova teorie, ktera
dokazuje pouze ty Y-sentence, které plati ve struktufe pfirozenych ¢isel.)

Chceme-li piejit k filosofickému vyznamu (ov§em filosofickymi p¥istupy
se budeme podrobnéji zabyvat az pozdéji) Godelovy véty, pokusme se vyjit
z jakéhosi ,,vyznamového priniku“ jejich nejcastéji se vyskytujicich formu-
laci, abychom se mohli zac¢it trochu osvobozovat od matematicko-technickych
jednotlivosti konkrétnich verzi. Tento prinik podle mého nazoru dobte vysti-
huje Dummett ve svém ¢lanku Dummett (1963), a proto jeho vyrok vyuziji
k podtrzeni pro nas zasadni myslenky prvni Gédelovy véty: ,, Pro kaZdy intu-
itton€ korektni formdlni systém pro elementdrni aritmetiku existuje tvrzend,
které je v ramci tohoto systému vyjddritelné ale ne dokazatelné (ani vyvrati-
telné) a jehoZ pravdivost dokdzZeme zjistit. “

Toto povazuji za srozumitelné vyjadieni nosné myslenky Godelovy véty.
I pres své dalekosahlé dusledky nejen v logice a filosofii ale i ve vice ¢i méné
piibuznych disciplindch je znéni samotné Godelovy véty a jeji ditkaz pro-
veden technicky velmi ¢isté a neobsahuje nic, co by se vzdalovalo formél-
nimu matematickému vyjadfovani. Pt¥i formulaci své prvni véty o netplnosti

vyuzil Godel autoreferenci a kdédovani. Duvtipnost tohoto kroku umoznila

57Znéni uvedeno podle knihy Logika — Netplnost, slozitost a nutnost, Svejdar (2002),
str.318.
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vyjadieni hlavni myslenky Godelovy véty ve formélnim aritmetickém jazyce.
Godel zakodoval syntaktické objekty (termy, formule, dikazy) jako ¢isla nebo
posloupnosti ¢isel tak, aby bylo mozné formalné reprezentovat klicové syn-
taktické pojmy (ty, které se bezprostiedné tykaji formalniho systému). Déle
vyuzil autoreferen¢niho vyroku, tedy vyroku vyjadiujiciho néjakou vlastnost,
kterou on sdm ma (¢i nema — nebot vlastnost mizeme definovat i jako vlast-
nost ,nemit jistou vlastnost“). Prestoze mluvime o dvou raznych jevech,
nelze je pfi snaze o pochopeni vyznamu Gédelovy véty od sebe oddélit. Roz-
hodné je nelze chapat jako na sobé nezavislé kroky. SpiSe muzeme kodovani

oznadit za zpusob, jak umoznit autoreferenci.

2.1.1 Kodovani a autoreference

Godeluv postup pii sestavovani sentenci, které hovoii samy o sobé (jinak
FeCeno jsou autoreferencni a tvrdi napi. svou vlastni dokazatelnost nebo ne-
dokazatelnost), pouziva jako jeden z hlavnich nastroju jiz zminéné kodovani.
Tendence kodovat formule, resp. pfiradit jisté formuli urcity znak, ktery ji
svym zpusobem zastoupi, ndm mize pfipomenout Hilbertovy tendence zptes-
novat matematiku a formalizovat ji. V jisté n&vaznosti na anticky pythago-
reismus a Leibnizovo heslo ,,Calculemus® Hilberta napadlo, ze kdybychom
oCislovali véty jazyka, dala by se odvozovaci pravidla pfevést na vypocty a
tim padem bychom mohli spoé¢itat, zda je ur¢ity vyrok pravdivy®. I kdyz
se nepodafrilo nalézt obecné algoritmy, jaké si asi predstavoval Leibniz, Hil-
bertova myslenka c¢islovani vétnych formuli byla uzite¢na pro dalsi vyvoj
matematiky, nebot ji Godel vyuzil pravé pro dikaz véty o netplnosti.
Godel vyroky ocisloval tak, aby mohl dokdzat vétu o autoreferenci, tedy
aby ke kazdé formuli o jedné volné proménné mohl existovat vyrok, ktery sobé
pripisuje vlastnost vyjadfenou touto formuli. Je-li tedy napiiklad formule

s vyjadiujici vlastnost byt sudym cislem, pak existuje vyrok V, jehoz cislo

6Peregrin (2008)
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je sudé pravé tehdy, kdyz plati vyrok V. Vyrok tedy bude pravdivy pravé
tehdy, kdyz bude jeho ¢islo sudé — vyrok tedy sam o sobé tika ,,jd mdm sudé
cislo*.

Stejné tak muzeme uvazovat o vlastnosti byt pravdivy. Pokud vSak pfi-
pustime, Ze urcitou pocetni vlastnost muze mit ¢islo vyroku pravé tehdy,
kdyz je vyrok, jehoz je toto ¢islo kodem, pravdivy, musime nutné pfipustit i
to, 7e existuje vlastnost, ktera tika byt nepravdivy. Pak tedy existuje vyrok,
ktery o sobé fika: mé ¢islo je ¢islem nepravdivého vyroku, neboli ,jd jsem
nepravdivy“.

Takovy vyrok by vSak byl sebevyvracejici. Nedopoustime se vsak sporu
nebo paradoxu, protoze nemusime nutné predpokladat, ze vlastnosti byt prav-
divj odpovida pocetni vlastnost.”

Prvni Gddelova véta se vSak zabyva predikdtem dokazatelnosti, nikoli
pravdivosti. Gédel dokazuje, ze takovy korelat dokazatelnosti uz pocetni byt
musi, protoze dokazovani je zalozené na operovani se syntaktickymi formami
vyrazi, které lze pfevést na pocetni operace s ¢isly (coz uz ostatné, jak jsme
vy8e zminili, nahlédl pied Godelem Hilbert). Godel ukazuje, Ze existuje vy-
rok, ktery sdm o sobé tikéa ,jd jsem nedokazatelng“. Takovy vyrok ale nemuze
byt dokazatelny, protoze kdyby byl, bylo by dokazatelné to, co sam iika a
vyrok sam by musel byt nedokazatelny. Dokazatelna nemize byt ani jeho
negace: kdyby byla, byla by dokazatelnd negace toho, co tika, totiz bylo by
dokazatelné, ze je tento vyrok dokazatelny, a tudiz by musel byt dokazatelny.
Dané teorie by tedy byla sporna, coz je v rozporu s predpokladem.

Dojdeme tedy k zavéru, ze ,pro Zddny jazyk, ktery je natolik bohaty, aby
v ném bylo mozné vyjadrit elementdrni aritmetiku, nebude nikdy mozné sta-

novit uplny axiomaticky systém* (Peregrin (2008)).

"V této chvili je zajimavé si pfipomenout vyrok Alfred Tarského (citovaného v Peregrin
(2008)): ,,Md-li byjt nejaky jazyk prosty sporu, nemize byt v jeho rdmci koreldt vlastnosti
byt pravdivy’ pocetni. “
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Autoreferenci (nebo checeme-li ,sebereflexi na trovni jazyka®, jak je hezky
feeno v Zouhar (2005)) piisuzuji klicovou roli v myslence Godelovy véty a
davam ji do spojitosti i s dalsimi paradoxy v disciplinach, které zachazeji
s prirozenym a formélnim jazykem (z nichZ jmenujme alespon nejznaméjsi
Russelltiv paradox v naivni teorii mnoZin a paradox lhaie ve filosofii)® .

Zamysleme se nad tim, jaké mame moznosti k popisu celku uvniti sebe
samého, konkrétnéji (resp. aplikovatelnéji na piipad vét o neaxiomatizovatel-
nosti forméalnich systémi), jak popsat formalni systém uvniti ného samého.
Vsimnéme si, ze v prirozeném jazyce nam odkaz na formuli, kterd popisuje
sama sebe, zajistuji typicky napf. ukazovaci zdjmena ,toto“, ,tato. Nejzna-
méjsi piiklad autoreferenéniho vyroku (vedouci mimo jiné k jiz zminénému
paradoxu lhafe) je véta, kterd o sobé tvrdi, Ze je nepravdiva, tedy A (¥ika,
ze): ,, Véta A je nepravdivd®. Dalsi zpusob, jak vyjadiit sebepopirajici vétu,
je tici: , Tato veta nent pravdivd. “ nebo ,, Toto neni pravda.“

V jazyce formalnim lze tento zptisob odkazu zajistit, jak jsme vidéli, ko-
dovanim. A pravé pomoci kodovani a véty o autoreferenci Godel umoznil
(nékterym, pro nas podstatnym) vétam v jazyce aritmetiky schopnost uka-
zovat na sebe samé.

Autoreference vyjadiena jazykem logiky mé tvar ekvivalence ¢ < ¢ ("¢7),
coz lze Cist tak, Ze sentence ¢ tvrdi, Ze ¢ ma vlastnost . Diky vété o au-
toreferenci mame zajisténo, ze ke kazdé aritmetické formuli ¢(x) existuje
aritmetickd sentence ¢ takova, ze Q F ¢ < ¥ ("¢7).? V naSem piipadé bude
uziteéné oznacit si formuli tak, aby bylo dobfe vidét, ze aplikujeme vétu o
autoreferenci na formuli vyjadfujici nedokazatelnost, tedy = Prg(x). Tak je

jasné, zZe ona vlastnost, kterou sama formule prezentuje, je negace dokazatel-

8Pro zajimavost dodejme, Ze ne viechny paradoxy v logice jsou zaloZené na autorefe-
renci. V roce 1993 byl objeven paradox vychézejici z myslenky nekone¢ného fetézce formuli
a vyroku ,kazda dalsi formule (resp. vSechny formule nade mnou) je nepravdiva®. Beringer

and Schindler (2015)
9Q = Robinsonova aritmetika — m4 stejné axiomy jako Peanova aritmetika, ale nem4,

schéma indukce
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nosti (= Provability). Aplikaci véty o autoreferenci tedy dostaneme formuli
v takovou, ze v < —Pro("v?"), tj. formuli fikajici ,,jd jsem nedokazatelnd*.

Polsky logik Alfred Tarski, Gédeluv soucasnik, ktery pojem pravdivosti
matematicky analyzoval, dospél na zakladé rozboru paradoxu lhare (a dal-
sich podobnych paradoxt) k zavéru, Ze jazyk, nema-li byt rozporny, nemiize
byt schopen ve vSech ohledech vycerpavajicim zptsobem pojednavat sam o
sobé; konkrétné ze rozporny je nutné, jak uz jsme si ukéazali, kazdy jazyk,
ve kterém lze o kazdém jeho vlastnim pravdivém vyroku fici, Ze je pravdivy.
Tarského zavérem bylo, Ze o pravdivosti vyroki néjakého jazyka miuzeme ex-
plicitné pojednavat jediné v ramci néjakého jiného, ,bohatsiho* jazyka (a ze
tedy i n&s pfirozeny jazyk neni ,ve skutecnosti“ jedinym jazykem, ale jistou
hierarchii jazykt, z nichz kazdy je schopen pojednéavat o téch ,pod*“ nim),
viz Peregrin (1998a).

Jak poznamenéva doc. Svejdar ve své knize Logika — netplnost, slozitost a
nutnost (Svejdar (2002)), vétu o autoreferenci nenf ani tak t&zké dokézat, jako
ji netrividlnim zpusobem pouZit, coz znamend zvolit formuli ¢(x) tak, aby
rovnice - ¢ < (" ¢") neméla zadné nezajimava feSeni typu 0=0. Zajimavym
piikladem vyuziti véty o autoreferenci netrividlnim zptsobem miize byt napft.
jiz zminény Tarského dukaz nedefinovatelnosti pravdy (kdyby byla pravda
definovatelna, mohli bychom sestavit i sentenci tvrdici ,,jd jsem nepravdivd®.

Doc. Svejdar tuto vétu uvadi (v Svejdar (2002)) v nasledujicim znéni:

Véta 2. Pro Zidnou bezespornou teorii T obsahujici () neexistuje aritmetickd

formule Tr(z) takovd, Ze pro kaZdou aritmetickou sentenci ¢ plati T+ ¢ &
Tr(o").

Tuto vétu (nazyvanou téz Tarského véta o nedefinovatelnosti pravdy)
miizeme do jisté miry povazovat za (logické) potvrzeni jinak spiSe filosofického

zavéru, ze uniformni definice pravdy neexistuje.!”

10Podle Tarského se pravda neda definovat v systémech s prostiedky k autoreferenci.

Napft. Frege vSak ve svém ¢lanku Myslenka (Frege (2011)) fika, Zze pravdu nelze definovat
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2.1.2 Rozpor trovni

Vzhledem k tomu, ze Gédelova sentence je z relevantni teorie formalné nedo-
kazatelnda, ale my jsme schopni nahlédnout jeji pravdivost a tedy ji v jistém
smyslu dokézat, muze se zdat, Ze jsme z tohoto hlediska dospéli ke sporu.
Abychom prokazali, Ze se navzdory puvodnimu zdéni o rozpor nejednéa, mu-
sime si nejprve uvédomit, ze se jedni o dokazatelnost na jiné trovni. Zpu-
sob, kterym se ¢lovék dobird pravdy, neni totiz stejny jako zpisob, kterym se
pravdy dobiré logika, ktera se pevné drzi danych pravidel a vyvozuje disledky
z vychozich principti. Matematicky termin dikaz ve fregovsko-hilbertovském
formalnim smyslu zcela postihovat to, co je jako dikaz brano intuitivné. Prave
Godelova véta je ukazkou tohoto rozdilu — zatimco matematické chapéani
dokazovani je postaveno na pevné soustavé odvozovacich pravidel, soustava
pravidel, o které se ve skutecnosti opira nas rozum, je zasadnim zpiisobem
soteviend® (Dummett (1963)).

2.1.3 Diagonalni argument

Godeluv teorém i dukaz je zalozen na celkem jednoduché myslence, kterou
vSak neni snadné kvuli komplikovanému pivodnimu znéni prohlédnout. 1
proto vznikaji mnohé zjednoduSené interpretace a verze, které se snazi za-
chovat podstatu véty. Jednim z prikladi mize byt i diagondlni argument —
metoda jak pochopit vyznam Gddelovy véty pomoci tabulky a jednoduchého
algoritmu o par krocich. Zaroven na tomto argumentu zietelné uvidime apli-
kaci kodovani a autoreference.!!

Jaroslav Peregrin uvadi ve svém ¢lanku Peregrin (2016) nékolik p¥ikladi

vibec. Kazd4a pripadna definice by totiz musela udat n&jaké (nutné a postacujici) pod-
minky pro pravdivost. U kazdé véty, jejiz pravdivost zkoumame, bychom se pak museli
ptat, zda je pravda, Ze tyto podminky spliiuje. Jakikoli definice pravdivosti tedy musi
pravdivost pfedpokladat a je kruhova.

Myysvétleni diagonalniho argumentu vychézi z ¢lanku Jaroslava Peregrina Peregrin

(2016), ktery vyjde na podzim ve sborniku Miscellanea Logica.
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uplatnéni diagonalniho argumentu, které ndm mohou usnadnit pochopeni
,path-breaking problems® — dilezitych tvrzeni moderni logiky nebo para-
doxti. Diagonalni argument nam naptiklad umozni nahlédnout, Ze mnozina
mé vice podmnoZzin ne7 prvki (= Cantorova véta o tom, Ze potence mnoziny
je v&tsi, nez samotna mnoZina), nebo algoritmicka nefesitelnost problému
zastaveni Turingova stroje.

My si velmi stru¢né ukazeme pouziti této metody na piikladech, které
nas dovedou k Russellovu paradoxu a teorému o netplnosti. Tuto metodu
uvadim pouze jako zajimavou moznost, jak dospét ke Godelovu teorému a
vysvétlit, pro¢ plati. étenéfﬁm, které tato metoda zaujme, doporucuji ¢lanek
Peregrin (2016).

Metodu diagonéalniho argumentu si nejprve vysvétlime na jednoduchém
prikladu: predstavme si, Zze mame ¢tvercovou tabulku o n sloupcich a n rad-
cich, kde kazdé pole obsahuje 1 nebo 0.2 Ptdme se, mtizeme-li piidat sloupec
(n+1), ktery v tabulce jesté neni — tedy sloupec, ktery obsahuje 1 a 0 ale ne-
shoduje se s zddnym predchozim sloupcem. Jednoduchy a jisty postup, jak
takovy sloupec vytvofit, je vypsat tzv. antidiagonalu, tedy vypsat opacné
hodnoty nez se nachézi na diagondle z horniho levého rohu do dolniho pra-
vého — do prvniho pole sloupce n + 1 napsat opa¢nou hodnotu nez je v poli
(1—1), do druhého Fadku opa¢nou hodnotu nez je v poli (2 —2) a tak déle az
do n-tého pole sloupce n + 1, kde bude opa¢né hodnota nez je v poli n — n.
Takto mame zajisténo, ze pridany sloupec se ve vSech Fadcich 1isi od sloupcti
predchozich.

Touto metodou si mizeme celkem jednoduse ukazat vznik paradoxu: Za-
¢neme tim, Ze si v8echny vlastnosti pevnym zpusobem ocislujeme (p1, p2,
atd.). Nyni prvnimu sloupci pfifadime prvni vlastnost, druhému sloupci dru-
hou vlastnost atd., stejné tak i prvnimu tadku, prvni vlastnost, druhému

fadku druhou atd. Jinak feceno, vSechny vlastnosti budou postupné vyjme-

2Tuto metodu nemusime nutné aplikovat jen na binarni soustavu, oviem alesponn dvé

rozdilné hodnoty musime mit k dispozici.
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novany ve zvoleném potradi jak v fadcich, tak ve sloupcich. Buniky tabulky
ohodnotime 1 nebo 0 podle toho, zda se vlastnosti navzajem maji nebo ne,'3,
takZe se napt. v buiice (3 — 1) dozvime, zda vlastnost p3 ma vlastnost p;.

Kdyz k takto doplnéné tabulce pridame sloupec odpovidajici antidiago-
néle, zjistime, Ze hodnoty v tomto sloupci vyjadiuji vlastnost nemit sama
sebe. Dostavame tak paradox, protoze na jednu stranu se zda, ze tato vlast-
nost nemiize byt vlastnosti (protoze se nevyskytuje v tabulce vSech vlast-
nosti) ale na druhou stranu se zda byt vlastnosti. Tento paradox je v podstaté
variantou jiz zminéného slavného Russellova paradoxu.

Od tohoto paradoxu se ke Godelové vété dostaneme tim, ze nahradime
vlastnosti za formule z jazyka Peanovy aritmetiky s jednou volnou promén-
nou, které Peregrin nazyva pseudopredikaty (a Godel, jak jsme vidéli vyse,
tiidové znaky), a vyuzitim Godelova kodovani: kazdy pseudopredikat p bude
mit ¢islo "p7, takze se napiiklad v buiice (3 — 1) dozvime, zda o Godelové
¢isle pseudopredikatu p; plati pseudopredikat ps, tedy zda je formule ps("p; )
pravdiva. Mizeme nyni k takové tabulce sestavit antidiagonalu?

Antidiagonala by reprezentovala funkci fikajici o kazdému pseudopredi-
katu , zda ma vlastnost ,,ja nejsem o sobé pravdivy®. Na rozdil od pfedchoziho
piipadu s vlastnostmi (nemit sama sebe) vSak nedojdeme k paradoxu, pro-
toze aritmetika je sestrojend tak, Ze v ni pravdivostni predikat neexistuje.
Existence pravdivostniho predikdtu by totiz vedla ke sporu, protoze by zna-
menala také existenci predikatu ,,nebyt pravdivy sam o sobé“, a tudiz by
bylo mozné antidiagonédlu zkonstruovat. Proto pravdivostni predikat nemtze
byt mezi pseudopredikaty (coz je vlastné jiné vyjadieni Tarského véty, ktera
je zminéna v piedchozi podkapitole).

Nyni od rekonstrukce Tarského véty prejdéme k rekonstrukei Godelovy
véty o netdplnosti. Pravé popsanou tabulku upravime tak, ze v ni bude vy-

jadrena dokazatelnost a ne pravdivost, napt. v buiice (3 — 1) se tedy do-

13Ve smyslu v jakém vlastnost byjt cerng ma vlastnost byjt barva, ale neméa vlastnost byjt

sudyj
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zvime, jestli ma ¢islo "p; 7 dokazatelné vlastnost ps (pokud je tam 1) , nebo
ji naopak dokazatelné nema (pokud je tam 0, tj. formule p3("p; ") je vyvra-
titelnd). Co by se tedy objevilo v piipadné antidiagonale? Z popisu tabulky
plyne, Ze by antidiagonala vyjadfovala vlastnost pseudopredikatu ,,ja nejsem
o sobé dokazatelny“. Godel ukazal, ze dokazatelnost ovsem pseudoprediké-
tem v aritmetickém jazyce vyjadfit 1ze. To znamena, Ze je vyjadfitelna i
vlastnost odpovidajici pripadné antidiagondle. z toho mizeme vyvodit, Ze
abychom se antidiagonéle a s ni i sporu vyhnuli, nutné nemohou byt vSude
v tabulce hodnoty 0 a 1. Existuje tedy sentence, kterd nemiize byt vyvrati-
telnd ani dokazatelna, jinak feceno nezavisla sentence. Peanova aritmetika je

tedy netplna.

Zavérem k prvni Godeloveé véte

Hilbertiv pokus prevést otazku pravdivosti jakéhokoli tvrzeni na otazku jeho
dokazatelnosti a otazku dokazatelnosti na otazku existence urc¢itého vztahu
mezi matematickymi objekty se podle Peregrin (1998a) mohl od zacatku
zdat odporovat zdravému rozumu. Osobné povazuji disledek Godelovy véty

za potvrzeni, Ze v tomto smyslu je tfeba dat zdravému rozumu za pravdu.
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3. Druha Godelova véta

Druha Godelova véta je piimym dusledkem véty prvni. Godel ji také uvadi
ve stejné publikaci jako prvni vétu o netuplnosti (Goédel (1931)) a uz v avodu
tohoto spisu na ni piipravuje ¢tenafe jako na prekvapivy dusledek svého
prvniho teorému. Vétu vyslovuje pro systém P, ktery popisuje jako ,systém,
ktery obdrzime, jestlize propojime Peanovy aziomy s logikou PM' (¢isla jako
individua, relace ndslednika jako nedefinovany zdkladni pojem)*“* a uvadi ji

v tomto znéni:

Véta 3. Necht je X libovolnd rekurzivni bezespornd tiida formuli, pak plati:
vétnd formule vyjadrugici, Ze X je bezesporné, neni X-dokazatelnd; zejména
v P neni dokazalelnd bezespornost P za predpokladu, Ze P je bezesporné

(v opacném pFipadé je oviem dokazatelny kaZdy vyrok).

Tuto vétu si mizZeme pretfikat témito slovy: Je-li systém P bezesporny,
nelze jeho bezespornost zaloZit Zadnym metamatematickym dukazem, ktery

by bylo mozné reprezentovat uvniti samoitného systému PM.

Filosoficky vyznam prvni a druhé véty nelze tplné odlisit. Jednak proto,
ze, jak jiz bylo fe¢eno, druhé véta vyplyva z prvni, a také proto, ze evidentné
obsahuji shodné dilezité znaky a divtipné kroky, které viibec umoznily obé

véty vyslovit. Mam na mysli autoreferenci a kdédovani. V Godelem uvede-

!Tedy Principia mathematica
2Godel (1931), str.69

41



ném prvnim znéni druhé véty mizeme myslenku kodovani rozpoznat v tiseku
Lvétnd formule vyjadiugici, Ze X je bezesporné®. Autoreference je dokonce
jesté evidentnéjsi, vzhledem k tomu, Ze autoreferencni uz je samotné znéni
véty, nema smysl ji uvadét zvlast. Nebudu se tedy poustét do rozboru toho,
jak Godel postupoval pii formulaci a diukazu tohoto teorému, nebot bych tim
nepfinesla nic, co by nezaznélo jiz v piedchozi kapitole.

Hlavni vyznam druhé Godelovy véty spatiuji predevsim v tom, Ze se
stala explicitnim prohlaSenim neproveditelnosti ¢asti Hilbertova programu.
Sam Godel povazuje tuto vétu za prokazani nevycerpatelnosti matematiky a

evidenci netiplnosti matematiky (Tieszen (2011)).
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4. Castecna rehabilitace Hilbertova

programu?’

vvvvvv

programu, kterym je snaha o absolutni dikaz bezespornosti zarucujici zé-
roven pravdivost (ovSem, jak jsme vidéli, pravdivost v Hilbertové smyslu,
tedy v pomérné slabém smyslu, viz kap. 1.2 — Hilbertuv program) axiom,
resp. celého systému matematiky. Na tento pielom lze vSak také nahlizet jako
na vyzvu co nejvice se priblizit diikazu bezespornosti aritmetiky s pouzitim
pokud mozno pouze finitnich metod, nebo alespon co nejomezenéjsich infi-
nitnich metod. To se do zna¢né miry podarilo Gerhardu Gentzenovi, ktery
ve svych dikazech bezespornosti Peanovy aritmetiky z let 1936 a 1938 pouzil
sice prostiedky teorie mnozin, ale vystacil si vyuzitim ordinalnich c¢isel pouze

omezené velikosti.

4.1 Myslenka Gentzenova diikazu bezespornosti

Peanovy aritmetiky

Gentzen ve svych pracich definoval kalkulus pfirozené dedukce a sekventovy
kalkulus. Lze Fici, ze tak zalozily teorii dikazu (v konkrétnégjsim a soucasnéj-
$im slova smyslu, nez v jakém jsme tento termin pouzivali pii popisu Hilber-

tova programu). Napsal dva dikazy bezespornosti Peanovy aritmetiky, prvni
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v roce 1936, kdy pouzil kalkul pfirozené dedukce, druhy o dva roky pozdéji
v sekventovém kalkulu. V obou pfipadech se jedna o nesmirné rozsahly dikaz.

Popis prubéhu a vysvétleni obou Gentzenovych diikazu 1ze najit v Horska
(2011) a podrobnéji téz v publikaci Horska (2014). Pro ucely této prace si
predstavime jen hlavni myslenku z dikazu v sekventovém kalkulu z roku
1938. Mé shrnuti pravdépodobné pftiblizi pribéh dikazu v mnohém nedosta-
tecné, ale alespon se pokusim poukazat na zminhované omezené pouziti teorie
mnozin. Oba Gentzenovy dikazy jsou zaloZeny na stejné myslence, totiz ze
v Peanové aritmetice se daji odvodit jen pravdivé sekventy (Horska (2011)).

Dikaz probiha sporem. V Peanové aritmetice zkusime odvodit sporny
sekvent, ktery znacime < => . Kdyby takovy sekvent v Peanové aritmetice
byl odvoditelny (dokazatelny), bylo by mozné jeho odvozeni pievést na tzv.
jednoduché odvozeni. ! Sporny sekvent viak nemiiZe mit jednoduché odvozeni
(coz se dokdze pomocnym lemmatem).

Odvozeni sporného sekvent redukujeme na jednoduché odvozeni. Redukce
odvozeni se provadi pomoci péti redukcénich kroktu. Kazdé odvozeni je ocis-
lovano ordinalnim ¢islem men$im neZ €y — toto je zasadni krok pro omezeni?
pouziti teorie mnozin — ordinalni ¢islo €y je horni hranice, maximum, co z te-
orie mnozin pouzivame. Kazdému odvozeni vzniklému jakymkoli redukénim
krokem z piedchoziho bude prifazeno ordinalni ¢islo ne vétsi nez ordinalni
¢islo predchoziho odvozeni. Ordinélni ¢isla se prifazuji sekventim podle ur-
¢itého algoritmu (popsaného rovnéz v Horska (2011), str. 84.)

Kazdy z péti redukénich kroki se aplikuje, dokud je to mozné a po posled-
nim patém kroku se muze opét piejit k prvnimu a takto stale dokola. Redukci
ordinalni ¢isla odvozeni postupné klesaji, byt ne nutné v kazdém kroku. Jeli-

koz jsou ordinélni ¢isla dobfe usporddand, nelze z nich vytvorit nekone¢nou

1Coz je odvozeni, které je bez volnych proménnych, ma jen tzv. matematické inicialni
sekventy a strukturalni pravidla a fezy aplikuje jen na atomické vstupni formule. Formal-

néjsi definici a podrobny dikaz lze najit v Horska (2011) nebo v Horska (2014)
20vgem omezeni neznamen4 tiplnou eliminaci teorie mnozin. Tady jesté jednou vidime,

7e tento dukaz pfece jenom neni absolutni, nebot stéle probiha v rozsifené teorii.
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klesajici posloupnost. Muzeme si tedy byt jisti, Ze nas redukéni kroky do-
vedou k odvozeni, kterému bude pfifazené piirozené ¢islo. Odvozeni, jehoz
ordindl je prirozené Cislo, odpovida definici jednoduchého odvozeni. Jedno-
duché odvozeni sporu vSak neexistuje. Sporny sekvent tudiz nelze odvodit.

Peanova aritmetika je tedy bezesporné.
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5. Mozné pristupy ke Godelovym

vétam

Godelovy véty inspiruji mnohé myslitele k riznym filosofickym interpreta-
cim. My se zaméfime piedev§im na interpretace o nemoznosti poznani fun-
govani lidské mysli a nezachytitelnosti lidského mysleni formalnimi systémy,
které vyvolavaji diskuze o mezich matematickych néastroji a omezenosti in-
formacnich technologii vici lidskému mysleni. Napiiklad celkem rozsiteny je
vyklad, ze Godelovy véty prokazuji, ze lidské mysleni nelze algoritmizovat.
Takoveé zavéry jsou v8ak mnohymi logiky ¢ analytickymi filosofy povazovany
za nepodloZené a prehnané.!

Zavéry podobného typu a dalsi dsudky o povaze mysleni nejsou podle
jsme navzdory témto vétam schopni (patrné na rozdil od pocitacového pro-
gramu, ktery musi byt ur¢en néé¢im podobnym jako souborem axiomu a od-
vozovacich pravidel) prokazat pravdivost Godelovy sentence. Miizeme tedy
jiz nyni tusit, ze v rozdilnosti pfistupt ke Gédelovym vétam bude hrat velkou
roli rozdil mezi pravdivosti a dokazatelnosti.

To, Ze tvrzeni (pivodné pouze) o axiomatickych teoriich dovedla nékteré
myslitele k zavérum o povaze lidské mysli a mezich schopnosti poc¢itaci, mu-
Zeme na jednu stranu vnimat jako nepfiméreny az absurdni presah a argu-

mentovat tim, Ze by se takova tvrzeni neméla vykladat mimo sviij obor, na

1Jejich kritiku najdeme napiiklad v Peregrin (1998b).
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druhou stranu ho mizeme vnimat jako pfirozené vyusténi, které nepiekva-

pivé presahuje ramec discipliny, ve které byl vyrok ptivodné pronesen.
Predstavme si silné a slabé stranky moznych pristupti ke Goédelovym

vétam, které jsem pro prehlednost rozdélila podle disciplin, ze kterych vy-

chazeji.

5.1 Pristup popirajici filosoficky vyznam Go-
delovych vét

Mnozi logici a analyticti filosofové varuji pfed undhlenymi interpretacemi a
undhlenymi pfesuny vyznamu Godelovych vét do jinych disciplin, napt. do
filosofie mysli. Prezentovat vyroky typu ,, Gddeliv teorém je piileZitosti pro
nové ocenéni sily tvircéiho rozumu.“ (Nagel and Newman (1958)), ,,Lidskd
mysl je nedostiznd formalismem.“ (Nagel and Newman (1958)), nebo ,, Mys!
nelze vysvétlit jako stroje.“ (Raatikainen (2005)) jako dusledky vét o netpl-
nosti formalnich systémiu se opravdu muze jevit jako nerelevantni vyklad.

Podle nékterych logiki by vyznam Godelovych vét mél ziustat pouze u
toho, co samy véty fikaji — kazdé rozumné rekurzivni rozsireni Peanovy arit-
metiky je netuplné — v systémech vychézejicich z Peanovy aritmetiky nelze
dokéazat jejich vlastni bezespornost — a nevyvozovat z téchto tvrzeni zadné
disledky o povaze lidské mysli. Na prvni pohled se skutec¢né mize zdat, ze
Godelovy teorémy nefikaji nic jiného, nez Ze je systém, ktery je prijatelnym
roz8ifenim PA, nedplny.

Avsak na druhou stranu je dobré si uvédomit, ze pii sestavovani vét o
netplnosti Godel vzal jednu ze schopnosti lidské mysli — a to schopnost usu-
zovat o prirozenych ¢islech — a ukézal, Ze tato schopnost v nécem presahuje
schopnosti kazdé pouzitelné axiomatiky. Z tohoto pohledu uz zavéry o povaze
matematiky a lidské mysli vyznivaji prirozenéji.

Nékomu by se mohlo zdat, ze Godelovy véty jsou dobrym vychozim bo-

47



dem & dokonce navodem pro popis lidské mysli. (K takovému nézoru mize
navadét skutecnost, ze jejich dikaz je dostate¢né konstruktivni (v intuici-
onistickém slova smyslu), aby obsahoval ur¢ity navod.) V takovém piipadé
by uz bylo podle mého nazoru rozhodné na misté takové napady usmér-
nit a zdtraznit, ze navod, ktery Godeluv dikaz obsahuje, je (pouze) navod
jak k formalnimu systému najit vyrok, jehoz pravdivost tento systém ne-
umi odhalit. A konstruktivismus dikazu je korektni chapat pouze ve smyslu
intuicionistické logiky.

Avgak matematiku ani logiku nelze, jak doklada mnoho jinych (nejen)
matematickych problémi?, aplné odstiihnout od jinych disciplin. Z mého
pohledu celkem racionélni piistup ke Godelovym vétam, ktery popsal Jaro-
slav Peregrin v Peregrin (2008), je nahlizet na né jako na ,odhaleni zcela
necekané obranné linie jazyka, kterd ndm nedovoluje zmocnit se pravdivosti
zpusobem, ktery by zkratkou obesSel bezné mechanismy hleddni pravdy. “

Zavérem lze tedy zjednoduSené prohlasit, ze Godelovy véty sice musime
interpretovat opatrné, ale ona opatrnost by nam nemeéla svazovat ruce a ne-
méla by zpusobit to, Ze se nevymanime z relativné tzkého oboru matema-
tiky. Pfi pfehnané opatrnosti bychom mohli dospét k zavéru, ze Godelovy
véty nefikaji viibec nic. Nenesly by tim padem zadny vyznam a mohly by

byt vnimany jako zbytec¢né.

2Mam na mysli napf¥. paradoxy, které vznikly na poli logiky, ale daji se celkem snadno
prefikat v prirozeném jazyce, nebo naopak — napf. paradox lhare vzeSel z pfirozeného

jazyka, ale lze ho vyjadfit ve formalnim jazyce n&jaké axiomatizovatelné teorie
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5.2 Vyznam Godelovych vét ve filosofii

Umirnéné i radikalngjsi intepretace Godelovych vét a jejich presahy (prevazné
do filosofie) se zakladaji na myslence, kterou si dovolim formulovat podle
Dummettova ¢lanku Dummett (1963). Autor v ném vysvétluje, ze z Gode-
lovych vét vyplyva, ze vzdy budeme schopni na zakladé svého intuitivniho
pojeti ur¢itého pojmu (konkrétné pojmu piirozeného ¢isla) rozhodnout o
pravdivosti urcitych tvrzeni, i kdyz tuto pravdivost neni mozné odvodit ze
samotného popisu uziti téchto tvrzeni.

Zda se, ze lidé nemaji problém pochopit, ze nékteré véty jsou ve formalnim
systému nerozhodnutelné. To, co je pro né obtiznéjsi, je pochopit, Ze zrovna
véta, kterd je pravdiva a my to o ni umime zjistit, miize byt nerozhodnutelna.

Jak lidska mysl dokaze nahlédnout pravdivost urcitého vyroku, ktery pfi-
tom formalni systém neumi dokézat? Predstavme si situaci (podobna je uve-
dena v Zouhar (2005)), kdy pocita¢ vypisuje pouze pravdiva tvrzeni o pii-
rozenych cislech. Predpokladejme déle, Ze tento pocitac¢ je naprogramovan
pomoci formalniho systému, na néjz se vztahuje Gédeliv vysledek a v némz
jsou dokazatelna vsechna tvrzeni, kterd kdy pocita¢ vypise. Tento pocitac
nemiuze vypsat tvrzeni, které neni v tomto formalnim systému dokazatelné.
Mimo jiné tedy nebude schopen vypsat néktera pravdiva tvrzeni.

Znamené to snad, jak tvrdi nékteré vykladacské teorie, Ze lidskd mysl
je schopna néceho, ¢eho neni schopen zadny, byt sebedokonalejsi formalni
systém?

Sam Godel se do urcité miry domniva ze ano. Goédelové postoji k jeho
vlastnim vétam bude vénovana nésledujici kapitola, ale nejprve bude uzi-
teCné se zamérit na Godelovo chapani pojmu analyti¢nosti. Jeden z moznych
dusledka Godelovych vét je totiz ten, ze matematiku nemuZzeme povazovat za
analytickou v bézném slova smyslu, proto bude zajimavé zjistit, jak se k to-
muto pojmu Gdédel stavél, o cemz miuzeme ziskat predstavu z ¢lanku Martin

(2005). Ten uvadi, ze Godel rozlisuje dva smysly analyti¢nosti:
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1. ,purely formal sense that the terms occuring can be defined in such a
way that the axioms and theorems become special cases of the law of

identity“
2. ,owing to the meaning of the concepts occuring in it“

Klasické predstava analyti¢nosti v pojeti analytické filosofie je ta, 7e ana-
lyti¢nost znamena pravdivost pouze na zdikladé vijznamu, pricemz vyznamem
nékteri analytic¢ti filosofové rozuméji pravidla uzivani vyrazu.

Axiomy Peanovy aritmetiky jsou pii takovémto piistupu chépany jako
pravidla uziti aritmetickych vyrazi a plati tedy rovnost znalost ariomi a
pravidel odvozovdni = znalost vijznamu viyrazi, a vSechny teorémy jsou tedy
analytické. Jenomze z Godelovych vét se zda, Ze axiomy nepopisuji ¢isla
jednoznacné, takze existuji i jiné aritmetické pravdy nez teorémy PA.

Podle Dummetta mame vSichni pojem pfirozeného ¢isla, ale zadny ko-
ne¢ny popis naseho uzivani aritmetickych tvrzeni nemize plné vysvétlit jeho
charakter; ,,to je vidét na prikladu faktu, ze vzdy budeme schopni na zakladé
svého intuitivniho pojeti tohoto pojmu rozhodnout o pravdivosti urc¢itych
tvrzeni, i kdyz tuto pravdivost neni mozné odvodit z popisu uziti téchto
tvrzeni.“?

Namitka, Ze axiomy PA nemohou byt povazovany za urcujici vyznam,
eli protinamitce, Ze tu totiz predpokladame cosi jako piirozeny model (tj.,
ze vime, jak pfirozena ¢isla vypadaji) — to pravé déla Godel. Predpoklad
takového modelu vSak nemusi byt Gplné samoziejmy.

Martin si nemysli, Ze by matematické pojmy musely byt instancionalizo-
vany — Ze by se kazdému pojmu musela pfifadit jedna konkrétni véc (,, For
myself, I have doubts both about the fact of instantiation and about whether it
is important for mathematics. “)*). Godel se hlasi k jisté tezi o analyti¢nosti

aritmetiky, avSak tuto analyti¢nost chape v jiném slova smyslu, nez bychom

3Filosoficky vyznam Godelovy véty, (Dummett (1963) , str. 335)
4Martin (2005), str. 220
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predpokladali. Také se hlasi k pfirozenému modelu v tom smyslu, Ze existuje
cosi jako matematicka ,,objektivni realita“, kterou nemtizeme stvofit nebo
zménit, miiZeme ji pouze vnimat nebo popsat®. Zda se, 7e jeho chipani ana-
lyti¢nosti se postupné vyvinulo a nakonec se ligilo od ,standardniho® (tak,
zminénych vyznamech, v jakych analyti¢nost, jak jsme poznamenali, podle
Martina nékdy Godel také chapal): I wish to repeat that ,analytic‘ here
does not mean ,true owing to our definitions’, but rather ,true owing to the
nature of the concepts occurring [therein]“Godel (1995). Podle ngj muzeme
tento vyznam nahlizet Cisté intelektudlné, je tedy neempiricky, ale neni dany
nami stanovenymi pravidly uziti, ale naopak tato pravidla uziti z ptislusného
pojmu, ktery ma svoji objektivni nezavislost, néjakym zptsobem vyplyvaji
(, What is wrong, however, is that the meaning of the terms (that is, the
concepts they denote) is asserted to be something man-made and consisting
merely in semantical conventions.“; ,,...mathematics is based on arioms with
real content, because the very existence of the concept of e.g., ,class® consti-
tutes already such an aziom“Godel (1995).

Godel veéril, ze mame jakousi schopnost percpece abstraktnich objekti.
Jeho chapéani percepce nam podle Martina miize pfipominat Kantav cisty
nazor.% To pak podle Martina piirozené dovedlo Gédela k Husserlovi a feno-

menologii.

5 ,We cannot create or change, but only perceive and describe.“, (Gddel (1995))
6Ji% nyni je dobré si uvédomit, Ze i pies uréité podobnosti s Kantovou filosofii se Gddel

diva na nékteré pojmy téméf opaéné, napf. to, co Godel nazyva analytickym odpovida

(v jisté, byt patrné velmi omezené mife) spise Kantovu syntetickému.
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5.2.1 Godel proti mechanismu na cesté k fenomenologii

Ti, ktefi do hloubky studuji Gédelovy matematické vysledky budou mozné
prekvapeni spojenim Gddela s fenomenologii. Spise by ho spojili s Platonem.
Godel se v8ak zacal o fenomenologii zajimat pozdé, takze je velmi pravdépo-
objevy. Je zndmo, ze Gddel byl realista a platonista a jeho filosofické stano-
visko zpocatku nejvice ovlivnili Platon a Leibniz, pak se teprve zacal zabyvat
Husserlovou fenomenologii.

Diikazy o tom, Ze se Godel dival na matematiku véetné svych vlastnich
vysledki fenomenologickyma oc¢ima jsou tézko dohledatelné, protoze Godel
fenomenologii nevénoval nikdy zadnou publikaci. Nicméné z jeho osobnich,
nikdy nevydanych zapiski, a podle mnoha soucasnych autori je evidentni,
ze k ni smétoval. Existuji nazory, Ze si netroufl psat piimo o ni z obavy,
ze by ho analyticti filosofové nemuseli brat vazné. Ostatné i dnes slychame
nézory, ze byl Godel vyborny matematik, ale zvlastni filosof a mnohdy ti,
ktefi jsou fascinovani jeho matematickymi vysledky jsou ponékud zklamani
jeho filosofickymi pracemi.”

Godel se domnival, Ze jeho véty o netplnosti jsou dikazem toho, Ze ma-
tematika je nevycerpatelna. Proto se obratil k filosofii a hledal zptsob, jak
se k takovému zavéru postavit. Relevantni obrazek o jeho filosofickém vyvoji
si muzeme udélat z Filosofickych eseji (Godel (1999)).

V této publikaci najdeme mimo jiné potvrzeni Gédelova platonismu®.

Zasadnéjsi vyznam vSak pro nas méa spiSe jeho negativni pristup k tehdejsi

“Citujme nap¥. Pavla Housera z Houser (2004): Kurt Gédel je postavou na jedné strané
velmi respektovanou, na druhé strané jeho cetné vystielky predstavuji oblibené zpestient
populdrné-védecké literatury nebo Jaroslava Peregrina v reakci na Jifim Fialou napsanou
recenzi Kolmanovy Knihy Filosofie ¢isla, Gddel je jisté jednou z klicovych postav, jeho
filosofické ndazory jsou ale brany spise jako kuriozita neZ jako néco, co by bylo z hlediska

filosofie matematiky skutecné podstatné.“
8Ve smyslu kladeni diirazu na véci neménné a vé¢né, piipadné rozumové; vyslovné se

k nému hlasili i dalsi filosofujici védci jako nap¥. Whitehead
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podobé matematiky. Trochu paradoxné se zastava Hilbertova formalismu,
kterému, jak vime, v podstaté zmafil nadéje na tspésné dosazeni nékterych
programovych cili.

Jeden z problému soucasné matematiky, na které zde Godel upozoriuje,
je mimo jiné ¢asto se vyskytujici nekonstruktivnost dikazi. Je sice mozné
sporem dokazat, ze existuje napt. ¢islo X, které spliuje podminku Y. 7Z di-
kazu vSak vibec nevyplyva znalost tohoto ¢isla a dokonce ani postup, jak ho
najit nebo zkonstruovat.’

Ze zavéru jeho eseji mizeme vyrozumét, ze Godel vklada nadéji do Hus-
serlovy fenomenologie. Pravé ta by mohla byt tim, co védu (nebo alespon
matematiku) odvrati od viry, Ze matematiku lze zredukovat na mechanickou
aplikaci pravidel, na rutinni manipulace takového typu, jaké muze provadét
pocitac.

Z dalgich Godelovych vyjadienich (at uz na pfednéaskach nebo v publika-
cich) je patrné, Ze se stavi proti riiznym formam konvencionalismu ve filosofii
matematiky (Tieszen (2011)) a ze v&fi v lidskou mysl a odmita pohled na ni
jako na nedokonalou a iracionalni.'®

Godel napada Poincarého konvencionalismus, k némuz ho dovedl sou-
Casny vyvoj matematiky — axiomatizace fady matematickych disciplin a
vznik neeuklidovskych geometrii (resp. védomi, Ze prostoru mize odpovidat
vice riiznych geometrii). Poincaré se na zakladé toho domnival, Ze geometrie
nemé empiricky ptivod a nevypovida nic o redlném svété.

(Godel konvencionalismus odmita — podle néj moznost, ze existuji neroz-
hodnutelné matematické problémy, je ukdzka toho, 7e matematika neni jen
nas vymysl. Matematické objekty ocividné existuji nezavisle na nasich roz-
hodnutich.

Na druhou stranu mél Gédel také sklony existenci nefesitelnych problémi

9Godelovu ditkazu netiplnosti se z hlediska konstruktivnosti ned4 nic vytknout.
10Tzy. rationalistic optimism (Tieszen (2011))
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popirat. Raatikainen ve svém ¢lanku Raatikainen (2005)! poukazuje na to,
7e Godel vidi pouze dvé moznosti: bud lidskd mysl nekonecné prekonavé
kone¢né stroje (tzv. anti-mechanismus), nebo existuji absolutné nevyftesitelné

problémy:

,Gadel drew the following disjunctive conclusion from the
incompleteness theorems: either ... the human mind (even
within the realm of pure mathematics) infinitely surpasses
the power of any finite machine, or else there exist absolutely

unsolvable diophantine problems. “

Schopnost lidské mysli prekonat moznosti jakéhokoli konec¢ného stroje
neni tedy podle Godela disledkem vét o netiplnosti, ale je podminéna nee-
xistenci nevyftesitelnych problémi.

Podle Raatikainen (2005) Gdodel sice pfipousti, ze obé moznosti — jak anti-
mechanisticky postoj, ze lidska mysl pfekonava schopnosti pocitaci, tak alter-
nativa, Ze existuji pro lidsky rozum zcela nefegitelné problémy (Raatikainen
(2005))* — jsou kompatibilni s jeho vétami o netiplnosti, ale stavi se spise
na stranu anti-mechanistického postoje nez na stranu uznani existence nefe-

Sitelnych problémi a to prevazné z filosofickych duvodii:

»His fundamental reasons for disliking the latter alternative
are much more philosophical. Gédel thought in a somewhat
Kantian way that human reason would be fatally irrational if

it would ask questions it could not answer. “

Tieszen (Tieszen (2011)) vysvétluje piechod Godela k fenomenologii pii-
blizné takto: Véty o netplnosti podle Godela nestanovuji hranice sily lidské

mysli ale spiSe potencial ¢istého formalismu v matematice. Nemechanicka

11V kapitole ,,Gédel on mechanism and Platonism*
12V kapitole ,,G6del on mechanism and Platonism*®
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koncepce rozumu souvisi s Godelovym studiem Husserla — fenomenologicky
pohled na lidskou mysl zistava otevieny moznosti nalezeni systematickych a
kone¢nych ale nemechanickych metod pro rozhodnuti vyznamnych matema-
tickych otézek na zakladé objasnéni intuice abstraktnich pojmi zahrnutych
v téchto otazkach (Tieszen (2011)).

Podle Tieszena Gdédela k fenomenologii pritahly metodologické divody.
Hledal novou metodu pro premysleni o zdkladech matematiky a metafyziky
obecné a myslel si, ze fenomenologie by mohla takovou metodu nabidnout se
svou fenomenologickou redukei neboli jejim prvnim krokem, tzv. ,,epoché. 3

Godel ma podobny pohled na pojmy jako Husserl, jsou to podle néj abs-
traktni objekty. Existuji nezavisle na nasem vnimani a my je voimame lépe
nebo hufe stejné tak, jako muzeme napt. néjaké zvire lépe nebo hiife vidét.
Rozumét vyznamu vyrazu je jako vidét pojem zblizka. Stejné jako Husserl
iika, ze predpokladat, ze nevidime ¢i nevnimame pojmy intuici, je jen pfed-
sudek nasi doby. Godel evidentné véii i v lidskou intuici, resp. v to, ze lidé

maji intuitivni predstavu o pravdivosti.

13Predbézné vytazeni (,uzévorkovani*) nekriticky ¢ naivné pfijimanych predpokladi o

vnimaném predmétu. (Tieszen (2011))
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5.2.2 Godelovy véty = dikaz nemoznosti formalizovat
lidské mysleni?

Godelovy véty vyprovokovaly zavéry o nemoznosti formalizovat lidské mys-
leni. Rikdme jim anti-mechanistické nazory (ostatné vyse jsme naznadcili, ze
se i Godel stavél proti mechanismu). Nasi zékladni otazkou bude, jak je
mozné, ze tvrzeni o neaxiomatizovatelnosti formalnich systémi mohou pfi-
mét nékteré vykladace k vyrokiim o nedostizitelnosti lidské mysli umélou
inteligenci.

Abychom si na takovou otédzku mohli odpovédét, musime si nejprve pred-
stavit, jak by Turingtv stroj rozhodl o Godelové sentenci, pokud by mu byla
zadana. ZjednoduSené by se dalo ftici, ze na rozdil od c¢lovéka stroj nepo-
znéa pravdivou vétu, kterd neni dokazatelna. Na rozdil od ¢lovéka totiz neni
schopen rozligit dokazatelnost a pravdivost. Jenze s Gddelovymi vétami je
najednou tézké drzet rovnost mezi pravdivosti a dokazatelnosti.

Anti-mechanistické zavéry délaji podle Raatikainen (2005) jednoduchou
chybu: argument, 7e lidské mysleni je nepiekonatelné jakymkoli strojem,
predpokladé, ze pro kazdy formalizovany systém, nebo kone¢ny stroj, existuje
Godelova sentence, ktera je nedokazatelna v tomto systému, ale kterou lidska
mysl nahlédne jako pravdivou. Godelova véta méa vsak ve skute¢nosti formu
podminky a prohlasovana pravdivost Godelovy sentence zalezi na piedpo-
kladu konzistence systému. Anti-mechanisticky argument také pozaduje, aby
lidsk& mysl vzdy védéla, zda je formalizovana teorie konzistentni. To je vSak
nevérohodné.

I McCall v McCall (1999) uznéava, ze standartni anti-mechanisticky ar-
gument je problematicky, protoze rozpoznani pravdivosti Godelovy sentence
zavisi na nedokazaném predpokladu, Ze je systém konzistentni. McCall vsak
jesté nabizi novy argument, kterym chce ukazat, ze pro lidskou mysl (a ni-
koli pro stroje) se pravdivost a dokazatelnost rozchazeji. Bud je totiz systém

konzistentni, ¢ili je Godelova sentence pravdiva, ale nedokazatelné, nebo je
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systém nekonzistentni a Godelova sentence je dokazatelna, ale pak je ne-
pravdiva. Lidska mysl vidi to, Ze ani jedna varianta nespojuje pravdivost
a dokazatelnost, kdezto Turingiuv stroj takovy ,fakt“ neni schopen nahléd-
nout. Odpovéd na otazku ,Muze Turinguv stroj védét, zda je Godelova véta
pravdiva?“ je tedy ve zkratce ,ne‘.

Je ziejmé, Ze pro Turingiiv stroj se sebebohatsim axiomatickym zakladem
plati, ze bude vzdy existovat véta, o které ¢lovék pozna, 7ze je pravdiva, ale
kterou stroj jako pravdivou nerozezné. Podle McCall (1999) to znamena,
ze vidy budou existovat ptipady, kdy lidské schopnosti pied¢i schopnosti
Turingova stroje.*

Miuzeme (inspirovani McCall (1999)) ucinit tento zavér:

Achillova pata vSech Turingovych stroju je, ze pro zadny z nich neexis-
tuji kategorie jako ,pravdivé ale ne teorémy* a ,teorémy ale ne pravdivé®.
Propast, ktera déli lidi (lidské mysleni) od stroji je propast, ktera déli doka-

zatelnost od pravdy.

Souvislost s Turingovym testem

Z Godelovych vét vime, Ze v kazdé dostatecné silné logické soustavé 1ze for-
mulovat tvrzeni, kterda nemohou byt v rdmci soustavy dokazéna ani vyvré-
cena, pokud sama soustava neni nekonzistentni. Také se vyvozuji zavéry o
nemoznosti formalizovat lidské mysleni nebo o neptrekonatelnosti lidské mysli
umélou inteligenci. To je v dnesni dobé stale rychleji se vyvijejicich technolo-
gii aktualni téma. Dobrym ukazatelem rozdilnosti lidské a pocitacové mysli

je tzv. Turingiv test. Jednd se o imita¢ni hru, kdy na otazky v pfirozené

14To vsak neznamend, 7e by takovymto prohlaSenim autofi vyroki podobného typu
mysleli, Ze lidska mysl piedé¢i pocitace ve v8ech ohledech. Lidskou mysl miuzeme posuzovat
a porovnavat se stroji z mnoha hledisek. Vidéli jsme, Ze v jedné schopnosti, totiz ve schop-
nosti rozpoznat pravdivou a zarovein nedokazatelnou formuli, lidskd mysl stroje predci.
V mnoha jinych p¥ipadech v8ak za stroji daleko zaostava (kazdy si jisté takové piipady
dovede predstavit — rychlost a sloZitost vypo¢tu, kontrola pravopisu / pieklept v textu a

mnoho dalgich).
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fe¢i odpovid4d ndhodné ¢lovék nebo stroj a testujici méa rozpoznat, kdo na co
odpovédél. Je zndmo, ze se v pritbéhu ¢asu stroje a rizné softwary vytvorené
na stejné bazi vyvinuly natolik, Ze se stalo téméi nemoznym odlisit odpovédi
stroje od odpovédi ¢lovéka.

Proti nazoru, ze Turingiv test je dostate¢nym kritériem pro rozhodnuti,
zda stroje mohou myslet (resp. saim Turing ovSem prohlasil pouze: ,,Mohou
hypoteticky existovat digitalni pocitace, které by si dobie vedly v imita¢ni
hie“ (Turing 1950, str. 442)), se vyslovilo mnoho filosofi. Turing evidentné
kritiku oc¢ekéval a ve své eseji sdm stanovil devét potencidlnich namitek, které
se snazil vyvratit. Filip Tvrdy je ve své knize Tvrdy (2014), popisuje detail-
namitka 1ika, ze bez ohledu na Turingiv test nelze lidské mysleni nahradit
pocita¢ovym programem a za potvrzeni této namitky povazuje pravé Gode-
lovu vétu o netplnosti.

Turing z véty o netplnosti pifimo vyvozuje, Ze ,existuji urcité véci, které
stroj nemize udélat“'®: V priibéhu imita¢ni hry bude podle Turinga pocitaé
nespravné odpovidat (pripadné nebude odpovidat) pfedevsim na rizné druhy
autoreferenc¢nich otazek, i kdyby mél k dispozici neomezené mnozstvi Casu.
(Obecné tedy muzeme ¥ici, ze v Turingovych tvahach je autoreference, stejné
jako u Godelovych vét, kli¢ova.)

Existuji nazory, ze skutecnost, ze si poc¢itace nejsou schopny poradit s au-
toreferenci a ze mysli pocitacti nejsou uplné, protoze v nich vzdy existuje
tf¥ida vét, které jsou pravdivé a nedokazatelné, znamena, ze lidé vzdy dove-
dou néco, co pfesahuje schopnosti poéitaci.'® Napada mé, 7e ¢lovék si napf.
s paradoxem lhafe muZe poradit tak, Ze vété ted pravé 1zu“ nepfipiSe ani
jednu ze dvou béznych pravdivostnich hodnot. Je schopen nahlédnout na ob-

jektovy jazyk pomoci metajazyka. Ostatné pfipomenme si, jak se ke svému

5Turing, 1950, str. 444, citovano ze Tvrdy (2014), str. 42
6Toto tvrdi napiiklad Lucas v Lucas (1961). Lucasiiv argument spocival piedeviim

v tom, Ze opakoval, ze na rozdil od pocitaci, jsou lidé schopni vystoupit z vychoziho

systému axiomu a pravidel.
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vlastnimu paradoxu postavil Bernard Russell — vytvoril teorii typt, aby bylo
mozné urcity problém fesit v teorii vyssiho radu.

Tento pfesun na metadroven nam samoziejmé nezajisti vyreseni vSech
problémii, protoze s kazdou vySsi Grovni se vyroji stejné problémy, se kterymi
jsme se potykali na pfedchozi tirovni. To je ostatné dulezity dusledek Gode-
lovy véty — 7e vzdy budou existovat nerozhodnutelné problémy — nicméné
vyfeSeni na jedné drovni je skutec¢né mozné prenesenim problému do trovné
vyssi. Pokud urcit4 véta neni dokazatelna v soustavé S1, miuzeme tuto nedo-
kazatelnost konstatovat v nadrazené soustavé S2 atd.

Nicméné tato schopnost ’vystoupit o troven vyse’ nemusi byt vlastni
pouze ¢lovéku. Vzdyt ¢loveék sestrojuje pocitace a je (zfejmé) v jeho zajmu
sestrojit je co nejdokonaleji. MiiZe se tedy inspirovat vlastnimi schopnostmi a
predat je i poc¢itac¢im. Dnes uz pocitace obsahuji hierarchii strojového kodu,
vysstho programovaciho jazyka a vlastniho programu. Podle Tvrdého (Tvrdy
(2014)) wvysvétlovat odlisnost lidskych a pocitacovich mysli odkazem na Go-
deliiv teorém je proto iluzorni. To v8ak, podle mého nézoru, plati az v dnesni
dobé, kdy pocitace byly vyvinuty do té miry, ze ,prevzaly“ od ¢lovéka onu
schopnost ,,vystoupit o iroven vyse“. Kratce po objevu Gédelovych vét tento
nézor nikomu iluzorni pfipadat nemusel.

Dalsi divod pro odmitnuti matematické namitky vidi Tvrdy ve skutec-
nosti, ze lidska mysl je diky mnohaletému vyvoji metodou pokusu a omylu
nam brani pohliZzet na mysl stejné jako na pocitac, nebot nemtizeme poznat
,pocitacovy” program mysli. Filip Tvrdy jesté napada dalsi verzi matema-
tické namitky, ktera se, aby zdivodnila sviij odmitavy postoj k moznosti,
7e stroje mohou myslet, opird o neporovnatelnost lidské a pocitacové mysli

z hlediska piistupu k rozporim:

, Tvrzent, Ze pocitacové mysli jsou konzistentnimi systémy,

zatimeo lidské mysli jimi nejsou, je intuitioni (...) Ideali-
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zované pocitace a idedlni lidé jsou dokonale bezrozpornymi
mysliteli, redlny svet takovou dokonalosti nedisponuje. Poci-
tace se sice dopoustési mensiho mnoZstvi chyb neZ lidé, ale
podstatné je, Ze obcas chybujeme vsichni.“'

Dovoluji si k tomuto zavéru piidat jesté jeden osobni postieh. Uvahy o
podobnosti stroju a lidi a o nemoznosti dosahnout dokonalosti ani u jednoho
z nich sice uz tak aplné nespadaji do tématu této prace, ale presto se poku-
sim vyjadiit se k pravé zminéné myslence o ,konzistentnosti“ stroji a lidi's.
Myslim si, ze zadny ¢lovék nebude mit problém povazovat lidskou mysl za
nekonzistentni. Kazdy si snadno predstavi situace, kdy lidé jednaji nekonzis-
tentné (¢imz mam na mysli, Ze jsou schopni jednat ¢ t¥eba jen mluvit proti
pravidlim, ktera si sami nastavi a dopou§tét se rozpori). Za mnohem kon-
zistentnéjsi v mysleni vétsina lidi pravdépodobné povazuje pravé pocitacové
programy. Lidé se mozna domnivaji, Ze mohou snéze posoudit konzistenci
jak jinych druht ¢i forem zivota, nez jsou oni sami, tak ,myslicich® strojiu,
protoze pravé v takovém piipadé maji moznost posuzovat zvnéjsku, mimo
systém, jehoZ jsou sami souc¢asti.

Mam ovSsem pochybnosti zda lidé, jakozto nekonzistentné myslici tvo-
rové, mohou adekvatné posoudit konzistentnost byt odlisného druhu mysli-
ctho tvora / stroje. Dalsi skute¢nosti, ktera podle mého nazoru brani uvéfit,
7e pocitace jsou konzistentnéjsi nez lidé, je ta, Ze tyto pocitace byly vy-
mySleny a sestrojeny lidmi — tedy nekonzistentné myslicimi tvory. Ackoli asi
kazdy strujce / programéator sestavuje poc¢ita¢ podle svého nejlepsiho védomi
o (nejen) konzistentnosti, resp. sestavuje algoritmus pomoci pfedem jasné da-
nych procedur, neni technicky mozné zajistit konzistentnost pocitaci lidmi,
nebot i tyto procedury jsem vymySleny lidmi. Pocitace jsou do urcité miry

stvorené k obrazu lidskému a vystup z lidského zptisobu mysleni s jeho ne-

U Tyrdy (2014), str. 46, 47
18Vyraz konzistentnost pouzivam jako zkratku za vyjidieni schopnosti jednat & odpo-

vidat konzistentné, nedopoustét se rozporu at uz v prirozeném ¢i formalnim jazyce
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konzistencemi nejspiSe neni ani pii konstrukei stroji mozny. Samoziejmé
programator nemusi po¢itaci nutné predavat v8echny schopnosti (a potenci-
alné tedy i rozpory) své mysli, pfesto jsem obecné k nasi schopni rozpoznévat

konsistenci programii a stroju skepticka.

V dnes$ni dobé se mnozi obavy z budouci nadvlady stroji. Témto oba-
vam nahravaji skutecnosti, ze se jiz nékolikrat stalo, ze pocitacové programy
porazily jedny z nejbystiejSich lidskych mozka ve strategickych hrach, napft.
v Sachu. Bylo by posetilé brat neschopnost Turingova stroje rozpoznat prav-
divost Godelovy sentence (na rozdil od ¢lovéka) jako utéchu v podobé dikazu,
ze se stroje lidem nikdy nebudou schopny vyrovnat. To uz se radéji utésujme
faktem, ze my jsme, na rozdil od stroji schopni se k autoreferenci postavit
zady a fici, ,na tohle ja odpovidat nebudu® i bez toho, aby nam hrozilo

zacykleni.
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5.2.3 Kanttv ¢isty nazor

Vyse uvedené pristupy ke Godelovym vétam jsou pomérné zndmé a hojné dis-
kutované. Jak piistup popirajici pfesah Godelovych vét do filosofie ¢ jinych
disciplin, tak fenomenologicky p¥istup i pfistupy v ramci analytické filosofie
mysli vyvinuvsi se az v zavéry o nepiekonatelnosti lidské mysli poc¢itaci maji
jisté sva tuskali. Jednim z nich je podle mé fakt, Ze diskuze, které se o nich
vedou, vétSinou probihaji v duchu nafceni jednoho piistupu z extrémi a na-
vrhovani jiného ptistupu jako jediné alternativy. Proto si myslim, ze by bylo
vhodné navrhnout jesté dalsi, méné zndmy ptistup, ve kterém se obratime
hloubéji do déjin filosofie a zamyslime se nad tim, jak by asi ke Gédelovym
vétam pristupoval Kant.

Immanuel Kant matematiku chapal jako vyjimec¢nou védu, jez by mohla
byt i nadéjnou inspiraci pro metafyziku. Byl fascinovan tim, jak matematika
dochazi ke svym vysledkim a jeji soudy pro néj byly syntetické a priori,
nebot se jedna o tsudky, které nezavisi na zkuSenosti, ale zaroven rozgiruji
poznani, resp. jdou ,za“ pojmy. Jiz jsme se podrobnéji vénovali Kantovu
chapani prostoru a geometrie, nyni je pro nas dulezitéjsi, ze také cas chape
Kant jako formu nageho nazoru (ktera neexistuje nezavisle na nas, ale zarovei
je jeji podoba nutnd a ne vytvofend podle uréitych arbitrarnich konvenci)
a aritmetiku jako disciplinu, ktera ji zkouma, stejné jako geometrie zkouma
druhou formu nazoru, tj. prostor. I aritmetické poznatky jsou tedy syntetické
a priori — napf. pri zjisténi vysledku souctu 5 -+ 7 se ubirdme cestou za pojem
pétky a sedmicky a poznatek, Ze vysledek ¢ini 12 rozsifuje nasSe poznani nad
ramec toho, co je v pojmech obsazeno.

V tvodu této prace jsme vidéli, Zze vlivem objevu neeukleidovskych geo-
metrii se toto zarazeni projevilo pro geometrii jako problematické, protoze
Kanttiv model funguje pro jedinou spravnou geometrii (za kterou on samo-
ziejmé pokladal eukleidovskou — jako jedinou v té dobé existujici), ale ukazalo

se, ze nas prostor mohou stejné dobie vystihovat i neeukleidovské geometrie.
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Objev neeukleidovskych geometrii sice napadl Kantiv pohled na mate-
matiku, avSak zase napomohl rozvoji programi jako Fregiv logicismus a
Hilbertiv formalismus. Frege sice moc neuznaval neeukleidovské geometrie a
pravdépodobné by stejné jako Kant zaradil geometrii do kategorie disciplin
syntetickych a priori, avSak nevidél tak celou matematiku. Domnival se, Ze
mé smysl zkoumat, zda aritmetika nemtiize byt analyticka.

Poté, co se ukazalo, ze vice geometrii mize vyjadiit nas prostor a zZe si
v podstaté jednu z geometrii, ve které chceme popisovat prostor, zvolime, se
vSak muze zdat, ze i geometrie by mohla byt spiSe véda analyticka. Hilbert
se v podstaté pokusil prokazat analyti¢nost celé matematiky.

Jak vime, Godelovy véty znamenaly netspéch Hilbertova programu a my
se nyni muzeme ptat, zda neni nacase vratit se zpét ke Kantovu pojeti a
dat mu (na rozdil od Hilberta) za pravdu v tom, Ze matematika piece jenom
(v néjakém smyslu) je synteticka a priori. Tak, jak objev neeukleidovskych
geometrii zpochybnil Kantovo nahlizeni na matematiku jako na disciplinu
syntetickou a priori, tak mizeme fici, Ze Godelovy véty mohly zpochybnit
Fregovo nahliZeni na aritmetiku (a Hilbertovo nahliZzeni na matematiku) jako
na analytickou disciplinu.

Zajimavosti pro nas muze byt, Ze se (jak jiz bylo naznaceno vyse) Godel,
kromé toho, ze smétoval k fenomenologii, nechal ve svych filosofickych pfistu-
pech k vétam o netuplnosti inspirovat Kantem a jeho pristupem k matematice.
Jednak je dobré si vSimnout pojmu intuition, ktery mé v angli¢tiné dva vy-
znamy — intuice — jak ji chapeme v pfirozené feci a ,,nazor”, tedy po kantov-
sku. Godel pravdépodobné vyraz ,,intuition“ chapal ve smyslu ,intelektualni
intuice“, pomoci které pozorujeme a chapeme svét (podobné tieba v piipadé
platonismu bychom fekli, ze nahlizime ideje urcitou intelektudlni intuici —
nenahlizime je smysly, ale pfimo rozumem).

Parsons'® poznamenava, 7ze Godel pojem intuition® — nazor nechapal

tak, jak ho chapali bézné napi. intuicionisté v kantovském slova smyslu jako

9Parsons (1995), str. 45
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¢isty nazor Casu, pripadné prostoru, ale v obecnéjsim smyslu a v kontextu
vyssi, abstraktnéjsi matematiky.

Nicméné i tak Parsons spatiuje urcitou spojitost mezi Godelem a Kantem.
Prestoze Godel Kantovi vytyka, Ze je prilis subjektivisticky, v jeho chapéani

¢asu jako ¢isté formy nézoru vidi i moznou inspiraci:

,, Gadel reporaches Kant for being too subjectivist. However,
he interprets Kant’s conception of time as a form of intuition
as meaning that ‘temporal properties are certain relations of
the things to the perceiving subject’ and he finds that there is
at least a strong tendency of Kant to think that, interpreted

in that way, temporal properties are perfectly objective. “

vvvvvv

Godel v8ak dogel k presvédéeni, ze moderni fyzika umoznuje realisti¢téjsi

pristup, nez je ten, ktery zastaval Kant.

»In his discussion of Kant, he clearly thinks that modern

physics allows a more realistic attitude than Kant held. “

Zamyslime se, zda by nebylo vhodné divat se na Godelovy véty perspek-
tivou Kantovy filosofie a zda by takovy pfistup ke Gédelovym vétam nebyl
piihodnéjsi nez napt. vyse uvedeny piistup analytické filosofie mysli. V téchto
pristupech jsme byli svédky diskuzi, zda je lidska mysl schopnéjsi nez poci-
tacova. Osobné se domnivam, 7ze neni potieba aby Gddelovy véty vyvolaly
néco jako ,soutéz” mezi lidskou a pocitacovou mysli. Disledky Godelovych
vét nam spiSe mohou byt dobrym poukazanim na jednu z patrné unikatnich
schopnosti lidské mysli — totiz schopnost vypoiadat se s autoreferenci, schop-
nost rozpoznat jako pravdivou formuli, o které to pocitacovy systém neumi
dokazat a dalsi schopnosti, které s tim souvisi. Tuto schopnost je jisté mozné
filosoficky uchopit mnoha rtznymi zpusoby; j& bych se ted rada vénovala

tomu, jak by na ni nejspiSe pohlizel Kant. Neminim se poustét do zadného
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obsahlého vykladu Kantovy filosofie. Pfipomenme si vSak jeden aspekt jeho
filosofie, ktery pravé miuzeme vyuzit pro nahlizeni Gédelovych vét. Jedna se
o0 jiz. nékolikrat zminovany ¢isty nazor.

V Kantové dobé se vedly debaty o tom, zda svét poznaviame primarné
rozumem nebo smysly, s ¢imz souvisi i otazka, zda muzeme mit néjakou
védomost jesté pied smyslovou zkuSenosti se svétem nebo jsme tzv. tabula
rasa, carta bianca — nepopsany list papiru, ktery nabyva znalosti az stykem
se svétem prostiednictvim nasich smysli (jak se domnival napiiklad znamy
predstavitel britského empirismu John Locke). Zastanci obou zpiisobu po-
znani (racionalisti i empiristi) byli natolik ukotveni ve svych nazorech, ze se
mohlo skoro zdat, 7e se filosofie ocitla ve slepé ulicce.

Kant empiristicky a racionalisticky piistup urcitym zptisobem zkombino-
val. Ukézal, Ze poznani v pravém slova smyslu sice za¢ind az zkuSenosti, ale
tato zkuSenost musi ,,zapadat® do nékterych apriornich forem, které jsou na
ni nezavislé. Konkrétné musi byt veskera zkusenost, pokud jde o nasi schop-
nost vilbec piijimat vjemy, lokalizovana v ¢ase a prostoru. Na druhou stranu,
pokud jde o utvareni skute¢nych (podle Kanta propozi¢nich) zkuSenostnich
poznatki, musi na ni byt aplikovatelné jisté nejobecnéjsi pojmy (kategorie).
7 hlediska filosofie matematiky pro nas budou dilezitéjsi prvni zminéné pod-
minky zkuSenosti, tj. prostor a cas.

Miuzeme dét tento zjednodusujici piiklad: nez rano vyjdeme ven, nevime,
jaké udalosti zazijeme, ale nepochybné je budeme vnimat v ¢ase a v prostoru.
Cas a prostor jsou formy néazoru, jsme ,nastaveni tak, ze vnimame véci
kolem néas jako jsouci v Case a prostoru. Tuto formu nézoru neziskavame
v pribéhu zZivota, maximalné nas na ni naSe smyslové vjemy a zkuSenosti
neustale upozornuji a zpfitomnuji nam ji. Miizeme ji ovSem zkoumat nezévisle
na empirii diky schopnosti tzv. ¢istého nazoru.

A pravé ten muzeme pouzit v postoji ke Godelovym vétam. Kdyz srov-
name dosud popsané piistupy, nahlédneme, ze jsou do znac¢né miry neurcité.

Podle Dummetta z Gdédelovych vét vyplyva, Ze vidy budeme schopni na
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zékladé svého intuitivniho pojeti ur¢itého pojmu rozhodnout o pravdivosti
urc¢itych tvrzeni, i kdyz tuto pravdivost neni mozné odvodit ze samotného
popisu uziti téchto tvrzeni. Turing z vét o netiplnosti vyvozuje, ze lidska mysl
vzdy dokédze néco, co stroj ne. A abychom pochopili to ,néco”, mizeme se
podle mé obratit ke Kantovi a najit odpovéd v jeho epistemologii pocitajici
s Cistym nazorem.

Prestoze Kant nemohl byt svédkem pielomu v matematice zptisobeného
Godelovymi vétami (i kdyZ se muzeme domnivat, ze by ho takovy objev ne-
prekvapil — sam nejspiSe tusil, Zze matematika je nevycerpatelna), muZzeme
jeho pohled na ni chépat jako pohled, ktery poskytuje presnéjsi odpovéd na
otazku po povaze matematického poznani (a jeji specificky lidské, nemecha-
nické slozky) nez ty, které nam predklada mnoho modernéjsich autort, kteii
jiz Godelovy vysledky poznat mohli.

Ve filosofii i jinych védéach se jisté neziidka stava, Ze pro to, abychom
mohli pokrocit dopfedu, musime udélat krok zpét, podivat se do minulosti,
zda v ni nenajdeme mozné odpovédi na nase soucasné otazky. Domnivam se,
ze Kantuv pohled na matematiku muze byt takovym pripadem a miiZe nam
byt inspiraci jak se divat na Goédelovy véty. Mozna je to trochu anachronické
a zjednodusujici, nicméné se mi zda, ze mizeme vidét dobrou paralelu mezi
rané novovékym empirismem, jak ho znal Kant, a empirizujicimi piistupy
ke geometrii a k matematice napt. jiz zminénych Helmholtze a Putnama
na jedné strané a na druhé strané mezi racionalismem napi. Leibnizovym a
Hilbertovym formalismem nebo jesté spise Gédelovym atypickym chapanim
pojmu ,analyticky*“ a jeho virou v cosi jako schopnost intelektualnitho na-
zoru. Odtud prameni mé presvédcCeni, Ze jisty navrat ke Kantovi mize byt
prospésny pro filosofické zhodnoceni povahy matematiky i ve svétle novodo-
bych objevi jako je pluralita geometrii (na prvni pohled Kantovo stanovisko

vyvracujici) nebo Godelovy véty o netiplnosti.
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5.3 Shrnuti

Intuitivni predstavu platného matematického dikazu nelze ztotoznit s po-
jmem dikazu uvnit¥ forméalniho systému — s pomoci Godelovy véty (a z ni
plynouci vnitini neurcitelnosti a necharakterizovatelnosti pfirozenych ¢isel)
jsme naznadili, ze zadny formalni systém nebude moci pouzit vSechny prin-
cipy diukazu, které by lidé chtéli prijmout intuitivné. Mozna citime, Ze tato
posledni poznamka nahrava obdivovatelum lidské mysli a protézovatelim lid-
ské intuice pred formélnimi systémy a pocitaci. Ja sama se klonim k tomu,
7e bychom tyto dovednosti, jimiz lidé na pocitaci a forméalnimi systémy vyni-
kaji, mohli lépe pochopit urc¢itym navratem ke Kantovi a rozpracovanim jeho
pojeti ¢istého nézoru, ale presto jsem se v rozhodovani, zda, stejné jako Nagel
a Newman, skute¢né vzdat hold ,sile tviir¢iho rozumu® prilis neposunula. I
tak si vSak dovolim vyslovit urcity zavér. Godelovy véty jsou v matematice
nepochybné pravdivé, ale neni jisté, zda davaji smysl a jsou dokonce pravdivé
pri aplikaci mimomatematické. To ale ostatné plati pro vSechny véty mate-

matiky, coz hezky vyjadril Albert Einstein (citovano z Peregrin (2000)):

90 far as the laws of mathematics refer to reality, they are
not certain. And so far as they are certain, they do not refer

to reality. “
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Zaver

Cilem této prace bylo predstavit Godelovy véty o netplnosti se zamérenim na
jejich filosoficky vyznam a mozné intepretace. Teorémy o netiplnosti aritme-
tiky vyvolaly jiz v dobé jejich vysloveni velky ohlas a dodnes jsou povazovany
a vznikaly tendence dokézat, Ze pro kazdé odvétvi matematického mysSleni Ize
najit mnozinu axiomi a ke kazdé pravdivé formuli odpovidajici dikaz z pii-
slusné teorie. Godel vsak pomoci autoreferencni formule dokazal prevratné
tvrzeni, ze ke kazdé rekurzivni mnoziné aritmetickych formuli, ze které nelze
odvodit spor (tzv. formalné bezesporna mnozina formuli), ktera spliuje né-
kterou z dalsich, relativné slabych podminek aritmetické spravnosti, jako je
Y-korektnost nebo w-bezespornost a z niz jsou formalné dokazatelné vsechny
axiomy Peanovy aritmetiky, existuje pravdiva aritmetickd formule, ktera neni
z této mnoziny axiomi formalné dokazatelnd ani vyvratitelna (prvni Gode-
lova véta o netplnosti), v disledku ¢ehoz takova teorie neumi dokazat svou
vlastni bezespornost (druha Godelova véta o netplnosti).

Godelovy véty také do urcité miry zménily pohled na matematiku a
jeji vztah s filosofii. Z tohoto duvodu jsem svou praci zac¢ala matematicko-
historickym kontextem, ktery muze ¢tenari predstavit intelektuélni atmosféru
doby, kdy doslo k vysloveni Gddelovych vét, motivaci k formalizaci matema-
tiky a také promény nazirani na matematiku a piibuzné discipliny vlivem
objevu neeukleidovskych geometrii.

Matematickymi aspekty Godelovych vét a jejich forméalnimi dikazy jsem
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se vénovala spiSe jen zbézné, nebot toto téma bylo mnoha autory probrano
velmi dikladné a tato price se zaméiuje predevsim na filosofické dopady a
mozné pristupy k teorémim. V této préaci byly predstaveny podle mého na-
zoru nejznaméjsi stanoviska — pristup popirajici jakykoli filosoficky dopad
Godelovych vét (ktery nepovazuji za obhajitelny a také vysvétluji pro¢) a
piistupy, které interpretuji Godelovy véty prostiedky a optikou riiznych filo-
sofickych smért a disciplin — fenomenologie a analytické filosofie mysli. Tento
pristup je velmi rozsifeny mimo jiné i pro své ¢etné souvislosti s ivahami o
umélé inteligenci.

Za vlastni piinos v této praci povazuji navrh pristupu ke Gédelovym
vétam, ktery neni (pokud vim) piilis rozsiten a ktery dava do souvislosti
Kantovo nahlizeni na matematiku, pievrat zpusobeny neeuklidovskymi ge-
ometriemi a pfevrat v logice vyvolany vétami o netplnosti. Prestoze vidim
v Kantové nazoru na filosofii a matematiku potenciél, jak nahlizet na Gode-
lovy véty, v této praci nezachazim do velkych detailii, nebot mi to neumoziuji
mé skromné filosofické znalosti. Je ovSem ziejmé, Ze se matematika a logika od
Kantovych dob radikalné proménily a tudiz by bylo nutné jeho filosofii mate-
matiky néjak prizplisobit jejich aktualni podobé. Zaroven se také v mnohém
zménilo napf. nase chapani casu, takze je oteviené, na kolik lze vztahnout
aritmetiku k Casu, resp. obecné matematiku k formém naseho nazoru tak,
jak to ¢inil Kant. Kazdopadné si myslim, ze by si navrh vyjit pfi interpretaci

Godelovych vét z Kanta zaslouzil dalsi zvazeni a detailnéjsi zpracovani.
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