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1. Uvod

Tato teoretickd prace je zaméfena na zkoumani termodynamické t¢innosti tzv.
Brownovych motorii. Studium téchto malych stroji, které pracuji napt. uvnitf
zivych bunék, spadé do kategorie stochastické termodynamiky. V tuvodu si pro-
hlédneme ¢asovou osu vyvoje termodynamiky a tepelnych motortu a se stochas-
tickou termodynamikou se kratce seznamime. Poté si upfesnime, co tato prace
obsahuje.

1.1 Historicky tvod

Stroje konajici praci misto lidi jsou nedilnou soucasti naSich vSednich Zivoti.
Vykonané préace vSak musi byt hrazena z néjakého zdroje energie. Dilezity typem
jsou tepelné stroje — at uz tepelné motory, které prevadi ¢ast dodané tepelné
energie na energii mechanickou, nebo lednicky pracujici pfesné naopak.

Historie tepelnych motoru se pise jiz dlou-
ho. Jako prvni demonstroval ,silu“ ohné pred
bezmala dvéma tisici lety Héron Alexandrijsky
na svém modelu zvaném Aeolipile, ktery je po-
hénén rozpinajici se vodni parou, viz Obr. .
Dalsi vyznamny vyvoj vSak pfichazi az v 18.
stoleti, kdy se objevuje prvni primyslové po-
uzitelny parni stroj. Nésledné zdokonalovani
parnich stroji jde ruku v ruce s rozvojem ter-
modynamiky ve stoleti 19. Za zakladatele mo-
derni termodynamiky je povazovan Sadi Car-
not. Ve svém fundamentalnim dile z roku 1824

¢ [?] na modelu Carnotova cyklu demonstruje, ze
Obrazek 1.1: Aeolipile. [T k ziskani mechanické energie potfebujeme mit
k dispozici dvé télesa s rtznymi teplotami, a
déava omezeni na maximélni uc¢innost stroje periodicky operujiciho pravé mezi
horkym a chladnym tepelnym rezervodrem. Carnotova t¢innost je vSak dosaze-
na pouze pii rovnovazné, nekone¢né pomalé realizaci pracovniho cyklu. Tehdy je
vsak vykon stroje nulovy.

Klasicka termodynamika vznikla za tcelem studia tepelnych stroji a zkouma
tedy procesy pozorované na makroskopické trovni. V dne$ni dobé vsak jiz umime
zachazet s jednotlivymi makromolekulami. Jsme napiiklad schopni experimental-
né sledovat malou koloidni ¢astici ve vodném prostiedi chycenou v tzv. laserové
pasti [3]. Laserovy svazek vytvari priblizné parabolicky potencial, jehoz tvar a
intenzitu muzeme kontrolovat, a uvnitf se nachazi pozorované castice. P1i kazdé
realizaci experimentu vSak pozorujeme jinou trajektorii ¢astice. Ta totiz podléhé
Brownovu tepelnému pohybu v diisledku chaotickych nérazta okolnich molekul vo-
dy. Dochézi tak k vyméné tepla mezi systémem a jeho okolim. Pi zméné intenzity
laseru dochézi ke zméné potencialni energie systému, coz odpovidé konéni pra-
ce. Je ziejmé, ze vyménéné teplo a vykonané prace za dany ¢asovy interval jsou
nahodné velic¢iny. A zde jiz nevystac¢ime s klasickou termodynamikou a musime
svilj zrak upfit k termodynamice stochastické.
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1.2 Stochastickd termodynamika

Vénujeme se zkouméani tzv. mezoskopickych systémii. Systému velkych na to,
abychom museli sahnout ke kvantovému popisu, a malych vzhledem ke statistic-
kym vlastnostem systémi makroskopickych. Ze statistické fyziky vime, ze druhé
véta termodynamicka mé na rozdil od jinych fyzikalnich zakontu statisticky cha-
rakter. To je duvod, pro¢ nam neposlouzi pfilis dobte pro predvidani chovani
mezoskopického systému nebo dokonce jediné makromolekuly. Druhé véta ter-
modynamicka, tak jak ji zname, tedy ve stochastické termodynamice plati, avsak
pouze pokud dany systém sledujeme dostatecné dlouho. V koneéném ¢asovém in-
tervalu muzeme pozorovat i zaporny prirtistek entropie s malou, presto nenulovou
pravdépodobnosti.

V devadesatych letech 20. stoleti se rozviji stochastickd termodynamika. Z
matematického hlediska popisuje ¢asovy vyvoj pozorovaného systému jako sto-
chasticky proces. Za hlavni tispéchy tohoto snazeni se povazuji necetna, zato zcela
obecné platna tvrzeni. Nazyvaji se fluktua¢ni teorémy [d] a predstavuji pfimé zo-
becnéni druhé véty termodynamické. Kvantifikuji totiz pravdépodobnost, zZe bude
porusena. Udavaji napr. pravdépodobnost daného zadporného prirtistku entropie.
Stochasticka termodynamika studuje funkcionaly vyse zminénych stochastickych
procest jako jsou teplo a prace.

1.3 Obsah prace

V naésledujici kapitole predstavime jednoduchy diskrétni model molekuldrniho
motoru s jednim ¢asové symetrickym a druhym nesymetrickym pracovnim proto-
kolem. Dynamika motoru je popsédna mistrovskou rovnici, pro kterou nalezneme
stacionarni feSeni a porovname s vysledky Monte Carlo simulace.

Ve treti kapitole zavedeme termodynamické velic¢iny jak ve smyslu stfednich
hodnot, tak predevsim na drovni jednotlivych trajektorii. Neni zcela ziejmé, ja-
kym zpusobem definovat pfijaté teplo ve svété velkych fluktuaci. Ke standardni
definici pfidame jednu novou. Pro kazdou z definic tepla dostavame jednu definici
uc¢innosti. Distribuce pro praci, teplo i u¢innost hledame pro kratké trajektorie
exaktnim analytickym vypoctem a opét porovname se simulaci.

Pro dlouhé trajektorie vyuzijeme teorie velkych deviaci v kapitole ¢tvrté. Spo-
jité hustoty jsou popsané funkci velkych odchylek. Na vysledcich pro nesymetricky
protokol demonstrujeme nedavno objevené obecné vlastnosti funkce velkych de-
viaci pro u¢innost [6], [6]. Maximum funkce velkych deviaci odpovida klasické
ucinnosti. Tato funkce téz nabyva lokalniho minima a t¢innost nemé momenty.
Na symetrickém protokolu na druhou stranu ukazeme, Ze tyto vlastnosti zce-
la obecné nejsou. Uvidime priklad motoru, jehoz tc¢innost neni popsana zaddnou
spojitou funkci velkych odchylek.

Dale v této kapitole budeme zkoumat vzajemny vztah obou definic tepla a
uc¢innosti. Na vysledcich Monte Carlo simulaci ukadzeme, Ze pro velmi dlouhé
trajektorie se sjednoti pravdépodobnostni rozdéleni obou tepel i tc¢innosti. To
nam napovi, jak spolu souvisi také funkce velkych deviaci.

Nakonec budeme diskutovat uzitecnost obou definic termodynamické Gc¢innos-
ti a shrneme vysledky dosazené v této praci.



2. Model motoru

V této kapitole predstavime model motoru a budeme vySetiovat, jak motor pracu-
je. Zde se vsak omezime pouze na zkouméni jeho dynamiky. Otézkou energeticlé
bilance se budeme zabyvat v dalsich kapitolach. V pravdépodobnostnim popisu
vyuzijeme teorie markovovskych fetézcii. Porovname vysledky ziskané analytic-
kymi vypocéty a Monte Carlo simulaci.

2.1 Dvouhladinovy model

N&as model motoru si muzeme priblizit jako systém o dvou policich a jedné kulicce
v lazni. V této zjednodusené podobé police predstavuji dvé energetické hladiny
Ey, E5. Umisténi kulicky na jedné z obou polic nam 1ika, ktera energeticka hladina
je v daném okamziku obsazena. Systém se nachéazi v lazni, tedy je v kontaktu s
tepelnym rezervoarem o urcité teploté T
Hladiny E, E5 jsou obsazeny s pravdépodobnostmi p; resp. po, pro néz zrejmé
plati vztah:
p1+p2 = 1. (2.1)

Jako stav systému nazveme vektor P:

p- () o

P1i konkrétni realizaci je obsazena vzdy jedna energetickd hladina. Je-li obsazena
hladina F;, fekneme, Ze se systém nachazi v poloze .

Obecné nemuzeme s jistotou predpovédét, ve které poloze se systém bude
nachazet. Je vsak zfejmé, Ze jsou-li energetické hladiny F; a E a teplota T
konstantni, dospéje do rovnovazného stavu. Pfidejme do naSeho systému jesté
kone¢né velkou energetickou bariéru B mezi hladiny F; a FE,, kterou je nutné
prekonat pro ptrechod z jedné polohy do druhé. Intenzitu preskokt z polohy 1
do polohy 2 oznacme \. Pteskoky z polohy 2 do polohy 1 popisuje intenzita u,
viz Obr. 7. Da se ukézat, Ze energeticka bariéra nema vliv na rovnovazny stav
systému, ale pouze na jeho dynamiku, kterou se budeme zabyvat pozdéji v této
kapitole.

\ u(t) A)

vl(t) Es(t)

Obrazek 2.1: Dvouhladinovy systém a prechody mezi obéma ener-
getickymi hladinami.




2.2 Pracovni protokol

Nyni uvedeme nas motor do pohybu. Nechame jej operovat pod cyklickym pra-
covnim protokolem s periodou 7. Obecné se v prubéhu cyklu méni pozice ener-
getickych hladin a teplota rezervoaru. S ohledem na fesitelnost modelu volime
protokol nasledujicim zpusobem.

Necht se cykuls sklada z fazi, nebo téz vétvi, délky 7/4. V priubéhu kazdé
vétve zustavaji energetické hladiny Ey, F> a teplota rezervoaru T’ konstantni. Mezi
vétvemi se méni skokem konec¢né velikosti. Pro pracovni protokoly dale pouzité v
této praci viz Obr. 222

Rozlisujeme ¢asoveé symetrické a nesymetrické protokoly. Tedy ptame se, jest-
li se protokol zméni, kdyz oto¢ime béh casu. Na symetrickych protokolech bylo
pozorovano, ze Carnotova G¢innost 7. = 1 — % 2] lezi v lokdlnim minimu hus-
toty pravdépodobnosti [6]. Nesymetrické protokoly jsou vSak obecnéjsi a castéji
vyuzivané. Napt. Carnotiv cyklus je ¢asové nesymetricky.

Zduraznime, ze ma-li byt protokol cyklicky, je nutné, aby se motor nachézel
ve stejném bodé protokolu na zacatku a na konci periody. Jako soucast cyklu
je tedy tieba zapocitat i vSechny zmény energetickych hladin na prelomu fazi.
Zmény hladin uvazujme vzdy soucasti nasledujici vétve.

chladny rezervoar hladina 1 chladny rezervoar hladina 1
horky rezervoar hladina 2 ---eeeee horky rezervoar hladina 2 =---eeeeee

2% 2%
g e L
0 0
0 I 27 0 1T 27
Cas Cas
(a) Nesymetricky protokol. (b) Symetricky protokol.

Obrazek 2.2: Pracovni protokoly, se kterymi budeme pracovat.
Ey a E5 popisuji vyvoj energetickych hladin. Teplota rezervoaru
T stridavé nabyva hodnot T, a Tj,.

Hodnoty parametrii, které se v priubéhu cyklu méni, maji vliv na intenzitu
prechodi mezi obéma polohami systému. Intenzity prechodi A a p hraji zdsadni
roli v popisu ¢asového vyvoje systému.

M) = exp [—%] (2.3)
u(t) = exp {_ klj (t)}. (2.4)

kg je Boltzmannova konstanta. Boltzmannovu konstantu volime jako jednotku:
kp =1 (2.5)

V takové soustavé jednotek mérime teplotu v jednotkéch energie.



2.3 Dynamika

Nyni se budeme zabyvat ¢asovym vyvojem pravdépodobnosti obsazeni obou hla-
din. Predpokladédme, Ze dynamika naSeho systému je markovovska, a proto k
jejimu popisu vyuZijeme teorie markovovskych fetézci [@]. Jedné se o stochastic-
ké procesy s nasledujici vlastnosti. Zname-li stav systému v pritomném okamziku,
potom jeho stav v budoucnosti nezavisi na tom, jakym zptsobem systém soucas-
ného stavu dosahl. Predpokladame, Ze tato vlastnost je v nasem systému splnéna.
Stav systému v budoucnosti zavisi pouze na poloze, ve které se systém praveé ted
nachézi, nikoliv v8ak na tom, kdy a odkud se systém do soucasné polohy dostal.

Takovy proces matematicky popisuje mistrovska rovnice. Pro stav systému v

Case t plati:
d
aP(t) = —L(t)P(t), (2.6)

kde L(t) je matice prechodovych rychlosti:

+A() —p(t)
L(t) = (_A(t) ﬂ‘j(t)). (2.7)

Ridici rovnice je tedy vlastné soustavou dvou linearnich obyc¢ejnych diferencial-
nich rovnic prvniho fadu s nekonstatnimi koeficienty

%pl (t) = —ABpi() + p(t)pa(t)
d (2.8)

EpQ(t) = +AE)p1(t) — pu(t)p2(t)-

Normovaci podminka (20) nam dovoli zavést veli¢inu y(¢):

y(t) = pa(t) = pa(t), (2.9)

ktera bude jednozna¢né popisovat pribéh pravdépodobnosti pi(t) a po(t):

nit)= 1+Ty(t) (2.10)
pa(t) = —1 —2y(t). |
Déle zavedeme oznaceni
Et) = ult)+A(®) (2.11)
() = () = A®) (2.12)

a prevedeme mistrovskou rovnici na nésledujici tvar. Soustava se tak redukuje na
jednu obyc¢ejnou diferencialni rovnici

d

V(0 +E@)y(t) = x(2), (2.13)
jejiz feSeni umime obecné vyjadrit jako:

t /

y(t) = [exp [ — / ()t / (') exp / cwnar | ar+c| . (214)

0



kde ¢ = y(0) je integra¢ni konstanta dand poc¢ate¢ni podminkou. Resenf nevyja-
difujeme explicitné, nybrz providdime numerickou integraci. Nyni musime zvolit
¢iselné hodnoty parametri, viz. tabulku EZI. Vyslednou funkei y(¢) pomoci vzta-
hi (P210) prevedeme zpét na Casovy prubéh pravdépodobnosti pi(t) a po(t), viz
Obr. 3.

& B |\T.|T,| 7
237005 2 | 14|10

Tabulka 2.1: Hodnoty parametri naseho modelu.

0.8

0.7 i
0.6 1

05 pi(t)

Pravdépodobnost obsazeni
Pravdépodobnost obsazeni

04 i ra [ 04 ST VAl
s by f st f N
h o S h
0.2 L 0.2 .
0 17 27 0 17 27
Cas Cas
(a) Nesymetricky protokol. (b) Symetricky protokol.

Obrazek 2.3: Dynamika motoru. Na zacatku vétve skokem zmé-
nime parametry a tim i rovnovazny stav systému. Systém pak
exponencialné relaxuje smérem k rovnovaznému stavu. Vsimné-
me si, ze volbou poc¢ateéni podminky jsme uvedli motor do sta-
cionarniho stavu uz na zacatku.

Elementy matice L jsou zfejmé po ¢astech konstani. V pribéhu jednotlivych
fazi se neméni. V kazdé vétvi systém relaxuje do rovnovazné polohy, ktera je dana
podminkou:

d
LUt =0. (2.15)

Pocateéni podminku y(0) volime tak, aby se motor nachézel uz od samého zac¢atku
ve staciondarnim stavu a vyhnul se tak tzv. tranzitornim jevim, viz Obr. 4.
Obecné se stacionarni stav lisi od stavu rovnovazného. Shodovaly by se v limité
rovnovazného cyklu. Stacionarni stav je dan podminkou:

y(t) =yt + 7). (2.16)

To znamena, zZe se systém po uplynuti jedné periody pracovniho protokolu nachézi
ve stejném stavu. Porovnanim y(0) = y(7) a dosazenim obecného feseni pro y(¢)
(213a) ziskame stacionarni pocateéni podminku:

[exp (- g"g(t’)dt’)} Lf (') exp (jf(t")dt”) dt']
) - {exp (_ Oftf(t’)dt’ﬂ

(2.17)
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Obrazek 2.4: Tranzitorni jevy. Prubéhy y(t) v zavislosti na poc¢a-
tecni podmince y(0) pro nas nesymetricky protokol. Pro ucely to-
hoto obrazku jsme pouzili mnohonasobné zvétsenou energetickou
bariéru B = 20.05, aby byly tranzitorni jevy lépe pozorovatelné.

2.4 Propagatory

Nyni zavedeme tzv. propagatory. Propagator je takovy objekt R, ktery spliiuje
rovnost:

P(t) = R(t, to)P(to). (2.18)

V pripadé dvouhladinového modelu se bude jednat o matici rozméru 2 x 2. Pro-
pagator, nebo téz Greenova funkce mistrovské rovnice, nam 1ika, jak se za ¢asovy
interval (to,t) vyvine stav systému P. Element r;; je pravdépodobnost, Ze se na
konci systém vyskytuje v poloze i za podminky, Ze se na zac¢atku nachéazel v po-
loze j. Stéle musi zustat zachovana normovaci podminka pro pravdépodobnost

(271). Proto zfejmé plati:
2 2
S = 1, 2.19
i=1 j=1
kde p; znaci pravdépodobnost obsazeni j-té hladiny v case %.
Predpis pro propagator ziskame dosazenim definice propagatoru (Z18) do mi-
strovské rovnice (28). Integraci dostaneme propagator ve tvaru:

t

R(t,ty) = exp —/L(t’)dt’ (2.20)

to

Jednoduse muzeme sestrojit propagatory pro kazdou z vétvi protokolu, kde jsou
parametry konstantni. Propagator pro k-tou vétev oznacime Rj:

Re=R (%, @0 = exp [%Lk] , (2.21)

kde L;, je matice prechodovych rychlosti pro k-tou vétev. Propagator R. pro celou
periodu 7 pracovniho cyklu ziskaAme nasobenim propagatort pro jednotlivé vétve.
Vyvoj stavu P za jednu periodu tedy zapiSeme jako:

P(7) = R.P(0) = RyRyRy Ry P(0). (2.22)

8



Je ziejmé, ze méa-li stav P(0) spliiovat podminku stacionarniho stavu (218), mu-
si byt vlastnim vektorem propagatoru R, s vlastnim ¢islem 1. Propagator pro
libovolny pocet cykli ziskdme nasobenim propagatoru R, se sebou samym.

Reseni mistrovskeé rovnice v podobé propagatort (2220) je ekvivalentni obecné-
mu feSeni (214). Vybér postupu zéavisi na preferencich. P¥i detailnim pozorovani
dynamiky systému jsme vyuzili piimy vypocet. Naopak propagatory Ry dale vy-
uzijeme v nasledujicich kapitolach, kde vysta¢ime se znalosti stavu systému na
prelomu fazi. Zaroven budeme moci tyto a odvozené propagatory pohodlné skla-
dat maticovym néasobenim.

2.5 Simulace trajektorii

Dalsim moznym pristupem k vySetfovani pravdépodobnosti obsazeni hladin je
simulace Monte Carlo. Generujeme velké mnozstvi N nadhodnych trajektorii a v
kazdém casovém okamziku provedeme stiedovani polohy pres cely soubor. Necht
se v Case t nachazi N, trajektorii v poloze 1 a Ny trajektorii v poleze 2. Pravdé-
podobnosti p; a ps pak vyjadiime takto:

Ny(t)
pi(t) = N
No(t) (2.23)

Casové okamziky prechodt systému mezi hladinami £ a E, simulujeme néasledu-
jicim zptisobem [8]. V daném ¢ase ty generujeme ndhodné ¢islo X s uniformnim
rozdélenim pravdépodobnosti na intervalu [0,1) a porovname ho s distribuéni
funkei F'(tg,t) pro preskoky. Takové ¢, pro které nastane rovnost X = F', je ¢asem
nasledujiciho preskoku. Distribu¢ni funkce F'(to, t) nam fika, jaka je pravdépodob-
nost, ze v ¢ase t jiz k pfechodu mezi hladinami doslo. Jedna se vlastné o integral z
hustoty pravdépodobnosti preskoki v Case s poc¢ate¢ni podminkou F'(tg, o) = 0.
Prechazeni systému mezi hladinami popisuje nehomogenni Poissontiv proces [8].
V pripadé naseho modelu ma distribu¢ni funkce tvar:

t

Fy(to,t) = 1— exp | — / ()" (2.24)
to
pro pfechody z polohy 1 do polohy 2, resp.
¢
F,(to,t) =1 —exp —/,u(t')dt' (2.25)
to
pro pfechody opacnym smérem.
Generovali jsme N = 5-10° trajektorif a vyuzili vztahti (2223) k ziskan{ prav-
dépodobnosti p;(t) a ps(t), viz Obr. EZ3. Porovnali jsme zavislost y(t) ziskanou

pomoci Monte Carlo simulace s analytickym FeSenim mistrovské rovnice. Vysled-
ky se shoduji velmi dobfe. Rozdil neptesdhne jednu tisicinu.



3. Termodynamické veli¢iny

V této kapitole definujeme termodynamické veli¢iny, které budeme na nasem mo-
delu vysetfovat. Jmenovité se jedna o vnitini energii, teplo, praci a uc¢innost,
které zavedeme jednak ve smyslu stfednich hodnot, a predevsim podél jednotli-
vych trajektorii.

3.1 Stredni hodnoty

V minulé kapitole jsme ziskali predpis pro ¢asovy vyvoj pravdépodobnosti p;(t),
pa(t). To nam umozni pristupem klasické termodynamiky a statistické fyziky
definovat termodynamické veli¢iny ve smyslu jejich stfednich hodnot.

Vnitrni energii U(t) naseho dvouhladinového systému vyjadiime jako vazeny
prumér energii hladin £, a Ey s vdAhami danymi pravdépodobnostmi obsazeni
obou hladin:

2

U(t) =Y Ei(t)pi(t). (3.1)

=1

Derivovanim podle ¢asu dostaneme vztah:

2

o) = > D) o) + > £i) Anlt) (3.2

Diky nasemu pracovnimu protokolu, kde jsou energie hladin po ¢astech konstani
a méni se pouze nekonecné rychlymi skoky, miizeme zapsat zménu vnitini energie
AU za urcity pocet pracovnich fazi, tj. za dany casovy interval, nasledujicim
zpusobem (Vzhledem k tomu, Ze hladinu E; volime nulovou, miZzeme vynechat
sumaci pis index i):

AU =Y AE,pr+ Y Ep Apy. (3.3)

skoky faze

AF), znaci posun energetické hladiny na pocatku k-té vétve, kdy je hladina obsa-
zena s pravdépodobnosti p,. Ej je energie hladiny pti k-té fazi, béhem které se
pravdépodobnost jejitho obsazeni zméni o Apy.

Prvni ¢len na pravé strané rovnice (B33) odpovida zménam energetickych hla-
din. Jelikoz zména probéhne vzdy nekonecné velkou rychlosti, nezméni se stav
systému P v jejim pribéhu. Hodnota energetické hladiny se méni ticinkem vnéjsi
sily. Posunutim obsazené hladiny tedy systém ziskava energii od vnésiho zdroje,
ktery ovlada pracovni protokol. Toto pfedavani energie odpovida konani prace
W. Naproti tomu druhy ¢len na pravé strané odpovida zménéam stavu P, ve kte-
rém se systém nachéazi, v pribéhu vétvi, kdy jsou energetické hladiny konstantni.
Obsazeni hladin se méni pomoci nahodnych pfeskokii systému z jedné polohy do
druhé. Energie potfebna k preskokim je ziskavana z tepelného pohybu molekul
v rezervoaru, které pii narazu predavaji cast své kinetické energie. To odpovida
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vymeéné tepla () systému s okolim. Oznacme tedy:

W= Y A p

skoky (3.4)
Q= > EAp.

faze

S timto oznac¢enim upravime rovnici (B33) na tvar:
AT =W +Q, (3.5)

kde poznavame prvni vétu termodynamickou.

Podle nasi znaménkové konvence je zfejmé, ze prace vykonana na systému,
tedy takova, ktera zvysuje vnitini energii U, prispiva k celkové praci W kladné a
naopak prace vykonana systémem prispiva zaporné. Podobné teplo, které systém
prijimé, prispiva ke () kladné, zatimco odevzdané teplo zaporné.

Stredni tc¢innost n definujeme vztahem:

_
77 Qh,

kde —W je stfedni prace vykonana systémem za pracovni cyklus a @), je teplo
prijaté za cyklus od horkého rezervoaru.

(3.6)

3.2 Teplo a prace na arovni trajektorii

O nekolik fadki vyse jsme zavedli termodynamické veli¢iny vnitini energie, tepla,
prace a ucinnosti klasickym zptisobem. Zdiraznéme, Ze pro dany pracovni proto-
kol a hodnoty parametru tyto veli¢iny nabyvaji kazda jedné hodnoty. Nyni vSak
uvazme, ze béh naseho systému je nahodny proces a pokazdé se realizuje rizné
trajektorie. Trajektorii myslime casovy prubéh polohy systému ¢. Pro priklad
konkrétni trajektorie viz Obr. Bl Vime, ze preskoky mezi hladinami odpovidaji
vymeéné tepla a zmény energii obsazenych hladin odpovidaji konani prace. Teplo a
préace tak budou dobfe definované veli¢iny i na trovni jednotlivych trajektorii. Je
ziejmé, Ze termodynamické veli¢iny podél trajektorii budou ndhodné proménné s
urcitym pravdépodobnostnim rozdélenim.

Nyni budeme vysetfovat pravdépodobnostni rozdéleni vyménéného tepla a
vykonané préce za jednu fazi pracovniho cyklu. V pribéhu jedné vétve se mohou
realizovat celkem ¢tyfi kvalitativné odlisné trajektorie, ve kterych zac¢indame v
poloze 7 a konéime v poloze i. Pravdépodobnost téchto moznosti umime vyjadrit
pomoci elementu propagatori Ry. S kazdou z téchto ¢ty moznosti je spojené
jedna hodnota vykonané prace w a vyménéného tepla g. To plyne z vlastnosti
zvoleného protokolu, kdy se energetické hladiny méni nekoneéné rychlymi skoky
na zacatku kazdé faze a v jejich pribéhu zustavaji konstantni. Naptiklad préce
zavisi pouze na poloze na zac¢atku vétve, poté uz nezalezi na tom, ve které poloze
systém skonci. Vymeénéné teplo je nulové, pokud se systém nachézi ve stejné
poloze na zac¢atku a na konci vétve. Pouze zméni-li polohu, vyméni se s okolim
teplo odpovidajici rozdilu hladin. Pokud se v pribéhu jedné faze zméni poloha
tam i zpét, oba preskoky se odectou. Energeticka bilance je totiz nulova.
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Obrazek 3.1: Konkrétni trajektorie systému s danym pracovnim
protokolem. Délka trajektorie je 27. Této realizaci odpovida teplo
od horkého rezervoaru ¢, = 3€ a vykonana prace —w = 2&.

Zavedeme matice pro teplo a pro praci za fazi k:

_ T]fl d(q) T’fz d(q+ Ex)
Gala) = ( Sla—E) 1 6(g) ) (3.7)
Tlfl (5(w) T]fQ 5(w - AEk)
Gu(w) = ( 5(uw) 1k, (w — AE@) ’ (3:8)

kde 6(¢q) a d(w) predstavuji Diracovy d-funkce, 7;; jsou elementy propagatoru Ry,
a AFE), znaci rozdil £, — Ej,_;. Hornim indexem matic a jejich elementu znaci-
me fazi protokolu. Piipadné muzeme tyto matice ekvivalentné vyjadiit pomoci
jednotlivych elementt s pouzitim symbolu Kroneckerova 9:

gfj (q) = Tfj [(513 5((]) + 52'1(52]' 6(q + Ek> + (52'2(51]' 5(q — Ek)] (39)

gfj (w) = rfj [01j 0(w) + b2 0(w — AEY)]. (3.10)

Elementy g;; predstavuji distribuci tepla nebo prace pro dané trajektorie.

Celkovou hustotu pravdépodobnosti p pro teplo a praci za pozorovany casovy
tsek ziskame vysc¢itdnim pomoci vztahu:

2 2

p(s) =D aii(s)py, (3.11)

i=1 j=1

kde s zna¢i proménnou g nebo w, p; je pravdépodobnost obsazeni j-té hladiny
v pocatecnim stavu. Ziejmé tyto distribuce nejsou spojitymi funkcemi, ale jed-
né se o linedrni kombinace Diracovych d-funkci. Véha téchto d-funkei odpovida
pravdépodobnosti realizace vSech trajektorii, kterym prislusi dané hodnota tepla
q nebo prace w.
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Podobné jako v pripadé propagatori R miZeme ziskat matici G pro praci
nebo pro teplo za delsi ¢asovy tsek skladajici se z vice vétvi, piipadné cykli, pra-
covniho protokolu. Tentokrat musime provadét konvoluci distribuci piislusnych
skladanym tsekiim trajektorif. Elementy slozené matice G*(s) = G'(s) * G¥(s)
vyjadiime jako:

2

+oo
)= 32 [ (sl (5= s (3.12)
m=1_"_
Matici pro cely cyklus potom posklddame takto:
Ge(s) = Gu(s) x G3(s) * Ga(s) x G1(s) (3.13)

nebo s vyuzitim Laplaceovy transformace muzeme vysledek ziskat maticovym
nasobenim Laplaceovych obrazi:

Ge(p) = Ga(9)Ga() Ga(0) G (), (3.14)
kde Gy(u) je Laplaceovym obrazem matice Gy (s):
Gr(p) = L{Gx(5)} (p)- (3.15)

V pripadé, Ze se zajimédme pouze o teplo ¢ pfijaté od horkého rezervoaru,
vynulujeme prispévek k celkové distribuci v propagatoru (B9) pro chladné vétve
k pracovniho protokolu:

g5 (an) = ri0(qn). (3.16)

Slozenim pfislusnych matic pomoci konvoluce (B12) a vyséitanim podle vzta-
hu (B) jsme ziskali hustoty pravdépodobnosti pro teplo g, resp. pro préci w,
viz Obr. B2, podél jednotlivych trajektorii délky 17 a 27 pro oba naSe pracovni
protokoly.

3.3 Definice G¢innosti

V predeslé casti jsme zavedli teplo a praci na trovni jednotlivych trajektorii.
Uréime-li pro trajektorii jednu hodnotu pfijatého tepla q a prace w, miizeme ji
pridélit téz acinnost n:
n o (3.17)
Snazime se o piimé zobecnéni klasické definice u¢innosti (B6) do stochastické
termodynamiky. PovSimnéme si, ze v klasické termodynamice jsou v pripadé mo-
toru, ktery operuje mezi horkym a chladnym rezervoarem a kona préci, veli¢iny
teplo prijaté a teplo vyménéné s horkym rezervoarem totozné. To vyplyva ze dru-
hé véty termodynamické [9]. Je-1i systém v kontaktu s horkym rezervoarem, pak
prijima teplo. A prijme-li systém néjaké teplo, pak vyhradné od horkého rezervoa-
ru. Na drovni jednotlivych trajektorii jsme se vSak presvédcili, ze ve stochastické
termodynamice takto silny vyrok neplati.
Zavedeme proto ruzné definice i¢innosti podle toho, jaké teplo v nich vystu-
puje, a budeme pozorovat jejich prevdépodobnostni rozdéleni a diskutovat jejich
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Obrézek 3.2: Hustoty pravdépodobnosti pro teplo g, a pro praci
—w. Délky pozorovanych trajektorif jsou 1 a 2 cykly. Cerna ¢ara
znaci stfedni hodnotu.

fyzikalni vyznam. Jako prvni se nabizi bréat teplo g, vyménéné s horkym rezervoa-
rem tak, jak jsme jej zavedli v predeslé ¢asti. Standardné i¢innost pak definujeme:

w

Nh = ——-

qn

(3.18)

Pokud se zaméifime na celkovou energetickou bilanci, definujeme teplo do-
dané systému g;,, ke kterému pfispiva teplo pfijaté od horkého ¢, i chladného
rezervoaru q., je-li kazdé z nich kladné, viz tabulku BT

w
Nin = ——.
Qin
<0 |¢>0
g >0 | Gin =0an | @in = qn + qc
g <0 | Gin=0 | gin = qc

Tabulka 3.1: Definice tepla g¢;,.

(3.19)

Nakonec pridame definici, ktera by se na prvni pohled mohla zdat jako pri-

mocaré zobecnéni a jako nejuzite¢néjsi.

v

Vezmeme doslova vzaté teplo prijaté. Do

tepla ¢, zapoCteme tplné vSechny preskoky z nizsi energetické hladiny na vySssi a
zadné preskoky zpét. Uz nyni ale miizeme uhodnout, ze takto definovana t¢innost

Na

14

w

da
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nebude mit snadnou fyzikalni interpretaci. Uvazme, Ze prodluzujeme periodu pra-
covniho cyklu 7 — oo, coz odpovida tomu, Ze motor pracuje velmi pomalu, v
kvazi-rovnovazném stavu. I tam vSak dochézi k preskokiim mezi hladinami. Po-
¢et téchto preskoku zfejmé s Casem roste, a tedy poroste i teplo @), — oo, avsak
prace ziistane koneéné velka. U¢innost pak bude klesat k nule 7, — 0, stejné tak
jeji stfedni hodnota (n,) — 0. Takovy vysledek v8ak neni ve shodé s klasickou
termodynamikou. Naopak oc¢ekdvame, Ze rovnovazna realizace nam da acinnost
maximalni. U¢innosti n, se jiz dale zabyvat nebudeme.

3.4 Pravdépodobnostni rozdéleni ticinnosti

Jelikoz jsou ¢ a w ndhodné proménné, bude zfejmé ndhodnou veli¢inou téz ucin-
nost 7. Abychom mohli nalézt hustotu pravdépodobnosti pro tc¢innost, nestaci
nam hustoty pravdépodobnosti pro teplo p(q) a pro préaci p(w) z predchozi ¢as-
ti. Budeme potiebovat znat simultanni hustotu pravdépodobnosti pro teplo a
préci o(q,w). Matice sestavime stejnym zpiisobem jako pro obé veli¢iny zvlast.
Za¢néme s ucinnosti n,. Pro horké vétve k£ mé matice tvar:

k _ i1 0(qn) 0(w) 7"125((1 + E) 0(w — AF},)
Chlanw) = (7"21 3 (qn —hEk) o(w) "5 g(Qh) (];( — AFE) k ) ’ (3:21)

a pro chladné vétve k:

k _ (111 0(gn) 6(w) 1y 0(gn) O(w — AE)
Gl = (1 5o ) oty o k) 62

Matice pro vice fazi a cykli skladdme obdobné s tim rozdilem, ze konvoluci pro-
vadime tentokrat v obou proménnych

+00 400

2
g (qnw) = / / i (40" ) i (an — ¢, w0 — w') d¢ du’, (3.23)
m=1

—00 —0O0

nebo miizeme opét pouzit Laplaceovu transformaci. Hustotu pravépodobnosti
on(qn, w) vyséitame analogicky ke vztahu (BZI).

V piipadé ac¢innosti 7;, je situace slozitéjsi v tom smyslu, Ze teplo ¢, neumime
vyjadrit pfimo. Proto nejprve zavedeme simultanni hustotu pravdépodobnosti

Ohe(Gn, ge, w). Sestavime matice pro horké vétve k:

K _ 11 5(%) 0(ge) O(w) 1y 5(% + Ek) 6(qc) 6(w — AEy)
Gl e ) = (7‘21 0(an — Ex) 6(gc) 6(w) 155 6(qn) 0(qe) (w — AEy) ) ’
(3.24)
resp. pro chladné vétve k:

G* (qn, Ge, w) = < ri1 0(qn) 0(qc) d(w) 1y 0(qn) 0(ge + Ex) 0(w — AEk)) .
hed e 151 0(an) 6(ge — Bw) 6(w) 15, 0(an) 0(qc) 0(w — AEy)
(3.25)
Skladani matic a vyséitani hustoty pravdépodobnosti oy.(qn, ¢., w) probiha ob-
dobné. Odtud posléze prejdeme podle definice ¢, v tabulce Bl k simultanni
hustoté pravdépodobnosti oy, (qin, w).

15



Nyni zndme distribuci trajektorii podle piislusnych dvojic ¢,w, které jim na-
lezi. V roviné g,w odpovida kazda pirimka prochézejici poc¢atkem svou smérnici
jedné hodnoté ucinnosti 7. Vyslednou hustotu pravdépodobnosti pro tcinnost
p(n) ziskdme vyséitanim prispévki podle piimek s danou smérnici. Pfipadné mi-
zeme hustotu pravdépodobnosti pro t¢innost p(n) vyjadrit formalné také jako:

—+00 400

o= [ [ 5(n+%> plg, w) dg duw. (3.26)

—00 —O0

To plati pro obé definice tepla resp. tcinnosti. Distribuce jsme analyticky vypo-
Cetli pro trajektorie délek 17 a 27 pro obé definice. Hustoty pravdépodobnosti
on(gn, w) & py, (n) jsou na Obr. B33. Pro hustoty o, (¢in, w) & py,, (i) viz Obr.
B4

7 obrazku B33 a B4 je ziejmé, Ze teplo muze nabyvat hodnoty ¢ = 0. Je-li v
takovém piipadé vykonana prace kladnd —w > 0, priftadime tc¢innosti hodnotu
n = 4o00. Naopak zaporné vykonané praci —w < 0 tehdy pridélime n = —oo.
Vidime vsak, Ze nastava i situace, kdy jsou obé veli¢iny nulové ¢ = 0 a w = 0.
Této dvojici neumime prifadit zddnou hodnotu uéinnosti . Z Obr. B3 (f) je
patrné, ze pravdépodobnost této nedefinované hodnoty tc¢innosti se s prodlou-
zenim trajektorie snizila. P¥itomnost jediné d-funkce s definovanou hodnotou v
této distribuci je zptusobena tim, ze dany protokol pro celoc¢iselné nasobky cykli
umoznuje pouze hodnoty tepla a prace g, = —2w. Kdybychom dovolili ndhodné
délky trajektorii, objevily by se dalsi mozné hodnoty podle toho, jaky bude pii-
rustek vnitini energie. Ten vSak neni extenzivni v Case a pro dlouhé trajektorie
jeho vyznam zanikne.

3.5 Simulace s termodynamickymi velic¢inami

I zde se rovnéz nabizi moznost vySetfovat pravdépodobnostni rozdéleni hodnot
tepla, prace a uc¢innosti pomoci Monte Carlo simulaci. Generujeme velké mnozstvi
N nahodnych trajektorii. Tentokrat se nezajimame o vyvoj polohy systému v
Case, ale sc¢itdme preskoky mezi hladinami a pohyby obsazenych hladin podle
pravidel popsanych v ¢asti B2. Na konci trajektorie tedy zname celkovou préaci,
teplo a ucinnost jako jejich podil podle vztahu (BT4). Tyto hodnoty ukladdme
do histogramt. Napt. pravdépodobnost, ze namérime danou hodnotu w veli¢iny
W je potom dana vztahem:

Ny

Prob{W = w} = N

(3.27)
kde N, je pocet zaznamenanych realizaci hodnoty w. Vysledkem jsou tedy prav-
dépodobnostni rozdéleni pro teplo, pro praci a pro u¢innost. Hodnoty ukladame
pro obé definice tepla a uc¢innosti.

Nasimulovali jsme N = 5 - 10° trajektorii délek 17 a 27. Vystupy simulaci se
shoduji s teoretickymi vysledky. d-funkce ve vypocétenych distribucich odpovidaji
prislusnym intervalim v histogramu.
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Obrazek 3.3: Simultanni hustoty pravdépodobnosti pro teplo gy
a pro praci w a vysledné husoty pravdépodobnosti pro ti¢innost
nr- Délky pozorovanych trajektorii jsou 1 a 2 cykly.
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Obrazek 3.4: Simultanni hustoty pravdépodobnosti pro teplo g,
a pro praci w a vysledné husoty pravdépodobnosti pro ti¢innost
Nin- Délky pozorovanych trajektorii jsou 1 a 2 cykly.
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4. Teorie velkych odchylek

V této kapitole sestrojime funkce velkych odchylek pro teplo, praci a u¢innost a
jim pfislusné hustoty pravdépodobnosti pro dlouhé trajektorie. Budeme demon-
strovat obecné vlastnosti [5], [6] téchto objekti na nasem ¢asové nesymetrickém
protokolu. Potvrdime, Ze funkce velkych odchylek pro t¢innost nabyva lokalni-
ho minima, Ze jeji maximum odpovidé klasické uc¢innosti ve stfednim smyslu a
ze pro distribuci fluktuujici Géinnosti neexistuji momenty jako stfedni hodnota,
variance atd. My vsak zjistujeme, ze existuje téz piiklad tepelného motoru, kde
tyto vlastnosti povazované za obecné nenajdeme, a sice nas symetricky protokol.

4.1 Teorie velkych odchylek

V predchozi kapitole jsme nalezli zpisob, jakym analyticky vypocitat hustotu
pravdépodobnosti pro teplo, praci a uc¢innost. Vypocet jsme provedli pro kratké
trajektorie. V principu je postup platny pro trajektorie libovolné délky, avsak
pro vétsi pocty cykli se zvySuje nérocnost vypoctu a slozitost vysledné ditri-
buce v podobé linearni kombinace velkého poc¢tu d-funkci. Nadale necht pro ¢as
pozorovani plati:

t=nt>1. (4.1)

Chystame se vyuzit teorie velkych odchylek (z angl. large deviation theory,) kde
se v ramci aproximace vypocet zjednodusi. Predpokladéame, Zze pravdépodobnosti
velkych fluktuaci zkoumanych veli¢in okolo nejpravdépodobnéjsich hodnot rychle
klesaji. Klesajicim fluktuacim fikame taily. Za podminky (A1) muZeme hustotu
pravdépodobnosti pro teplo, praci resp. praci aproximovat exponencialnim tvarem

[T0]:
p(s) =~ exp [tJ (%)]
pn) =~ exp [t ()],

kde J se nazyva funkce velkych odchylek (z angl. large deviation function.) s
znac¢i proménnou ¢, w, které jsou na rozdil od n extenzivni v Case. Oc¢ekavame,
ze vyslednou distribuci bude spojita funkce.

(4.2)

4.2 Vypocet funkce velkych odchylek

Zatneme sestavenim funkce velkych odchylek pro teplo a pro préaci. Nejprve vy-
pocteme stfedni hodnotou vyrazu e *¥. Stfedovani provadime pres proménnou

S:
+o00

(e7%%) = /e_5¢p(s)ds (4.3)

—0o0

kam dosadime (B72) a vytkneme ¢ v exponentu:

+0o0
ey =A / el(7(1)=1)ds (4.4)

—0o0
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A je realna konstanta imeérnosti. Provedeme substituci: s = tu.

+oo
(e7°%) = At / et W=ue)qy, (4.5)
Méame na paméti podminku £ > 1 a integral aproximujeme pomoci nejvétsiho

integrandu. Hledame 1,,,,, kde ma exponent maximum. Ostatni p¥ispévky expo-
nencialné klesaji a miizeme je zanedbat.

(e7%) = At ¢ maxy {J(u)—up} (4.6)

Nyni tuto stfedni hodnotu zlogaritmujeme a jako funkci f(¢) ozna¢ime na-
sledujici vyraz:

1 1
flp) = n In(e™%) = n In (At el max“{‘](“)_“‘p}) (4.7)

Déale upravime na tvar

flp) = Int + # + max,{J (u) — up}, (4.8)

t
kde prvni dva éleny jsou oproti tfetimu zanedbatelné, nebot za podminky (E)
jdou oba k nule.
Vsimnéme si, ze vyraz
+oo

(e=5) = / e~ p(s)ds (4.9)

—00

je zaroven Laplaceovym obrazem hustoty pravdépodobnosti:

(e7%) = plp) = L{p(s)} (). (4.10)

Laplaceovu transformaci distribuce pro praci a pro teplo umime pro libovolny
pocet cykli n = f vypocitat umocnénim matice (8I4) na n-tou a néslednym
vyscitanim

2 2
pe) = DD |G| Ipol; (4.11)

=1 j=1 K

Matice G, (i) se da diagonalizovat pomoci vlastnich éisel A;(¢) a Ay(p) a vysledna
distribuce nabyva tvaru:

plp) = X (p) + aAy(¢), (4.12)

kde a1, as jsou koeficienty vystupujici po vynésobeni transformac¢nimi maticemi,
které vystupuji v diagonaliza¢nim procesu, a po vys¢itani. Principidlné je vypoci-
tat dokdzeme, ale zde to neni nutné. Vyuzijeme predpokladu t > 1, kdy zaroven
n > 1. Tehdy zfejmé plati, Ze je-li Ay > Ao, je AT > A}, a naopak. Staci tedy
polozit

ple) = max{AT(p), A3 ()}, (4.13)
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nebot po zlogaritmovani muzeme zanedbat i prislusny koeficient a:

1 n
f(@) = ; Ina+ ? In Amaw(@) (414)
Nyni jiz vime, jak spolu souvisi J(u) a f(¢):

fle) = max, {J(u) — up}, (4.15)
a umime f(p) explicitné vyjadrit

fle) = %ln Amaz () (4.16)

Z rovnice (A13) vyjadiime J(u) pomoci Legendreovy transformace:

J(w) = ming {f(¢2) + u}. (4.17)

Spocetli jsme funkce velkych deviaci pro teplo J,, (¢n) a pro praci J,(w) pro
nesymetricky (Obr. B) i symetricky protokol (Obr. B2). Vysledky jsme porovnali
s Monte Carlo simulaci (viz B3H) hustot p,, (¢n) a pw(w) pro trajektorie délek 50,
100 a 200 cyklia. Distribuce jsme preskilovali podle predpisu

J(s") ~1In(p(s)) / t, (4.18)

abychom je mohli porovnat s funkci velkych deviaci a také mezi sebou.

0.005 — 0.005 — : :
0F goseeleg, E 0F p
-0.005 | ',"'. \ ; 0.005 | rd
001 | / \ | - 001 | /
-0.015 } / \ 0.015 } /

-0.02

002 | / \
0025 | 20025 |

003 b Jo (q)) —— ] 20.03 | Juw (W)
0.03 / 58h(tyllli. 0.03 560(‘,}71(.

In(pg, (q3)) / t
In(pw(w')) / t

-0.035 100 cyk. . 1 -0.035 | 100 cyk. o
200 cyk. 200 cyk.
-0.04 L ! 20.04 Lo . ; . .
-0.1 0 0.1 02 03 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
q), —w'
(a) Jo,. (qn) (b) Ju(w)

Obrazek 4.1: Porovnani funkci velkych deviaci s prislusnymi dis-
tribucemi pro nesymetricky protokol.

Taily fuknci J,, (gn) a Ji,(w) rychle klesaji. Stfedni hodnoty tepla a prace jsou:

“+00

@ = [ doutd) o, (4.19)
+oo
-W = —/w' po(w') dw'. (4.20)
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Obrazek 4.2: Porovnani funkei velkych deviaci s prislusnymi dis-
tribucemi pro symetricky protokol.

Hodnotam @)}, a —W’ odpovidaji maxima piislusnych funkei velkych deviaci.

Vypocet funkce velkych odchylek pro teplo ¢;, jsme neprovadéli. Nicméné
jsme v prubéhu simulace pravdépodobnostni rozdéleni pro ¢;, zaznamenavali. Po
odecteni simulovanych distibuci pg, — pq,, je vidét, Ze uz pro trajektorie délky 200
cykli je rozdil nulovy, a Ze tedy pro velky ¢as t obé veli¢iny splynou. To odpovida
skutecnosti, ze v naSem modelu je podél dlouhych trajektorii ¢, > 0 a ¢. < 0.
Funkce velkych deviaci pro ¢, a ¢;, tedy budou totozné.

4.3 Ucinnost 1y,

Pro ziskani funkce velkych deviaci pro Gc¢innost n postupujeme podobné, jako pti
analytickém vypoctu jeji distibuce v ¢asti B4. Tento postup je platny pro obé
definice u¢innosti. Opét zacneme se simultanni pravdépodobnosti pro teplo ¢ a
praci w.

o(q,w) = Aett (%) (4.21)
Stejnym postupem jako vySe, jen s tim rozdilem, Ze Laplaceovu transformaci
provadime ve dvou proménnych, pak ziskdme potiebné vztahy:

he,¥) = maxgw{I(,w') —q'¢—w} (4.22)
h(%i/}) = %hl )\max((paw>. (423)

Y

funkci velkych odchylek I(q’, w").

Nyni odvodime vztah hledané funkce J(n) a jiz nalezené funkce /(¢', w’). Hus-
totu pro uc¢innost ziskame ze simultdnni hustoty pro teplo a préci integraci v
roviné ¢, w podél primek, kterym nalezi jedna hodnota tc¢innosti 7:

q" a w' znaci po fadé {, ¥. Legendreovou transformaci jsme opét schopni ziskat

+0o0

p(n) = / o(q,—nq) q dg, (4.24)

—00
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kde samostatné stojici g je jakobian. Ten pozdéji zanedbame, protoze nevystupuje
v exponentu. Ve tvaru velkych deviaci tedy:

+oo
ol () — / otl(d',—nd) q dq = Gmaz € max,{I(q',—nq')} (4.25)
a po zlogaritmovani:
J(n) = maxy {I(¢', —nq')} (4.26)

Tento vypocet jsme provedli pro definici tepla ¢, resp. Gc¢innosti 7, pro nas
nesymetricky protokol. Funkei velkych deviaci pro ucéinnost J,, (1) jsme ziskali
maximalizaci hodnot funkce (g}, w’) v roviné ¢j,w’ podél piimek (g}, —nmng},),
které odpovidaji jedné hodnoté n, kazda. Pro funkci velkych odchylek I(q;,w’)
viz Obr. E3.

0.3 }
0.2

0.1

-0.1
-0.2

-0.3

-03 -02 -01 0 01 02 03 04

Obrazek 4.3: Funkce velkych odchylek I(qj,, w’)

Vyslednou funkei J(n;,) jsme porovnali s preskalovanym pravdépodobnostnim
rozdélenim p,, (1), které jsme ziskali simulaci trajektorii délky 50, 100 a 200
cykla, viz Obr. B4. Vidime, Ze pro kone¢né dlouhé trajektorie distribuce neod-
povidaji funkci velkych odchylek, avsak s rostoucim poctem cykla se priblizuji.
Hustota pravdépodobnosti py, (1) pro kone¢né trajektorie se téz da velmi presné
aproximovat analyticky, jak je ukadzano v [6]. Na Obr. B4 demonstrujeme obecné
vlastnosti funkce velkych deviaci. Je pozoruhodné, Ze v limité dlouhych ¢ast méa
funkce J,, (n,) lokalni minimum. Pro kone¢né dlouhé trajektorie vSak hustoty to-
to minimum neukazuji, a proto ho zfejmé nebude mozné experimentalné zmérit.
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Obrazek 4.4: Funkce velkych deviaci J,, porovnana s nasimulova-
nymi distribucemi fluktuujici ucinnosti pro trajektorie délek 50,
100 a 200 cykla. (1) znad¢i klasickou stfedni u¢innost.

V piipadé ¢asové symetrického protokolu by minimum funkce J,, (n,) odpovida-
lo Carnotové tu¢innosti [6]. Dale si viiméame, Ze taily funkce velkych deviaci ani
simulovanych distribuci nejsou rychle klesajici. Tudiz stfedni hodnota fluktuujici
uc¢innosti definovana vztahem

+o00
() = / h (1) (4.27)

— 00

diverguje. Podobné je tomu s dalsimi momenty. Nejpavdépodobnéjsi hodnota 7y,
odpovida stredni uc¢innosti podle klasické definice, tedy podilu stfedni hodnoty
vykonané préce a stfedni hodnoty piijatého tepla (B8).

V pripadé symetrického pracovniho protokolu je ziejmé, ze distribuce ucin-
nosti bude i pro dlouhé trajektorie stale obsahovat pouze jednu d-funkei:

pr(n) = ad (77h - %) : (4.28)

kde a pfedstavuje vahu J-funkce, ktera za predpokladu ¢ > 1 poroste k jedné,
protoze vaha trajektorii s nedefinovanou hodnotou 1, (¢, = w = 0) pujde k nu-
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le. Takovou hustotu nemtzeme ani v limité dlouhych casii aproximovat spojitou
funkci a neexistuje pro ni funkce velkych deviaci, ktera by vyhovovala vztahu
(A2). Zde vidime, ze existuje i jednoduchy piiklad pracovniho protokolu, ktery
nevykazuje vlastnosti hustoty pravdépodobnosti fluktuujici i¢innosti n;, povazo-
vané za obecné [H].

4.4 Ué&innost Nin

Zatimco vypocet I(¢',w’) je pro definici ¢ = g, pomérné snadny, analogicky vy-
pocet pro ¢;, by byl ndro¢ny a nebudeme jej provadét. Namisto toho se zaméiime
na vztah mezi simultdnnimi hustotami pravdépodobnosti oy, (g, w) a i (qin, w).
Pro t > 1 se zjednodusi tvar prvni véty termodynamické:

0=w+qn+ q., (4.29)

kde jsme celkové vyménéné teplo rozepsali ¢ = ¢, + ¢, a zanedbali jsme pfi-
rustek vnitini energie AU, ktery zustava omezeny, zatimco teplo a prace v c¢ase
rostou. V tuto chvili simultanni hustoty oy (qn, w), 0c(qe, w) & ope(qn, g.) obsahuji
ekvivalentni informaci a muzeme je mezi sebou prevadét. Napr.:

+o00
el 40) = / on(@nw) 8 (e + (w+ qn)) duw (4.30)

— 00

Takto jsme ziskali simultanni hustotu pro g, a q., od které podle definice g;,,, viz
Tab. B, pfejdeme ke hledané simultanni hustoté o, (gi,, w):

400 +o0
o (o 1) — / / (s 60)5 (G — Gin(dns 60)) 8 (10 + (gn + 00)) dan dae,

(4.31)
kde gin(qn, q.) je funkce sestavena podle definice g;,,, kterd ma rizny tvar v kazdém
z kvadranti v roviné gy, ¢.. Integral uvedeny vyse tedy muzeme rozdélit na ¢tyri
a uvést ¢in(qn, q.) explicitné. Integraly pres prvni a tieti kvadrant, kde je ¢;, =
qn + Ge, 1€Sp. ¢in, = 0, ndm do hustoty oy, (¢, w) prispéji d-funkcemi, viz Obr. E3.

Odpovidajici hustotu pravdépodobnosti pro G¢innost py,, (1) ziskime inte-
graci podél polopfimek odpovidajicich dané hodnoté G¢innosti podle (E=24):

+o0

0

Integrél rozepiseme na ¢tyfi ¢leny po fadé podle kvadrantii, kde umime explicitné
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Obrazek 4.5: Prechod od simultanni hustoty pravdépodobnosti
Ohe(qn, qc) k hustoté o4, (gin, w), kde polopiimky prochéazejici po-
¢atkem odpovidaji svou smérnici kazda jedné (prevracené) hod-
noté ucinnosti. Pro hodnoty u¢innosti n;,, = 1 a 1;, = —o00 vy-
stupuji v distribuci d-funkce.

vyjadEit gin(qn, ge):
400 +00

Pnin, (77m) = / / O_hC(Qha QC) th dQC 5(77171 - ]-)
0 0

“+o00o
+ / o (qns —Mingn) dan
0
- (4.33)
+ //th(qh,qc) dgp dge | 0(nin + 00)
+oo
+ /OC(QC7 _nanC) dCIc
0

Nyni budeme uvazovat pouze nesingularni ¢ast, kam do zbylych dvou ¢leni do-
sadime simultanni hustoty ve tvaru velkych deviaci

V)
ot nin (in) — et maxq;blh(qhv Nindj,) + et maxq/cfc(%y—mnqé)’ (4'34)

kde prvni ¢len na pravé strané je roven e /() Na Obr. BB porovnavame na
intervalu (—3,1) funkei J,, s nasimulovanymi distribucemi 7;,. Jelikoz .J,, vyho-
vuje simulovanym hodnotam, soudime, Ze na intervalu (—oo, 1) je hledana funkce
velkych deviaci J,,, shodna s J,, a Ze prispévek od druhého ¢lenu, ktery odpovida
¢tvrtému kvadrantu, musi byt zanedbatelny.

Je zajimavé, Ze stfedni hodnoty veli¢in ¢;, a 7;, se méni s délkou trajektorii.
Pro prodluzujici se trajektorie se hodnoty blizi ke stfednim hodnotam velic¢in gy,
resp. Np.
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Obrazek 4.6: Funkce velkych deviaci J,, porovnana s nasimulova-
nymi distribucemi 7;, pro trajektorie délek 50, 100 a 200 cykla.
(n)k znad¢i klasickou stfedni uc¢innost. d-funkce jsou naznaceny
pouze orientacné.

Pro nas symetricky protokol se s definici t¢innosti 7;, distribuce i¢innosti také
jemné kvalitativné zméni, a sice v ni pfibudou dvé d-funkce. Jelikoz plati ¢, =
—2w, musi podle (A229) byt g. = w. Pfi transformaci hustoty ptispé&ji kvadranty z
Obr. B3 (a) nasledovné. Prvni kvadrant ma nulovou pravdépodobnost, nebot ¢, a
g. nemohou zaroven nabyvat kladnych hodnot. Druhy kvadrant prispéje d-funkei
v bodé n;, = % Tehdy se shoduji obé definice uc¢innosti. Tteti kvadrant prispéje
0-funkci v bodé n;,, = —oo a ¢tvrty kvadrant prispéje v bodé 7, = —1. Vaha
dvou poslednich §-funkci bude pro dlouhé trajektori klesat, zatimco poroste vaha
0-funkce v bodé n;, = %, protoze distribuce ¢, se s rostoucim ¢asem zuzuje kolem
nejpravdépodobnéjsi (kladné) hodnoty, viz. Obr. B2 (a). Vidime tedy, Ze v limité
dlouhych ¢asii splynou pravdépodobnostni rozdéleni pro obé definice i¢innosti.
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5. Zaveér

Zkonstruovali jsme jednoduchy diskrétni model molekuldrniho motoru a predsta-
vili jsme dva pracovni protokoly. Jeden ¢asové symetricky, druhy nesymetricky.
Nalezli jsme stacionarni feseni mistrovské rovnice, ktera dynamiku motoru jakoz-
to nahodny markovovsky Fetézec popisuje. Reseni se shoduje s vysledky Monte
Carlo simulace.

Termodynamické veli¢iny tepla, prace a uc¢innosti jsme zavedli klasicky ve
smyslu stfednich hodnot, ale predevsim pak podél jednotlivych trajektorii. Pro
tyto fluktuujici veli¢iny jsme analyticky sestrojili hustotu pravdépodobnosti. Pro
trajektorie délek jednoho a dvou cykli jsme pravdépodobnostni rozdéleni slozené
z o-funkei spocetli exaktné. Analytické vysledky odpovidaji vysledkiim simulaci.

Neni zcela zfejmé, jak definovat teplo prijaté do systému. Kromé standardni
definice tepla vyménéného s horkym rezervoarem ¢, jsme zavedli teplo ¢;,, kam
prispiva teplo od horkého i chladného rezervoaru, je li kazdé z nich kladné. Jelikoz
je alternativni definice slozitéjsi, jsou slozitéjsi i vypocty hustoty pravdépodob-
nosti. Kazdé z definic prijatého tepla odpovida jedna definice i¢innosti. Zatimco
uc¢innost 7y, se muze zdat jako pfimocaré zobecnéni klasické definice, domnivame
se, ze ucinnost 7;, lépe vystihuje energetickou bilanci. Napiiklad nemtze presah-
nout hodnotu 1 nebo nenabyva kladnych hodnot, v pripadé, Ze systém nepracuje
jako motor konajici praci, ale jako tzv. tepelnd pumpa (princip lednicky.)

Pro dlouhé trajektorie jsme presli ke spojité distribuci fluktuujicich termody-
namickych veli¢in a vyuzili jsme teorie velkych deviaci. Funkci velkych odchylek
jsme nalezli nejprve pro teplo ¢, a pro praci w. Ta dobfe koresponduje s hustotou
pravdépodobnosti i pro kone¢né dlouhé trajektorie (padesat, sto a dvé sté cyk-
l4,) které jsme simulovali. Nésledné jsme se omezili na nesymetricky protokol a
pracovali jsme se simultdnni pravdépodobnosti pro teplo a praci. Z té jsme ziskali
funkci velkych deviaci pro tc¢innost 7. Ta ale simulovanym hustotam pro kone¢né
trajektorie iplné presné nevyhovuje. Vidime vsak, zZe jeji predikéni schopnost je
relativné dobra na intervalu (0, 1).

Presvédcili jsme se, ze tato funkce velkych odchylek odpovida vysledkim uvéa-
dénych v literatufe. Jeji maximum lezi na hodnoté klasicky definované tc¢innosti
ve smyslu stfednich hodnot, existuje lokadlni minimum a taily neklesaji rychle,
proc¢ez fluktuujici G¢innost nemé momenty:.

Analogicky vypocet velkych deviaci jsme pro definici g;, a 7;, neprovadéli.
Transformaci simultannich hustot pro ¢, a g. jsme vsak ziskali pfedstavu o tom,
jak bude funkce velkych odchylek pro n;, vypadat. Z vysledkii simulace soudime,
ze funkce velkych deviaci pro teplo jsou totozné a funkce pro u¢innost se na
intervalu (—oo, 1) shoduji pro obé& definice tc¢innosti. Bylo by zajimavé pro tuto
hypotézu provést rigorézni dikaz.

V pripadé naseho symetrického protokolu neexistuje pro distribuci u¢innos-
ti np, odpovidajici funkce velkych deviaci. Prestoze teplo a prace jsou s casem
extenzivni velic¢iny, zustava pro libovolny pocet cykli hustota pravdépodobnosti
umérna jediné d-funkci. Jedna se o priklad netrividlntho motoru, pro ktery neplati
vysledky z literatury, které byly povazovany za obecné.
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