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ces̊u a následně aproximována pomoćı scénář̊u. Dále je prezentován sezónńı
deterministický model oceňováńı vody, pomoćı kterého je na základě duálńıch
proměnných odhadnuta cena vody v jednotlivých kategoríıch nádrž́ı soustavy.
V praktické části práce je úloha ř́ızeńı vodohospodářské soustavy aplikována
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optimalizace.

Title: Stochastic optimization model of effective hydro energy usage

Author: Bc. Veronika Jańıková
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Abstract: This thesis deals with the stochastic optimization problem of hydro
reservoir management. External inflows and market electricity price are both
considered as random inputs to the model, which is designed as joint chance con-
strained programming. The main goal of the optimization problem is to maximize
the profit from hydro energy usage together with minimizing the cost of used wa-
ter. The random component is modelled by suitable stochastic processes based
on historical data and then approximated via scenarios. Seasonal deterministic
model is another model that is presented in this thesis. This model helps appraise
water stored in every each reservoir’s compartment. The estimates of water va-
lues are based on dual variables. Finally, in the practical part the hydro reservoir
management problem is applied to the real hydro valley located on the Vltava
river. This part also deals with an option of increasing the number of pumping
stations in this particular hydro valley.
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společnosti ČEZ, a. s. a Ing. Karlu Březinovi z podniku Povod́ı Vltavy, s. p. za
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v čase t [m3/h] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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gi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

σR : R → {1, . . . , NP} zobrazeńı přǐrazuj́ıćı každé reverzńı turb́ıně jej́ı
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Úvod

Obnovitelná energie akumuluj́ıćı se ve vodńıch toćıch nab́ıźı velký energetický
potenciál. Význam vodńıch elektráren však nespoč́ıvá pouze v objemu výroby
elektrické energie. Dı́ky schopnosti rychlého najet́ı na velký výkon vyrovnávaj́ı
vodńı elektrárny okamžité energetické bilance v elektrizačńı přenosové soustavě.
Přečerpávaćı vodńı elektrárny plńı nav́ıc funkci akumulace elektřiny v obdob́ı
ńızké spotřeby, č́ımž zvyšuj́ı efektivnost provozu elektrizačńı soustavy. (Skupina
ČEZ, 2012)

Práce se zabývá problémem krátkodobého ř́ızeńı soustavy vodńıch nádrž́ı
s náhodnými parametry, které představuj́ı náhodné vněǰśı př́ıtoky jednotlivých
nádrž́ı a náhodné ceny elektrické energie na trhu. Předpokládáme, že každá
vodńı nádrž má přidružený systém přečerpávaćıch stanic a turb́ın vyráběj́ıćıch
elektrickou energii. Naš́ım ćılem je maximalizovat zisk představuj́ıćı rozd́ıl mezi
celkovou cenou energie vyrobené turb́ınami a celkovou cenou energie použité
k přečerpáváńı, přičemž je dále nutné odeč́ıst cenu použité vody. Současně
požadujeme splněńı všech uvažovaných účel̊u soustavy.

Prvńı kapitola je zaměřena na popis problému ř́ızeńı vodohospodářské sou-
stavy, stanoveńı hlavńıch ćıl̊u a možnosti modelováńı. Ve druhé kapitole je pak
problém formulován jako stochastický model se sdruženým pravděpodobnostńım
omezeńım. Základńı kroky sestaveńı úlohy jsou převzaty z výchoźıho článku van
Ackooij a kol. (2014), přičemž je model dále vhodně rozš́ı̌ren.

Alternativńı matematické modely pro sestavenou úlohu jsou krátce
představeny v třet́ı kapitole. Čtvrtá kapitola je zaměřena na náhodné prvky sou-
stavy a jejich aproximaci pomoćı scénář̊u. Vněǰśı př́ıtoky a cena elektřiny jsou
modelovány pomoćı vhodných stochastických proces̊u, na jejichž základě jsou
pak generovány jednotlivé scénáře. V páté kapitole je zvlášt’ představena úloha
oceňováńı vody uskladněné v nádrži jakožto sezónńı deterministický model.

Praktickou část́ı práce je posledńı kapitola, ve které je sestavená úloha apli-
kována na soustavu deseti vodńıch nádrž́ı na řece Vltavě – Vltavskou kaskádu.
Reálná data byla poskytnuta společnost́ı ČEZ, a. s. a podnikem Povod́ı Vl-
tavy, s. p. Kromě úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády v aktuálńı podobě je řešena
také možnost přečerpáváńı na vodńım d́ıle Orĺık.
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Kapitola 1

Popis problému

V této kapitole představ́ıme uvažovanou vodohospodářskou soustavu,
poṕı̌seme jej́ı ř́ızeńı a stanov́ıme hlavńı ćıle. Zaměř́ıme se také na modelovaćı
př́ıstupy a náhodné prvky soustavy. Zavedeme obecnou úlohu stochastického pro-
gramováńı a podmı́nku úlohy ve tvaru sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı.

1.1 Ř́ızeńı soustavy vodńıch nádrž́ı

1.1.1 Vodohospodářská soustava

Vodohospodářskou soustavou rozumı́me spojeńı vodńıch nádrž́ı za určitým
účelem. V našem př́ıpadě je hlavńım účelem energetické využit́ı. Předpokládáme,
že jednotlivé nádrže jsou vybudovány na vodńıch toćıch, které se do sebe mohou
vlévat a které se nijak nerozvětvuj́ı. Do každé nádrže může být přiváděna voda
z v́ıce nádrž́ı soustavy, voda z nádrže však může téci nejvýše do jedné nádrže
soustavy. Nádrže, do kterých nepřitéká voda z žádné jiné nádrže soustavy, bu-
deme nazývat horńı. Nádrže, ze kterých neodtéká voda do žádné jiné nádrže
soustavy, pak budeme nazývat dolńı. Do každé nádrže soustavy může přitékat
voda i z jiného zdroje, než je výše položená nádrž nad ńı. V takovém př́ıpadě
budeme hovořit o vněǰśım př́ıtoku dané nádrže.

Dále budeme předpokládat, že každá vodńı nádrž může mı́t sv̊uj přidružený
systém turb́ın, které vyráběj́ı v době energetické potřeby pomoćı spádu vody
v potrub́ı elektrickou energii. Zároveň každá nádrž může mı́t přečerpávaćı stanice,
d́ıky kterým je naopak z nádrže pod ńı voda tlakovým potrub́ım přečerpávána
zpět, kde čeká na své optimálńı využit́ı. Řı́d́ıćı proměnné pak představuj́ı pr̊utoky
turb́ınami a přečerpávaćımi stanicemi soustavy v daných časových okamžićıch.

1.1.2 Hlavńı účely soustavy

Při operativńım ř́ızeńı vodohospodářské soustavy je nutné zohlednit velké
množstv́ı vstupńıch informaćı a to zejména primárńı účely nádrže. Účel a využit́ı
každé vodńı nádrže stanovuje jej́ı manipulačńı řád. Budeme předpokládat, že
uvažovaná soustava zajǐst’uje svou funkćı a hospodařeńım s vodou následuj́ıćı
účely.
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Využit́ı vodńı energie

Za hlavńı funkci vodohospodářské soustavy považujeme výrobu a uskladněńı
elektrické energie. Provoz každé nádrže je ovlivněn koĺısáńım spotřeby elektrické
energie v přenosové soustavě a tedy jej́ı aktuálńı cenou na trhu. V době mimo
energetickou špičku, kdy je elektrické energie dostatek a jej́ı cena je ńızká, je
voda přečerpávaćımi stanicemi uměle akumulována. Nashromážděná voda se pak
využ́ıvá ke špičkové výrobě elektrické energie, kdy je elektrické energie nedostatek
a jej́ı cena je vysoká.

Ochrana před povodněmi

Důležitým ćılem soustavy vodńıch nádrž́ı je protipovodňová ochrana.
Předpokládáme, že operativńı ř́ızeńı soustavy je v běžném provozńım režimu, kdy
je hladina každé nádrže udržována v zásobńım prostoru. Neuvažujeme tedy mani-
pulaci za povodňových a mimořádných situaćı. Obecné schéma rozložeńı prostoru
nádrže je uvedeno na obrázku 1.1. Jediným požadavkem ochrany před povodněmi
je udržeńı objemu vody v každé nádrži pod stanovenou bezpečnostńı hranićı, kte-
rou je zpravidla maximálńı hladina zásobńıho prostoru. V zimńım obdob́ı pak za
účelem transformace př́ıpadných zvýšených pr̊utok̊u může být bezpečnostńı hla-
dina ńıže než maximálńı hladina zásobńıho prostoru.

Za účelem protipovodňové ochrany pod nádrž́ı je dále třeba udržet celkový
odtok z nádrže pod stanovenou maximálńı hranićı. Tou je tzv. neškodný pr̊utok
v toku pod nádrž́ı.

Odtok vody z nádrže a nadlepšeńı pr̊utok̊u

Odtoky z nádrže do velikosti celkové maximálńı hltnosti turb́ın se převáděj́ı
přednostně přes turb́ıny vyráběj́ıćı elektrickou energii. K ř́ızenému odtoku vody
větš́ıho než celková maximálńı hltnost turb́ın se pak využ́ıvaj́ı spodńı výpusti.
Ty se také využ́ıvaj́ı v situaćıch, kdy je třeba naopak odpustit množstv́ı vody
menš́ı než minimálńı hltnost turb́ın. Často je totiž d̊uležitým účelem nádrže také

     celkový prostor1

     ovladatelný prostor2

     zásobní prostor3

     prostor stálého

     nadržení

4

     ovladatelný ochranný

     prostor

5

     neovladatelný ochranný

     prostor

6

1 2 3

4

5

6

max. hladina zásobního prostoru

maximální hladina

hladina stálého nadržení

koruna bezp. přelivu

koruna hráze

vodní elektrárna

Obrázek 1.1: Rozložeńı prostoru nádrže
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nadlepšeńı a dotace pr̊utoku na vodńım toku vytékaj́ıćım z nádrže, př́ıpadně ńıže
v soustavě. Pod nádrž́ı je proto nutné udržet stanovený minimálńı pr̊utok a to
bez ohledu na to, zda je vodńı elektrárna v provozu.

Poznamenejme, že k převedeńı minimálńıch pr̊utok̊u v době, kdy je elektrárna
mimo provoz, mohou sloužit i jiné vodohospodářské objekty nádrže, např́ıklad
štěrková propust’. Všechny takové objekty budeme pro jednoduchost řadit mezi
spodńı výpusti.

Doplňme, že je-li nádrž plná, docháźı k nekontrolovanému odtoku vody přes
bezpečnostńı přeliv. Jelikož uvažujeme běžnou provozńı situaci, nebudeme v úloze
možnost odtoku vody bezpečnostńım přelivem uvažovat.

Rekreace, ř́ızeńı životńıho prostřed́ı a ochrana před suchem

V každé nádrži je nutné udržet dané minimálńı množstv́ı vody a to
z d̊uvodu ř́ızeńı životńıho prostřed́ı, plavby v nádrži a při vhodných klimatických
podmı́nkách také k př́ıpadnému rekreačńımi využit́ı. Daná minimálńı hladina ne-
muśı být př́ımo hladina stálého nadržeńı znázorněná na obrázku 1.1, nicméně
nesmı́ pod ni klesnout. Za účelem ochrany před suchem bývaj́ı kladeny také
podmı́nky na minimálńı možný součet objemů ve vybraných nádrž́ıch soustavy.

Zásobováńı vodou

Vodńı nádrže slouž́ı také jako zdroj pro př́ıvod závlahové vody do okoĺı
a pro odběr pr̊umyslové vody, včetně vody pro úpravu na pitnou. Voda může
být odeb́ırána jak př́ımo z nádrže, tak v oblasti pod ńı, kde odběr prob́ıhá
prostřednictv́ım vodńıho toku vytékaj́ıćıho z nádrže. Kromě odběru může být
voda do soustavy naopak pr̊umyslově vypouštěna.

1.2 Modelovaćı př́ıstupy

Při převáděńı reálné komplexńı soustavy na model je nutné stanovit, které
prvky soustavy je třeba detailně zahrnout do modelu. Zbylé prvky pak mohou
být nahrazeny přibližnými aproximacemi, zjednodušeny, či zanedbány. To, jak
detailně je model sestaven a jak dobře vystihuje skutečný problém, nemuśı být
nutně měř́ıtkem jeho kvality. Mnohem d̊uležitěǰśı je vybrat ze všech uvažovaných
záměr̊u a ćıl̊u soustavy ty části, které jsou nezbytné k dosažeńı dobrých výsledk̊u.
Je také d̊uležité dobře popsat fyzikálńı vlastnosti a omezeńı soustavy.

Jsou dvě hlavńı možnosti řešeńı optimalizačńıho problému – determinis-
tické a stochastické programováńı. Deterministický model předpokládá, že každý
vstupńı parametr modelu je známý. Stochastický model naopak zohledňuje při
řešeńı úlohy náhodnou složku za předpokladu, že pravděpodobnostńı rozděleńı
náhodných parametr̊u je známé. Speciálně je-li rozhodnut́ı stanoveno jednou
provždy, hovoř́ıme o statických modelech. V př́ıpadech, kdy se rozhodnut́ı v bu-
doućıch časových okamžićıch může ř́ıdit dř́ıvěǰśımi pozorováńımi, hovoř́ıme o dy-
namických modelech. Hlavńım záměrem této práce jsou stochastické statické mo-
dely.

Náhodné prvky v ř́ızeńı vodohospodářské soustavy vyplývaj́ı z náhodných
vněǰśıch př́ıtok̊u a náhodné ceny elektrické energie na trhu. Nebot’ jsou rozhodnut́ı
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dělána před samotným pozorováńım realizaćı náhodných veličin, muśı být pro
začleněńı náhody použity vhodné modelovaćı př́ıstupy. Je nutné uvážit předevš́ım
povahu řešeného reálného problému, charakter vstupńıch dat a také softwarové
a výpočetńı možnosti. Častými př́ıstupy v ř́ızeńı vodohospodářské soustavy jsou
programováńı s pravděpodobnostńım omezeńım či robustńı optimalizace. V dy-
namických rozhodovaćıch procesech je jedńım z hlavńıch př́ıstup̊u stochastické
dynamické programováńı.

(Aasg̊ard a Andersen, 2013; van Ackooij a kol., 2014)

1.2.1 Obecná úloha stochastického programováńı

Uvažujme obecnou maximalizačńı úlohu nelineárńıho programováńı ve stan-
dardńım tvaru

max c(x)

za podmı́nek gk(x) ≤ 0 ∀ 1 ≤ k ≤ m,

x ≥ 0,

(1.1)

kde c, gk(x), 1 ≤ k ≤ m jsou dané reálné funkce na R
n. Speciálńım př́ıpadem je

pak úloha lineárńıho programováńı

max c⊤x

za podmı́nek Ax ≥ b,

x ≥ 0,

(1.2)

kde b ∈ R
m, c ∈ R

n jsou dané vektory a A je daná matice typu m× n.

Záviśı-li některá z funkćı c, gk, 1 ≤ k ≤ m úlohy (1.1) na náhodných para-
metrech, respektive má-li některý z koeficient̊u v úloze (1.2) náhodný charakter,
hovoř́ıme o úloze stochastického programováńı. Úlohu (1.1) pak zpravidla zapi-
sujeme ve tvaru

max c(x,ω)

za podmı́nek g(x,ω) ≤ 0,

x ∈ X,

(1.3)

kde X ⊂ R
n, ω ∈ Ω ⊂ R

l je náhodný vektor z pravděpodobnostńıho prostoru
(Ω,BΩ,Pω) a

c : X× Ω → R, g : X× Ω → R
m

jsou dané funkce měřitelné vzhledem k ω pro libovolné x ∈ X. V př́ıpadě lineárńı
úlohy (1.2) s náhodnými koeficienty pak vektor ω obsahuje všechny náhodné
prvky matice A a vektor̊u b a c.

Předpokládejme, že rozhodnut́ı x ∈ X je třeba optimálně zvolit dř́ıve, než
je známá realizace náhodného vektoru ω. Dále se předpokládá, že Pω je známé
rozděleńı nezávislé na rozhodnut́ı x ∈ X, což však v praxi nemuśı být splněno.

(Dupačová, 1986)

12



1.2.2 Volba účelové funkce

Předpokládejme, že v úloze maximalizovat c(x,ω) na množině X ⊂ R
n je

X pevná množina př́ıpustných řešeńı, zat́ımco hodnota účelové funkce záviśı na
vektoru náhodných parametr̊u ω. Jelikož se pro r̊uzné realizace ω a dané x ∈ X

funkčńı hodnoty c(x,ω) navzájem lǐśı, nelze funkci c(x,ω) použ́ıt k uspořádáńı
možných rozhodnut́ı. Nab́ıźı se proto použ́ıt středńı hodnotu funkce c(x,ω). Obec-
nou úlohu stochastického nelineárńıho programováńı bychom pak zapsali jako

max E c(x,ω)

za podmı́nek g(x,ω) ≤ 0,

x ∈ X.

(1.4)

(Dupačová, 1986, sekce 3.2)

1.2.3 Pravděpodobnostńı omezeńı

Vyskytuje-li se náhodný parametr také v omezeńı g(x,ω) ≤ 0, je základńım
problémem tvorby stochastického modelu volba množiny př́ıpustných řešeńı.
Nab́ıźı se možnost požadovat, aby př́ıpustná rozhodnut́ı x ∈ X splňovala každé
z omezeńı gi(x,ω) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m alespoň s předem danou pravděpodobnost́ı
αi ∈ 〈0,1〉. Z úlohy (1.4) tak dostáváme stochastický model s individuálńım
pravděpodobnostńım omezeńım tvaru

max E c(x,ω)

za podmı́nek P{gi(x,ω) ≤ 0} ≥ αi ∀ 1 ≤ i ≤ m,

x ∈ X.

(1.5)

Individuálńı pravděpodobnostńı omezeńı v sobě však nezahrnuj́ı informaci o sta-
tistické závislosti jednotlivých náhodných veličin. Formuluj́ı se proto také modely
se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım, ve kterých je hledané rozhodnut́ı
př́ıpustné vzhledem k celé soustavě omezeńı obsahuj́ıćıch náhodné parametry. Al-
ternativńı model se sdruženým pravděpodobnostńım rozděleńım pak zapisujeme
jako

max E c(x,ω)

za podmı́nek P{g(x,ω) ≤ 0} ≥ α,

x ∈ X,

(1.6)

kde α ∈ 〈0,1〉 je požadovaná pravděpodobnostńı hladina. (Dupačová, 1986, kapi-
tola 4)

Programováńı s pravděpodobnostńım omezeńım, které bylo poprvé
představeno v článku Charnes a Cooper (1959), je běžně použ́ıváno při práci
s náhodnými prvky a to zejména d́ıky jednoduché interpretaci. Časté je také
jeho použit́ı ve vodohospodářském ř́ızeńı (viz Duranyildiz, Önöz a Bayazit, 1999;
Loiaciga, 1988; Morgan, Eheart a Valocchi, 1993; Zorgati a van Ackooij, 2011).
Kromě modelu se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım, který byl zvolen
jako hlavńı př́ıstup při řešeńı zavedeného problému, je časté také použit́ı indi-
viduálńıch pravděpodobnostńıch omezeńı. Individuálńı pravděpodobnostńı ome-
zeńı však neposkytuj́ı dostatečnou robustnost. (van Ackooij a kol., 2014)
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Kapitola 2

Formulace úlohy ř́ızeńı
vodohospodářské soustavy

V následuj́ıćı kapitole zformulujeme výslednou stochastickou optimalizačńı
úlohu pro problém ř́ızeńı soustavy vodńıch nádrž́ı, kterou jsme zavedli v sekci 1.1.
Budeme se zabývat postupnou volbou jednotlivých podmı́nek úlohy a následnou
volbou účelové funkce. Pro práci s náhodnými vněǰśımi př́ıtoky použijeme př́ıstup
programováńı se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım, náhodná cena elek-
trické energie na trhu se promı́tne v účelové funkci (viz obecný model (1.6)).

Zavedené značeńı a základńı myšlenky sestaveńı úlohy jsou částečně převzaty
z článku van Ackooij a kol. (2014). Úloha je dále vhodně rozš́ı̌rena předevš́ım
tak, aby splňovala hlavńı účely vodohospodářské soustavy, na kterou bude model
aplikován v praktické části práce.

Úloha sestavená v článku van Ackooij a kol. (2014) je doplněna o daľśı
náhodnou složku představuj́ıćı cenu elektrické energie na trhu. Na rozd́ıl od
výchoźıho článku jsou turb́ıny a přečerpávaćı stanice omezeny kromě maximálńı
hltnosti také hltnost́ı minimálńı, č́ımž je úloha rozš́ı̌rena o celoč́ıselné rozhodo-
vaćı proměnné. Dále nav́ıc uvažujeme možnost odtoku vody spodńımi výpustmi,
použit́ı reverzńıch turb́ın, omezeńı odtoku vody z nádrže, možnost odběru vody
pro pr̊umysl a zavlažováńı, omezeńı součtu objemů ve vybraných nádrž́ıch a po-
skytnut́ı podp̊urných služeb.

2.1 Topologie

Předpokládejme diskrétńı časový horizont a zaved’me za t́ımto účelem
množinu homogenńıch časových okamžik̊u τ = {1, . . . , T}, kde T znač́ı po-
sledńı časový okamžik a zároveň představuje celkový počet časových okamžik̊u.
Úlohu formulujeme jako krátkodobý optimalizačńı problém, časový horizont tedy
předpokládáme v rozmeźı několika dn̊u až jednoho měśıce. Označme dále ∆ jako
rozmeźı jednotlivých časových okamžik̊u v hodinách.

Uvažujme soustavu spojených vodńıch nádrž́ı, jim přidružených turb́ın
a přečerpávaćıch stanic zavedenou v části 1.1.1 předchoźı kapitoly. Označme
množinu všech vodńıch nádrž́ı soustavy N . Uvažovaná soustava pak může být
reprezentována orientovaným grafem s množinou vrchol̊u N a matićı sousednosti
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typu |N | × |N |, kterou označ́ıme A = (am,n). Pro prvek matice A pak plat́ı

am,n =

{
1 pokud z nádrže m teče voda př́ımo do nádrže n
0 jinak

∀m,n ∈ N .

Definujme množinu turb́ın T = {gi, i = 1, . . . , NT } a množinu přečerpávaćıch
stanic P = {pi, i = 1, . . . , NP}. V soustavě máme tedy celkem NT turb́ın a NP

přečerpávaćıch stanic. Zaved’me zobrazeńı

σT : {1, . . . , NT } → N

přǐrazuj́ıćı každé turb́ıně vodńı nádrž, ke které nálež́ı. Analogicky zobrazeńı

σP : {1, . . . , NP} → N

přǐrazuje každé přečerpávaćı stanici vodńı nádrž, ke které nálež́ı. Doplňme, že
každá nádrž může mı́t v́ıce turb́ın a v́ıce přečerpávaćıch stanic. Přes turb́ıny
nádrže n zřejmě odtéká voda do nádrže pod nádrž́ı n, zat́ımco stanice nádrže n
přečerpávaj́ı vodu z nádrže pod nádrž́ı n zpět do n.

Označme dále množiny

A(n) = {m ∈ N : am,n = 1} a F(n) = {m ∈ N : an,m = 1},

kde am,n a an,m jsou prvky výše definované matice sousednosti A. Množina A(n)
tedy zřejmě obsahuje ty nádrže, které přiváděj́ı vodu př́ımo do nádrže n. Nádrž
ihned pod nádrž́ı n je pak jediným prvkem množiny F(n). Doplňme jen, že
množina A(n) je prázdná, je-li n horńı nádrž, a množina F(n) je prázdná, je-
li n dolńı nádrž.

Objem vody ve vodńı nádrži n ∈ N v časovém okamžiku t ∈ τ označ́ıme
V n(t). Hodnoty V n(t) budeme uvádět v jednotkách m3. Počátečńı objem vody
v nádrži n ∈ N pak označ́ıme V n(0).

Zaved’me dále veličinu Dm představuj́ıćı počet časových okamžik̊u, za které
voda proteče přes turb́ıny výše položené nádrže m až do nádrže pod ńı. Veličinu
Dm tedy zavád́ıme pro všechny nádrže m ∈ N kromě nádrž́ı dolńıch, tj. pro
všechny nádrže z množiny {n ∈ N : F(n) 6= ∅}. U čerpaćıch stanic oproti tomu
předpokládáme, že se přečerpávaná voda dostane do výše položené nádrže téměř
okamžitě.

(van Ackooij a kol., 2014, sekce 2.1.1)

2.2 Podmı́nky úlohy

2.2.1 Ř́ızeńı soustavy

Předpokládejme, že odtok vody přes trub́ıny vodńı elektrárny, stejně tak jako
odtok vody spodńımi výpustmi a pr̊utok přečerpávaćımi stanicemi, je v každém
časovém okamžiku ř́ızen. Za t́ımto účelem zavedeme veličinu xi(t) pro každé t ∈ τ
a i = 1, . . . , NT , představuj́ıćı pr̊utok turb́ınou gi v časovém okamžiku t v m3/h.
Analogicky zavedeme pro každé t ∈ τ a i = 1, . . . , NP veličinu yi(t) představuj́ıćı
pr̊utok přečerpávaćı stanićı pi v časovém okamžiku t v m3/h. Veličiny xi(t) ∈ R
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a yi(t) ∈ R představuj́ı rozhodovaćı proměnné úlohy. (van Ackooij a kol., 2014,
sekce 2.1.2)

Z konstrukčńıch a provozńıch d̊uvod̊u jsou pr̊utoky turb́ınami a přečer-
pávaćımi stanicemi omezeny. Pro každé i = 1, . . . , NT označme xi > 0 minimálńı
možný pr̊utok neboli minimálńı hltnost turb́ıny gi, maximálńı možnou hltnost
turb́ıny gi pak označme xi > 0. Analogicky pro každé i = 1, . . . , NP označme
yi > 0 minimálńı možnou hltnost přečerpávaćı stanice pi a yi > 0 maximálńı
možnou hltnost stanice pi. Zaved’me dále pomocné binárńı proměnné ui(t) a vi(t)
indikuj́ıćı pro všechna t ∈ τ provoz turb́ın a přečerpávaćıch stanic jako

ui(t) =

{
0 je-li turb́ına gi v čase t mimo provoz
1 je-li turb́ına gi v čase t v provozu

∀ i = 1, . . . ,NT ,

vi(t) =

{
0 je-li přečerpávaćı stanice pi v čase t mimo provoz
1 je-li přečerpávaćı stanice pi v čase t v provozu

∀ i = 1, . . . ,NP .

Dostáváme tak prvńı podmı́nku úlohy tvaru

ui(t) xi ≤ xi(t) ≤ ui(t) xi ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

vi(t) yi ≤ yi(t) ≤ vi(t) yi ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ.
(2.1)

K reálným rozhodovaćım proměnným xi(t) a yi(t) nám přibyly celoč́ıselné
proměnné ui(t) a vi(t). Úloha je tedy smı́̌seným celoč́ıselným programováńım.

Doplňme, že požadavek xi > 0, xi > 0, i = 1, . . . ,NT , respektive yi > 0,
yi > 0, i = 1, . . . ,NP je nutný k tomu, aby byla dodržena definice binárńıch
proměnných ui(t), respektive vi(t). Pokud bychom např́ıklad připustili možnost
yi0 = 0, i0 ∈ {1, . . . ,NP}, pak by i v př́ıpadě, že je přečerpávaćı stanice pi0 v čase
t mimo provoz a tedy yi0(t) = 0, byla př́ıslušná nerovnost (2.1) pro vi0(t) = 1
splněna.

Spodńı výpusti

Za účelem ř́ızeného odtoku vody do velikosti minimálńı hltnosti turb́ın,
př́ıpadně pro možnost odtoku větš́ıho než maximálńı hltnosti turb́ın, zavedeme
pro každé t ∈ τ a n ∈ N veličinu xn

0 (t) představuj́ıćı celkový odtok spodńımi
výpustmi nádrže n v čase t v m3/h. Poznamenejme, že odtok xn

0 (t) pro jednodu-
chost nazýváme odtokem spodńımi výpustmi. V praxi se nicméně může jednat
o ř́ızený odtok libovolnými vodohospodářskými objekty v závislosti na konkrétńı
nádrži.

Z konstrukčńıch d̊uvod̊u jsou pr̊utoky spodńımi výpustmi shora omezeny ma-
ximálńı hranićı. Pro každé n ∈ N označme xn

0 celkovou pr̊utočnou kapacitu
spodńıch výpust́ı nádrže n. Dostáváme tak daľśı podmı́nku ř́ızeńı tvaru

0 ≤ xn
0 (t) ≤ xn

0 ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ . (2.2)

Poznámka. Jelikož je zřejmě součást́ı účelové funkce úlohy maximalizace ceny
energie vyrobené turb́ınami, je přednostńı převáděńı pr̊utok̊u vodńı elektrárnou
automaticky zajǐstěno. Jedinou výjimkou jsou nepř́ılǐs časté situace, kdy je cena
elektřiny záporná.
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Reverzńı turb́ıny

Dosud jsme předpokládali, že turb́ına a přečerpávaćı stanice jedné nádrže jsou
dva r̊uzné stroje pracuj́ıćı nezávisle na sobě. Může např́ıklad nastat situace, kdy
je levná elektrická energie na trhu a všechny přečerpávaćı stanice nádrže jsou
v provozu. Aby byl na toku pod nádrž́ı zajǐstěn minimálńı pr̊utok (viz následuj́ıćı
sekce 2.2.2), docháźı zároveň k odtoku vody z nádrže jednou turb́ınou vodńı
elektrárny.

V přečerpávaćıch vodńıch elektrárnách se však často použ́ıvaj́ı reverzńı
turb́ıny, které můžou pracovat jako přetlaková turb́ına i jako čerpadlo. Pak
je nutné ošetřit, aby daná turb́ına nemohla být současně v turb́ınovém
a přečerpávaćım režimu. Předpokládejme, že reverzńı turb́ına je prvkem jak
množiny turb́ın T , tak množiny přečerpávaćıch stanic P. Označme T P ⊆ T
množinu všech reverzńıch turb́ın soustavy a zaved’me pomocnou množinu index̊u

R =
{
i ∈ {1, . . . , NT } : gi ∈ T P

}
.

Definujme zobrazeńı
σR : R → {1, . . . , NP}

přǐrazuj́ıćı každé reverzńı turb́ıně jej́ı označeńı v množině přečerpávaćıch stanic.
Pro reverzńı turb́ıny pak formulujeme dodatečnou podmı́nku ř́ızeńı tvaru

ui(t) + vσR[i](t) ≤ 1 ∀ i ∈ R, ∀ t ∈ τ. (2.3)

2.2.2 Podmı́nka na odtok vody z nádrže

Důležitým účelem nádrže je nadlepšeńı a dotace pr̊utoku na vodńım toku z ńı
vytékaj́ıćım, př́ıpadně ńıže v systému. Pro každé n ∈ N a t ∈ τ označme fn(t)
minimálńı pr̊utok, který je potřeba zajistit v časovém okamžiku t pod nádrž́ı n.
Veličina fn(t) je zřejmě v jednotkách m3/h.

Za účelem protipovodňové ochrany je dále třeba udržet celkový odtok z nádrže
pod stanovenou hranićı. Pro každé n ∈ N a t ∈ τ označme f

n
(t) maximálńı

neškodný pr̊utok v toku pod nádrž́ı n v čase t v jednotkách m3/h. Dohromady
pak formulujeme podmı́nku na odtok vody z nádrže ve tvaru

fn(t) ≤ xn
0 (t) +

∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t) ≤ f
n
(t) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ. (2.4)

Jelikož předpokládáme, že voda z nádrže odtéká pouze přes turb́ıny a spodńı
výpusti (viz sekce 1.1.2, část Odtok vody z nádrže a nadlepšeńı pr̊utok̊u),
představuje součet

xn
0 (t) +

∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t)

celkový odtok vody z nádrže n v čase t.

2.2.3 Zásobeńı vodou

Vodohospodářská soustava je často d̊uležitým zdrojem povrchové a podzemńı
vody pro pr̊umysl a zavlažováńı. Voda je odeb́ırána jak př́ımo ze samotných
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nádrž́ı, tak z oblast́ı pod nimi, kde zásobováńı prob́ıhá přes vodńı tok vytékaj́ıćı
z nádrže. Za t́ımto účelem zavedeme proměnnou snD(t) představuj́ıćı odběr vody
př́ımo z nádrže n ∈ N v časovém okamžiku t ∈ τ za účelem zavlažováńı
a pr̊umyslového využit́ı. Analogicky zavedeme proměnnou snR(t) představuj́ıćı
odběr vody z vodńıho toku vytékaj́ıćıho z nádrže n ∈ N v časovém okamžiku t ∈ τ
za účelem zavlažováńı a pr̊umyslového využit́ı. Veličiny snD(t) a snR(t) uvažujeme
v jednotkách m3/h.

Voda může být do soustavy také pr̊umyslově vypouštěna. V takovém př́ıpadě
budeme pro jednoduchost hovořit o záporném odběru. Proměnnou snD(t) tedy
chápeme jako rozd́ıl vody odebrané z nádrže n v časovém okamžiku t a vody
vypuštěné do nádrže n ∈ N v časovém okamžiku t ∈ τ . Analogicky pak chápeme
veličinu snR(t).

Pro jednoduchost dále předpokládejme, že k odběru (př́ıpadně vypouštěńı)
vody z vodńıho toku vytékaj́ıćıho z nádrže n docháźı v jediném mı́stě. Zaved’me
proto pro každé n ∈ N veličinu Rn představuj́ıćı počet časových okamžik̊u, za
které voda proteče z nádrže n do mı́sta na toku pod nádrž́ı, odkud prob́ıhá odběr
vody. Jelikož neńı podmı́nkou, aby po tomto odběrném mı́stě následovala daľśı
nádrž soustavy, zavád́ıme veličinu Rn pro všechny nádrže, včetně nádrž́ı dolńıch.
Zřejmě muśı platit

0 ≤ Rm < Dm ∀m ∈ {n ∈ N : F(n) 6= ∅},

0 ≤ Rm ∀m ∈ {n ∈ N : F(n) = ∅},

přičemž pro dolńı nádrže neńı horńı hranice explicitně stanovena. Rovnost Rm = 0
nastává v př́ıpadě, kdy je voda odeb́ırána ihned pod turb́ınami nádrže m. Na
rozd́ıl od odběru př́ımo z nádrže se tedy tato voda ještě pod́ıĺı na výrobě energie.
Rovnost Rm = Dm naopak nemůže nastat, nebot’ v takovém př́ıpadě je již odběr
zahrnut v odběru z nádrže pod nádrž́ı m.

2.2.4 Náhodný př́ıtok

Do každé nádrže soustavy může přitékat voda z jiného zdroje, než je výše
položená nádrž nad ńı. Za t́ımto účelem zavedeme pro každé n ∈ N a t ∈
τ náhodnou veličinu ζnt představuj́ıćı vněǰśı př́ıtok vodńı nádrže n v čase t
v jednotkách m3/h. Vněǰśı př́ıtoky vlévaj́ıćı se do vodńıho toku spojuj́ıćıho dvě
nádrže soustavy považujeme pro jednoduchost za vněǰśı př́ıtok ńıže položené
nádrže.

Doplňme, že ne všechny nádrže maj́ı stochastický vněǰśı př́ıtok. Př́ıtoky
některých nádrž́ı můžeme považovat za čistě deterministické veličiny. Speciálně
nemá-li nádrž vněǰśı př́ıtok, pokládáme ζnt konstantně rovno nule.

Necht’ N r ⊆ N znač́ı množinu vodńıch nádrž́ı soustavy maj́ıćıch náhodný
př́ıtok. Označme ζt jako náhodný vektor délky |N r|, jehož prvky jsou náhodné
př́ıtoky ζn(t), n ∈ N r. Budeme předpokládat, že distribučńı funkce náhodného
vektoru ζt je prvkem nějaké parametrické rodiny rozděleńı.

2.2.5 Podmı́nka rovnováhy

Je zřejmé, že objem vody v nádrži v časovém okamžiku tmuśı být roven součtu
objemu vody v nádrži v předchoźım časovém okamžiku a objemu vody přitečené
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a přičerpané do nádrže za časový interval ∆, přičemž je nutné odeč́ıst objem
vody odteklé, odčerpané a odebrané z nádrže za časový interval ∆. Podrobně
rozeṕı̌seme tuto podmı́nku rovnováhy jako

V n(t) = V n(t− 1)− snD(t)∆ +
∑

m∈A(n)


xm

0 (t−Dm) +
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(t−Dm)

−smR (t−Dm +Rm)


∆−


xn

0 (t) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t)


∆+

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(t)∆

−
∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(t)∆ + ζnt ∆ ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ.

(2.5)

Připomeňme, že V n(t), respektive V n(t− 1) představuje objem vody v nádrži n
v časovém okamžiku t, respektive t − 1. Součin snD(t)∆ představuje objem vody
odebrané za časový interval ∆ z nádrže n do jej́ıho okoĺı za účelem zavlažováńı
a pr̊umyslového využit́ı. Výraz

∑

m∈A(n)


xm

0 (t−Dm) +
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(t−Dm)− smR (t−Dm +Rm)


∆

znač́ı objem vody, která přiteče přes turb́ıny a spodńı výpusti výše položených
nádrž́ı m ∈ A(n) do nádrže n za časový interval ∆. Voda se z výše položené
nádrže m dostane do nádrže n za Dm časových okamžik̊u, je tedy nutné posunout
veličiny xm

0 (t) a x
i(t) do času t−Dm. PředDm−Rm časovými okamžiky byla z toku

vytékaj́ıćıho z nádrže m odebrána voda za účelem zavlažováńı a pr̊umyslového
využit́ı. To je vyjádřeno odběrem smR (t−Dm +Rm). Výraz


xn

0 (t) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t)


∆

představuje objem vody, která za časový interval ∆ odteče přes turb́ıny a spodńı
výpusti nádrže n do nádrže pod ńı. Objem vody, která je za časový interval ∆
přečerpána zpět do nádrže n z nádrže pod ńı, je vyjádřen součtem

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(t)∆.

Připomeňme, že předpokládáme, že k čerpáńı docháźı téměř okamžitě, a proto
nedocháźı k časovému posunu veličiny yi(t). Součet

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(t)∆

představuje objem vody, která je za časový interval ∆ odčerpána z nádrže n
zpět do nádrž́ı m ∈ A(n) nad ńı. Posledńı člen pravé strany rovnice (2.5) ζnt ∆
představuje vněǰśı př́ıtok nádrže n za časový interval ∆.
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Podmı́nku rovnováhy (2.5) můžeme dále rekurzivně přepsat, č́ımž dostáváme
ekvivalentńı vyjádřeńı

V n(t) = V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +
t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm) +
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm)

− smR (u−Dm +Rm)


∆ −

t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆

+

t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆ −
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆ +

t∑

u=1

ζnu∆

∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ.

(2.6)

2.2.6 Omezeńı objemu vody v nádrži

Hodnota objemu vody V n(t) je pro každou nádrž omezena minimálńı a ma-
ximálńı hranićı. Za účelem ř́ızeńı životńıho prostřed́ı a př́ıpadné rekreace omeźıme
pro každé n ∈ N a každé t ∈ τ veličinu V n(t) dolńı hranićı V n

min(t). Naopak za-
vedeńım horńı hranice V n

max(t) veličiny V n(t) zajist́ıme ochranu před povodněmi.
Pro nádrže n ∈ N \ N r je rovnice (2.6) zcela deterministická a podmı́nku

omezeńı objemu v nádrži n formulujeme jednoduše jako

V n
min(t) ≤ V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N \ N r, ∀ t ∈ τ. (2.7)

V př́ıpadě nádrž́ı n ∈ N r, pro které je ζnt a tedy i V n(t) z rovnice
(2.6) náhodná veličina, stanov́ıme podmı́nku omezeńı objemu nádrže pomoćı
sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı ve tvaru

P {V n
min(t) ≤ V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ} ≥ α, (2.8)

kde P je pravděpodobnostńı mı́ra a α ∈ 〈0,1〉 je požadovaná pravděpodobnostńı
hladina. Vztah (2.8) interpretujeme následovně: pravděpodobnost, že objem vody
V n(t) ve všech nádrž́ıch n ∈ N r a ve všech časových okamžićıch t ∈ τ neklesne
pod dolńı mez V n

min(t) a zároveň nepřekroč́ı horńı mez V n
max(t), je alespoň α·100 %.

Požadujeme tedy, aby všechny jednotlivé nerovnosti byly splněny alespoň s da-
nou pravděpodobnost́ı α. Alternativně bychom mohli podmı́nku (2.8) formulovat
pomoćı individuálńıch pravděpodobnostńıch omezeńı, kdy je požadováno splněńı
každé z nerovnost́ı zvlášt’ s danou individuálńı pravděpodobnost́ı (viz sekce 3.2).

(van Ackooij a kol., 2014, sekce 2.1.4)

Omezeńı součtu objemů vybraných nádrž́ı

Kromě podmı́nek (2.7) a (2.8) na omezeńı objemu vody v každé nádrži sou-
stavy je v praxi častý také požadavek udržeńı součtu objemů vody ve vybraných
nádrž́ıch v každém časovém okamžiku nad stanovenou hranićı. Tyto podmı́nky
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se zpravidla zaváděj́ı za účelem ochrany před suchem. Sńıž́ı-li se součet akumu-
lovaných objemů vybraných nádrž́ı pod stanovenou hranici, přihĺıž́ı se obvykle
pouze k těm účel̊um soustavy, které jsou v daném okamžiku kĺıčové a zbylá ome-
zeńı již nemuśı být splněna.

Necht’ C znač́ı množinu všech omezeńı na součet objemů vody ve vybraných
nádrž́ıch soustavy. Pro každé c ∈ C označme N (c) ⊆ N množinu nádrž́ı, jejichž
součet objemů je nutné v každém časovém okamžiku t ∈ τ udržet nad danou
hranićı V c

min(t). Zaved’me dále podmnožinu omezeńı Cr ⊆ C definovanou jako

Cr = {c ∈ C : N (c) ∩ N r 6= ∅} .

Množina Cr tedy obsahuje taková omezeńı c ∈ C, že vněǰśı př́ıtok alespoň jedné
z nádrž́ı n ∈ N (c) je náhodný.

Pro nádrže n ∈ N (c), c ∈ C \ Cr jsou tedy V n(t) deterministické veličiny
a podmı́nku na omezeńı součtu jejich objemů formulujeme jednoduše jako

∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ C \ Cr, ∀ t ∈ τ. (2.9)

Pro omezeńı c ∈ Cr je alespoň jeden sč́ıtanec součtu
∑

n∈N (c) V
n(t) náhodnou

veličinou. Podmı́nku na omezeńı součtu objemů v tomto př́ıpadě přidáme př́ımo
do sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı (2.8). Dostáváme tak společnou
podmı́nku

P



V n

min(t) ≤ V n(t) ≤ V n
max(t) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ,

∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ



 ≥ α.

(2.10)

2.2.7 Oceněńı vody uskladněné v nádrži

Ve výsledné úloze budeme zřejmě cht́ıt maximalizovat celkový zisk
představuj́ıćı rozd́ıl ceny energie vyrobené turb́ınami a ceny energie použité
k přečerpávańı. Taková formulace účelové funkce by však při krátkodobém op-
timalizačńım problému, kdy se časový horizont pohybuje od několika dńı až po
měśıc, vedla k maximálńımu využit́ı vody. Tato voda by mohla být potřebná v bu-
doucnu, kdy je např́ıklad nutné pokrýt špičkovou spotřebu elektrické energie, či
naopak sńıžit provoz tepelných a jaderných elektráren. Proto je třeba stanovit
cenu vody uskladněné v nádrži a současně s maximalizaćı celkového zisku pak
minimalizovat cenu použité vody.

Cena vody obecně záviśı na čase, vněǰśıch př́ıtoćıch, aktuálńı ceně elektrické
energie na trhu, aktuálńı úrovni vodńı hladiny jednotlivých nádrž́ı soustavy a na
daľśıch veličinách, které můžeme považovat za prostředky zásoby či obchodováńı.
Časová závislost je nejčastěji uvažována týdenńı, denńı, př́ıpadně v rámci dne.
Kv̊uli klimatickým vliv̊um jsou některé konkrétńı týdny mnohem nákladněǰśı než
týdny jiné. V takových týdnech dosahuje zat́ıžeńı elektrické śıtě vrcholu a je velmi
vysoké riziko výpadku dodávky elektřiny, což se také promı́tne do cen vody. (van
Ackooij a kol., 2014, sekce 2.1.5)
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Při zahrnut́ı cen vody do krátkodobého optimalizačńıho problému můžeme
časovou závislost zanedbat, nebo vźıt v úvahu. Pokud bychom ji zanedbali, mohli
bychom hodnotit rozd́ıl mezi konečným a počátečńım objemem vody v nádrži
podle stejné ceny vody pro celý časový horizont. T́ım bychom však jakékoli
dva skladovaćı postupy vedoućı ke stejnému koncovému objemu považovali za
stejné. Pohybuje-li se např́ıklad časový horizont kolem jednoho měśıce a dosahuje-
li v nějakém týdnu tohoto měśıce zat́ıžeńı elektrické śıtě vrcholu, nemusej́ı být
z pohledu ř́ızeńı dva skladovaćı postupy vedoućı ke stejnému koncovému objemu
nutně ekvivalentńı. Aby byla odražena tato vlastnost, bylo by nutné uvažovat
časovou závislost cen vody. Poskytnutý model by nav́ıc lépe odpov́ıdal stávaj́ıćı
praxi a poskytoval by možnost kontroly nad postupem skladováńı. (van Ackooij
a kol., 2014, sekce 2.1.5)

Časově závislé ceny vody jsou źıskávány pomoćı sezónńıho dynamického či
stochastického programováńı s časovým horizontem pohybuj́ıćım se zpravidla od
tř́ı do osmnácti měśıc̊u. Jelikož se primárně soustřed́ıme na stochastický model
s pravděpodobnostńım omezeńım pro ř́ızeńı vodohospodářské soustavy, použijeme
k odhadu těchto cen vody jednoduchý sezónńı deterministický model představený
v kapitole 5. Nebot’ má sezónńı model oceňováńı deľśı časový horizont, je nutná
jistá agregace. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že rozmeźı jednotlivých
homogenńıch časových okamžik̊u sezónńıho modelu oceňováńı je větš́ı než opti-
malizačńı horizont krátkodobého modelu ř́ızeńı. To nám umožńı odhadnout cenu
vody v závislosti na čase. Jej́ı začleněńı do úlohy ř́ızeńı vodohospodářské soustavy
pak již formulujeme bez uvažováńı časové závislosti.

Ceny vody závislé na objemu

Naš́ım ćılem je ocenit očekávaný objem vody v nádrži na konci optima-
lizačńıho časového horizontu E (V n(T )). Zaved’me následuj́ıćı diskretizaci výšky
hladiny vody v nádrži. Označme

V n
0 , . . . , V

n
Kn

∀n ∈ N

uspořádáńı objemu vody v nádrži n na konečně mnoho hodnot vzestupně podle
výšky vodńı hladiny. Objem vody v nádrži n ∈ N je tedy rozdělen do kategoríı
[V n

i−1,V
n
i ), i = 1, . . . ,Kn. Každé kategorii [V n

i−1,V
n
i ) přǐrad́ıme cenu vody W n

i

v jednotkách e/m3. Jelikož je zřejmě objemová kategorie s nižš́ı výškou vodńı
úrovně v́ıce ceněná, budeme požadovat

W n
i−1 > W n

i ≥ 0 ∀n ∈ N , ∀ i = 2, . . . , Kn. (2.11)

Oceněńı očekávaného konečného objemu E (V n(T )) vodńı nádrže n je pak
jednoduše souhrnná hodnota vody vyjádřená jako

∑

i≤i∗

W n
i (V

n
i − V n

i−1) +W n
i∗(E (V n(T ))− V n

i∗ ),

i∗ := max{i|E (V n(T )) ≥ V n
i }.

(2.12)

Poznamenejme, že tato hodnota je rostoućı funkćı očekávaného konečného objemu
E (V n(T )) i přesto, že ceny vody jsou z nerovnice (2.11) striktně klesaj́ıćı při
rostoućı výšce vodńı úrovně i.
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Pro zjednodušeńı výrazu (2.12) zavedeme pro každé n ∈ N a i = 1, . . . ,Kn

pomocnou veličinu zni indikuj́ıćı objem vody nádrže n v čase t = T v kategorii
[V n

i−1,V
n
i ). Jelikož jsou v nádrži n naplněny vodou všechny kategorie až do úrovně

i∗, bude zřejmě

zni =





V n
i − V n

i−1 i = 1, . . . , i∗

E (V n(T ))− V n
i∗ i = i∗ + 1

0 i = i∗ + 2, . . . , Kn

∀n ∈ N . (2.13)

Cena očekávaného konečného objemu E (V n(T )) vodńı nádrže n je pak rovna

Kn∑

i=1

W n
i z

n
i ∀n ∈ N . (2.14)

Vztah (2.13) definuj́ıćı veličinu zni můžeme dále s ohledem na účelovou funkci
nahradit pomoćı podmı́nek pro kategorizováńı objemu tvaru

Kn∑

i=1

zni = E (V n(T ))− V n
0 ∀n ∈ N , (2.15)

0 ≤ zni ≤ V n
i − V n

i−1 ∀n ∈ N , ∀ i = 1, . . . , Kn, (2.16)

ve kterých již neńı použit stěžejńı prvek i∗. Ekvivalenci vztahu (2.13) a podmı́nek
(2.15) a (2.16) argumentujeme následovně. Součást́ı výsledné účelové funkce
je maximalizace ceny očekávaného konečného objemu vyjádřené v (2.14) (viz
následuj́ıćı sekce 2.3). Vzhledem ke striktně klesaj́ıćım cenám (2.11) (při rostoućı
výšce vodńı úrovně i) je pak z rovnice (2.15) zřejmé, že v pravé nerovnosti (2.16)
bude platit rovnost tak dlouho, jak jen to bude možné, a že ostrá nerovnost může
nastat až v př́ıpadě nejvyšš́ı objemové kategorie. Toto je samozřejmě ekvivalentńı
s definićı zni v (2.13).

Pro nádrže, jejichž př́ıtok je deterministická veličina, je zřejmě E (V n(T )) =
V n(T ). Podmı́nku (2.15) můžeme proto rozdělit na

Kn∑

i=1

zni = V n(T )− V n
0 ∀n ∈ N \ N r, (2.17)

Kn∑

i=1

zni = E (V n(T ))− V n
0 ∀n ∈ N r. (2.18)

Jelikož je počátečńı objem V n(0) předem známý, můžeme podobně jako zni
zavést pro každé n ∈ N a i = 1, . . . ,Kn veličinu zn0,i, která indikuje objem vody
nádrže n v čase t = 0 v kategorii [V n

i−1,V
n
i ). Počátečńı objem V n(0) tedy pomoćı

zn0,i rozděĺıme do stanovených kategoríı, z čehož pak plyne vyjádřeńı

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni ) (2.19)

představuj́ıćı očekávanou cenu použité vody nádrže n ∈ N . Tuto cenu budeme
cht́ıt minimalizovat a zahrneme ji do účelové funkce úlohy.
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Poznámka. Hodnota
∑Kn

i=1W
n
i z

n
0,i ze součtu (2.19) je zřejmě konstanta, která

může být z účelové funkce jednoduše vynechána. Ekvivalentně bychom tak ihned
maximalizovali cenu konečného očekávaného objemu (2.14) bez nutnosti zavedeńı
veličiny zn0,i. V praxi by to však mohlo zp̊usobit určité numerické problémy, zvláště
když dostáváme vysoké hodnoty objemu a turb́ınová, respektive přečerpávaćı ka-
pacita je v porovnáńı s t́ımto objemem malá. V takovém př́ıpadě mohou být
relativńı změny v ohodnoceńı vyvolané ř́ızeńım snadno zanedbány.

(van Ackooij a kol., 2014, sekce 2.1.5)

2.2.8 Podp̊urné služby

Základńım předpokladem provozu přenosové soustavy je udržeńı rovnováhy
mezi výrobou a spotřebou. Provozovatel přenosové soustavy muśı mı́t proto k dis-
pozici určitý pohotovostńı regulačńı výkon, který si rezervuje u jednotlivých
výrobc̊u elektrické energie. Hovoř́ıme pak o takzvaných podp̊urných službách.

V rámci podp̊urných služeb budeme při vodohospodářském ř́ızeńı uvažovat
takzvanou kladnou minutovou zálohu. Jedná se o službu poskytnout do několika
minut (zpravidla pět, či patnáct) předem sjednaný výkon, takzvanou regulačńı
zálohu. Označme P sjednanou regulačńı zálohu v MW.

Označme dále ρi(t), i = 1, . . . , NT , t ∈ τ efektivitu turb́ıny gi v čase t
udávaj́ıćı, kolik megawatthodin elektrické energie je vyrobeno pr̊utokem jednoho
metru krychlového vody turb́ınou gi. Analogicky označme ϕi(t), i = 1, . . . , NP ,
t ∈ τ efektivitu přečerpávaćı stanice pi v čase t udávaj́ıćı, kolik metr̊u krych-
lových vody je přečerpáno stanićı pi při spotřebě jedné megawatthodiny elek-
trické energie. Veličina ρi(t) je tedy v jednotkách MWh/m3, zat́ımco veličinu
ϕi(t) uvažujeme v jednotkách m3/MWh.

Sjednaný regulačńı výkon P je v každém časovém okamžiku ř́ızeńı rezer-
vován pro př́ıpad poskytnut́ı zálohy v rámci podp̊urných služeb. Výkon sou-
stavy muśı být proto v každém časovém okamžiku menš́ı nebo roven celkovému
součtu dosažitelného výkonu sńıženého o regulačńı zálohu. To formulujeme jako
podmı́nku podp̊urných služeb tvaru

NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

j=1

1

ϕj(t)
yj(t) ≤

NT∑

i=1

ρi(t)xi −
∑

i∈R

vσR[i](t)ρi(t)xi − P ∀ t ∈ τ.

(2.20)
Součet

NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)

představuje celkový výkon v čase t všech turb́ın soustavy, které jsou v tomto čase
v provozu. Výraz

NP∑

j=1

1

ϕj(t)
yj(t)

představuje výkon potřebný k přečerpáváńı v soustavě v čase t. Levá strana
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nerovnice tedy vyjadřuje celkový výkon soustavy v čase t. Výraz

NT∑

i=1

ρi(t)xi −
∑

i∈R

vσR[i](t)ρi(t)xi

představuje maximálńı možný dosažitelný výkon soustavy v čase t. Reverzńı
turb́ıny, které jsou v čase t v čerpadlovém režimu, nejsou v tomto čase součást́ı
výrobńı kapacity a proto je nutné jejich výkon od celkového dosažitelného výkonu
všech turb́ın odeč́ıst.

2.3 Účelová funkce

Ćılem úlohy je maximalizovat zisk představuj́ıćı rozd́ıl celkové očekávané
ceny energie vyrobené turb́ınami a celkové očekávané ceny energie použité
k přečerpáváńı, přičemž je dále nutné odeč́ıst cenu použité vody.

Cena elektřiny na trhu představuje daľśı náhodnou složku modelu. Zaved’me
pro každé t ∈ τ náhodnou veličinu λt představuj́ıćı cenu jedné megawattho-
diny energie v čase t. Veličinu λt uvažujeme v jednotkách e/MWh. Budeme
předpokládat, že distribučńı funkce náhodné veličiny λt je prvkem nějaké para-
metrické rodiny rozděleńı. Náhodnou cenu elektřiny dále zahrneme do účelové
funkce modelu pomoćı středńı hodnoty (viz sekce 1.2.2).

Společně s minimalizaćı ceny použité vody (2.19) pak vyjádř́ıme výslednou
maximalizačńı účelovou funkci jako

∑

t∈τ

E (λt) ∆

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)
−
∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i−zni ), (2.21)

kde veličina zni je dána vztahy (2.16), (2.17) a (2.18) a E (λt) představuje
očekávanou cenu elektřiny na trhu v čase t. Součet

∑

t∈τ

E (λt)∆

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)

)

vyjadřuje celkovou očekávanou cenu energie vyrobené všemi turb́ınami soustavy
za uvažovaný časový horizont, zat́ımco

∑

t∈τ

E (λt)∆

(
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)

vyjadřuje celkovou očekávanou cenu energie použité k přečerpáváńı ve všech sta-
nićıch soustavy za uvažovaný časový horizont. Součet

∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni )

představuje celkovou cenu použité vody všech nádrž́ı soustavy za uvažovaný
časový horizont.
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2.4 Úloha ř́ızeńı vodohospodářské soustavy

Výslednou optimalizačńı úlohu formulujeme jako smı́̌sený celoč́ıselný model
se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım tvaru

max
∑

t∈τ

E (λt) ∆

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)
−
∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni )

(2.22)

za podmı́nek ui(t) xi ≤ xi(t) ≤ ui(t) xi ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

vi(t) yi ≤ yi(t) ≤ vi(t) yi ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ,

0 ≤ xn
0 (t) ≤ xn

0 ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ ,

ui(t) + vσR[i](t) ≤ 1 ∀ i ∈ R, ∀ t ∈ τ,

fn(t) ≤ xn
0 (t) +

∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t) ≤ f
n
(t) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,

V n(t) = V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +

t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm)

+
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm)− smR (u−Dm +Rm)


∆

−
t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆+

t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆

−
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆ +

t∑

u=1

ζnu∆

∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,

V n
min(t) ≤ V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N \ N r, ∀ t ∈ τ,
∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ C \ Cr, ∀ t ∈ τ,

P



V n

min(t) ≤ V n(t) ≤ V n
max(t) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ,

∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ



 ≥ α,

0 ≤ zni ≤ V n
i − V n

i−1 ∀n ∈ N , ∀ i = 1, . . . , Kn,

Kn∑

i=1

zni = V n(T )− V n
0 ∀n ∈ N \ N r,
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Kn∑

i=1

zni = E (V n(T ))− V n
0 ∀n ∈ N r,

NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

j=1

1

ϕj(t)
yj(t) ≤

NT∑

i=1

ρi(t)xi −
∑

i∈R

vσR[i](t) ·

· ρi(t)xi − P ∀ t ∈ τ,

xi(t) ≥ 0, ui(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) ≥ 0, vi(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ.

Jednotlivá omezeńı úlohy (2.22) jsou dle pořad́ı: podmı́nky (2.1), (2.2) a (2.3)
na ř́ızeńı soustavy, podmı́nka (2.4) na odtok vody z nádrže, podmı́nka rovnováhy
(2.6), podmı́nky (2.7), (2.9) a (2.10) na omezeńı objemu vody v nádrž́ıch, kate-
gorizováńı objemu vody v nádrži (2.16), (2.17) a (2.18) a podmı́nka podp̊urné
služby (2.20).

2.5 Možná rozš́ı̌reńı úlohy

Při aplikaci úlohy na reálný problém je třeba zohlednit individuálńı potřeby
konkrétńı soustavy. Výsledná úloha (2.22) byla sestavena tak, aby vyhovovala
zejména základńım požadavk̊um Vltavské kaskády, na kterou je model aplikován
v praktické části práce (viz kapitola 6). Sestavenou úlohu lze dále zpřesňovat
zavedeńım nových veličin a omezeńı.

Vodohospodářské odtokové objekty

Voda může být z nádrže odváděna také jinými zp̊usoby než přes turb́ıny či
spodńı výpusti. Speciálně může mı́t vodńı nádrž např́ıklad bezpečnostńı bočńı
přeliv, aeračńı výpusti, či již zmı́něnou štěrkovou propust’ a bezpečnostńı přeliv
hráze.

Daľśı odtokový objekt lze v sestavené úloze (2.22) jednoduše uvažovat jako
součást zavedených spodńıch výpust́ı. Stač́ı pak pouze navýšit pr̊utočnou kapacitu
xn
0 (t) o maximálńı možný pr̊utok daným vodohospodářským objektem. Pokud by

bylo třeba uvažovat v sestavené úloze odtokový objekt zvlášt’, např́ıklad jsou-
li na něj kladeny daľśı speciálńı podmı́nky, lze tento objekt pro jednoduchost
beze změn zavést jako novou turb́ınu, jej́ıž efektivita je rovna nule. Maximálńı
hltnost turb́ıny pak bude představovat maximálńı možný odtok z nádrže daným
objektem.

Srážky a vypařováńı

V zavedené úloze (2.22) zanedbáváme srážky na plochu nádrže i ztrátu
vody, která je zp̊usobena předevš́ım vypařováńım z hladiny nádrže. Pro jednodu-
chost můžeme předpokládat, že pr̊uměrný ročńı úhrn srážek na plochu nádrže je
přibližně roven předpokládanému ročńımu výparu z hladiny nádrže. Na základě
klimatických podmı́nek, ve kterých se reálná vodohospodářská soustava nacháźı,
lze pak tyto veličiny v podmı́nce rovnováhy (2.6) zohlednit.
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Spouštěćı ceny

Ztráty spojené se spouštěńım a vyṕınáńım turb́ın lze do modelu zahrnout
prostřednictv́ım spouštěćıch cen. Časté spouštěńı a vyṕınáńı je zřejmě nežádoućı,
nebot’ zp̊usobuje opotřebováńı turb́ın a vyžaduje pozornost ř́ıd́ıćıho střediska. Mi-
nimalizaci celkových spouštěćıch cen všech turb́ın lze zahrnout do účelové funkce
(2.21) úlohy (2.22) odečteńım výrazu

∑

t∈τ

NT∑

i=1

Λiδi(t),

kde Λi je stanovená spouštěćı cena turb́ıny gi a δi(t) je pomocná binárńı proměnná
definovaná jako

δi(t) =

{
1 byla-li turb́ına gi spuštěna v čase t
0 jinak

∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ.

Proměnná δi(t) pak zřejmě muśı splňovat podmı́nky úlohy tvaru

δi(t) ≥ ui(t)− ui(t− 1) ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t = 1, . . . , T,

δi(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

kde ui(0) je daná počátečńı hodnota. Analogicky lze do modelu zahrnout spouštěćı
ceny přečerpávaćıch stanic.

(Aasg̊ard a Andersen, 2013, sekce 5.3.4)

Daľśı individuálńı omezeńı

Dodatečná omezeńı úlohy mohou být dále formulována na základě nař́ızeńı
daných manipulačńımi řády konkrétńıch nádrž́ı. Mohou být také kladeny daľśı
podmı́nky na ochranu životńıho prostřed́ı či podmı́nky plynoućı z provozu
přenosové soustavy.
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Kapitola 3

Alternativńı modely

V následuj́ıćı části práce je poskytnuto několik daľśıch alternativńıch př́ıstup̊u
k hlavńımu modelu, kterým je programováńı se sdruženým pravděpodobnostńım
omezeńım formulované v předchoźı kapitole. Sestavená úloha (2.22) je
přeformulována na model se středńı hodnotou, model s individuálńım
pravděpodobnostńım omezeńım a na penalizačńı model. Daľśı možnost mode-
lováńı představuje také robustńı úloha, či dynamické programováńı.

3.1 Model se středńı hodnotou

Při ř́ızeńı vodohospodářské soustavy lze v krátkodobé optimalizaci
předpokládat absenci náhodných veličin, př́ıpadně jejich dostatečnou charakte-
rizaci pomoćı předpověd́ı. To představuje možnost nahrazeńı náhodných veličin
ζnt pro každé n ∈ N a t ∈ τ jejich středńımi hodnotami. Podmı́nka rovnováhy
(2.6) se zjednoduš́ı do deterministického tvaru

E V n(t) =V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +

t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm) +
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm)

− smR (u−Dm +Rm)


∆ −

t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆

+

t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆ −
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆ +

t∑

u=1

E (ζnu )∆

∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ.

(3.1)

Z podmı́nek (2.7), (2.9) a (2.10) dostáváme deterministické podmı́nky na omezeńı
objemu vody v nádrži tvaru

V n
min(t) ≤ E V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ ,

∑

n∈N (c)

E V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ C, ∀ t ∈ τ.

(3.2)
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Model se středńı hodnotou pro ř́ızeńı vodohospodářské soustavy pak formulujeme
jako úlohu smı́̌seného celoč́ıselného lineárńıho programováńı tvaru

max
∑

t∈τ

E (λt) ∆

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)
−
∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni )

(3.3)

za podmı́nek (2.1), (2.2),(2.3), (2.4), (3.1), (3.2), (2.16), (2.17), (2.18), (2.20),

xi(t) ≥ 0, ui(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) ≥ 0, vi(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ.

Výchoźı model se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım může být
chápán jako rozš́ı̌reńı modelu se středńı hodnotou, nebot’ se bere v úvahu do-
stupná stochastická informace o rozděleńı náhodné veličiny, zat́ımco model (3.3)
použ́ıvá pouze parametr. Speciálně má-li náhodný vektor př́ıtok̊u ζt symetrické
rozděleńı, lze ukázat, že množina př́ıpustných řešeńı úlohy (2.22) je podmnožinou
množiny př́ıpustných řešeńı úlohy (3.3). Jako d̊usledek je pak optimálńı hodnota
úlohy (3.3) větš́ı než optimálńı hodnota úlohy (2.22). Pro plné zněńı věty a jej́ı
d̊ukaz odkažme na článek van Ackooij a kol. (2014, Lemma 1).

Jak již bylo zmı́něno, model se středńı hodnotou je smı́̌seným celoč́ıselným
lineárńım programováńım. Je proto mnohem jednodušš́ı jej vyřešit. Navzdory
tomu a také skutečnosti, že dostáváme řešeńı s větš́ımi optimálńımi hodnotami,
však tato řešeńı nejsou dobrá, nebot’ skoro jistě porušuj́ı daná omezeńı. To je
ukázáno např́ıklad v článku van Ackooij a kol. (2014). (van Ackooij a kol., 2014,
sekce 3.2)

3.2 Model s individuálńım pravděpodobnost-

ńım omezeńım

Uvažujme transformaci každé stochastické nerovnice podmı́nky (2.10) modelu
se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım na individuálńı pravděpodobnostńı
omezeńı typu

P{V n
min(t) ≤ V n(t)} ≥ αn

t ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ,

P{V n(t) ≤ V n
max(t)} ≥ βn

t ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ,

P




∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t)



 ≥ γc

t ∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ,

(3.4)

kde αn
t , β

n
t , n ∈ N r, t ∈ τ a γc

t , c ∈ Cr, t ∈ τ jsou dané požadované pravděpo-
dobnostńı hladiny. Úlohu (2.22) můžeme pak alternativně formulovat jako model
s individuálńım pravděpodobnostńım omezeńım tvaru

max
∑

t∈τ

E (λt) ∆

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)
−
∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni )

(3.5)
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za podmı́nek (2.1), (2.2),(2.3), (2.4), (2.6), (2.7), (2.9), (3.4), (2.16), (2.17),

(2.18), (2.20),

xi(t) ≥ 0, ui(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) ≥ 0, vi(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ.

Ve skutečnosti může být model s individuálńım pravděpodobnostńım ome-
zeńım (3.5) převeden na jednoduchou úlohu smı́̌seného celoč́ıselného lineárńıho
programováńı, nebot’ inverzńı funkci od distribučńı funkce náhodné veličiny ζnt
(př́ıpadně jejich součtu) lze jednoduše vyjádřit. Model přináš́ı také zlepšeńı ro-
bustnosti v porovnáńı s modelem se středńı hodnotou, který robustńı neńı.
Nicméně zde nemůžeme zaručit dodržeńı předepsaných pravděpodobnostńıch hla-
din pro všechny stochastické nerovnosti, a proto je model mnohem méně robustńı
než model se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım. (van Ackooij a kol.,
2014, sekce 3.4)

3.3 Penalizačńı model

Alternativně můžeme formulovat model založený na ohodnoceńı a minima-
lizaci celkových očekávaných ztrát spojených s nesplněńım podmı́nek uvnitř
sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı (2.10). Předpokládejme penalizačńı
funkce tvaru

Γ(z)

{
= 0 pokud z ≤ 0
≥ 0 a neklesaj́ıćı pokud z > 0

(3.6)

(Dupačová a kol., 1991, sekce 3.2). Speciálně pak pro každé n ∈ N r a t ∈ τ
označme Γn,t

min, respektive Γn,t
max funkci penalizuj́ıćı nesplněńı podmı́nky V n

min(t) ≤
V n(t), respektive V n(t) ≤ V n

max(t) pro nádrž n v čase t. Analogicky označme pro
každé c ∈ Cr a t ∈ τ funkci Γc,t penalizuj́ıćı nesplněńı podmı́nky

∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t)

pro množinu nádrž́ı N (c) v čase t. Očekávané ztráty spojené s nesplněńım
požadavk̊u

V n
min(t) ≤ V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ,

∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ

lze pak zapsat jako

E

(
∑

n∈N r

∑

t∈τ

Γn,t
min (V

n
min(t)− V n(t)) +

∑

n∈N r

∑

t∈τ

Γn,t
max (V

n(t)− V n
max(t))

+
∑

c∈Cr

∑

t∈τ

Γc,t


V c

min(t)−
∑

n∈N (c)

V n(t)




 .

(3.7)
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Zahrnut́ım minimalizace očekávaných ztrát (3.7) do účelové funkce úlohy ř́ızeńı
vodohospodářské soustavy pak formulujeme úlohu s penalizaćı ztrát tvaru

max
∑

t∈τ

E (λt) ∆

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)
−
∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni )

− E

(
∑

n∈N r

∑

t∈τ

Γn,t
min (V

n
min(t)− V n(t)) +

∑

n∈N r

∑

t∈τ

Γn,t
max (V

n(t)− V n
max(t))

+
∑

c∈Cr

∑

t∈τ

Γc,t


V c

min(t)−
∑

n∈N (c)

V n(t)






(3.8)

za podmı́nek (2.1), (2.2),(2.3), (2.4), (2.6), (2.7), (2.9),(2.16), (2.17), (2.18), (2.20),

xi(t) ≥ 0, ui(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) ≥ 0, vi(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ.

Volba penalizačńı funkce

Penalizačńı funkce (3.6) je často založena na ekonomické analýze uvažovaného
problému. Jednoduchou volbou funkce je např́ıklad tvar

Γ(z) = qz+,

kde z+ := max(0,z) znač́ı kladnou část z a q ≥ 0 je penalizačńı koeficient daný
např́ıklad zadavatelem. V takovém př́ıpadě bychom o úloze (3.8) hovořili jako
o jednoduchém modelu s kompenzaćı. (Dupačová a kol., 1991, sekce 3.2)

3.4 Kombinovaný model

Výše zmı́něné modely lze vzájemně r̊uzně kombinovat v závislosti na
konkrétńım problému. V jedné úloze můžeme formulovat v́ıce sdružených i in-
dividuálńıch pravděpodobnostńıch omezeńı, přičemž můžeme požadovat splněńı
každého omezeńı s r̊uznými pravděpodobnostmi. Libovolné pravděpodobnostńı
omezeńı pak lze nahradit penalizačńım členem v účelové funkci.

3.5 Robustńı model

V robustńı verzi úlohy (2.22) bychom chtěli naj́ıt pro náhodný vektor vněǰśıch
př́ıtok̊u ζt ∈ R

k, k = |N r| množinu náhodných vektor̊u Eα ⊆ R
k tak,

aby pravděpodobnost, že ζt padne do množiny Eα, byla přibližně α. Pak bu-
deme požadovat, aby podmı́nky uvnitř sdruženého pravděpodobnostńıho ome-
zeńı (2.10) byly splněny pro všechna ζt z této množiny, namı́sto aby byly splněny
v pravděpodobnosti.

Robustńı verze úlohy ř́ızeńı vodohospodářské soustavy je obecně formulována
jako úloha lineárńıho programováńı v článku van Ackooij a kol. (2014, sekce
3.5). K určeńı množiny Eα je zde využit Choleského rozklad kovariančńı matice
a Fellerova-Lindebergova centrálńı limitńı věta.
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3.6 Dynamické programováńı

Ve všech dosud zmı́něných modelech je rozhodnut́ı stanoveno jednou provždy,
aniž by byl brán v úvahu dočasný charakter náhodné složky. To je zohledněno
v dynamickém rozhodovaćım procesu, během kterého je d́ıky postupným reali-
zaćım náhodných veličin použito stále větš́ı množstv́ı informaćı. Dı́ky tomu lze
očekávat lepš́ı řešeńı než při statických modelech.

Navržeńım dynamického modelu se sdruženým pravděpodobnostńım ome-
zeńım a jeho aplikaćı na problém ř́ızeńı vodńıch nádrž́ı se zabývá např́ıklad
článek Andrieu, Henrion a Römisch (2010). Jelikož se však tyto modely primárně
soustřed́ı na dynamické aspekty, je jejich struktura poměrně jednoduchá. Sa-
motný model je uvažován co nejjednodušš́ı – bez spojeńı vodńıch nádrž́ı, bez
časového zpožděńı mezi nádržemi, bez podmı́nek na oceňováńı vody a s malými
dimenzemi.
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Kapitola 4

Náhodná složka modelu a jej́ı
aproximace pomoćı scénář̊u

Kvalita řešeńı stochastické úlohy záviśı na tom, jak dobře je náhoda v reálném
komplexńım problému modelována. V této kapitole představ́ıme možnost aproxi-
mace pravděpodobnostńıho rozděleńı náhodné složky modelu pomoćı diskrétńıho
rozděleńı nabývaj́ıćıho konečného počtu hodnot, takzvaných scénář̊u.

Náhodné př́ıtoky a náhodnou cenu elektrické energie na trhu budeme nej-
prve modelovat jako časovou řadu pomoćı vhodných stochastických proces̊u.
Konkrétně použijeme v př́ıpadě vněǰśıch př́ıtok̊u model vektorové autoregrese.
Cenu elektřiny pak budeme modelovat pomoćı multiplikativńıho sezónńıho pro-
cesu. Na základě zkonstruovaných model̊u a jejich předpověd́ı vygenerujeme
scénářový strom, který bude ve výsledné úloze reprezentovat náhodnou složku.

4.1 Možnost aproximace pravděpodobnostńıho

rozděleńı

Připomeňme si obecný stochastický model se sdruženým pravděpodobnostńım
omezeńım (1.6), který jsme formulovali v části 1.2.3 prvńı kapitoly jako úlohu

max E c(x,ω)

za podmı́nek P{g(x,ω) ≤ 0} ≥ α,

x ∈ X.

Typicky zároveň formulujeme v praxi nepř́ılǐs reálný předpoklad, že
pravděpodobnostńı rozděleńı Pω náhodného vektoru ω je známé a nezávislé na
rozhodnut́ı x ∈ X. Je-li pravděpodobnostńı rozděleńı Pω spojité, pak stěžejńım
problémem při algoritmickém řešeńı úlohy (1.6) je nutnost opakovaného výpočtu
přinejmenš́ım mnohorozměrného integrálu z náhodné účelové funkce c(x,ω)
a mnohorozměrného integrálu představuj́ıćıho pravděpodobnost P{g(x,ω) ≤ 0}.
Taková úloha je zřejmě numericky řešitelná pouze v př́ıpadě velmi malých di-
menźı, či pro speciálńı typy pravděpodobnostńıch rozděleńı.

Bylo navrženo mnoho spojitých i diskrétńıch př́ıstup̊u řeš́ıćıch problém (1.6).
Co se týče náhodné složky v účelové funkci, lze tuto funkci např́ıklad nahra-
dit za jednodušš́ı, či vhodně aproximovat předpokládané pravděpodobnostńı
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rozděleńı Pω. Metody řešeńı úlohy se sdruženým pravděpodobnostńım ome-
zeńım jsou za konkrétńıch předpoklad̊u např́ıklad metoda transformačńıch funkćı,
metoda př́ıpustných směr̊u, metoda opěrné nadroviny, algoritmy založené na
stochastických kvazigradientńıch metodách, či předpoklad diskrétńıho rozděleńı
pravděpodobnosti (viz Dupačová (1986, sekce 4.5.)).

Převládaj́ıćım př́ıstupem je stále častěji aproximace pravděpodobnostńıho
rozděleńı pomoćı diskrétńıho rozděleńı. Ćılem je źıskat numericky jednoduše
řešitelnou optimalizačńı úlohu, jej́ıž řešeńı bude dostatečně aproximovat skutečné
řešeńı p̊uvodńı úlohy. Předpokládané pravděpodobnostńı rozděleńı Pω je nahra-
zeno diskrétńım rozděleńım P̂ω nabývaj́ıćım konečného počtu hodnot

ω1, . . . ,ωS

s pravděpodobnostmi ps > 0 ∀ s = 1, . . . ,S,
∑S

s=1 ps = 1. Hodnoty ωs

pravděpodobnostńıho rozděleńı P̂ω pak nazýváme scénáře.

(Dupačová, 2013)

4.1.1 Generováńı scénář̊u

Konstrukce scénář̊u je založena jak na charakteru samotného problému, tak
na množstv́ı dostupných informaćı o p̊uvodńım pravděpodobnostńım rozděleńı.
Hlavńım ćılem je źıskat reprezentativńı množinu scénář̊u, které poskytuj́ı rozumná
rozhodnut́ı. Ke konstrukci scénář̊u se často využ́ıvaj́ı historická data, jsou-li k dis-
pozici, spolu s vhodným modelem a také názory odborńık̊u, zkušenosti či heuris-
tiky. Z těchto d̊uvod̊u nemůže být generováńı scénář̊u založeno na pouhé budoućı
predikci.

Je-li pravděpodobnostńı rozděleńı Pω zcela známo, mohou být scénáře
źıskány náhodným generováńım realizaćı nebo pomoćı diskrétńıho či simulačńıho
schématu. Předpokládané známé pravděpodobnostńı rozděleńı může plynout z te-
oretického modelu, z historických dat i ze zkušenost́ı odborńık̊u.

Někdy může být dostupná jen informace o parametrické rodině
pravděpodobnostńıho rozděleńı založené na teoretickém modelu. Předpokládáme,
že Pω nálež́ı do parametrické rodiny P = {Pψ ,ψ ∈ Ψ} a je určeno neznámou
hodnotou parametru ψ. Nedostatečná informace o pravděpodobnostńım rozděleńı
je kompenzována odhadnut́ım parametru ψ na základě dostupných dat. Volba
parametrického tvaru pravděpodobnostńıho rozděleńı či stochastického procesu
odpov́ıdá volbě modelu, odhadu jeho parametr̊u a následuj́ıćı konstrukci scénář̊u.
Dostupnost informace o parametrické rodině rozděleńı je v praxi v úlohách
stochastického programováńı častá. V mnohých oblastech jsou k dispozici dobře
vyvinuté stochastické modely spolu s historickými daty ve formě časových řad.
V praxi je běžné, že náhodný prvek ω je ve skutečnosti stochastický proces.

Máme-li k dispozici jen částečnou informaci o pravděpodobnostńım rozděleńı
Pω, využijeme obvykle empirickou distribučńı funkci založenou na pozorovaných
datech. Je zde však nutný předpoklad větš́ıho množstv́ı dostupných dat, která
jsou dostatečně homogenńı, nezávislá a stejně rozdělená.

Pokud nemáme k dispozici žádná data, jsou scénáře a jejich pravděpodobnosti
většinou založeny na předpověd́ıch odborńık̊u.

(Dupačová, 2013; Dupačová, Hurt a Štěpán, 2002, část II.5)
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4.2 Náhodná složka modelu jako stochastický

proces

V úloze ř́ızeńı vodohospodářské soustavy sestavené v kapitole 2 představuj́ı
náhodnou složku ω vněǰśı př́ıtoky soustavy a cena elektrické energie na trhu.
Náhodné př́ıtoky soustavy v čase t ∈ τ jsme zavedli jako náhodný vektor ζt,
náhodnou cenu elektřiny na trhu v čase t ∈ τ představuje náhodná veličina λt.

Budeme předpokládat, že jsou vněǰśı př́ıtoky na ceně elektřiny nezávislé.
Můžeme proto zvlášt’ aproximovat pomoćı scénář̊u marginálńı pravděpodobnostńı
rozděleńı př́ıtok̊u a marginálńı pravděpodobnostńı rozděleńı ceny elektrické ener-
gie. Sdružené pravděpodobnostńı rozděleńı Pω náhodné složky modelu je pak
jejich součinem.

Na náhodné př́ıtoky lze také nahĺıžet jako na stochastický proces {ζt, t ∈ τ}
v diskrétńım čase. Náhodná cena elektrické energie může být chápána jako
diskrétńı stochastický proces {λt,t ∈ τ}. Konstruované scénáře jsou pak tra-
jektoriemi náhodného procesu.

4.2.1 Vektorový autoregresńı proces vněǰśıch př́ıtok̊u sou-

stavy

Na základě hodinových historických pozorováńı časové řady ζt, která máme
k dispozici pro praktickou část práce, se jev́ı vhodné modelovat př́ıtoky jako vek-
torový autoregresńı proces řádu p označovaný VAR(p). Označme rozměr časové
řady ζt, tj. počet prvk̊u množiny N r, jako k.

Důležitým předpokladem pro konstrukci autoregresńıho procesu je (slabá) sta-
cionarita dané časové řady, kterou budeme dále označovat pouze jako staciona-
rita. Stacionaritou časové řady ζt rozumı́me, že př́ıslušný proces je invariantńı
v̊uči posun̊um v čase v rámci moment̊u do druhého řádu, tj. pro každé s a t plat́ı

E (ζt) = µ,

cov(ζs,ζt) = cov(ζs+h,ζt+h),
(4.1)

kde µ je konstanta a h je libovolné. Vektorový autoregresńı proces řádu p pro
k-rozměrnou časovou řadu ζt má pak tvar

ζt = Φ0 +Φ1ζt−1 + . . .Φpζt−p + εt, (4.2)

kde Φ0 je konstantńı vektor délky k, Φi, i = 1, . . . ,p je matice parametr̊u typu
k×k, Φp 6= 0 a εt je k-rozměrný b́ılý šum představuj́ıćı residuálńı složku modelu.
V́ıcerozměrným b́ılým šumem rozumı́me posloupnost v r̊uzných časech navzájem
nekorelovaných náhodných vektor̊u s nulovou středńı hodnotou a konstantńı po-
zitivně definitńı variančńı matićı Σ, tj.

E (εt) = 0, E
(
εsε

⊤
t

)
= δstΣ,

kde δst je Kroneckerovo delta definované jako δst = 1 pro s = t a δst = 0 pro
s 6= t. (Cipra, 2008, sekce 12.1., 12.2.)
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Identifikace řádu modelu VAR

V praxi se pro identifikaci řádu p modelu (4.2) použ́ıvaj́ı zpravidla procedury
založené na statistických testech nebo na informačńıch kritéríıch. Identifikace mo-
delu VAR(p) pomoćı informačńıch kritéríı je úloha odhadu parametru p jako

p̂ = argmin
u=0,...,U

A(u),

kde A(u) je vhodně zvolené kritérium zkonstruované na základě odhadu mo-
delu VAR(u), přičemž minimalizaci provád́ıme přes předem zvolenou śıt’ hodnot
u = 0, . . . ,U . Nejv́ıce využ́ıvanými informačńımi kritérii jsou k-rozměrná verze
Akaikeho informačńıho kritéria

AIC(h) = ln |Σ̂|+
2h

T

a k-rozměrná verze Bayesova informačńıho kritéria

BIC(h) = ln |Σ̂|+
h lnT

T
,

kde v obou př́ıpadech znač́ı Σ̂ odhadnutou variančńı matici odhadnuté residuálńı
složky modelu VAR(u), T je počet pozorováńı dané časové řady, na jejichž základě
je model odhadován, a h = k(uk + 1) je počet parametr̊u, které je nutné v k-
rozměrném modelu odhadnout. (Cipra, 2008, sekce 10.3.1., 12.2.)

Odhad modelu VAR

Vektorový autoregresńı model (4.2) může být odhadován metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u, metodou maximálńı věrohodnosti nebo Bayesovou metodou. Jednotlivé
metody odhad̊u jsou uvedeny např́ıklad v sekci 2.5 knihy Tsay (2014). Je ukázáno,
že za předpokladu mnohorozměrného normálńıho rozděleńı residuálńı složky mo-
delu jsou odhady metodou maximálńı věrohodnosti a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
asymptoticky ekvivalentńı a maj́ı asymptoticky normálńı rozděleńı.

Verifikace modelu VAR

Ověřeńı adekvátnosti zkonstruovaného modelu spoč́ıvá předevš́ım v kontrole
stacionarity. Postačuj́ıćı podmı́nkou stacionarity procesu VAR(p) je, že všechny
převrácené hodnoty kořen̊u odhadnutého (maticového) autoregresńıho polynomu

Φ(z) = I −Φ1z − . . .−Φpz
p (4.3)

lež́ı uvnitř jednotkového kruhu v komplexńı rovině. (Cipra, 2008, sekce 12.2.)
Dále se zaměřujeme na diagnostiku časové nekorelovanosti v odhadnuté re-

siduálńı složce, konkrétně pomoćı Bartlettovy aproximace a k-rozměrné verze
Q-testu (viz Cipra (2008, sekce 10.3.3, část 4.)), či pomoćı LM-testu (viz Cipra
(2008, sekce 5.4., část (3))). Jarque-Bera testem (viz Cipra (2008, sekce 3.6.2.))
pak můžeme testovat mnohorozměrnou normalitu odhadnuté residuálńı složky.
Mezi často použ́ıvané testy mnohorozměrného normálńıho rozděleńı patř́ı také
Mardi̊uv (Mardia, 1970), Henze̊uv-Zirkler̊uv (Henze a Zirkler, 1990) či Royston̊uv
test (Royston, 1982). Verifikace modelu vektorové autoregrese je podrobně ro-
zebrána také v sekci 2.7 knihy Tsay (2014).
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Počátečńı transformace časové řady

Abychom dostali některé požadované vlastnosti, docháźı v praxi často před
samotným modelováńım k transformaci analyzované časové řady. Využ́ıvá se
např́ıklad transformace spoč́ıvaj́ıćı ve vhodném diferencováńı časové řady, která
z ńı odstrańı některé dekompozičńı složky.

Častá je také Boxova-Coxova transformace, která homogenizuje rozptyl dané
časové řady, transformuje jej́ı př́ıpadné sešikmené rozděleńı a model linearizuje.
Boxova-Coxova transformace v́ıcerozměrné časové řady ζt spoč́ıvá v transformaci
každé z jej́ıch k složek ζnt do tvaru

ζnt
(υn) =





(ζnt + cn)
υn − 1

υn
pro υn 6= 0,

ln(ζnt + cn) pro υn = 0,
(4.4)

kde úrovňový parametr cn > 0 voĺıme tak, aby ζnt + cn > 0. K odhadu
k-rozměrného vektoru typových parametr̊u υn se využ́ıvá metoda maximálńı
věrohodnosti (viz Box a Cox (1964)).

(Cipra, 2008, sekce 9.6.)

Daľśı možnosti modelováńı

K modelováńı v́ıcerozměrné časové řady př́ıtok̊u bychom alternativně mohli
použ́ıt např́ıklad vektorový autoregresńı proces klouzavých součt̊u označovaný
jako VARMA, který kromě autoregresńıch člen̊u obsahuje nav́ıc zpožděné hodnoty
b́ılého šumu εt (viz Tsay (2014, sekce 3.5)).

Daľśı možnost́ı je použit́ı vektorového autoregresńıho modelu s v́ıcerozměrnou
exogenńı proměnnou, tzv. VARX modely (viz Tsay (2014, sekce 6.3.1)). Exogenńı
proměnná by mohla např́ıklad představovat úhrn srážek ve vybraných povod́ıch
vodohospodářské soustavy.

4.2.2 Cena elektrické energie na trhu jako multiplikativńı

sezónńı proces

Jednorozměrnou časovou řadu λt představuj́ıćı hodinovou cenu elektrické
energie na trhu budeme na základě historických dat, která máme k dispo-
zici pro praktickou část práce, modelovat multiplikativńım sezónńım procesem
řádu (p,d,q) × (P,D,Q)s označovaným jako SARIMA. Konstrukce modelu SA-
RIMA vycháźı z integrovaného smı́̌seného procesu ARIMA (viz Cipra (2008,
sekce 10.4.2.)) modeluj́ıćıho stochastický trend. Kromě stochastického mode-
lováńı trendu lze však nav́ıc stochasticky modelovat i sezónnost. Budeme uvažovat
sezónnost v rámci dne, tj. s = 24.

Proces SARIMA řádu (p,d,q)× (P,D,Q)24 modeluj́ıćı cenu elektřiny λt zapi-
sujeme obecně jako

φ(B)Φ(B24)∆d∆D
24λt = µ+ θ(B)Θ(B24)ξt, (4.5)

kde µ znač́ı absolutńı člen, B je operátor časového posunu definovaný jako Bλt =
λt−1, ∆

d = (1 − B)d znač́ı d-tou diferenci a ∆24 = 1 − B24 je sezónńı diferenčńı
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operátor, kdy speciálně ∆D
24 = (1 − B24)D. Diferenćı ∆d eliminujeme z časové

řady vliv lineárńıho trendu a sezónńı diferenćı ∆D
24 eliminujeme sezónnost. Dále

φ(B) = 1− φ1B − . . .− φpB
p

je autoregresńı operátor řádu p,

θ(B) = 1 + θ1B + . . .+ θqB
q

je operátor klouzavých součt̊u řádu q,

Φ(B24) = 1− Φ1B
24 − Φ2B

24 − . . .− ΦPB
24P

je sezónńı autoregresńı operátor řádu P a

Θ(B24) = 1 + Θ1B
24 +Θ2B

24 + . . .+ΘQB
24Q

je sezónńı operátor klouzavých součt̊u řádu Q. Konečně ξt je residuálńı složka mo-
delu ve formě b́ılého šumu, tj. jedná se o posloupnost nekorelovaných náhodných
veličin s nulovou středńı hodnotou a konstantńım konečným rozptylem σ2 > 0.

Model SARIMA je určen pro nestacionárńı časové řady λt, tj. řady nesplňuj́ıćı
předpoklad časové invariance pro středńı hodnotu, rozptyl a autokorelačńı struk-
turu (viz (4.1)), které lze stacionarizovat diferencováńım. Proces ∆d∆D

24λt je sta-
cionárńı, jestliže všechny převrácené hodnoty kořen̊u autoregresńıho polynomu

φ(z)Φ(z24) = (1− φ1z − . . .− φpz
p)(1− Φ1z

24 − Φ2z
24 − . . .− ΦP z

24P ) (4.6)

lež́ı uvnitř jednotkového kruhu v komplexńı rovině.
Daľśı předpokládanou vlastnost́ı procesu je invertibilita. Existuj́ı-li parametry

π0, π1, π2 . . . takové, že proces (4.5) můžeme zapsat jako

∆d∆D
24λt = π0 + ξt +

∞∑

j=1

πj∆
d∆D

24λt−j,

pak ř́ıkáme, že je proces invertibilńı. Postačuj́ıćı podmı́nkou invertibility procesu
(4.5) je, že všechny převrácené hodnoty kořen̊u polynomu klouzavých součt̊u

θ(z)Θ(z24) = (1 + θ1z + . . .+ θqz
q)(1 + Θ1z

24 +Θ2z
24 + . . .+ΘQz

24Q) (4.7)

lež́ı uvnitř jednotkového kruhu v komplexńı rovině. Vyjádřeńı procesu v inverto-
vatelném tvaru je užitečné zejména při konstrukci předpověd́ı.

Poznámka. Proces VAR(p) z předchoźı sekce 4.2.1 je zřejmě invertibilńı vždy,
nebot’ (4.2) je již př́ımo zápis tohoto modelu v invertovaném tvaru.

(Cipra, 2008, sekce 10.5.)

Stacionarizace diferencováńım

Časovou řadu ceny elektrické energie na trhu stacionarizujeme vhodnou vol-
bou diferenčńıch operátor̊u ∆d∆D

24. Možnost stacionarizace pomoćı diferencováńı
svědč́ı o př́ıtomnosti (téměř) jednotkového kořenu, či v́ıcenásobného jednotkového
kořenu v autoregresńım polynomu (4.6).
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Pro pevně zvolený řád sezónńı diference D můžeme př́ıslušný řád diferen-
cováńı d odhadnout např́ıklad pomoćı test̊u na jednotkový kořen. Častým testem
na jednotkový kořen je rozš́ı̌rený Dickeẙuv-Fuller̊uv test, zkráceně ADF-test, tes-
tuj́ıćı nulovou hypotézu nestacionarity v̊uči alternativńı hypotéze stacionarity (viz
Cipra (2008, sekce 10.4.1., část 2.)). Pro testováńı opačných hypotéz, tedy nu-
lové hypotézy stacionarity v̊uči alternativńı hypotéze nestacionarity, byl navržen
takzvaný KPSS-test (viz Cipra (2008, sekce 10.4.1., část 4.)). Doporučuje se pak
provádět ADF-test a KPSS-test současně a za směrodatné brát zamı́tnut́ı nulové
hypotézy ADF-testem při současném nezamı́tnut́ı nulové hypotézy KPSS-testem,
či nezamı́tnut́ı nulové hypotézy ADF-testem při současném zamı́tnut́ı nulové hy-
potézy KPSS-testem. V prvńım př́ıpadě je potvrzena stacionarita, v druhém
př́ıpadě naopak nestacionarita. Zbylé dvě kombinace se považuj́ı za nepr̊ukazné.

Doplňme, že př́ıtomnost jednotkového kořene může také indikovat velmi po-
malý pokles odhadnutého korelogramu od jednotkové hodnoty k nule.

(Cipra, 2008, sekce 10.4.1.)

Identifikace řádu modelu SARIMA

Identifikace zbylých parametr̊u p, q, P, Q modelu (4.5) na základě in-
formačńıch kritéríı prob́ıhá analogicky jako v př́ıpadě modelu VAR(p) z předchoźı
sekce 4.2.1. Odhad parametr̊u je založen na úloze

(p̂,q̂,P̂ ,Q̂) = argmin
u=0,...,U,v=0,...,V,
w=0,...,W,z=0,...,Z

A(u,v,w,z),

kde A(u,v,w,z) je vhodně zvolené kritérium zkonstruované na základě odhadu mo-
delu SARIMA(u,d,v)× (w,D,z)24, přičemž minimalizaci provád́ıme přes předem
zvolenou śıt’ hodnot u = 0, . . . ,U , v = 0, . . . ,V , w = 0, . . . ,W a z = 0, . . . ,Z. Za
kritérium A(u,v,w,z) voĺıme nejčastěji Akaikeho informačńı kritérium

AIC(h) = ln σ̂2 +
2h

T
,

př́ıpadně Bayesovo informačńı kritérium

BIC(h) = ln σ̂2 +
h lnT

T
,

kde v obou př́ıpadech znač́ı σ̂2 odhadnutý rozptyl residuálńı složky modelu
SARIMA(u,d,v)× (w,D,z)24, T je počet pozorováńı dané časové řady, na jejichž
základě je model odhadován, a h = u+ v+w+ z+1 je počet parametr̊u modelu,
které je nutné odhadnout.

(Cipra, 2008, sekce 10.3.1.)

Diagnostika modelu SARIMA

Při ověřeńı adekvátnosti modelu (4.5) se opět zaměřujeme předevš́ım na sta-
cionaritu procesu. Podmı́nku stacionarity procesu jsme formulovali při zavedeńı
autoregresńıho polynomu (4.6). Daľśı možnost́ı kontroly stacionarity modelu je

43



analýza toho, jakou odezvu má v odhadnutém modelu standardizovaný impuls ve
výši jednonásobku či v́ıcenásobku odhadnuté směrodatné odchylky b́ılého šumu.
Podmı́nku invertibility ověř́ıme pomoćı podmı́nky formulované při zavedeńı po-
lynomu klouzavých součt̊u (4.7).

Dále kontrolujeme shodu korelačńı struktury odhadnuté z dat s ko-
relačńı strukturou vypočtenou z odhadnutého modelu. Pro vypočtený b́ılý šum
očekáváme nulovou středńı hodnotu, homoskedasticitu neboli konstantńı rozptyl,
nekorelovanost a normalitu. Za předpokladu normality testujeme nekorelovanost
vypočteného b́ılého šumu pomoćı testu založeného na Bartlettově aproximaci.
Daľśı možnost́ı jsou Q-testy (viz Cipra (2008, sekce 10.3.3., část 4.)).

(Cipra, 2008, sekce 10.3.3.)

Počátečńı transformace časové řady

Stejně jako v předchoźı části 4.2.1 můžeme před samotným modelováńım
časovou řadu ζt nejprve transformovat. Boxovu-Coxovu transformaci konstruu-
jeme analogicky jako ve v́ıcerozměrném př́ıpadě podle vztahu (4.4).

Daľśı možnosti modelováńı

Multiplikativńı sezónńı model ceny elektrické energie na trhu bychom se mohli
dále pokusit zlepšit přidáńım exogenńı vysvětluj́ıćı proměnné. Hovoř́ıme pak
o takzvaných SARIMAX procesech. Vhodnou vysvětluj́ıćı proměnnou by mohla
být např́ıklad teplota.

Pokud se model jev́ı jako nelineárńı a nelze jej linearizovat jednodu-
chou transformaćı, přistupujeme zpravidla k nelineárńım model̊um časových
řad. Speciálně lineárńı modely nejsou často schopny zohlednit některé ty-
pické vlastnosti časových řad. Zmiňme např́ıklad autoregresńı model podmı́něné
heteroskedasticity označovaný jako ARCH (viz Cipra (2008, sekce 11.2.4.)), či
jeho zobecněńı na model GARCH (viz Cipra (2008, sekce 11.2.5.)).

4.3 Konstrukce scénář̊u

Scénáře vněǰśıch př́ıtok̊u a ceny elektřiny konstruujeme pro optimalizačńı ho-
rizont t ∈ τ , τ = {1, . . . , T} krátkodobé úlohy ř́ızeńı vodohospodářské soustavy.
Budeme předpokládat, že máme k dispozici historická data až do času t = 0, na
jejichž základě odhadneme vektorový autoregresńı model př́ıtok̊u (4.2), respektive
multiplikativńı sezónńı model ceny elektřiny (4.5).

Budeme cht́ıt zkonstruovat celkem S scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u soustavy, které
označ́ıme jako

ζs = {ζst ,t ∈ τ}, s = 1, . . . ,S.

Jednotlivým scénář̊um ζs pak přǐrad́ıme pravděpodobnosti ps > 0, s = 1, . . . , S,∑S
s=1 ps = 1. Hodnotu s-tého scénáře v čase t pro nádrž n ∈ N r, tj. prvek vektoru

ζst , budeme značit ζn,st . Analogicky označ́ıme

λr = {λr
t ,t ∈ τ}, r = 1, . . . ,R
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celkem R scénář̊u ceny elektrické energie na trhu, každý s pravděpodobnost́ı qr >
0, r = 1, . . . , R,

∑R
r=1 qr = 1.

Zaved’me dále symbol ŷt(t− 1), kterým budeme značit předpověd’ hodnoty yt
konstruovanou v čase t − 1, tj. jedná se o předpověd’ z času t − 1 o jeden krok
dopředu.

4.3.1 Scénáře vněǰśıch př́ıtok̊u soustavy

Ke konstrukci scénáře vněǰśıch př́ıtok̊u ζs = {ζst ,t ∈ τ} pro pevné s využijeme
vektorový autoregresńı proces (4.2) časové řady ζt, jehož řád jsme odhadli jako
p̂. Budeme předpokládat, že residuálńı složka modelu εt má mnohorozměrné
normálńı rozděleńı N(0,Σ).

Vyjdeme ze vztahu pro predikci modelu VAR(p̂) o jeden krok dopředu. Na
základě modelu (4.2) můžeme vzhledem k linearitě předpověd́ı psát

ζ̂t(t− 1) = Φ̂0 + Φ̂1ζ̂t−1(t− 1) + . . .+ Φ̂p̂ζ̂t−p̂(t− 1) + ε̂t(t− 1),

kde parametry Φ̂0, Φ̂1, . . . , Φ̂p̂ jsme odhadli z historických dat. Zřejmě plat́ı

ε̂t(t− 1) = 0,

ζ̂t−j(t− 1) = ζt−j pro j ≥ 1.

Základńı vztah pro výpočet předpovědi hodnoty ζt v čase t− 1 je tedy

ζ̂t(t− 1) = Φ̂0 + Φ̂1ζt−1 + . . .+ Φ̂p̂ζt−p̂. (4.8)

Scénář ζs pak generujeme postupně, přičemž v čase t− 1 zkonstruujeme ζst jako

ζst = ζ̂t(t− 1) + ε̂st ,

kde ε̂st je náhodně vygenerovaná realizace z mnohorozměrného normálńıho

rozděleńı N(0,Σ̂), přičemž Σ̂ je odhad variančńı matice residuálńı složky mo-
delu (4.2). V daľśım kroku, tj. v čase t, za realizaci ζt považujeme prvek scénáře
ζst .

Celý postup konstrukce scénáře ζs můžeme shrnout do vzorce

ζst = Φ̂0 + Φ̂1ζ
s
t−1 + . . .+ Φ̂p̂ζ

s
t−p̂ + ε̂

s
t t = 1, . . . ,T, (4.9)

přičemž počátečńı hodnoty ζs1−p̂, . . . , ζ
s
0 polož́ıme rovny posledńım p̂ známým his-

torickým hodnotám ζ1−p̂, . . . , ζ0.

Poznámka. Byla-li před samotným modelováńım p̊uvodńı časová řada transfor-
mována, je na závěr nutné provést př́ıslušnou inverzńı transformaci zkonstruo-
vaných scénář̊u.

4.3.2 Scénáře ceny elektrické energie na trhu

Ke konstrukci scénáře ceny elektřiny λr = {λr
t ,t ∈ τ} pro pevné r využijeme

multiplikativńı sezónńı proces (4.5) časové řady λt, jehož řád odhadneme jako

(p̂,d̂,q̂) × (P̂ ,D̂,Q̂)24. Budeme předpokládat, že residuálńı složka modelu ξt má
normálńı rozděleńı N(0,σ2).
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Vyjdeme opět ze vztahu pro predikci o jeden krok dopředu, tentokrát pro-
cesu SARIMA(p̂,d̂,q̂) × (P̂ ,D̂,Q̂)24. Na základě modelu (4.5) můžeme vzhledem
k linearitě předpověd́ı psát

φ̂(B)Φ̂(B24)∆d̂∆D̂
24λ̂t(t− 1) = µ̂+ θ̂(B)Θ̂(B24)ξ̂t(t− 1), (4.10)

kde nyńı operátor časového posunu B chápeme jako Bŷt(t − 1) = ŷt−1(t − 1)
a dále

φ̂(B) = 1− φ̂1B − . . .− φ̂p̂B
p̂,

θ̂(B) = 1 + θ̂1B + . . .+ θ̂q̂B
q̂,

Φ̂(B24) = 1− Φ̂1B
24 − Φ̂2B

24 − . . .− Φ̂P̂B
24P̂ ,

Θ̂(B24) = 1 + Θ̂1B
24 + Θ̂2B

24 + . . .+ Θ̂Q̂B
24Q̂.

Parametry µ̂, φ̂1, . . . ,φ̂p̂, θ̂1, . . . ,θ̂q̂, Φ̂1, . . . ,Φ̂P̂ , Θ̂1, . . . ,Θ̂Q̂ jsme odhadli z histo-
rických dat. Jelikož plat́ı

λ̂t−j(t− 1) = λt−j pro j ≥ 1,

ξ̂t−j(t− 1) =

{
0 pro j = 0,

ξt−j = ∆d̂∆D̂
24λt−j −∆d̂∆D̂

24λ̂t−j(t− j − 1) pro j ≥ 1,

je (4.10) základńım vztahem pro výpočet předpovědi hodnoty λt v čase t − 1.
(Cipra, 2008, sekce 10.6.)

Scénář λr pak generujeme postupně, přičemž v čase t − 1 zkonstruujeme λr
t

jako

λr
t = λ̂t(t− 1) + ξ̂rt , (4.11)

kde ξ̂rt je náhodně vygenerovaná realizace z normálńıho rozděleńıN(0,σ̂2), přičemž
σ̂2 je odhad rozptylu residuálńı složky modelu (4.5). V daľśım kroku, tj. v čase t,
pak za realizaci λt považujeme prvek scénáře λr

t . Počátečńı hodnoty ceny elektřiny
pro predikci polož́ıme rovny potřebnému počtu posledńıch známých historických
hodnot. Počátečńı hodnoty residuálńı složky klademe obvykle rovny nule.

Poznámka. Byla-li před samotným modelováńım p̊uvodńı časová řada transfor-
mována, je na závěr nutné provést př́ıslušnou inverzńı transformaci zkonstruo-
vaných scénář̊u.

4.3.3 Scénářový strom

V předchoźıch částech 4.3.1 a 4.3.2 jsme pro pevné s, respektive r zkonstruovali
scénář př́ıtok̊u ζs = {ζst ,t ∈ τ} a scénář ceny elektřiny na trhu λr = {λr

t ,t ∈ τ}.
V každém kroku konstrukce (4.9), respektive (4.11) můžeme zřejmě náhodně

vygenerovat v́ıce realizaćı ε̂st , respektive ξ̂rt a dosud konstruovaný scénář tak
rozvětvit na v́ıce scénář̊u. Postupným větveńım dostáváme požadovaný počet
scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u ζ1, . . . , ζS, respektive scénář̊u ceny elektřiny λ1, . . . , λR.
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Obrázek 4.1: Scénářový strom pro konstrukci scénář̊u př́ıtok̊u a ceny elektrické
energie na trhu

Množina všech scénář̊u spolu s př́ıslušnými pravděpodobnostmi pak tvoř́ı tak-
zvaný scénářový strom.

Scénářový strom může být reprezentován orientovaným grafem zač́ınaj́ıćım
v jediném uzlu v úrovni 0, který se větv́ı do uzl̊u úrovně 1. Větveńı pak pokračuje
až do úrovně T , přičemž uzly úrovně t, t = 1, . . . ,T představuj́ı možné realizace
př́ıslušného náhodného vektoru, či náhodné veličiny v čase t. Volba struktury
scénářového stromu záviśı často na konkrétńım reálném problému, povaze dat
i softwarových možnostech.

Pro účely práce zvoĺıme pro konstrukci scénář̊u př́ıtok̊u a ceny elektřiny
stejný v́ıcestupňový vyvážený binárńı strom, jehož schéma je zobrazeno na
obrázku 4.1. Předpokládáme, že jednotlivé větve scénářového stromu jsou stejně
pravděpodobné. Uzel v úrovni 0 představuje posledńı známou realizaci ζ0 z histo-
rických dat, uzly v úrovni t, t = 1, . . . ,T představuj́ı všechny vygenerované reali-
zace náhodného vektoru ζt v čase t. Analogicky bychom interpretovali scénářový
strom ceny elektřiny λt.

Z obrázku 4.1 je patrné, že v každém a-tém okamžiku prob́ıhá větveńı jednoho
scénáře na dvě r̊uzné větve a to až do okamžiku b. Dále již k větveńı nedocháźı.
V čase t ≤ b, máme tedy zkonstruovaných 2⌈t/a⌉ scénář̊u, kde ⌈t/a⌉ znač́ı horńı
celou část. V časech t = b+ 1, . . . ,T máme pak již konečný počet 2⌈b/a⌉ scénář̊u.

4.4 Přepis úlohy stochastického programováńı

pomoćı scénář̊u

4.4.1 Aproximace pravděpodobnostńıho rozděleńı ceny

elektrické energie

Vrat’me se nyńı k sestavené úloze ř́ızeńı vodohospodářské soustavy (2.22) for-
mulované v sekci 2.4 druhé kapitoly. Připomeňme, že předpokládáme, že jsou
vněǰśı př́ıtoky na ceně elektřiny nezávislé. Pravděpodobnostńı rozděleńı náhodné
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ceny elektřiny λt aproximujeme konečným počtem scénář̊u λr
t , r = 1, . . . ,R

s pravděpodobnostmi qr, r = 1, . . . , R,
∑R

r=1 qr = 1. Středńı hodnotu náhodné
veličiny λt vyskytuj́ıćı se pouze v účelové funkci úlohy (2.22) pak můžeme dle
definice psát jako

E (λt) =

R∑

r=1

qrλ
r
t ∀ t ∈ τ. (4.12)

4.4.2 Aproximace pravděpodobnostńıho rozděleńı vněj-

š́ıch př́ıtok̊u

Pravděpodobnostńı rozděleńı |N r|-rozměrného náhodného vektoru př́ıtok̊u ζt
aproximujeme konečným počtem scénář̊u ζst , s = 1, . . . ,S s pravděpodobnostmi
ps, s = 1, . . . , S,

∑S
s=1 ps = 1. Připomeňme, že prvek vektoru ζst znač́ıme ζn,st .

Náhodné př́ıtoky se v úloze (2.22) nacháźı v podmı́nce rovnováhy (2.6), ve
sdruženém pravděpodobnostńım omezeńı (2.10) a v kategorizováńı očekávaného
konečného objemu vody v nádrži (2.18). Podmı́nku rovnováhy (2.6) v závislosti
na scénář́ıch př́ıtok̊u přeformulujeme pro všechna n ∈ N r do tvaru

V n,s(t) = V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +
t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm) +
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm)

− smR (u−Dm +Rm)


∆ −

t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆

+

t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆ −
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆ +

t∑

u=1

ζn,su ∆

∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

(4.13)

kde V n,s(t) znač́ı objem vody v nádrži n ∈ N r v čase t ∈ τ při realizaci s-tého
scénáře př́ıtok̊u.

Podmı́nky uvnitř sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı (2.10) můžeme
v závislosti na scénář́ıch př́ıtok̊u formulovat jako

V n
min(t) ≤ V n,s(t) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S, (4.14)

V n,s(t) ≤ V n
max(t) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S, (4.15)

V c
min(t) ≤

∑

n∈N (c)∩N r

V n,s(t) +
∑

n∈N (c)∩(N\N r)

V n(t)

∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S.

(4.16)

Programováńı se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım převedeme na
smı́̌sený celoč́ıselný problém pomoćı takzvané

”
big M“ formulace, kterou lze naj́ıt

např́ıklad v článku Reich (2013). Zaved’me pro každé s = 1, . . . ,S pomocnou
binárńı proměnnou ws, kterou definujeme jako
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ws =

{
1 jsou-li pro pevný scénář s splněny podmı́nky (4.14),(4.15) a (4.16),
0 jinak.

Sdružené pravděpodobnostńı omezeńı (2.10) pak zaṕı̌seme jako smı́̌sené
celoč́ıselné omezeńı tvaru

V n
min(t) ≤ V n,s(t) +Mmin (1− ws) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

V n,s(t) ≤ V n
max(t) +Mmax (1− ws) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

V c
min(t) ≤

∑

n∈N (c)∩N r

V n,s(t) +
∑

n∈N (c)∩(N\N r)

V n(t) +M (1− ws)

∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,
S∑

s=1

psw
s ≥ α,

ws ∈ {0,1} ∀ s = 1, . . . ,S,

(4.17)

kde Mmin, Mmax a M jsou dané dostatečně velké konstanty (odtud název for-
mulace

”
big M“). Z vyjádřeńı (4.17) a interpretace binárńı proměnné ws je

patrné, že konstanta Mmin, respektive Mmax, respektive M by měla být zvo-
lena tak, abychom v př́ıpadě, že ws je nulové, nepřǐsli o žádné př́ıpustné řešeńı.
Předpokládáme tedy

Mmin ≥ max
s=1,...,S,

n∈N r , t∈τ

sup
xi(t)≥0,
xn

0
(t)≥0,

yi(t)≥0

{V n
min(t)− V n,s(t)} ,

Mmax ≥ max
s=1,...,S,

n∈N r , t∈τ

sup
xi(t)≥0,
xn

0
(t)≥0,

yi(t)≥0

{V n,s(t)− V n
max(t)} ,

M ≥ max
s=1,...,S,
c∈Cr, t∈τ

sup
xi(t)≥0,
xn

0
(t)≥0,

yi(t)≥0



V c

min(t)−
∑

n∈N (c)∩N r

V n,s(t) −
∑

n∈N (c)∩(N\N r)

V n(t)



 .

Podmı́nky uvnitř pravděpodobnostńıho omezeńı (2.10) máme nyńı splněny
s pravděpodobnost́ı

∑S
s=1 psw

s. Požadavek v rovnici (4.17) na nerovnost

S∑

s=1

psw
s ≥ α

nám tedy zaruč́ı, že jsou tyto podmı́nky skutečně splněny s pravděpodobnost́ı
alespoň α.

Pro přepis kategorizováńı očekávaného konečného objemu vody v nádrži (2.18)
je nejprve nutné vyjádřit středńı hodnotu náhodné veličiny V n(T ), n ∈ N r, tj.
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středńı hodnotu náhodné veličiny
∑T

u=1 ζ
n
u představuj́ıćı celkový vněǰśı př́ıtok

nádrže n za uvažované optimalizačńı obdob́ı. Zřejmě by mohla nastat situace,
kdy se jednotlivé realizace dvou r̊uzných scénář̊u př́ıtok̊u nádrže nasč́ıtaj́ı přes
optimalizačńı horizont na stejnou hodnotu. Označme za t́ımto účelem pro každé
n ∈ N r počet všech navzájem r̊uzných realizaćı náhodné veličiny

∑T
u=1 ζ

n
u jako

Sn ≤ S. V př́ıpadě, že pro n ∈ N r plat́ı
∑T

u=1 ζ
n,s1
u 6=

∑T
u=1 ζ

n,s2
u pro všechna

s1, s2 ∈ {1, . . . , S}, s1 6= s2, je zřejmě Sn = S. Přeuspořádáme-li scénáře s =
1, . . . ,S tak, že prvńıch Sn scénář̊u obsahuje všechny navzájem r̊uzné realizace
náhodné veličiny

∑T
u=1 ζ

n
u , můžeme podle definice středńı hodnoty psát

E

(
T∑

u=1

ζnu

)
=

Sn∑

s=1

pn,sT

(
T∑

u=1

ζn,su

)
∀n ∈ N r, (4.18)

kde pn,sT > 0, n ∈ N r, s = 1, . . . ,Sn,
∑Sn

s=1 p
n,s
T = 1 znač́ı marginálńı

pravděpodobnost náhodné veličiny
∑T

u=1 ζ
n
u , kterou spočteme z definice jako

pn,sT =P

{
T∑

u=1

ζnu =
T∑

u=1

ζn,su

}
=

=
SN∑

j=1

P

{
T∑

u=1

ζnu =
T∑

u=1

ζn,su ,
T∑

u=1

ζmu =
T∑

u=1

ζm,j
u ∀m ∈ N r \ {n}

}
.

Hodnota SN z definice marginálńı pravděpodobnosti pn,sT znač́ı počet všech

navzájem r̊uzných realizaćı náhodného vektoru veličin
∑T

u=1 ζ
n
u , n ∈ N r.

Zvolme nyńı pevný scénář s ∈ {1, . . . , S} a pevnou nádrž n ∈ N r. Všimněme

si, že plat́ı následuj́ıćı. Je-li
∑T

u=1 ζ
n,s
u 6=

∑T
u=1 ζ

n,s1
u pro každé s1 ∈ {1, . . . , S} \

{s}, pak

pn,sT = ps. (4.19)

Existuj́ı-li však navzájem r̊uzné scénáře s1, . . . ,sk ∈ {1, . . . , S} \ {s} takové, že∑T
u=1 ζ

n,s
u =

∑T
u=1 ζ

n,s1
u = . . . =

∑T
u=1 ζ

n,sk
u a

∑T
u=1 ζ

n,s
u 6=

∑T
u=1 ζ

n,sl
u pro každé

sl ∈ {1, . . . , S} \ {s,s1, . . . ,sk}, pak

pn,sT = ps + ps1 + ps2 + . . .+ psk . (4.20)

Vztah (4.18) můžeme proto dále psát jako

E

(
T∑

u=1

ζnu

)
=

Sn∑

s=1

pn,sT

(
T∑

u=1

ζn,su

)
=

S∑

s=1

ps

(
T∑

u=1

ζn,su

)
∀n ∈ N r,

přičemž v posledńı rovnosti využ́ıváme vztah̊u (4.19) a (4.20).
Pro středńı hodnotu náhodné veličiny V n(T ), n ∈ N r pak plat́ı

E V n(T ) = V n(0)−
T∑

u=1

snD(u)∆ +
T∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm)

+
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm) − smR (u−Dm +Rm)


∆ −

T∑

u=1


xn

0 (u)
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+
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆+

T∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆ −
T∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆

+

S∑

s=1

ps

(
T∑

u=1

ζn,su

)
∀n ∈ N r.

(4.21)

Jelikož je
∑S

s=1 ps = 1 můžeme s využit́ım vztahu (4.13) zapsat rovnost (4.21)
v jednoduchém tvaru

E (V n(T )) =
S∑

s=1

psV
n,s(T ) ∀n ∈ N r.

Podmı́nku (2.18) na kategorizováńı objemu vody v nádrži pak formulujeme jed-
noduše jako

Kn∑

i=1

zni =

S∑

s=1

psV
n,s(T )− V n

0 ∀n ∈ N r. (4.22)

4.4.3 Úloha ř́ızeńı vodohospodářské soustavy s aproxi-
maćı náhodné složky pomoćı scénář̊u

Stochastickou úlohu se sdruženým pravděpodobnostńım omezeńım (2.22) for-
mulovanou v sekci 2.4 převedeme pomoćı podmı́nek (4.12), (4.13), (4.17) a (4.22)
na deterministickou úlohu smı́̌seného celoč́ıselného lineárńıho programováńı tvaru

max
∑

t∈τ

∆

(
R∑

r=1

qrλ
r
t

)(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t)

)
−
∑

n∈N

Kn∑

i=1

W n
i (z

n
0,i − zni )

(4.23)

za podmı́nek ui(t) xi ≤ xi(t) ≤ ui(t) xi ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

vi(t) yi ≤ yi(t) ≤ vi(t) yi ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ,

0 ≤ xn
0 (t) ≤ xn

0 ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ ,

ui(t) + vσR[i](t) ≤ 1 ∀ i ∈ R, ∀ t ∈ τ,

fn(t) ≤ xn
0 (t) +

∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t) ≤ f
n
(t) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,

V n(t) = V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +
t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm)

+
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm)− smR (u−Dm +Rm)


∆

−
t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆+

t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆
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−
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆ +
t∑

u=1

ζnu∆

∀n ∈ N \ N r, ∀ t ∈ τ,

V n,s(t) = V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +

t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u−Dm)

+
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u−Dm)− smR (u−Dm +Rm)


∆

−
t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆+

t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆

−
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆ +
t∑

u=1

ζn,su ∆

∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

V n
min(t) ≤ V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N \ N r, ∀ t ∈ τ,
∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ C \ Cr, ∀ t ∈ τ,

V n
min(t) ≤ V n,s(t) +Mmin (1− ws) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

V n,s(t) ≤ V n
max(t) +Mmax (1− ws) ∀n ∈ N r, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

V c
min(t) ≤

∑

n∈N (c)∩N r

V n,s(t) +
∑

n∈N (c)∩(N\N r)

V n(t) +M (1− ws)

∀ c ∈ Cr, ∀ t ∈ τ, ∀ s = 1, . . . ,S,

S∑

s=1

psw
s ≥ α,

0 ≤ zni ≤ V n
i − V n

i−1 ∀n ∈ N , ∀ i = 1, . . . , Kn,

Kn∑

i=1

zni = V n(T )− V n
0 ∀n ∈ N \ N r,

Kn∑

i=1

zni =
S∑

s=1

psV
n,s(T )− V n

0 ∀n ∈ N r,

NT∑

i=1

ρi(t)xi(t)−
NP∑

j=1

1

ϕj(t)
yj(t) ≤

NT∑

i=1

ρi(t)xi −
∑

i∈R

vσR[i](t) ·

· ρi(t)xi − P ∀ t ∈ τ,

xi(t) ≥ 0, ui(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,
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yi(t) ≥ 0, vi(t) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ,

ws ∈ {0,1} ∀ s = 1, . . . ,S.

Jednotlivá omezeńı úlohy (4.23) jsou dle pořad́ı: podmı́nky (2.1),(2.2) a (2.3)
na ř́ızeńı soustavy, podmı́nka (2.4) na odtok vody z nádrže, podmı́nka rov-
nováhy (2.6) pro nádrže s deterministickým př́ıtokem, podmı́nka rovnováhy (4.13)
v závislosti na scénář́ıch pro nádrže s náhodným př́ıtokem, podmı́nky (2.7)
a (2.9) na omezeńı objemu vody v nádrž́ıch s deterministickým př́ıtokem, přepis
(4.17) sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı, společné podmı́nky na kate-
gorie (2.16), kategorizováńı objemu vody v nádrži s deterministickým př́ıtokem
(2.17), přepis kategorizováńı objemu vody v nádrži s náhodným př́ıtokem (4.22)
a podmı́nky podp̊urné služby (2.20).
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Kapitola 5

Sezónńı deterministická úloha
oceňováńı vody

V následuj́ıćı kapitole zformulujeme jednoduchý sezónńı deterministický mo-
del pro oceněńı vody uskladněné v jednotlivých nádrž́ıch. Vyjdeme z úlohy
ř́ızeńı vodohospodářské soustavy (2.22), kterou vhodně agregujeme. Ceny vody
v nádrž́ıch soustavy pak odhadneme jako duálńı proměnné k rovnićım rovnováhy.

5.1 Agregace úlohy ř́ızeńı vodohospodářské

soustavy

5.1.1 Volba kroku a optimalizačńıho horizontu

Navažme na problém oceňováńı vody uskladněné v nádrži z části 2.2.7 druhé
kapitoly. Připomeňme, že pro jednoduchost předpokládáme, že rozmeźı jednot-
livých homogenńıch časových okamžik̊u sezónńıho modelu oceňováńı je větš́ı než
optimalizačńı horizont krátkodobého modelu ř́ızeńı. To nám umožńı odhadnout
cenu vody v závislosti na čase, přičemž jej́ı začleněńı do úlohy ř́ızeńı vodohos-
podářské soustavy (2.22) již formulujeme bez uvažováńı časové závislosti.

Krátkodobou úlohu ř́ızeńı vodohospodářské soustavy budeme v praktické části
práce uvažovat s optimalizačńım horizontem dvou dn̊u a s hodinovým krokem.
Krátkodobé ř́ızeńı pak budeme řešit v rámci jednoho týdne. Sezónńı model proto
zformulujeme s týdenńım krokem t ∈ τ , tj. polož́ıme ∆ = 168 hodin. Uvažujeme
tedy týdenńı ceny vody uskladněné v jednotlivých nádrž́ıch. Posledńı optima-
lizačńı týden T je pak obdob́ım, ve kterém se zabýváme krátkodobou úlohou
ř́ızeńı vodohospodářské soustavy.

Časová zpožděńı Dm, respektive Rn představuj́ıćı počet časových okamžik̊u,
za které voda proteče přes turb́ıny výše položené nádrže m do nádrže pod ńı,
respektive do mı́sta na toku pod nádrž́ı n, kde prob́ıhá odběr, zřejmě nemá smysl
při týdenńım kroku uvažovat.

Hydrologický režim odtoku vodohospodářské soustavy

Optimalizačńı časový horizont sezónńıho modelu se pohybuje zpravidla od
tř́ı do osmnácti měśıc̊u. Budeme předpokládat, že časový horizont je roven délce
hydrologického cyklu vodohospodářské soustavy. Počátečńı objem vody v každé
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nádrži je pak přibližně roven objemu vody v této nádrži v posledńım optima-
lizačńım týdnu. Za t́ımto účelem zavedeme pro každé n ∈ N interval 〈V n

T ,V
n

T 〉,
ve kterém se zpravidla pohybuje objem nádrže n v týdnu T hydrologického cyklu
soustavy. Předpokládáme pak, že počátečńı a koncový objem vody v každé nádrži
lež́ı v zavedeném intervalu, což formulujeme jako podmı́nku

V n
T ≤ V n(0) ≤ V

n

T ∀n ∈ N ,

V n
T ≤ V n(T ) ≤ V

n

T ∀n ∈ N .
(5.1)

Počátečńı objem vody V n(0) tedy nyńı na rozd́ıl od úlohy ř́ızeńı neuvažujeme
jako předem danou konstantu, ale jako proměnnou. Zřejmě očekáváme, že

〈V n
T ,V

n

T 〉 ⊆ 〈V n
min(T ),V

n
max(T )〉. (5.2)

Jelikož budeme za účelem oceněńı jednotlivých kategoríı vody v nádrži řešit
sezónńı model pro r̊uzné volby V n

max(t), t ∈ τ a V n
min(t), t ∈ τ , přidáme ome-

zeńı (5.2) př́ımo do podmı́nky (5.1). Dostáváme tak podmı́nku sezónńı rovnováhy
tvaru

max {V n
T , V

n
min(T )} ≤ V n(0) ≤ min

{
V

n

T , V
n
max(T )

}
∀n ∈ N ,

V n
T ≤ V n(T ) ≤ V

n

T ∀n ∈ N .
(5.3)

Omezeńı V n
min(T ) ≤ V n(T ) ≤ V n

max(T ) neńı nutné do sezónńı rovnováhy (5.3)
zahrnovat, nebot’ je již součást́ı podmı́nky (2.7), která zde plat́ı ∀n ∈ N (viz
sekce 5.1.3 dále).

5.1.2 Ř́ızeńı turb́ın a přečerpávaćıch stanic

Z hlediska nutnosti agregace úlohy ř́ızeńı vodohospodářské soustavy je zřejmě
volba týdenńıho kroku vhodná. Některé podmı́nky úlohy (2.22) však v týdenńı
formulaci postrádaj́ı smysl. Konkrétně se jedná o podmı́nky ř́ızeńı (2.1), (2.2),
(2.3) a podmı́nku podp̊urných služeb (2.20). Pokud bychom totiž uvažovali ř́ızeńı
turb́ın, respektive přečerpávaćıch stanic v týdenńım kroku, každá turb́ına, re-
spektive stanice by byla bud’ celý týden v provozu, nebo mimo provoz, což neńı
v praxi reálné.

I přes týdenńı agregaci modelu budeme proto uvažovat ř́ızeńı turb́ın, spodńıch
výpust́ı a přečerpávaćıch stanic v hodinovém kroku, tedy v kroku krátkodobé
úlohy ř́ızeńı. Za t́ımto účelem zavedeme pro každé t ∈ τ a h = 1, . . . ,∆ veličiny
xi(t,h), i = 1, . . . ,NT , respektive yi(t,h), i = 1, . . . ,NP , respektive xn

0 (t,h), n ∈
N představuj́ıćı pr̊utok turb́ınou gi, respektive stanićı pi, respektive spodńımi
výpustmi nádrže n v hodině h týdne t. Analogicky pak pro každé t ∈ τ a h =
1, . . . ,∆ zobecńıme binárńı proměnnou ui(t,h), i = 1, . . . ,NT , respektive vi(t,h),
i = 1, . . . ,NP indikuj́ıćı provoz turb́ıny gi, respektive stanice pi v hodině h týdne
t. Podmı́nky ř́ızeńı pak formulujeme ve tvaru

ui(t,h) xi ≤ xi(t,h) ≤ ui(t,h) xi ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

vi(t,h) yi ≤ yi(t,h) ≤ vi(t,h) yi ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

0 ≤ xn
0 (t,h) ≤ xn

0 ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ , ∀h = 1, . . . ,∆,

ui(t,h) + vσR[i](t,h) ≤ 1 ∀ i ∈ R, ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆.

(5.4)
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V hodinovém kroku budeme uvažovat i podmı́nku podp̊urné služby (2.20), kterou
přeṕı̌seme do tvaru

NT∑

i=1

ρi(t)xi(t,h)−
NP∑

j=1

1

ϕj(t)
yj(t,h) ≤

NT∑

i=1

ρi(t)xi −
∑

i∈R

vσR[i](t,h)ρi(t)xi − P

∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆.

(5.5)

Zbylé podmı́nky úlohy (2.4), (2.6), (2.7) a (2.9) uvažujeme v týdenńım kroku.
Veličiny xi(t), yi(t) a xn

0 (t) v nich figuruj́ı již jako týdenńı pr̊uměry, tj. polož́ıme

xi(t) =
1

∆

∆∑

h=1

xi(t,h) ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) =
1

∆

∆∑

h=1

yi(t,h) ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ,

xn
0 (t) =

1

∆

∆∑

h=1

xn
0 (t,h) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ.

(5.6)

5.1.3 Náhodná složka modelu

Při krátkodobé úloze ř́ızeńı vodohospodářské soustavy se nacháźıme v týdnu
T . Pro týdny t = 1, . . . ,T−1 tedy již známe realizace náhodných vněǰśıch př́ıtok̊u
soustavy a náhodné ceny elektřiny na trhu. Veličiny ζnt , t = 1, . . . ,T − 1, n ∈ N
polož́ıme jednoduše rovny pr̊uměrnému vněǰśımu př́ıtoku nádrže n v týdnu t.
Veličiny ζnT , n ∈ N pak polož́ıme rovny pr̊uměrnému vněǰśımu př́ıtoku nádrže n
v týdnu T předchoźıch hydrologických cykl̊u soustavy.

Cenu elektřiny na trhu budeme uvažovat stejně jako ř́ızeńı v hodinovém kroku.
Za t́ımto účelem zavedeme pro každé t ∈ τ a h = 1, . . . ,∆ veličinu λh

t představuj́ıćı
náhodnou cenu elektrické energie na trhu v hodině h týdne t. Realizace náhodné
ceny elektřiny λh

t , t = 1, . . . ,T − 1, h = 1, . . . ,∆ známe. Veličiny λh
T , h = 1, . . . ,∆

pak polož́ıme rovny pr̊uměrným hodinovým cenám elektřiny na trhu v týdnu T
předchoźıch hydrologických cykl̊u soustavy.

Za předpokladu dostupnosti př́ıslušných historických dat tedy můžeme
považovat sezónńı model oceňováńı vody za deterministický. Pro středńı hodnotu
ceny elektřiny pak zřejmě plat́ı E (λh

t ) = λh
t pro všechna t ∈ τ a h = 1, . . . ,∆.

5.1.4 Účelová funkce

Podmı́nka sezónńı rovnováhy (5.3) zaruč́ı, že nedojde k maximálńımu využit́ı
vody, která by mohla být potřebná v budoucnu. Účelovou funkci (2.21) proto
pro sezónńı úlohu formulujeme bez zahrnut́ı ceny vody, tedy jako maximalizaci
očekávaného zisku. V sezónńı úloze oceňováńı tud́ıž neformulujeme ani podmı́nky
na kategorizováńı objemu vody v nádrži (2.16), (2.17) a (2.18).

Účelovou funkci formulujeme v rámci hodinového ř́ızeńı, aby byl vy-
stižen špičkový provoz elektráren. Vztah (2.21) přeṕı̌seme s pomoćı hodi-
nových deterministických cen elektrické energie a hodinových pr̊utok̊u turb́ınami
a přečerpávaćımi stanicemi do tvaru
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∑

t∈τ

∆∑

h=1

λh
t ∆0

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t,h)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t,h)

)
, (5.7)

kde ∆0 znač́ı rozmeźı jednotlivých homogenńıch časových okamžik̊u ř́ızeńı
v sezónńı úloze oceňováńı v hodinách. V uvažovaném př́ıpadě týdenńı agregace
úlohy s hodinovým ř́ızeńım je zřejmě ∆0 = 1 h.

5.1.5 Sezónńı deterministická úloha oceňováńı vody

Sezónńı deterministický model oceňováńı vody pak formulujeme jako
smı́̌senou úlohu celoč́ıselného lineárńıho programováńı tvaru

max
∑

t∈τ

∆∑

h=1

λh
t ∆0

(
NT∑

i=1

ρi(t)xi(t,h)−
NP∑

i=1

1

ϕi(t)
yi(t,h)

)
(5.8)

za podmı́nek ui(t,h) xi ≤ xi(t,h) ≤ ui(t,h) xi

∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

vi(t,h) yi ≤ yi(t,h) ≤ vi(t,h) yi

∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

0 ≤ xn
0 (t,h) ≤ xn

0 ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ , ∀h = 1, . . . ,∆,

ui(t,h) + vσR[i](t,h) ≤ 1 ∀ i ∈ R, ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

xi(t) =
1

∆

∆∑

h=1

xi(t,h) ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) =
1

∆

∆∑

h=1

yi(t,h) ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ,

xn
0 (t) =

1

∆

∆∑

h=1

xn
0 (t,h) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,

fn(t) ≤ xn
0 (t) +

∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(t) ≤ f
n
(t) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,

max {V n
T , V

n
min(T )} ≤ V n(0) ≤ min

{
V

n

T , V
n
max(T )

}
∀n ∈ N ,

V n
T ≤ V n(T ) ≤ V

n

T ∀n ∈ N ,

V n(t) = V n(0)−
t∑

u=1

snD(u)∆ +
t∑

u=1

∑

m∈A(n)


xm

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[m]

xi(u)

− smR (u)


∆−

t∑

u=1


xn

0 (u) +
∑

i∈σ−1

T
[n]

xi(u)


∆
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+
t∑

u=1

∑

i∈σ−1

P
[n]

yi(u)∆ −
t∑

u=1

∑

m∈A(n)

∑

i∈σ−1

P
[m]

yi(u)∆

+
t∑

u=1

ζnu∆ ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,

V n
min(t) ≤ V n(t) ≤ V n

max(t) ∀n ∈ N , ∀ t ∈ τ,
∑

n∈N (c)

V n(t) ≥ V c
min(t) ∀ c ∈ C, ∀ t ∈ τ,

NT∑

i=1

ρi(t)xi(t,h)−
NP∑

j=1

1

ϕj(t)
yj(t,h) ≤

NT∑

i=1

ρi(t)xi −
∑

i∈R

vσR[i](t,h) ·

· ρi(t)xi − P ∀ t ∈ τ,

xi(t,h) ≥ 0, ui(t,h) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

yi(t,h) ≥ 0, vi(t,h) ∈ {0,1} ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆,

xi(t) ≥ 0, ∀ i = 1, . . . ,NT , ∀ t ∈ τ,

yi(t) ≥ 0, ∀ i = 1, . . . ,NP , ∀ t ∈ τ.

Jednotlivá omezeńı úlohy (5.8) jsou dle pořad́ı: podmı́nky (5.4) na hodi-
nové ř́ızeńı soustavy, rovnosti (5.6) zaváděj́ıćı pr̊uměrné týdenńı veličiny ř́ızeńı,
podmı́nka (2.4) na pr̊uměrný týdenńı odtok vody z nádrže, sezónńı rovnováha
(5.3), podmı́nka týdenńı rovnováhy (2.6), podmı́nky (2.7) a (2.9) na omezeńı
pr̊uměrného týdenńıho objemu vody v nádrž́ıch a podmı́nky podp̊urné služby
(5.5).

Poznámka. Při konstrukci úlohy (5.8) jsme uvažovali týdenńı krok v rámci ho-
dinového ř́ızeńı. Sestavený model lze však obecně aplikovat na úlohu oceňováńı
s libovolným krokem ∆ a ř́ızeńım v rámci časových okamžik̊u ∆0 ≤ ∆.

5.1.6 St́ınové ceny vody

Celkový zisk z využit́ı vodńı energie je v úloze (5.8) omezen podmı́nkami
týdenńı rovnováhy (2.6). Duálńı proměnné k těmto podmı́nkám představuj́ı tak-
zvané st́ınové ceny vody, tj. zisk z toho, že bychom měli v př́ıslušném čase
a př́ıslušné nádrži k dispozici o jednu jednotku vody v́ıce. Duálńı proměnná k rov-
nici rovnováhy v týdnu T a nádrži n ∈ N tedy představuje cenu za to, že v týdnu
T použijeme o jeden m3 vody v́ıce mı́sto toho, abychom si jej ušetřili do budoucna.
Cenu za jeden m3 vody v každé nádrži n ∈ N v týdnu T tedy jednoduše odhad-
neme jako duálńı proměnnou k podmı́nce rovnováhy (2.6) pro nádrž n v týdnu
T úlohy (5.8). (Aasg̊ard a Andersen, 2013)

Zpřesněńım odhadu cen vody uskladněné v nádrž́ıch pomoćı duálńıch
proměnných se zabývá např́ıklad práce Aasg̊ard a Andersen (2013). Na základě
několika modelových situaćı ř́ızeńı vodohospodářské soustavy jsou pomoćı
duálńıch proměnných konstruovány řezy, kterými jsou pak shora omezeny ceny
vody uskladněné ve vodohospodářské soustavě. My se dále zaměř́ıme na odhady
cen vody pomoćı duálńıch proměnných v jednotlivých objemových kategoríıch
nádrž́ı soustavy.
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5.2 Ceny vody závislé na objemu

Duálńı proměnná k podmı́nce rovnováhy (2.6) pro nádrž n ∈ N v týdnu
t = T úlohy (5.8) zřejmě představuje odhad ceny vody v e/m3 v nádrži n v ob-
jemové kategorii, ve které se můžeme v rámci ř́ızeńı pohybovat, tedy v kategorii
[V n

min(t), V
n
max(t)), která zde záviśı na čase t ∈ τ .

Uvažujme po zbytek sekce 5.2 pevnou nádrž n ∈ N . Ceny vody v nádrži n
můžeme dále kategorizovat ve smyslu diskretizace

V n
0 , . . . , V

n
Kn

zavedené v sekci 2.2.7 druhé kapitoly. Připomeňme, že vzniklým interval̊um
[V n

i−1,V
n
i ) přǐrazujeme konstantńı cenu vody W n

i , i = 1, . . . ,Kn v jednotkách
e/m3, i = 1, . . . ,Kn a zároveň požadujeme

W n
i−1 > W n

i ≥ 0 ∀n ∈ N , ∀ i = 2, . . . , Kn. (5.9)

Zaved’me dále veličinu W n
0,i, i = 1, . . . ,Kn představuj́ıćı cenu vody v e/m3 v ka-

tegorii [V n
0 ,V

n
i ), přičemž opět požadujeme

W n
0,i−1 > W n

0,i ≥ 0 ∀n ∈ N , ∀ i = 2, . . . , Kn.

Položme nyńı V n
min(t) := V n

0 pro všechna t ∈ τ . Vyřeš́ıme-li pak úlohu (5.8)
s položeńım V n

max(t) := V n
Kn

pro všechna t ∈ τ , bude duálńı proměnná k podmı́nce
rovnováhy (2.6) pro nádrž n a týden T představovat odhad ceny vody W n

0,Kn

kategorie [V n
0 ,V

n
Kn

). Ponecháńım V n
min(t) := V n

0 a položeńım V n
max(t) := V n

Kn−1 pro
všechna t ∈ τ pak stejným postupem źıskáme odhad ceny vody W n

0,Kn−1 kategorie
[V n

0 ,V
n
Kn−1). Pro odhad ceny vody W n

Kn
kategorie [V n

Kn−1,V
n
Kn

) pak plat́ı

(V n
Kn

− V n
0 )W

n
0,Kn

= (V n
Kn

− V n
Kn−1)W

n
Kn

+ (V n
Kn−1 − V n

0 )W
n
0,Kn−1.

Analogicky pokračujeme v oceňováńı nižš́ıch kategoríı postupným snižováńım
parametru V n

max(t). Obecně pro i ∈ {2, . . . ,Kn} odhadneme cenu vody W n
i v ka-

tegorii [V n
i−1,V

n
i ) ze vztahu

(V n
i − V n

0 )W
n
0,i = (V n

i − V n
i−1)W

n
i + (V n

i−1 − V n
0 )W

n
0,i−1. (5.10)

V posledńım kroku pak pro i = 2 dostáváme spolu s cenouW n
2 př́ımo cenu nejnižš́ı

objemové kategorie W n
1 = W n

0,1. Rovnici (5.10) můžeme rekurzivně přepsat jako

(V n
Kn

− V n
0 )W

n
0,Kn

=

Kn∑

i=i

(V n
i − V n

i−1)W
n
i + (V n

i−1 − V n
0 )W

n
0,i−1,

kde W n
0,i−1 je duálńı proměnná k podmı́nce rovnováhy (2.6) pro nádrž n a týden

T v úloze (5.8) při volbě V n
min(t) := V n

0 a V n
max(t) := V n

i−1 pro všechna t ∈ τ ,
přičemž ceny W n

0,Kn
, W n

i , i = i+1, . . . ,Kn jsme již odhadli v předchoźıch kroćıch.
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Prezentovaný postup kategorizováńı lze r̊uzně modifikovat. Např. můžeme fi-
xovat hodnotu V n

max(t) a naopak zvyšovat hodnotu V n
min(t), či fixovat tyto hodnoty

v jiných než krajńıch hodnotách diskretizace.

Poznámka. Při postupném oceňováńı objemových kategoríı shora řeš́ıme úlohu
(5.8), ve které snižujeme maximálńı hranici V n

max(t). Může se stát, že se dosta-
neme na takovou hodnotu V n

max(t), pro kterou již př́ıpustné řešeńı úlohy neexis-
tuje. V takovém př́ıpadě by bylo v praxi nutné upustit od některých podmı́nek
úlohy. Pokud bychom uměli ocenit ztráty spojené s nesplněńım těchto podmı́nek,
můžeme je přič́ıst k dosud nejvyšš́ı odhadnuté ceně vody a t́ım např́ıklad ocenit
zbylé nižš́ı kategorii vody. V jednoduchém př́ıpadě přǐrad́ıme zbylým kategoríım
dosud nejvyšš́ı odhadnutou cenu vody. Speciálně nebude př́ıpustné řešeńı exis-
tovat v situaci, dostaneme-li se snižováńım hodnoty V n

max(t) na dolńı hranici in-
tervalu 〈V n

T ,V
n

T 〉. Jelikož se jedná o interval, ve kterém očekáváme, že se budou
hladiny pohybovat v optimalizačńım týdnu ř́ızeńı, neńı pro nás odhad cen vody
v př́ıpadných nižš́ıch kategoríıch kĺıčový.

5.2.1 Volba objemových kategoríı

Volba diskretizace V n
0 , . . . , V

n
Kn

může záviset na konkrétńım reálném problému
či může vycházet ze stávaj́ıćı praxe. V následuj́ıćı části je prezentován jednoduchý
postup stanoveńı hladin diskretizace. Uvažujme opět pevné n ∈ N .

Volba počátečńıch a koncových objemů diskretizace

Pro nádrže maj́ıćı deterministický př́ıtok zřejmě postač́ı zvolit V n
0 jako mini-

mum z objemů V n
min(t) přes všechna t z optimalizačńıho obdob́ı krátkodobé úlohy

ř́ızeńı, nebot’ pod tuto hranici se d́ıky podmı́nce (2.7) při ř́ızeńı nedostaneme.
Analogicky pak stač́ı volit V n

Kn
jako maximum z objemů V n

max(t) přes všechna t
z optimalizačńıho obdob́ı krátkodobé úlohy ř́ızeńı.

Pro nádrže maj́ıćı náhodný př́ıtok požadujeme při krátkodobé úloze ř́ızeńı
neklesnut́ı pod hranici V n

min(t) pouze s danou pravděpodobnost́ı (viz sdružené
pravděpodobnostńı omezeńı (2.10)). Je proto vhodné volit objem V n

0 pro pevné
n ∈ N r dostatečně menš́ı než V n

min(t) přes všechna t z optimalizačńıho obdob́ı
krátkodobé úlohy ř́ızeńı. V opačném př́ıpadě bychom uvažovali cenu kategoríı pod
minimem z V n

min(t) nulovou. Tyto kategorie však maj́ı největš́ı cenu.
Analogická situace pro nádrže maj́ıćı náhodný př́ıtok nastává u horńı hranice

diskretizace V n
Kn

. Zde je nutné volit V n
Kn

dostatečně větš́ı než V n
max(t) pro všechna

t z optimalizačńıho obdob́ı krátkodobé úlohy ř́ızeńı. A to i přesto, že pro nás
voda v nejvyšš́ıch kategoríıch má malou cenu. V př́ıpadě volby V n

Kn
= V n

max(t) by
totiž mohla nastat situace, kdy by byl v časovém okamžiku t pro nádrž n ∈ N r

očekávaný konečný objem vody v nádrži E (V n(T )) (ostře) větš́ı než V n
max(t). V ta-

kovém př́ıpadě bychom nebyli schopni nasč́ıtat objemy jednotlivých kategoríı na
očekávaný konečný objem E (V n(T )) a podmı́nka (2.18) úlohy by byla porušena.

Ostatńı objemové kategorie

Pro určeńı zbývaj́ıćıch objemových kategoríı lze např́ıklad vyj́ıt ze stanoveného
počátečńıho objemu V n

i , V
n
0 < V n

i < V n
Kn

a jednotlivé diskretizace určit za pomoci
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odhadu ceny W n
0,i kategorie [V n

0 ,V
n
i ).

Posuneme-li se na objem V n
i+c pro vhodně zvolenou konstantu c > 0 a bude-li

cena W n
0,i+c = W n

0,i, jsme zřejmě stále ve stejné objemové kategorii a zvětš́ıme
proto dosud známou horńı hranici této kategorie položeńım V n

i := V n
i+c. Pokud

však cena klesne, jsme již ve vyšš́ı objemové kategorii. Pak můžeme vhodně zvolit
novou hladinu dikretizace z intervalu (V n

i , V
n
i+c), např́ıklad zpr̊uměrováńım ob-

jemů. Př́ıpadně můžeme vytvořit novou objemovou kategorii [V n
i , V

n
i+c) a přǐradit

j́ı pr̊uměr z cen okolńıch dvou kategoríı, či přistoupit k jemněǰśımu děleńı.
Vypočtené ceny se tak snaž́ıme proložit po částech konstantńı funkćı.

Analogicky posuneme-li se na objem V n
i−c a bude-li cena W n

0,i−c = W n
0,i, jsme

zřejmě stále ve stejné objemové kategorii a nezavád́ıme tedy V n
i+c jako novou

hladinu diskretizace. Pokud však cena vzroste, jsme již v nižš́ı objemové kategorii
a je třeba opět vhodně zvolit novou hladinu dikretizace či vytvořit novou kategorii.
Může se také stát, že úloha již nebude mı́t př́ıpustné řešeńı (viz poznámka výše).
Takto postupujeme až ke krajńım hranićım diskretizace.

Jelikož jednotlivé kategorie mohou mı́t r̊uzně velký objem, nezaručuje po-
psaný postup volby objemových kategoríı splněńı předpokladu (5.9) striktně ros-
toućıch cen vody (s klesaj́ıćı úrovńı vodńı hladiny). Př́ıpadné kategorie porušuj́ıćı
podmı́nku (5.9) je proto na závěr nutné vhodně sjednotit se sousedńımi.
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Kapitola 6

Praktická studie

V praktické části práce je sestavená úloha ř́ızeńı vodohospodářské soustavy
(2.22) aplikována na soustavu vodńıch nádrž́ı na řece Vltavě – Vltavskou kaskádu.
Náhodná složka modelu je aproximována pomoćı scénář̊u, jejichž konstrukci jsme
popsali v kapitole 4. Odhady ceny vody uskladněné v nádrž́ıch jsou źıskány po-
moćı sezónńı úlohy oceňováńı vody (5.8). Kromě úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády
v aktuálńı podobě je v praktické studii řešena také možnost přečerpáváńı na
vodńım d́ıle Orĺık.

Reálná data byla poskytnuta společnost́ı ČEZ, a. s. a podnikem Povod́ı Vl-
tavy, s. p. Cena elektrické energie na trhu byla źıskána z volně dostupných dat
společnosti OTE, a. s. Ke konstrukci scénář̊u byl využit program R (R Core
Team, 2016). Sezónńı úloha oceňováńı vody a krátkodobá úloha ř́ızeńı vodohos-
podářské soustavy byly řešeny v programu GAMS (GAMS Development Corpo-
ration, 2013).

6.1 Vltavská kaskáda

Vltavskou kaskádu tvoř́ı soustava vodńıch děl na řece Vltavě v úseku dlouhém
přibližně 260 km. Prvńı vodńı d́ıla Vltavské kaskády byla postavena za účelem
výroby elektrické energie, později byla upřednostňována akumulačńı funkce
nádrž́ı, zejména nadlepšeńı pr̊utok̊u na řece Vltavě a na dolńım Labi. Kromě
energetického a akumulačńıho významu slouž́ı vodńı nádrže ke stabilizaci hladiny
pro odběr pr̊umyslové vody, k regulaci teploty vody v řece a v neposledńı řadě
k ochraně před povodněmi. Většina nádrž́ı Vltavské kaskády je také významnými
rekreačńımi oblastmi. (Povod́ı Vltavy, státńı podnik, 2013)

Jedná se celkem o devět přehrad na řece Vltavě a jednu uměle vytvořenou
vodńı nádrž Štěchovice 2. Přehled jednotlivých nádrž́ı je uveden v tabulce
6.1. Na obrázku 6.1 je pak zobrazeno zjednodušené schéma Vltavské kaskády.
Přečerpávaćı stanici má ve stávaj́ıćı podobě kaskády pouze nádrž Štěchovice 2
a je zastoupena reverzńı turb́ınou. Důležitým účelem soustavy je odběr povr-
chové vody pro chlad́ıćı okruh Jaderné elektrárny Temeĺın, který je zajǐst’ován
z nádrže Hněvkovice. Voda se pak zpětně vypoušt́ı v prostoru nádrže Kořensko.

Nádrže Lipno 1 a Lipno 2 jsou spojeny potrub́ım vedeným ze špičkové
elektrárny se dvěmi turb́ınami o dosažitelném výkonu 60 MW. Část vody pak
do Lipna 1 odtéká starým korytem Vltavy, ve kterém je nutné v každém časovém
okamžiku udržet minimálńı pr̊utok. Za t́ımto účelem byla vybudována malá vodńı
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Tabulka 6.1: Přehled vodńıch nádrž́ı Vltavské kaskády (zdroj: ČEZ, a. s., Povod́ı
Vltavy, s. p.)

ř́ıčńı
km

vodńı
nádrž

celkový
prostor
[mil. m3]

turb́ıny nádrže přečerpávaćı stanice

počet dosažitelný
výkon [MW]

počet
dosažitelný
výkon [MW]

329.540 Lipno 1 309.502 3 2× 60 + 1× 0.3 –

319.120 Lipno 2 1.664 1 1× 1.5 –

210.390 Hněvkovice 21.095 2 2× 4.72 –

200.405 Kořensko 2.800 2 2× 1.9 –

144.700 Orĺık 716.500 4 4× 90 –

134.730 Kamýk 12.976 4 4× 10 –

91.694 Slapy 269.300 3 3× 44 –

84.440 Štěchovice 1 10.444 2 2× 11.25 –

– Štěchovice 2 0.500 1 1× 45 1 1× 51
71.325 Vrané 11.101 2 2× 6 –

elektrárna Lipno 1 sestávaj́ıćı z pr̊utočné turb́ıny o dosažitelném výkonu 0.3 MW,
jej́ıž minimálńı hltnost je rovna minimálńımu potřebnému pr̊utoku starým kory-
tem Vltavy. Mı́sto podmı́nky na minimálńı odtok z nádrže Lipno 1, která by
v př́ıpadě provozu pouze špičkové elektrárny ve skutečnosti nebyla splněna, proto
polož́ıme

u3(t) = 1 ∀ t ∈ τ. (6.1)

Malá vodńı elektrárna je tedy provozována nepřetržitě k regulaci pr̊utoku
starým korytem Vltavy. Doplňme, že elektřina vyrobená soustroj́ım malé vodńı
elektrárny se nepod́ıĺı na výsledném zisku, uvažujeme proto jej́ı efektivitu nulo-
vou.

6.1.1 Možnost přečerpáváńı na Orĺıku

Obrázek 6.1 a tabulka 6.1 odpov́ıdaj́ı stávaj́ıćı podobě Vltavské kaskády.
V současnosti je nicméně aktuálńı také otázka přečerpávańı na vodńı nádrži
Orĺık. Projekt by spoč́ıval v nahrazeńı dvou turb́ın vodńı nádrže Orĺık dvěmi re-
verzńımi turb́ınami stejných parametr̊u jako ve stávaj́ıćı podobě. V přečerpávaćım
režimu by pak při stávaj́ıćım výkonu 2 × 90 MW byla dosažena 77% účinnost
přečerpáváńı. Tato možnost je v praktické studii řešena jako druhá varianta ke
stávaj́ıćı podobě Vltavské kaskády.

6.2 Volba kroku a optimalizačńıho horizontu

úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády

Úlohu ř́ızeńı Vltavské kaskády budeme uvažovat v hodinovém kroku, tj.
∆ = 1 h. Výsledky ř́ızeńı budeme prezentovat v rámci jednoho týdne, který
zvoĺıme zároveň jako posledńı časový okamžik sezónńı úlohy oceňováńı vody (5.8)
s týdenńım krokem. Pro vybraný týden tedy uvažujeme konstantńı cenu vody
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v jednotlivých kategoríıch nádrž́ı, kterou odhadneme ze sezónńı úlohy. Konkrétně
byl na základě dostupných dat zvolen týden od 12. do 18. 10. 2015.

Samotné ř́ızeńı budeme uvažovat v rámci jednoho dne. Na konci dne
pak na základě pozorovaných realizaćı náhodné složky modelu a vypočtených
ř́ıd́ıćıch proměnných úlohy přepoč́ıtáme skutečné hodnoty objemů v jednotlivých
nádrž́ıch. Pomoćı nově napozorovaných realizaćı zkonstruujeme scénáře náhodné
složky modelu a vyřeš́ıme novou úlohu ř́ızeńı pro daľśı den zvoleného týdne.

Stačilo by tedy stanovit optimalizačńı horizont úlohy ř́ızeńı na jeden den. V ta-
kovém př́ıpadě by však model našel optimálńı řešeńı splňuj́ıćı dané podmı́nky na
př́ıslušný den bez ohledu na to, že tyto podmı́nky bude nutné splnit i následuj́ıćı
den. Na začátku následuj́ıćıho dne bychom se tak mohli dostat do situace, kdy
je nutné i přes ńızkou cenu elektřiny v prvńıch hodinách upustit větš́ı množstv́ı
vody, abychom zajistili splněńı všech podmı́nek. Optimalizačńı horizont úlohy
ř́ızeńı proto stanov́ıme na dva dny, tj. τ = {1,2, . . . , 48}. Výsledky úlohy však
budeme brát pouze za prvńıch 24 hodin. V čase t = 24 přepoč́ıtáme skutečné
hodnoty, zkonstruujeme scénáře náhodné složky modelu na následuj́ıćı dva dny
a vyřeš́ıme novou úlohu ř́ızeńı. Jelikož bychom zvoleným postupem potřebovali
pro ř́ızeńı na 18. 10. 2015 znát odhady ceny vody na daľśı týden, budeme prezen-
tovat výsledky pouze ze dn̊u 12. až 17. 10. 2015. Doplňme, že při úloze ř́ızeńı na
neděli až ponděĺı by bylo nutné zavést do úlohy ceny vody v závislosti na dnu.

Časový posun Dm představuj́ıćı počet časových okamžik̊u, za které voda
odteče přes turb́ıny výše položené nádrže m do nádrže pod ńı, budeme pro jedno-
duchost uvažovat pouze mezi nádržemi Lipno 2 a Hněvkovice, kde je tento posun
značný. Konkrétně polož́ıme DLipno 2 = 22 hodin. Odběr vody pro pr̊umysl na
toku pod nádrž́ı uvažujeme pouze pod Lipnem 1. Jelikož jsou nádrže Lipno 1
a Lipno 2 velmi bĺızko, časový posun Rn v úloze ř́ızeńı vodohospodářské soustavy
neuvažujeme.

6.3 Vstupńı data

Parametry vodńıch elektráren, tedy předevš́ım minimálńı a maximálńı hltnosti
a dosažitelné výkony turb́ın a přečerpávaćıch stanic, byly poskytnuty společnost́ı
ČEZ, a. s. Cena elektrické energie na trhu byla převzata z volně dostupných dat
společnosti OTE, a. s., která společnost zveřejňuje v ročńı zprávě na svých inter-
netových stránkách (viz OTE, a. s. (2010)). Konkrétně se jedná o hodinové mar-
ginálńı ceny elektrické energie na trhu v České republice [e/MWh] zveřejňované
v rámci výsledk̊u denńıho trhu.

Hodinové vněǰśı př́ıtoky soustavy a stavy hladin vodńıch nádrž́ı k vybraným
dat̊um byly poskytnuty podnikem Povod́ı Vltavy, s. p. Jedná se o společná data
Povod́ı Vltavy, s. p. a Českého hydrometeorologického ústavu, p. o. Zbylé vstupńı
veličiny úlohy, tj. předevš́ım informace o rozděleńı prostoru nádrže, směrodatných
pr̊utoćıch, vodohospodářských odtokových objektech, povolených odběrech a vy-
pouštěńıch a o manipulaci v zásobńım prostoru, byly vyčteny z manipulačńıch
řád̊u jednotlivých nádrž́ı poskytnutých podnikem Povod́ı Vltavy, s. p. Data po-
skytnutá podnikem Povod́ı Vltavy, s. p. nejsou veřejná a nenacháźı se proto na
přiloženém disku.
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Obrázek 6.1: Zjednodušené schéma Vltavské kaskády
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6.4 Konstrukce scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u a ceny

energie na trhu

Scénáře jsou generovány postupem popsaným v kapitole 4 na základě hodi-
nových historických dat z obdob́ı 1. 1. 2011 až do začátku př́ıslušného dne v týdnu
od 12. do 18. 10. 2015. Připomeňme, že předpokládáme, že jsou vněǰśı př́ıtoky na
ceně elektřiny nezávislé.

K modelováńı náhodné složky a následné konstrukci scénář̊u byl použit pro-
gram R (R Core Team, 2016). Př́ıslušné kódy spolu s výstupy z programu lze naj́ıt
na přiloženém disku. Ze vstupńıch dat se na disku nacháźı pouze ceny elektrické
energie na trhu, zbylá data nejsou veřejná.

6.4.1 Modelováńı scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u

Jak je zobrazeno na obrázku 6.1, vodńı nádrže Lipno 2, Kamýk, Slapy
a Štěchovice 2 nemaj́ı vněǰśı př́ıtoky. Pro ostatńı nádrže pak uvažujeme náhodné
hodinové vněǰśı př́ıtoky. Základńı popisné statistiky vněǰśıch př́ıtok̊u soustavy za
obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015 jsou uvedeny v tabulce 6.2. Na obrázku 6.2 jsou
vykresleny jednotlivé vněǰśı př́ıtoky v obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015.

Vněǰśı př́ıtoky modelujeme jako vektorový autoregresńı proces (4.2) po-
stupem popsaným v části 4.2.1 čtvrté kapitoly. Máme k dispozici vektorovou
časovou řadu hodinových př́ıtok̊u z obdob́ı 1. 1. 2011 až 11. 10. 2015, cel-
kem 41874 pozorováńı (prvńıch 6 pozorováńı kv̊uli zpožděńı vněǰśıho př́ıtoku
Hněvkovic neznáme). Řadu vněǰśıch př́ıtok̊u nejprve transformujeme pomoćı vek-
torové Boxovy-Coxovy transformace (4.4). Vektor typových parametr̊u odhad-
neme jako (0.19,−0.48, 0.19, 0.10, 0.17, 0.07)⊤, kde pořad́ı složek odpov́ıdá pořad́ı
nádrž́ı v tabulce 6.2. Úrovňový parametr zvoĺıme 0.1.

Identifikace řádu modelu VAR

Na základě minimalizace Bayesova informačńıho kritéria zvoĺıme pro mode-
lováńı transformované časové řady vektorový autoregresńı proces řádu 9. Na
obrázku 6.3 jsou spolu se skutečnými hodnotami vykresleny vyrovnané hod-
noty a residua modelu VAR(9) pro jednotlivé nádrže. Připomeňme, že mode-
lujeme již transformovanou vektorovou časovou řadu př́ıtok̊u. Přestože nejsou

Tabulka 6.2: Základńı popisné statistiky hodinových vněǰśıch př́ıtok̊u Vltavské
kaskády za obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015 [m3/h]

vodńı nádrž minimum medián pr̊uměr maximum

Lipno 1 0 16683 23465 444840

Hněvkovice 7025 33122 46083 1494687

Kořensko 0 54000 79904 2004000

Orĺık 0 60224 87710 2357580

Štěchovice 1 0 2648 4485 341916

Vrané 0 40305 65117 1828580
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Obrázek 6.2: Vněǰśı př́ıtoky Vltavské kaskády v obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015
[m3/h]

často vystižena odlehlá lokálńı minima, pokrývaj́ı vyrovnané hodnoty skutečné
hodnoty časové řady dostatečně.

Verifikace modelu

Převrácené hodnoty všech kořen̊u odhadnutého (maticového) autoregresńıho
polynomu (4.3) lež́ı uvnitř jednotkového kruhu v komplexńı rovině. Odhadnutý
model VAR(9) tedy splňuje podmı́nku stacionarity. Mardi̊uv i Henze̊uv-Zirkler̊uv
test zamı́tá nulovou hypotézu normality residuálńı složky. Pomoćı v́ıcerozměrné
verze Q-testu zamı́táme nekorelovanost odhadnutých residúı. Všechny zmı́něné
statistické testy provád́ıme na hladině významnosti 5 %.

I přes problémy s předpokladem normality a nekorelovanosti residuálńı složky
modelu budeme scénáře konstruovat na základě vektorového autoregresńıho pro-
cesu VAR(9) a to hlavně d́ıky jeho jednoduché formulaci a dobré předpovědńı
schopnosti pro optimalizačńı obdob́ı, tzv. předpověd’ mimo vzorek. Odhad
složitěǰśıch model̊u, jako je např́ıklad smı́̌sený vektorový proces VARMA, statis-
tickým softwarem je často výpočetně a časově velmi náročný, stejně tak i př́ıpadná
konstrukce scénář̊u založená na tomto modelu.
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Obrázek 6.3: Skutečné hodnoty, vyrovnané hodnoty a residua modelu VAR(9)

6.4.2 Konstrukce scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u

Scénáře konstruujeme pro optimalizačńı horizont krátkodobé úlohy ř́ızeńı,
tedy na 48 hodin. Konstrukce scénář̊u prob́ıhá postupem popsaným v části 4.3.1
na základě scénářového stromu zavedeného v části 4.3.3 a vztahu (4.9) pro pre-
dikci modelem VAR(9). Budeme uvažovat větveńı scénářového stromu z obrázku
4.1 v každé čtvrté hodině, tj. a = 4, a to až do 24. hodiny. Dále již k větveńı
nedocháźı, tj. b = 24. Celkem tedy zkonstruujeme 2⌈24/4⌉ = 64 scénář̊u, přičemž
každému přǐrad́ıme stejnou pravděpodobnost, tj. ps =

1
64
.

Pro generováńı realizaćı z mnohorozměrného normálńıho rozděleńı použijeme
v programu R funkci mvrnorm z baĺıčku MASS. Zkonstruované scénáře ho-
dinových vněǰśıch př́ıtok̊u př́ıslušných nádrž́ı pro optimalizačńı horizont 12.-
13. 10. 2015 jsou spolu se skutečnými hodnotami zobrazeny na obrázćıch 6.4-6.9.
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Obrázek 6.4: Scénáře vněǰśıho př́ıtoku nádrže Lipno 1 spolu se skutečnými hod-
notami [m3/h] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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Obrázek 6.5: Scénáře vněǰśıho př́ıtoku nádrže Hněvkovice spolu se skutečnými
hodnotami [m3/h] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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Obrázek 6.6: Scénáře vněǰśıho př́ıtoku nádrže Kořensko spolu se skutečnými hod-
notami [m3/h] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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Obrázek 6.7: Scénáře vněǰśıho př́ıtoku nádrže Orĺık spolu se skutečnými hodno-
tami [m3/h] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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Obrázek 6.8: Scénáře vněǰśıho př́ıtoku nádrže Štěchovice 1 spolu se skutečnými
hodnotami [m3/h] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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Obrázek 6.9: Scénáře vněǰśıho př́ıtoku nádrže Vrané spolu se skutečnými hodno-
tami [m3/h] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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6.4.3 Modelováńı ceny elektrické energie na trhu

Pro modelováńı a konstrukci scénář̊u ceny elektrické energie na trhu využijeme
hodinová data z obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015, jejichž základńı popisné sta-
tistiky jsou uvedeny v prvńım řádku tabulky 6.3. V tabulce jsou dále uvedeny
základńı popisné statistiky ceny elektrické energie kategorizované na pracovńı
týdny a v́ıkendy. Na obrázku 6.10 je vykreslena cena elektrické energie v obdob́ı
1. 1. 2011 až 18. 10. 2015. Obrázek 6.11 znázorňuje cenu elektrické energie v týdnu
od 12. do 18. 10. 2015.

Z obrázku 6.10 můžeme pozorovat mı́rně klesaj́ıćı trend. Z obrázku 6.11 je
patrná sezóna v rámci dne, přičemž pozorujeme odlǐsný denńı pr̊uběh ceny elek-
trické energie v pracovńım týdnu (12.-16. 10. 2015) a o v́ıkendu (17.-18. 10. 2015).
Na obrázćıch 6.12 a 6.13 jsou vykresleny trojrozměrné grafy závislosti ceny elek-
trické energie (barevná škála) na hodině (vodorovná osa) v jednotlivých pra-
covńıch dnech, respektive v́ıkendech let 2011 až 2015 (svislá osa). V pr̊uběhu
pracovńıho dne cena elektrické energie nejprve roste až do zhruba 9. hodiny,
poté klesá a následně roste, až kolem 20. hodiny nastává opět pokles. Podobný
denńı pr̊uběh ceny elektřiny pozorujeme i o v́ıkendových dnech, nicméně cena
zde nabývá menš́ı hodnoty. Jak je patrné z tabulky 6.3, pr̊uměrná cena elek-
trické energie v pracovńım týdnu je o 11.77 e/MWh větš́ı, hodnota mediánu
je o 11.1 e/MWh větš́ı. Časovou řadu ceny elektřiny proto kategorizujeme na
pracovńı dny a v́ıkendy. Každou kategorii pak modelujeme zvlášt’.

Tabulka 6.3: Základńı popisné statistiky hodinové ceny elektrické energie na trhu
za obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015 [e/MWh]

kategorie minimum medián pr̊uměr maximum

všechny dny -150.00 38.15 39.23 170.00

pracovńı dny -150.00 41.80 42.60 170.00
v́ıkendy -25.60 30.70 30.83 89.34

Obrázek 6.10: Cena elektrické energie
na trhu v obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10.
2015 [e/MWh]

Obrázek 6.11: Cena elektrické energie
na trhu v týdnu od 12. do 18. 10. 2015
[e/MWh]
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Obrázek 6.12: Závislost ceny elektrické
energie na hodině v pr̊uběhu pracovńıch
dn̊u z let 2011 až 2015 [e/MWh]

Obrázek 6.13: Závislost ceny elektrické
energie na hodině v pr̊uběhu v́ıkend̊u
z let 2011 až 2015 [e/MWh]

Modelováńı ceny elektřiny v pracovńı dny

Cenu elektrické energie na trhu v pracovńı den budeme modelovat jako mul-
tiplikativńı sezónńı proces (4.5) postupem popsaným v části 4.2.2 čtvrté kapitoly,
přičemž model odhadneme na základě dat z pracovńıch týdn̊u. Máme k dispozici
časovou řadu ceny elektrické energie na trhu λt v pracovńıch dnech obdob́ı 1. 1.
2011 až 11. 10. 2015, tj. celkem 29880 pozorováńı. Řadu nejprve transformujeme
pomoćı jednorozměrné verze Boxovy-Coxovy transformace (4.4). Typový para-
metr odhadneme jako 1.13, úrovňový parametr zvoĺıme 150.1. Označme takto
transformovanou časovou řadu λ∗

t .

Stacionarizace diferencováńım a identifikace zbylých parametr̊u

Uvažujeme sezónu v rámci dne, tj. s = 24. Transformovanou časovou řadu se
nejprve pokuśıme stacionarizovat diferencováńım. Položme řád sezónńı diference
D = 0, tj. budeme pracovat s řadou ∆0

24λ
∗
t = λ∗

t . Řád diference dmultiplikativńıho
sezónńıho procesu (4.5) pak urč́ıme pomoćı test̊u na jednotkový kořen. Na základě
ADF-testu nezamı́táme na hladině významnosti 5 % nulovou hypotézu nestacio-
narity řady λ∗

t . Současně však KPSS-testem nezamı́táme na hladině významnosti
5 % nulovou hypotézu stacionarity. Výsledek test̊u je tedy nepr̊ukazný. Pokuśıme
se proto naj́ıt vhodný model pro volbu d = 0 a dále pokračovat volbou d = 1.
Při volbě d = 0 zvoĺıme na základě minimalizace Bayesova informačńıho kritéria
jako nejlepš́ı model SARIMA(5,0,4) × (1,0,0)24. Převrácené hodnoty kořen̊u au-
toregresńıho polynomu (4.6) lež́ı uvnitř jednotkového kruhu v komplexńı rovině
a tedy model je stacionárńı.

Při volbě D = 0, d = 1 pracujeme s řadou prvńıch diferenćı ∆1λ∗
t = λ∗

t −λ∗
t−1.

Zde již na základě ADF-testu zamı́táme na hladině významnosti 5 % nulovou hy-
potézu nestacionarity řady ∆1λt a současně KPSS-testem nezamı́táme na hladině
významnosti 5 % nulovou hypotézu stacionarity. Stacionaritu řady ∆1λ∗

t můžeme
tedy považovat za potvrzenou. Vyšš́ı řády diference d již neńı nutné uvažovat. Na
základě minimalizace Bayesova informačńıho kritéria pak zvoĺıme jako nejlepš́ı
model SARIMA(1,1,5)× (1,0,0)24, pro který je splněna podmı́nka stacionarity.

Položme nyńı řád sezónńı diference D = 1, tj. budeme pracovat s řadou
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∆1
24λ

∗
t = λ∗

t − λ∗
t−24. Na základě ADF-testu zamı́táme na hladině významnosti

5 % nulovou hypotézu nestacionarity řady ∆1
24λ

∗
t a současně KPSS-testem ne-

zamı́táme na hladině významnosti 5 % nulovou hypotézu stacionarity. Staciona-
ritu řady ∆1

24λ
∗
t můžeme tedy považovat za potvrzenou, tj. voĺıme d = 0. Vyšš́ı

řády diference d již neńı nutné uvažovat. Na základě minimalizace Bayesova in-
formačńıho kritéria pak zvoĺıme jako nejlepš́ı model SARIMA(5,0,1)× (1,1,2)24,
pro který je splněna podmı́nka stacionarity.

Výběr výsledného modelu

Výsledný model vybereme z model̊u SARIMA(5,0,4) × (1,0,0)24,
SARIMA(1,1,5) × (1,0,0)24 a SARIMA(5,0,1) × (1,1,2)24, přičemž se zaměř́ıme
předevš́ım na předpovědńı schopnosti model̊u. Na základě grafického zhodnoceńı
předpovědi pro optimalizačńı obdob́ı (tzv. předpověd’ mimo vzorek) i při po-
rovnáńı hodnot predikčńıch kritéríı předpovědi ve vzorku se jev́ı jako jednoznačně
nejlepš́ı model SARIMA(5,0,1) × (1,1,2)24. Při předpovědi ve vzorku chceme
konkrétně minimalizovat odmocninovou středńı čtvercovou chybu RMSE, středńı
absolutńı chybu MAE a středńı absolutńı procentńı chybu MAPE (viz Cipra
(2008, sekce 8.2.3., část 7.)).

Dále tedy pracujeme s modelem SARIMA(5,0,1)× (1,1,2)24. Na obrázku 6.14
jsou spolu se skutečnými hodnotami vykresleny vyrovnané hodnoty a residua
modelu. Připomeňme, že modelujeme již transformovanou časovou řadu ceny
elektrické energie. Z obrázku je patrné, že vyrovnané hodnoty dobře pokrývaj́ı
skutečné hodnoty časové řady.

Verifikace modelu

Jak již bylo řečeno, model splňuje podmı́nku stacionarity, nebot’ převrácené
hodnoty všech kořen̊u odhadnutého autoregresńıho polynomu (4.6) lež́ı uvnitř
jednotkového kruhu v komplexńı rovině. Převrácené hodnoty kořen̊u polynomu
klouzavých součt̊u (4.7) pak lež́ı uvnitř jednotkového kruhu v komplexńı rovině
a tedy model je invertibilńı.

Obrázek 6.14: Skutečné hodnoty, vyrovnané hodnoty a residua modelu
SARIMA(5,0,1)× (1,1,2)24
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Dosaženou shodu korelačńı struktury odhadnuté z dat s korelačńı strukturou
vypočtenou z odhadnutého modelu lze na základě grafické kontroly považovat
za dostatečnou pro potvrzeńı adekvátnosti modelu. Pomoćı jednovýběrového t-
testu nezamı́táme hypotézu nulové středńı hodnoty residúı. Na základě Q-testu
nezamı́táme předpoklad nekorelovanosti residuálńı složky.

Jarque-Bera test zamı́tá nulovou hypotézu normality residuálńı složky. Na
obrázku 6.15 je zobrazen takzvaný Q-Q graf residúı. Plat́ı zde, že v ideálńım
př́ıpadě (tj. při normálńım rozděleńı) by se měly body grafu nacházet na vykres-
lené ose, což je do jisté mı́ry splněno. Nicméně je z grafu patrný tvar křivky do
ṕısmene

”
S“, což může značit jinou špičatost oproti normálńımu rozděleńı.

Pomoćı ARCH testu zamı́táme nulovou hypotézu homoskedasticity residuálńı
složky. Předpoklad homoskedasticity lze také diskutovat z obrázku 6.16, na
kterém jsou vykreslena vypočtená residua proti vyrovnaným hodnotám. Zde je
patrné rozložeńı residúı v rovnoměrném páse kolem nulové hodnoty, což nena-
značuje problémy s homoskedasticitou.

Všechny zmı́něné statistické testy provád́ıme na hladině významnosti 5 %.

Modelováńı ceny elektřiny o v́ıkendech

Analogicky modelujeme cenu elektrické energie o v́ıkendu, zde však mo-
del odhadujeme na základě dat z v́ıkendových dn̊u za obdob́ı 1. 1. 2011 až
11. 10. 2015, tj. celkem 12000 pozorováńı. Transformovanou časovou řadu ceny se
opět snaž́ıme stacionarizovat diferencováńım, přičemž postupně dospějeme k mo-
del̊um SARIMA(3,0,2)×(0,0,2)24, SARIMA(2,1,3)×(0,0,2)24 a SARIMA(1,0,3)×
(1,1,1)24.

Na základě lepš́ıch předpovědńıch schopnost́ı vybereme jako výsledný model
SARIMA(1,0,3) × (1,1,1)24. Model splňuje podmı́nku stacionarity a invertibility
a dosaženou shodu korelačńı struktury lze považovat za dostatečnou pro potvrzeńı
adekvátnosti modelu. Na základě našich dat nezamı́táme nulovou hypotézu neko-
relovanosti residuálńı složky, ani hypotézu nulové středńı hodnoty residúı. Jarque-
Bera test však opět zamı́tá nulovou hypotézu normality residuálńı složky, stejně
tak ARCH test zamı́tá nulovou hypotézu homoskedasticity residuálńı složky.

Obrázek 6.15: Q-Q graf residúı
Obrázek 6.16: Vypočtená residua vs.
vyrovnané hodnoty
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6.4.4 Konstrukce scénář̊u ceny elektrické energie na trhu

Scénáře konstruujeme pro optimalizačńı horizont krátkodobé úlohy ř́ızeńı,
tedy na 48 hodin. Konstrukce scénář̊u prob́ıhá postupem popsaným v části 4.3.2
na základě scénářového stromu zavedeného v části 4.3.3, vztahu (4.10) pro pre-
dikci modelem SARIMA(5,0,1)× (1,1,2)24, respektive SARIMA(1,0,3)× (1,1,1)24
a vztahu (4.11) pro konstrukci scénář̊u. Analogicky jako v př́ıpadě př́ıtok̊u
uvažujeme větveńı scénářového stromu z obrázku 4.1 v každé čtvrté hodině,
tj. a = 4, a to až do 24. hodiny, tj. b = 24. Celkem tedy opět zkonstruujeme
2⌈24/4⌉ = 64 scénář̊u, přičemž každému přǐrad́ıme stejnou pravděpodobnost, tj.
qr =

1
64
. Pro generováńı realizaćı z normálńıho rozděleńı v programu R použijeme

funkci rnorm.

Jelikož máme kategorizovaná data na pracovńı dny a v́ıkendy, nastává otázka,
jak postupovat při generováńı scénář̊u na pátek až sobotu, respektive na neděli
až ponděĺı. Pokud bychom začali generovat scénáře na neděli, po 24. hodině
bychom již zřejmě generovali scénáře na daľśı sobotu. Toho jednoduše využijeme
při generováńı scénář̊u na pátek až sobotu, kdy nagenerujeme pouze prvńıch 24
pátečńıch hodin, na které následně napoj́ıme již zkonstruované scénáře na sobotu.
Analogicky bychom napojovali scénáře při přechodu z v́ıkendu na pracovńı den.

Zkonstruované scénáře hodinových cen elektřiny jsou pro optimalizačńı hori-
zonty 12.-13. 10. 2015, 16.-17. 10. 2015 a 17.-18. 10. 2015 zobrazeny na obrázćıch
6.17-6.19. Na obrázku 6.18 jsou zobrazeny scénáře vygenerované na prvńıch 24
pátečńıch hodin, na které je napojena druhá p̊ulka scénář̊u generovaných od
neděle 11. 10. 2015.

6.5 Sezónńı deterministická úloha oceňováńı

vody

Ceny vody uskladněné v jednotlivých nádrž́ıch odhadneme postupem po-
psaným v páté kapitole. Uvažujeme sezónńı úlohu (5.8) s týdenńım krokem, tj.
∆ = 168 h, přičemž posledńı týden T je zvolené obdob́ı od 12. do 18. 10. 2015.
Připomeňme, že i přes týdenńı agregaci uvažujeme hodinové ř́ızeńı turb́ın,
přečerpávaćıch stanic a spodńıch výpust́ı, tj. ∆0 = 1 h. Budeme předpokládat
přibližně ročńı hydrologický cyklus odtoku Vltavské kaskády. Jelikož měl rok
2014 celkem 52 týdn̊u, budeme uvažovat optimalizačńı horizont τ = {1, . . . , 52}.
Vstupńı data, která nám byla poskytnuta v hodinovém kroku, nahrad́ıme pro
úlohu oceňováńı týdenńımi pr̊uměry.

Sestavenou úlohu (5.8) dále rozš́ı̌ŕıme o podmı́nky plynoućı z reálné situ-
ace na Vltavské kaskádě. Konkrétně se jedná o již zmı́něnou podmı́nku (6.1)
nepřetržitého provozu malé vodńı elektrárny Lipno 1, kterou nyńı formulujeme
jako

u3(t,h) = 1 ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆. (6.2)

Jelikož je v reálné situaci podmı́nka udržet odtok z Vltavské kaskády, tedy
z nádrže Vrané, nad stanovenou minimálńı hranićı jednou z nejd̊uležitěǰśıch, bu-
deme ji speciálně uvažovat v hodinovém kroku. Pro vodńı nádrž Vrané tedy ne-
uvažujeme podmı́nku (2.4) na minimálńı pr̊uměrný týdenńı odtok vody z nádrže,
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Obrázek 6.17: Scénáře ceny elektrické energie na trhu spolu se skutečnými hod-
notami [e/MWh] pro obdob́ı 12.-13. 10. 2015
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Obrázek 6.18: Scénáře ceny elektrické energie na trhu spolu se skutečnými hod-
notami [e/MWh] pro obdob́ı 16.-17. 10. 2015
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Obrázek 6.19: Scénáře ceny elektrické energie na trhu spolu se skutečnými hod-
notami [e/MWh] pro obdob́ı 17.-18. 10. 2015
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ale formulujeme ji jako

fVrané(t) ≤ xVrané
0 (t,h) +

∑

i∈σ−1

T
[Vrané]

xi(t,h) ∀ t ∈ τ, ∀h = 1, . . . ,∆. (6.3)

Horńı omezeńı na odtok z nádrže Vrané ponecháváme v týdenńım kroku.
Cenu vody uskladněné v nádrži n ∈ N odhadneme jako duálńı proměnnou

k podmı́nkám rovnováhy (2.6) pro nádrž n v týdnu T = 52 sezónńı determinis-
tické úlohy (5.8) s dodatečnými podmı́nkami (6.2) a (6.3).

Úlohu řeš́ıme v programu GAMS (GAMS Development Corporation, 2013) po-
moćı řešitele Cplex (viz GAMS Development Corporation (2002)), který použ́ıvá
pro řešeńı smı́̌seného celoč́ıselného programováńı metodu větveńı a řez̊u, tzv.

”
Branch and cut method“ (viz např́ıklad Caccetta (2000)). Př́ıslušný kód spolu
s výstupy z programu lze naj́ıt na přiloženém disku. Vstupńı data nejsou veřejná
a nenacháźı se proto na přiloženém disku.

6.5.1 Výsledky úlohy

Výsledné ceny ročńı úlohy oceňováńı vody ve Vltavské kaskádě pro posledńı
optimalizačńı týden jsou pro obě varianty (viz sekce 6.1.1) uvedeny v tabulce
6.4, přičemž jsou zat́ım při ř́ızeńı použity skutečné hodnoty minimálńıch a ma-
ximálńıch možných objemů vody v nádrž́ıch. Cenu vody v nádrži tedy zat́ım nijak
nekategorizujeme, respektive se jedná o odhady cen vody v kategorii nádrže, ve
které se během ročńıho ř́ızeńı můžeme pohybovat.

Z tabulky 6.4 je patrný r̊ust ceny vody od dolńı nádrže k nádrži horńı.
Připomeňme, že za horńı nádrže kaskády považujeme Lipno 1 a také Štěchovice
2. Ve výše položené nádrži zřejmě očekáváme vyšš́ı cenu vody, nebot’ se tato voda
pod́ıĺı na výrobě i ńıže v soustavě. Z tabulky si dále můžeme všimnout, že cena
vody v nádrž́ıch v př́ıpadě prvńı varianty je vyšš́ı než v př́ıpadě varianty druhé
a to pro všechny nádrže kromě dvou nejńıže položených – Štěchovice 1 a Vrané.

Tabulka 6.4: Odhady ceny vody ročńı úlohy oceňováńı Vltavské kaskády pro týden
od 12. do 18. 10. 2015 [e/m3]

nádrž
odhad ceny vody v nádrži [e/m3]

varianta 1 varianta 2

Lipno 1 0.042195 0.038624
Lipno 2 0.022920 0.021583

Hněvkovice 0.021894 0.020264
Kořensko 0.019643 0.018209
Orĺık 0.019091 0.017590
Kamýk 0.010224 0.009751
Slapy 0.008657 0.008299

Štěchovice 1 0.002435 0.002551
Štěchovice 2 0.023894 0.022646

Vrané 0.000851 0.000871
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Ćılem sezónńı deterministické úlohy je odhadnout cenu vody v jednotlivých
nádrž́ıch, která je d̊uležitým vstupem pro úlohu samotného ř́ızeńı Vltavské
kaskády. Ze všech výstup̊u úlohy uvedeme proto dále jen ty hlavńı. V tabulce
6.5 jsou prezentovány vybrané souhrnné výsledky ročńıho ř́ızeńı, předevš́ım op-
timálńı hodnota účelové funkce, tj. celkový zisk z využit́ı vodńı energie. Pozname-
nejme, že celkový ročńı zisk je vyšš́ı v př́ıpadě druhé varianty konkrétně o zhruba
7.7 mil. e. Na základě výsledk̊u úlohy oceňováńı je tedy možnost přečerpáváńı
na Orĺıku výhodná. Na obrázćıch 6.20-6.22 jsou pak uvedeny objemy vody v jed-
notlivých nádrž́ıch v pr̊uběhu optimalizačńıho obdob́ı sezónńı úlohy oceňováńı.

6.5.2 Ceny vody závislé na objemu

Objem vody v každé nádrži soustavy dále kategorizujeme postupem popsaným
v sekci 5.2.1 páté kapitoly. Uvažujme pevné n ∈ N . Počátečńı hodnotu V n

0 zave-
dené diskretizace

V n
0 , . . . , V

n
Kn

polož́ıme rovnu minimu z V n
min(t) přes t z týdne od 12. do 18. 10. 2015, ve kterém

prob́ıhá krátkodobé ř́ızeńı. A to prozat́ım i v př́ıpadě, že má nádrž náhodný
př́ıtok. Za koncovou hodnotu V n

Kn
vezmeme prozat́ım celkový prostor nádrže, což

je v př́ıpadě nádrž́ı s deterministickým př́ıtokem zároveň maximum z V n
min(t) přes

t z týdne od 12. do 18. 10. 2015.

Kategorizováńı odhadnutých cen

Pro určeńı hodnot diskretizace V n
1 , . . . , V

n
Kn−1 budeme postupně řešit ročńı

úlohu oceňováńı s položeńım V n
min(t) := V n

0 , V
n
max(t) := V n

i pro všechna t ∈ τ
a pevné n ∈ N , přičemž objem V n

i vhodně voĺıme z intervalu (V n
0 ,V

n
Kn

]. Po-
stupně tak odhadneme ceny vody W n

0,i v kategorii [V n
0 ,V

n
i ), které jsou pro každou

nádrž a každou z variant zobrazeny na obrázćıch 6.23-6.32 (pozorováńı označená
čtverečkem a spojena přerušovanou čarou). Odhadnuté ceny vody jsou dále
aproximovány po částech konstantńı zprava spojitou funkćı (plná čára), č́ımž
docháźı k vytvořeńı diskretizace V n

0 , . . . , V
n
Kn

a př́ıslušných kategoríı. Vodńı nádrž

Štěchovice 2 kv̊uli malé kapacitě neńı nutné kategorizovat.

Tabulka 6.5: Výsledky ročńı úlohy oceňováńı Vltavské kaskády [e/m3]

varianta 1 varianta 2

celková cena vyrobené energie [e]: 39151096.5 62654300.1
celková cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 3129152.2 18896372.7

celkový zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 36021944.3 43757927.4

celkový odtok [m3]: 1893003484.6 1893003484.6
celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 1900300325.8
celkový odběr vody [m3]: 52330474.6
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Obrázek 6.20: Objem vody v nádrž́ıch Lipno 1, Orĺık a Slapy v pr̊uběhu optima-
lizačńıho obdob́ı sezónńı úlohy oceňováńı [mil. m3]

Obrázek 6.21: Objem vody v nádrž́ıch Hněvkovice, Kamýk, Štěchovice 1 a Vrané
v pr̊uběhu optimalizačńıho obdob́ı sezónńı úlohy oceňováńı [mil. m3]

Obrázek 6.22: Objem vody v nádrž́ıch Lipno 2, Kořensko a Štěchovice 2 v pr̊uběhu
optimalizačńıho obdob́ı sezónńı úlohy oceňováńı [mil. m3]
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Obrázek 6.23: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Lipno 1 pro týden od 12. do
18. 10. 2015 [e/m3]

Obrázek 6.24: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Lipno 2 pro týden od 12. do
18. 10. 2015 [e/m3]

Obrázek 6.25: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Hněvkovice pro týden od 12.
do 18. 10. 2015 [e/m3]
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Obrázek 6.26: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Kořensko pro týden od 12. do
18. 10. 2015 [e/m3]

Obrázek 6.27: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Orĺık pro týden od 12. do 18. 10.
2015 [e/m3]

Obrázek 6.28: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Kamýk pro týden od 12. do
18. 10. 2015 [e/m3]
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Obrázek 6.29: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Slapy pro týden od 12. do 18. 10.
2015 [e/m3]

Obrázek 6.30: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Štěchovice 1 pro týden od 12.
do 18. 10. 2015 [e/m3]

Obrázek 6.31: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Štěchovice 2 pro týden od 12.
do 18. 10. 2015 [e/m3]
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Obrázek 6.32: Kategorizováńı ceny vody v nádrži Vrané pro týden od 12. do
18. 10. 2015 [e/m3]

Výsledné ceny vody v jednotlivých kategoríıch

Aproximaćı tak dostáváme jednotlivé kategorie a př́ıslušné ceny vody.
Zd̊urazněme, že se však vždy jedná o cenu vody W n

0,i, i = 1, . . . , Kn, tedy cenu
v celé kategorii [V n

0 ,V
n
i ). Výsledné ceny W n

i , tedy již ceny vody v jednotlivých
kategoríıch [V n

i−1,V
n
i ) dopoč́ıtáme podle vzorce (5.10). Jelikož maj́ı vzniklé kate-

gorie r̊uzný objem, neńı zaručeno, že budou výsledné ceny W n
i (striktně) rostoućı

s klesaj́ıćı úrovńı vodńı kladiny. V takovém př́ıpadě je nutné vhodně sjednotit
některé sousedńı kategorie.

Pro nádrže Lipno 2, Kamýk, Slapy a Štěchovice 2 maj́ıćı deterministický př́ıtok
máme zajǐstěno, že se jejich objem bude při ř́ızeńı pohybovat v zavedených kate-
goríıch. Pro nádrže s náhodným př́ıtokem budeme uvažovat cenu vody v nádrži
pod hranićı V n

0 stejnou, jako v nejnižš́ı oceněné objemové kategorii [V n
0 ,V

n
1 ). Jed-

noduše tedy pouze polož́ıme V n
0 := 0 m3 ∀n ∈ N r, přičemž cena W n

1 se nezměńı.
Nádrže Lipno 1 a Orĺık maj́ı sice náhodný př́ıtok, nicméně maj́ı ochranný

prostor, který je také kategorizován. Zbylé nádrže Hněvkovice, Kořensko,
Štěchovice 1 a Vrané ochranný prostor nemaj́ı a jejich objem by se tedy teore-
ticky mohl při ř́ızeńı dostat nad celkovou kapacitu nádrže. Pro tyto nádrže proto
zavedeme daľśı objemovou kategorii [V n

Kn
,V n

Kn
· 1.1). Jelikož kategorii zavád́ıme

pouze za účelem, aby nemohlo doj́ıt k nesplněńı podmı́nky (2.18), přǐrad́ıme j́ı
cenu 0 e/m3.

Výsledné ceny vody W n
i v kategoríıch [V n

i−1,V
n
i ) jsou pro jednotlivé nádrže Vl-

tavské kaskády a pro obě varianty uvedeny v tabulce 6.6. Bylo-li nutné některé ka-
tegorie sloučit, jsou v závorce uvedeny odpov́ıdaj́ıćı p̊uvodńı kategorie znázorněné
na obrázćıch 6.23-6.32. Z tabulky je patrné, že cena vody v každé nádrži roste se
snižuj́ıćı se objemovou kategoríı i. Ve většině př́ıpad̊u je také v́ıce ceněná voda
ve výše položené nádrži. Výjimkou je Orĺık, v jehož nejspodněǰśı kategorii má
v obou variantách voda větš́ı cenu než ve výše položené nádrži Kořensko.
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Tabulka 6.6: Výsledné kategorie a ceny vody pro týden od 12. do 18. 10. 2015

varianta 1 varianta 2

nádrž kategorie diskretizace
cena vody
v kategorii

kategorie diskretizace
cena vody
v kategorii

n i V n
i [m3] W n

i [e/m3] i V n
i [m3] W n

i [e/m3]

Lipno 1
2 (2+3) 309502000 0.042159 2 309502000 0.038622
1 (1) 236551320 0.042208 1 236606589 0.038625

0 0

Lipno 2

4 1664000 0.022892 4 (4+5+6) 1664000 0.021552
3 1372800 0.022897 3 (3) 915200 0.021570
2 915200 0.022918 2 (2) 748800 0.021596
1 635648 0.022969 1 (1) 635648 0.021641

222000 222000

Hněvkovice

5 (–) 23204500 0 5 23204500 0
4 (4+5) 21095000 0.021591 4 21095000 0.020013
3 (3) 20040250 0.021602 3 20567625 0.020144
2 (2) 19407400 0.021871 2 20040250 0.020241
1 (1) 19280830 0.021944 1 19280830 0.020295

0 0

Kořensko
2 3080000 0 2 3080000 0
1 2800000 0.019643 1 2800000 0.018209

0 0

Orĺık

7 716500000 0.012369
6 685385800 0.012878
5 654231900 0.013310

4 716500000 0.012954 4 623078000 0.013541
3 654231900 0.014197 3 591924100 0.015904
2 591924100 0.017630 2 560770200 0.018044
1 543510939 0.020564 1 543510939 0.018493

0 0

Kamýk

5 12976000 0.009727
4 11029600 0.009735

3 (3+4) 12976000 0.010204 3 10380800 0.009745
2 (2) 10575440 0.010246 2 10251040 0.009797
1 (1) 9212960 0.010247 1 9212960 0.009803

8324000 8324000

Slapy

5 269300000 0.006726
4 (7) 269300000 0.008049 4 257422350 0.007469

3 (4+5+6) 257422350 0.008668 3 243089253 0.007564
2 (2+3) 241861530 0.008693 2 240633806 0.008256
1 (1) 239307865 0.009231 1 239663904 0.008852

68800000 68800000

Štěchovice 1

5 11488400 0
4 10444000 0.002530

3 11488400 0 3 9556260 0.002553
2 10444000 0.002411 2 8877400 0.002560
1 9007950 0.002453 1 7383908 0.002563

0 0

Štěchovice 2
1 500000 0.023894 1 500000 0.022646

70000 70000

Vrané

5 12211100 0
4 11101000 0.000869
3 9990900 0.000870

2 12211100 0 2 9435850 0.000874
1 11101000 0.000851 1 9014012 0.000876

0 0
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6.6 Úloha ř́ızeńı Vltavské kaskády

Nyńı již přistouṕıme k samotné úloze ř́ızeńı Vltavské kaskády. Úlohu for-
mulujeme jako smı́̌sený celoč́ıselný model se sdruženým pravděpodobnostńım
omezeńım (2.22), který doplńıme o podmı́nku (6.1) nepřetržitého provozu malé
vodńı elektrárny Lipno 1, č́ımž je zajǐstěn také požadovaný minimálńı pr̊utok pod
nádrž́ı. Stanovený minimálńı pr̊utok je dále nutné udržet pod nádržemi Lipno 2,
Hněvkovice a Vrané. Podmı́nku na minimálńı součet objemů vody ve vybraných
nádrž́ıch klademe pro nádrže Lipno 1 a Lipno 2, dále pro Orĺık, Kamýk, Slapy,
Štěchovice 1 a Vrané. Posledńı skupinou je Orĺık a Slapy, kde hovoř́ıme o tak-
zvaném dispečerském grafu.

Budeme požadovat, aby pravděpodobnost, že budou splněny podmı́nky ze
sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı byla alespoň 63

64

.
= 0.984, tj. α = 63

64
.

Připomeňme, že máme 64 scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u. Podmı́nky ze sdruženého
pravděpodobnostńıho omezeńı mohou být tedy porušeny pro nejvýše jeden scénář
př́ıtok̊u. Úlohu (2.22) spolu s dodatečnou deterministickou podmı́nkou (6.1) pak
převedeme postupem popsaným v sekci 4.4 čtvrté kapitoly na deterministickou
úlohu smı́̌seného celoč́ıselného lineárńıho programováńı (4.23).

Úlohu řeš́ıme v programu GAMS (GAMS Development Corporation, 2013) po-
moćı řešitele Cplex (viz GAMS Development Corporation (2002)), který použ́ıvá
pro řešeńı smı́̌seného celoč́ıselného programováńı metodu větveńı a řez̊u, tzv.

”
Branch and cut method“ (viz např́ıklad Caccetta (2000)). Př́ıslušný kód spolu
s výstupy z programu lze naj́ıt na přiloženém disku. Vstupńı data nejsou veřejná
a nenacháźı se proto na přiloženém disku.

Úlohu ř́ızeńı řeš́ıme pro optimalizačńı horizont 48 hodin, konkrétně řeš́ıme
pro každou variantu šest úloh s horizontem 12.-13. 10. 2015, 13.-14. 10. 2015,
14.-15. 10. 2015, 15.-16. 10. 2015, 16.-17. 10. 2015 a 17.-18. 10. 2015 (viz sekce
6.2). Z každé úlohy nás přitom zaj́ımaj́ı výsledky pouze za prvńıch 24 hodin.
Připomeňme, že kromě stávaj́ıćı podoby Vltavské kaskády – varianta 1 uvažujeme
také možnost přečerpáváńı na vodńı nádrži Orĺık – varianta 2 (viz sekce 6.1.1).

6.6.1 Výsledky a diskuse

Výsledky úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády pro obě varianty jsou pro jednotlivé
dny od 12. do 17. 10. 2015 uvedeny v tabulkách 6.7 a 6.8. Pro každou vari-
antu jsou uvedeny ceny vyrobené energie, ceny energie využité k přečerpávańı,
zisk z využit́ı vodńı energie a odhad ceny použité vody (vše za prvńıch 24 ho-
din ř́ızeńı). Připomeňme, že použitou vodou rozumı́me rozd́ıl mezi počátečńım
a konečným objemem vody v nádrži. Dále je uvedena optimálńı hodnota účelové
funkce za prvńıch 24 hodin dvoudenńı úlohy ř́ızeńı. Pro daný den je také uve-
den celkový vněǰśı př́ıtok a odtok ze soustavy a odtok a výroba, př́ıpadně čerpáńı
a náklady pro nádrž Orĺık. Očekávané výsledky úlohy jsou pak zpětně přepoč́ıtány
na hodnoty skutečné na základě napozorovaných hodnot vněǰśıch př́ıtok̊u a ceny
energie. Souhrnné výsledky ř́ızeńı za celé obdob́ı 12.-17. 10. 2015 jsou uvedeny
v tabulce 6.9.
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Tabulka 6.7: Výsledky úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády pro jednotlivé dny od 12.
do 14. 10. 2015

12. 10. 2015
varianta 1 varianta 2

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 58048.52 60470.74 103197.84 107678.33
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 6417.86 6148.71 19744.80 19751.42

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 51630.66 54322.03 83453.03 87926.92
odhad ceny použité vody [e]: −7259.57 −1325.18 29180.46 34637.17

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 58890.23 55647.21 54272.57 53289.74

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 2928292.67 2564037.80 2928292.67 2564037.80
celkový vněǰśı odtok [m3]: 3521612.59 3456000.00

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 0.00 5192000.00

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 2429300.00
cena vyrobené energie [e]: 0.00 43943.64

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 13602.71

13. 10. 2015
varianta 1 varianta 2

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 54879.74 64446.55 93829.00 109361.48
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 7000.17 8352.15 30768.63 36803.15

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 47879.57 56094.40 63060.37 72558.33
odhad ceny použité vody [e]: −5903.33 −2442.58 −7462.16 −4332.80

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 53782.90 58536.98 70522.53 76891.13

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 2710603.77 2526236.81 2710603.77 2526236.81
celkový vněǰśı odtok [m3]: 3456000.00 3456000.00

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 0.00 4652000.00

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 4314400.00
cena vyrobené energie [e]: 0.00 45648.00

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 28451.00

14. 10. 2015
varianta 1 varianta 2

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 85343.43 92250.71 165772.97 178731.66
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 5969.52 7923.87 27038.40 35890.47

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 79373.91 84326.84 138734.57 142841.19
odhad ceny použité vody [e]: 37156.84 35800.12 95604.39 94357.23

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 42217.07 48526.72 43130.18 48483.95

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 2720297.93 2945207.83 2720297.93 2945207.83
celkový vněǰśı odtok [m3]: 3712171.32 4867441.77

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 987536.52 6920000.00

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 4158000.00
cena vyrobené energie [e]: 10168.33 64968.56

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 27966.60
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Tabulka 6.8: Výsledky úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády pro jednotlivé dny od 15.
do 17. 10. 2015

15. 10. 2015
varianta 1 varianta 2

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 163734.41 156432.02 264345.54 257185.63
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 11076.41 9763.09 42403.87 37841.86

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 152658.01 146668.93 221941.67 219343.78
odhad ceny použité vody [e]: 107765.91 96813.35 165468.49 155439.06

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 44892.10 49855.58 56473.18 63904.71

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 2867606.60 3455244.23 2867606.60 3455244.23
celkový vněǰśı odtok [m3]: 6722592.20 8123319.27

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 3000000.00 10618048.55

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 5146000.00
cena vyrobené energie [e]: 27428.60 96220.50

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 33498.17

16. 10. 2015
varianta 1 varianta 2

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 221920.58 233207.55 350341.38 371248.17
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 8894.26 7917.24 32996.23 29679.24

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 213026.32 225290.31 317345.15 341568.93
odhad ceny použité vody [e]: 101999.55 109652.91 165043.65 172035.08

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 111026.77 115637.40 152301.50 169533.86

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 4117489.50 3755215.52 4117489.50 3755215.52
celkový vněǰśı odtok [m3]: 7657635.67 8717628.22

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 5179734.38 17885679.47

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 4158000.00
cena vyrobené energie [e]: 55353.00 178067.97

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 27943.20

17. 10. 2015
varianta 1 varianta 2

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

výsledky úlohy
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 27909.49 31763.20 70634.21 80648.45
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 4961.72 6234.53 43342.71 55091.50

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 22947.77 25528.67 27291.49 25556.95
odhad ceny použité vody [e]: −49750.23 −46196.09 −48581.84 −45325.79

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 72698.00 71724.76 75873.33 70882.74

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 3823471.28 3780552.85 3823471.28 3780552.85
celkový vněǰśı odtok [m3]: 3456000.00 3456000.00

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 0.00 6812000.00

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 6812000.00
cena vyrobené energie [e]: 0.00 52761.87

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 48856.97
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Tabulka 6.9: Celkové výsledky ř́ızeńı Vltavské kaskády za obdob́ı 12.-17. 10. 2015

varianta 1 varianta 2

výsledky ř́ızeńı
skutečné
hodnoty

výsledky ř́ızeńı
skutečné
hodnoty

cena vyrobené energie [e]: 611836.17 638570.77 1048120.93 1104853.73
cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 44319.92 46339.59 196294.64 215057.64

zisk z využit́ı vodńı energie [e]: 567516.25 592231.18 851826.29 889796.09
odhad ceny použité vody [e]: 184009.18 192302.53 399253.00 406809.96

(optimálńı) hodnota účelové funkce [e]: 383507.07 399928.65 452573.29 482986.14

celkový vněǰśı př́ıtok [m3]: 19167761.75 19026495.03 19167761.75 19026495.03
celkový vněǰśı odtok [m3]: 28526011.79 32076389.26

celkové výsledky – Orĺık:
odtok turb́ınami a spodńımi výpustmi [m3]: 9167270.89 52079728.03

objem přičerpané vody [m3]: 0.00 27017700.00
cena vyrobené energie [e]: 92949.93 481610.53

cena energie využité k přečerpáváńı [e]: 0.00 180318.65

Z tabulek 6.7-6.9 je zřejmé, že zisk z použit́ı vodńı energie, tj. rozd́ıl mezi cenou
vyrobené energie a energie využité k přečerpáváńı, je ve všech šesti uvažovaných
dnech vyšš́ı v př́ıpadě varianty 2 a to jak očekávaný tak skutečný. Celkově je
za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 očekávaný zisk z využit́ı vodńı energie v př́ıpadě 2.
varianty o 284310.04 e větš́ı než v př́ıpadě 1. varianty. Skutečný zisk je pak větš́ı
o 297564.91 e.

Při obou variantách zřejmě během týdne využijeme r̊uzný objem vody. Vodu
uskladněnou v jednotlivých nádrž́ıch máme nav́ıc v každé variantě jinak oceněnou
(viz tabulka 6.6). To je zohledněno v optimálńı hodnotě účelové funkce poč́ıtané
pouze pro prvńıch 24 hodin úlohy ř́ızeńı, kde od zisku z využit́ı vodńı energie
odeč́ıtáme cenu použité vody. Optimálńı hodnota účelové funkce za prvńıch 24 ho-
din je v obdob́ı 13.-17. 10. 2015 vyšš́ı v př́ıpadě varianty 2 a to opět jak očekávaná
tak skutečná hodnota. Výjimku tvoř́ı prvńı optimalizačńı den 12. 10. 2015, kdy je
tato hodnota vyšš́ı v př́ıpadě 1. varianty. To by mohlo být zp̊usobeno skutečnost́ı,
že počátečńı objemy úlohy ř́ızeńı pro 12. 10. 2015 vycháźı pro obě varianty z ř́ızeńı
kaskády ve stávaj́ıćı podobě. Při uvažováńı ř́ızeńı podle varianty 2 již před opti-
malizačńım týdnem by bylo nejsṕı̌s počátečńı rozložeńı objemů vody v kaskádě
jiné.

Celkově je za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 očekávaná optimálńı hodnota účelové
funkce za prvńıch 24 hodin v př́ıpadě 2. varianty o 69066.22 e větš́ı než v př́ıpadě
1. varianty. Skutečná hodnota je pak větš́ı o 83057.48 e. V pr̊uběhu obdob́ı 12.-
17. 10. 2015 se tedy možnost přečerpávańı na Orĺıku v porovnáńı se stávaj́ıćı
podobou Vltavské kaskády jev́ı jako ziskověǰśı. A to jak v př́ıpadě zisku čistě
z využit́ı vodńı energie, tak i při odečteńı ceny použité vody.

Obecně největš́ı zisky pozorujeme v pátek 16. 10. 2015. Vrát́ıme-li se k obrázku
6.18, na kterém jsou vykresleny scénáře cen na 16.-17. 10. 2015, je zřejmé, že
na sobotu očekáváme pokles denńı křivky ceny elektřiny. Dı́ky tomu, že řeš́ıme
úlohu ř́ızeńı s dvoudenńım časovým horizontem, model poč́ıtá s poklesem cen od
24. hodiny. V prvńıch 24 hodinách proto při vyšš́ıch cenách vyráb́ı v́ıce.

Z tabulek 6.7-6.9 si dále můžeme všimnout, že skutečné hodnoty veličin
představuj́ıćıch obecně cenu jsou větš́ı než jejich očekávané hodnoty. Lze se proto
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domńıvat, že zkonstruované scénáře ceny elektřiny skutečnou cenu podhodnocuj́ı.
Skutečný vněǰśı př́ıtok je větš́ı než očekávaný ve dnech 14. a 15. 10. 2015, ve

zbylých dnech je tomu naopak. Celkově je za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 očekávaný
vněǰśı př́ıtok o 141266.72 m3 větš́ı než př́ıtok skutečný. Odtok z kaskády, tj.
celkový odtok z nádrže Vrané, je pro 2. variantu o 3550377.48 m3 větš́ı než pro
1. variantu. V př́ıpadě 1. varianty je tedy voda v nádrži v́ıce zadržována.

Pr̊uběh objemů vody v jednotlivých nádrž́ıch kaskády

V tabulce 6.10 je uvedeno počátečńı a koncové rozložeńı vody ve Vltavské
kaskádě za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 pro obě varianty. Připomeňme, že mezi Lip-
nem 2 a Hněvkovicemi uvažujeme zpožděńı 22 hodin. Na třet́ım řádku tabulky
je proto u symbolu ↓ uveden objem vody, který již odtekl z Lipna 2, ale ještě
nepřitekl do Hněvkovic. Přičteme-li k počátečńımu objemu vody v kaskádě cel-
kový vněǰśı př́ıtok a odečteme-li celkový odtok a odběr vody pro pr̊umysl a za-
vlažováńı, dostaneme koncový objem vody v kaskádě.

Na obrázćıch 6.33-6.35 jsou uvedeny pr̊uběhy objemů vody v jednotlivých
nádrž́ıch za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 pro obě varianty. Rozd́ıl v pr̊uběhu objemů
vody v jednotlivých variantách pozorujeme nejv́ıce u nádrž́ı Orĺık a Kamýk,
mezi kterými prob́ıhá při variantě 2 přečerpáváńı. Dı́ky přečerpáváńı je při va-
riantě 2 v nádrži Orĺık v druhé polovině uvažovaného obdob́ı zadržováno méně
vody. Odlǐsný pr̊uběh objemů vody ve variantě 1 a 2 pozorujeme také u nádrže
Kořensko. Ve zbylých nádrž́ıch kaskády se při porovnáńı uvažovaných variant
pr̊uběhy objemů vody v jednotlivých nádrž́ıch př́ılǐs nelǐśı.

Tabulka 6.10: Počátečńı a koncové rozložeńı vody v kaskádě za obdob́ı 12.-17. 10.
2015

varianta 1 varianta 2

nádrž
počátečńı objem

vody [m3]
koncový objem

vody [m3]
počátečńı objem

vody [m3]
koncový objem

vody [m3]

Lipno 1 204796902.70 198907692.83 204796902.70 196681749.51
Lipno 2 553840.00 638880.00 553840.00 1052528.00

↓ 527868.00 812360.00 527868.00 617682.00
Hněvkovice 18231949.76 9269153.34 18231949.76 9322715.78
Kořensko 1904814.55 1214195.84 1904814.55 1207003.92

Orĺık 420299887.80 440950557.52 420299887.80 427016403.18
Kamýk 9381700.00 8324000.00 9381700.00 12976000.00
Slapy 246909000.00 230375435.14 246909000.00 238067814.80

Štěchovice 1 7226635.42 7753063.09 7226635.42 7753063.09
Štěchovice 2 208400.00 70000.00 208400.00 70000.00

Vrané 9652811.18 11016364.67 9652811.18 11016364.67∑
919693809.43 909331702.44 919693809.43 905781324.96

+ celkový vněǰśı př́ıtok [m3] +19026495.03 +19026495.03
− celkový odtok [m3] −28526011.79 −32076389.26

− celkový odběr vody [m3] −862590.24 −862590.24∑
909331702.44 905781324.96
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Obrázek 6.33: Objem vody v nádrž́ıch Lipno 1, Orĺık a Slapy za obdob́ı 12.-17. 10.
2015 [mil. m3]

Obrázek 6.34: Objem vody v nádrž́ıch Hněvkovice, Kamýk, Štěchovice 1 a Vrané
za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 [mil. m3]
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Obrázek 6.35: Objem vody v nádrž́ıch Lipno 2, Kořensko a Štěchovice 2 za obdob́ı
12.-17. 10. 2015 [mil. m3]

Porušené podmı́nky sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı

Pravděpodobnost splněńı podmı́nek ze sdruženého pravděpodobnostńıho
omezeńı (2.10) požadujeme alespoň 63

64
. Podmı́nky ze sdruženého

pravděpodobnostńıho omezeńı mohou být tedy porušeny pro nejvýše jeden
scénář př́ıtok̊u. V tabulce 6.11 jsou uvedeny porušené podmı́nky ze sdruženého
pravděpodobnostńıho omezeńı v šesti uvažovaných úlohách ř́ızeńı.

Z tabulky 6.11 je patrné, že ve všech úlohách byla porušena podmı́nka na
udržeńı objemu vody v nádrži nad minimálńı stanovenou hranićı. Jednalo se
vždy o nádrž Kořensko, v př́ıpadě úlohy ř́ızeńı na 17.-18. 10. 2015 také o nádrž
Štěchovice 2. Všimněme si dále, že podmı́nky byly nejčastěji porušeny v druhé
polovině optimalizačńıho horizontu. Tedy v obdob́ı, ze kterého prezentujeme
výsledky ř́ızeńı, byly všechny podmı́nky ze sdruženého pravděpodobnostńıho ome-
zeńı splněny. Výjimkou je úloha ř́ızeńı na 16.-17. 10. 2015, kdy k porušeńı došlo
již ve 23. a 24. hodině.

Dále si můžeme všimnout, že pro obě varianty úlohy došlo k porušeńı vždy pro
stejný scénář. Ve všech šesti úlohách nav́ıc plat́ı, že množina časových okamžik̊u,
ve kterých byly porušeny podmı́nky ze sdruženého pravděpodobnostńıho ome-
zeńı při 2. variantě, je podmnožinou množiny časových okamžik̊u, ve kterých
byly porušeny podmı́nky ze sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı při 1. va-
riantě. Z hlediska splněńı podmı́nek ze sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı
se v uvažovaném obdob́ı jev́ı lépe varianta 2.
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Tabulka 6.11: Porušené podmı́nky ze sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı
(2.10) pro řešené úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády

optimalizačńı horizont varianta 1 varianta 2

12.-13. 10. 2015 V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,19(t)

∀ t = 45, . . . ,48
V Kořensko
min (48) ≤ V Kořensko,19(48)

13.-14. 10. 2015 V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,43(t)

∀ t = 47,48
V Kořensko
min (48) ≤ V Kořensko,43(48)

14.-15. 10. 2015 V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,2(t)

∀ t = 45, . . . ,48

V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,2(t)

∀ t = 47,48

15.-16. 10. 2015 V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,38(t)

∀ t = 42, . . . ,48

V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,38(t)

∀ t = 47,48

16.-17. 10. 2015 V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,47(t)
∀ t = 23,24,36,37,47,48

V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,47(t)

∀ t = 23,24,36,47,48

17.-18. 10. 2015

V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,63(t)

∀ t = 36,46,47,48,

V Štěchovice 2
min (t) ≤ V Štěchovice 2,63(t)

∀ t = 43,45, . . . ,48

V Kořensko
min (t) ≤ V Kořensko,63(t)

∀ t = 36,46,47,48,

V Štěchovice 2
min (t) ≤ V Štěchovice 2,63(t)

∀ t = 43,45, . . . ,48

Optimálńı hltnosti turb́ın

Na obrázćıch 6.36 a 6.37 jsou pro obě varianty vykresleny optimálńı hlt-
nosti jednotlivých turb́ın Vltavské kaskády za uvažované obdob́ı 12.-17. 10. 2015.
Přerušovaně jsou vyznačeny hltnosti turb́ın př́ısluš́ıćıch k nádrži Orĺık. Z obrázk̊u
je na prvńı pohled patrné, že vodńı elektrárny takzvaně špičkuj́ı, jak je běžné
v praxi. Tedy že jsou hltnosti turb́ın a tedy i výroba elektrické energie vysoké
v obdob́ı špičky (obdob́ı kolem 9. a 20. hodiny), kdy je vysoká cena elektřiny na
trhu, respektive vysoká poptávka po elektřině.

Vyšš́ı hltnosti turb́ın můžeme obecně pozorovat ke konci pracovńıho týdne,
nižš́ı hltnosti pak v sobotu 17. 10. 2015. V rámci uvažovaných variant úlohy
pozorujeme vyšš́ı hltnosti turb́ın v obdob́ı špičky ve 2. variantě, konkrétně jsou
patrné vyšš́ı hltnosti turb́ın nádrže Orĺık. V obdob́ı mimo špičku větš́ı rozd́ıly
mezi variantami nepozorujeme. Docháźı zde převážně k odtoku vody turb́ınami
za účelem udržeńı minimálńıho pr̊utoku pod př́ıslušnou nádrž́ı – vodorovné čáry
v grafech.

Všimněme si vysoké hltnosti jedné z turb́ın nádrže Orĺık 12. 10. 2015 při 2.
variantě v prvńı hodině ř́ızeńı. Zde určitě neńı cena elektřiny tak vysoká a bylo by
proto výhodněǰśı upustit vodu v pozděǰśıch hodinách, kdy je cena energie vyšš́ı.
Možným vysvětleńım by na prvńı pohled mohlo být, že je nutné vodu upustit
za účelem splněńı některých podmı́nek úlohy. To bychom však stejné upouštěńı
pozorovali i v př́ıpadě prvńı varianty.
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Obrázek 6.36: Optimálńı hltnosti turb́ın nádrže Orĺık (přerušovaně) a zbylých
nádrž́ı kaskády za uvažované obdob́ı 12.-17. 10. 2015 – prvńı část [m3/h]
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Obrázek 6.37: Optimálńı hltnosti turb́ın nádrže Orĺık (přerušovaně) a zbylých
nádrž́ı kaskády za uvažované obdob́ı 12.-17. 10. 2015 – druhá část [m3/h]

Připomeňme opět skutečnost, že počátečńı objemy úlohy ř́ızeńı pro 12. 10.
2015 vycháźı pro obě varianty z ř́ızeńı kaskády ve stávaj́ıćı podobě. Tedy při ř́ızeńı
v předchoźıch dnech úloha nepoč́ıtala s možnost́ı přečerpáváńı na Orĺıku. Jak
bude patrné z optimálńıch hltnost́ı přečerpávaćıch stanic, které prezentujeme ńıže,
docháźı od 3. do 6. hodiny v nádrži Orĺık k přečerpáváńı. Je tedy pravděpodobné,
že si model potřebuje odpustit vodu, aby mohl ve 3. hodině zač́ıt s čerpáńım, které
se jev́ı jako výhodné. Jelikož očekávaná cena elektřiny ve 2. hodině je nižš́ı než
cena elektřiny v 1. hodině, docháźı k odpuštěńı celého potřebného množstv́ı vody
právě v 1. hodině.

Výsledné hltnosti turb́ın doplńıme dále o optimálńı hodnoty odtok̊u spodńımi
výpustmi jednotlivých nádrž́ı kaskády, které jsou vykresleny na obrázku 6.38. Ze
spodńıch výpust́ı všech nádrž́ı docháźı k jejich využit́ı pouze v př́ıpadě nádrže
Lipno 2 a to konkrétně 14. 10. 2015 – varianta 2, a 15. 10. 2015 – varianta 1
a 2. Předně doplňme, že k odtoku vody nedocháźı v době, kdy je očekávána
cena elektřiny záporná. V hodiny, ve které jsou spodńı výpusti v provozu, a také
v okolńıch hodinách je hltnost jediné turb́ıny nádrže Lipna 2 rovna své maximálńı
hodnotě. K odtoku spodńımi výpustmi tedy zřejmě docháźı za účelem splněńı
některých podmı́nek úlohy.

Obrázek 6.38: Optimálńı odtoky spodńımi výpustmi jednotlivých nádrž́ı Vltavské
kaskády za uvažované obdob́ı 12.-17. 10. 2015 [m3/h]
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Optimálńı hltnosti přečerpávaćıch stanic

Na obrázćıch 6.39 a 6.40 jsou uvedeny optimálńı hltnosti přečerpávaćıch stanic
kaskády za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 pro obě varianty. Z obrázk̊u je patrné, že
k čerpáńı docháźı v obdob́ı mezi 23. a 6. hodinou, tj. v obdob́ı ńızké ceny elektřiny.
V sobotu 17. 10. 2015, kdy je obecně očekávána nižš́ı cena elektřiny než v pracovńı
den, docháźı nav́ıc při 2. variantě k přečerpáváńı na Orĺıku mezi 14. a 18. hodinou,
tedy v obdob́ı mezi dopoledńı a večerńı špičkou.

Všimněme si, že hltnosti přečerpávaćıch stanic na Orĺıku se pohybuj́ı nad hod-
notou 400000 m3/h. Konkrétně se jedná o hodnotu 415800 m3/h představuj́ıćı
zároveň maximálńı hltnost přečerpávaćıch stanic Orĺıku. Obě přečerpávaćı sta-
nice na Orĺıku jsou tedy v př́ıpadě 2. varianty plně využ́ıvány. Přečerpáváńı na
Štěchovićıch 2 je pak při 2. variantě využ́ıváno o něco méně než při variantě 1.

Obrázek 6.39: Optimálńı hltnosti přečerpávaćıch stanic kaskády za uvažované
obdob́ı 12.-17. 10. 2015 – prvńı část [m3/h]
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Obrázek 6.40: Optimálńı hltnosti přečerpávaćıch stanic kaskády za uvažované
obdob́ı 12.-17. 10. 2015 – druhá část [m3/h]

Shrnut́ı výsledk̊u

Shrneme-li výsledky ř́ızeńı Vltavské kaskády za obdob́ı 12.-17. 10. 2015, jev́ı
se možnost přečerpávańı na Orĺıku v porovnáńı se stávaj́ıćı podobou Vltavské
kaskády jako ziskověǰśı. A to jak v př́ıpadě zisku z využit́ı vodńı energie, tak
i při odečteńı ceny použité vody. Rozd́ıl v pr̊uběhu objemů vody v jednotlivých
variantách pozorujeme nejv́ıce u nádrž́ı Orĺık a Kamýk, mezi kterými prob́ıhá
při variantě 2 přečerpáváńı. Dı́ky přečerpáváńı je při variantě 2 v nádrži Orĺık
v druhé polovině uvažovaného obdob́ı zadržováno méně vody.

Z hlediska splněńı podmı́nek ze sdruženého pravděpodobnostńıho ome-
zeńı se jev́ı za uvažované obdob́ı lepš́ı varianta 2. Konkrétně je množina
časových okamžik̊u, ve kterých byly porušeny podmı́nky ze sdruženého
pravděpodobnostńıho omezeńı při 2. variantě, podmnožinou množiny
časových okamžik̊u, ve kterých byly porušeny podmı́nky ze sdruženého
pravděpodobnostńıho omezeńı při 1. variantě.

V rámci uvažovaných variant úlohy pozorujeme vyšš́ı hltnosti turb́ın v obdob́ı
špičky ve 2. variantě, konkrétně jsou patrné vyšš́ı hltnosti turb́ın nádrže Orĺık.
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V obdob́ı mimo špičku větš́ı rozd́ıly v hltnosti turb́ın mezi variantami nepozoru-
jeme. K odtoku vody spodńımi výpustmi nádrž́ı, konkrétně se jedná pouze o Lipno
2, docháźı při ř́ızeńı jen minimálně. V př́ıpadě 2. varianty jsou přečerpávaćı stanice
na Orĺıku plně využ́ıvány, přičemž přečerpáváńı na Štěchovićıch 2 je využ́ıváno
o něco méně než při 1. variantě.

Na základě výsledk̊u ř́ızeńı Vltavské kaskády za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 se jev́ı
možnost přečerpáváńı na Orĺıku jako vhodná. Pro celkové posouzeńı výhodnosti
projektu by však bylo potřeba zpracovat studii založenou na dlouhodoběǰśıch
výsledćıch úlohy ř́ızeńı.
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Závěr

V práci jsme se zabývali krátkodobou stochastickou optimalizačńı úlohou
pro problém ř́ızeńı soustavy vodńıch nádrž́ı. Náhodnou složku modelu jsme
předpokládali v ceně elektrické energie na trhu a ve vněǰśıch př́ıtoćıch sou-
stavy. Úlohu jsme formulovali jako smı́̌sený celoč́ıselný model se sdruženým
pravděpodobnostńım omezeńım.

Ćılem sestavené úlohy ř́ızeńı bylo maximalizovat zisk představuj́ıćı rozd́ıl cel-
kové očekávané ceny energie vyrobené turb́ınami a celkové očekávané ceny energie
použité k přečerpáváńı, přičemž jsme dále odeč́ıtali cenu použité vody. Podmı́nky
úlohy byly stanoveny tak, aby splňovaly hlavńı účely vodohospodářské soustavy
z praktické části práce. Postupně jsme formulovali podmı́nky na ř́ızeńı soustavy
včetně dodatečné podmı́nky reverzńıch turb́ın, podmı́nku na odtok vody z nádrže,
podmı́nku rovnováhy, podmı́nky na omezeńı objemu vody v nádrž́ıch, podmı́nky
pro kategorizováńı objemu vody v nádrž́ıch a podmı́nku podp̊urné služby. K se-
stavené úloze jsme formulovali také několik alternativńıch model̊u.

Dále jsme představili možnost aproximace pravděpodobnostńıho rozděleńı
náhodné složky modelu pomoćı diskrétńıho rozděleńı nabývaj́ıćıho konečného
počtu hodnot, takzvaných scénář̊u. Náhodné vněǰśı př́ıtoky jsme modelovali
jako vektorovou časovou řadu pomoćı modelu vektorové autoregrese. K mode-
lováńı náhodné ceny elektřiny na trhu jsme použili multiplikativńı sezónńı pro-
ces. Na základě zkonstruovaných model̊u a jejich předpověd́ı jsme vygenero-
vali scénářový strom. Pomoćı scénář̊u jsme poté sestavenou úlohu se sdruženým
pravděpodobnostńım omezeńım převedli na deterministickou úlohu smı́̌seného
celoč́ıselného lineárńıho programováńı.

Abychom při krátkodobém ř́ızeńı zamezili maximálńımu využit́ı vody, která
by mohla být potřebná v budoucnu, zabývali jsme se dále oceněńım vody v jed-
notlivých nádrž́ıch. Byl zformulován jednoduchý sezónńı deterministický model
pro oceněńı vody uskladněné v jednotlivých nádrž́ıch, který vycházel z vhodně
agregované úlohy krátkodobého ř́ızeńı. Ceny vody v nádrž́ıch soustavy jsme pak
odhadli jako duálńı proměnné k rovnićım rovnováhy. Byl také prezentován postup
odhadu cen vody kategorizovaných v závislosti na objemu vody v nádrži.

V praktické části práce byla sestavená úloha ř́ızeńı vodohospodářské soustavy
aplikována na soustavu vodńıch nádrž́ı na řece Vltavě – Vltavskou kaskádu.
Kromě úlohy ř́ızeńı Vltavské kaskády ve stávaj́ıćı podobě je v praktické části
řešena také možnost přečerpáváńı na vodńım d́ıle Orĺık. Reálná data byla po-
skytnuta společnost́ı ČEZ, a. s. a podnikem Povod́ı Vltavy, s. p. Optimalizačńı
horizont úlohy ř́ızeńı s hodinovým krokem jsme stanovili na dva dny, přičemž
jsme brali výsledky pouze za prvńıch 24 hodin. Po 24 hodinách jsme na základě
nových pozorováńı přepoč́ıtali skutečné hodnoty a začali s novou úlohou ř́ızeńı.

Ke konstrukci scénář̊u byl využit program R (R Core Team, 2016). Celkem
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jsme na každé optimalizačńı obdob́ı zkonstruovali 64 scénář̊u ceny elektrické ener-
gie a stejný počet scénář̊u vněǰśıch př́ıtok̊u. Jak se později ukázalo ve výsledćıch
úlohy ř́ızeńı, zkonstruované scénáře ceny elektřiny skutečnou cenu sṕı̌se podhod-
nocuj́ı.

Sezónńı úlohu oceňováńı vody uskladněné v nádrž́ıch Vltavské kaskády jsme
řešili v programu GAMS (GAMS Development Corporation, 2013). Pomoćı
duálńıch proměnných jsme odhadli ceny vody ve stanovených kategoríıch pro
každou z nádrž́ı Vltavské kaskády.

V programu GAMS byla řešena také krátkodobá úloha ř́ızeńı Vltavské
kaskády. Výsledky jsme prezentovali za obdob́ı 12.-17. 10. 2015. Možnost
přečerpávańı na Orĺıku se v porovnáńı se stávaj́ıćı podobou Vltavské kaskády
jev́ı jako ziskověǰśı. Přečerpáváńı na Orĺıku se zdá být lepš́ı také z hlediska
splněńı podmı́nek ze sdruženého pravděpodobnostńıho omezeńı. Při této vari-
antě pozorujeme vyšš́ı hltnosti turb́ın v obdob́ı špičky, v obdob́ı přečerpáváńı
jsou přečerpávaćı stanice na Orĺıku plně využ́ıvány. Na základě výsledk̊u ř́ızeńı
Vltavské kaskády za obdob́ı 12.-17. 10. 2015 se jev́ı možnost přečerpáváńı na
Orĺıku jako vhodná.
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a Skupina ČEZ. [pdf]. [cit. zář́ı 2015]. Dostupné z: https://www.cez.cz/
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kaskády za uvažované obdob́ı 12.-17. 10. 2015 [m3/h] . . . . . . . 95
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trhu za obdob́ı 1. 1. 2011 až 18. 10. 2015 [e/MWh] . . . . . . . . 72

6.4 Odhady ceny vody ročńı úlohy oceňováńı Vltavské kaskády pro
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