Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Martin Raska

Univerzalni metrické prostory

Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. Miroslav Husek, DrSc.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecna matematika

Praha 2015






Dékuji vsem pedagogtim, jejichz vyuky jsem se dosud mohl Gcastnit. Zvlasté dekuji
prof. Miroslavu Huskovi, ktery mi umoznil vénovat se predkladanému tématu a vedl
mé pii praci. Dékuji rodiné za dvéru a finanéni podporu.



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou praci vypracoval samostatné a vyhradné s po-
uzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdrojii.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze za-
kona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost, ze

Univerzita Karlova v Praze méa pravo na uzavreni licen¢ni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V Praze dne 30. ¢ervence 2015 Martin Raska



Nézev prace: Univerzalni metrické prostory
Autor: Martin Raska
Katedra: Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. Miroslav Husek, DrSc., Katedra matematické
analyzy

Abstrakt: Predkldadana prace se zabyva vlastnostmi izometrickych vnofeni metrickych
prostorit do Urysohnova univerzalniho prostoru U (P.S. Urysohn, 1927) a jeho zobec-
néni (M. Katétov, 1988). Zkouméni mnohych metrickych vlastnosti prostoru U pfechézi
na otazku rozsititelnosti vnoreni ¢: M — U z podprostoru M jistého prostoru P na vno-
feni &: P — U. K této otazce zde v situaci P = M U{p} pfistupujeme v jemné&jsi podobé.
Znaci-li ¢ vnofeni M — U, ozna¢me symbolem R, mnoZinu obrazti bodu p v U pfi vSech
moznych izometrickych rozsifenich vnofeni ¢ (R, nazyvame prostorem realizaci). Hlavnim
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of extendability of the embedding ¢: M — U from a subspace M of a space P onto
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form. If ¢ denotes an embedding M — U, let R, denotes the set of images of the point p
in U under all possible isometric extensions of the embedding ¢ (we call R, the space
of realizations). The main objective of this thesis is answering the following question:
Which forms do the spaces R, assume, if ¢ passes all embeddings of the space M into
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Uvod

Predkladana prace se zabyva vlastnostmi vnofeni metrickych prostort do Ury-
sohnova univerzalniho metrického prostoru U sestrojeného P. S. Urysohnem v roce
1924 (se spocetnou hustotou) a zobecnéného M. Katétovem pro hustoty kardinality x
splitujici rovnost kK = K<".

Zkoumani mnohych metrickych vlastnosti prostoru U vede na otéazku rozsititel-
nosti vnoteni ¢: M — U z podprostoru M jistého prostoru P na vnoteni ¢: P — U.
Sestrojovanim takového rozsiteni ,bod po bodu* prechazime do situace P = MU{p},
kterou se zde budeme prevazné zabyvat, a to z pohledu hledani podminek prostoru
P, za kterych takové rozsiteni 1 existuje pro vSechna vnoreni .

Méjme metricky prostor M U {p}. Znadi-li ¢ vnoteni prostoru M do prostoru U,
ozna¢me symbolem R, mnozinu obrazii bodu p pifi vSech moznych izometrickych
rozsifenich vnoreni ¢ do bodu p s hodnotou v U. Vnofeni ¢ lze izometricky rozsitit
do bodu p s hodnotou v U, pravé kdyz je podprostor R, prostoru U neprazdny.
Hlavnim pfedmétem prace je feseni nasledujici otazky:

Otazka. Jakych podob nabyvaji podprostory R,, prochazi-li ¢ vSechna vnofeni
prostoru M do prostoru U?

Otéazku zodpovime metrickou charakterizaci souboru {R,: ¢: M — U} po-
danou v disledku 1 (str.20) a vété3 (str.25) ve II. ¢asti prace. Potfebné pojmy
jsou zavedeny v ¢asti I — rozsifujici funkce (definice 2), jejich realizace v prostorech
(definice 4), pfenos rozsifujicich funkei izometriemi (definice 6) a vlastnost skorour-
Citelnosti rozsifujici funkce (definice 7).

Dvé vnoteni ¢,v: M — U nazveme metricky ekvivalentni, jestlize existuje izo-
metrie © prostoru U takova, ze 1) = ©o . V &asti 111 (véta4) uréime na zdkladé
predchozich vysledkii pocet tiid této ekvivalence.

Otézku existence univerzalniho separabilniho prostoru polozil M. Fréchet!. T4ze

se, zda existuje metricky prostor U s nasledujicimi vlastnostmi:
(i) U je separabilni,

(i) kazdy separabilni metricky prostor lze izometricky vnofit do prostoru U.

Urysohn (1927) odpovida na Fréchetovu otazku kladné sestrojenim metrického
prostoru U spliiujiciho (i) a (ii), a dale takového, ze

(iii) kazdou izometrii mezi koneénymi podmnozZinami prostoru U lze rozsifit na
izometrii celého prostoru,

(iv) prostor U je tplny.

Pozdéjsi pozornost k tomuto prostoru pfitahla silné vlastnost homogenity (iii),
kterd je ve spojeni s ostatnimi podminkami zdrojem rady dalSich pozoruhodnych
vlastnosti. Vedle mnohyjch vysledkii Urysohn ponechava oteviené dveé otazky:

fOkolnosti vzniku Urysohnovy prace a dalsi historické souvislosti jsou popsany v (Husek, 2008).



1. Existuje metricky prostor s vlastnostmi (ii) a (iii), ktery neni aplny?

2. Je prostor U homogenni (v pojeti podminky (iii)) viéi vétsi tfidé podprostort,
nez konec¢nych?

Prvni otdzku zodpovida kladné M. Katétov (1988, véta IV) pfi rozpracovani nové
metody konstrukce univerzalnich homogennich prostori.

Druhou otdzku Urysohn dopliuje (1927, tvrzeni XII, str. 87) pfikladem dvou
nespocetnych izometrickych podmnozin prostoru U, které na sebe nelze zobrazit
zadnou izometrii prostoru U. Zapornou odpovéd pro spocetné podprostory dava
S. Mréwka (1953). Totéz pro spocetné uzaviené podprostory ukazuje G.E. Hu-
hunaisvili (1955), a ptridavad kladnou odpovéd pro totalné omezené podprostory.
J. Melleray(2007) ukazuje, Ze je predpoklad totalni omezenosti nejlepsi mozny. Sil-
néjsi odpoved a jeji zobecnéni pro Urysohnovy prostory s hustotu x > Ny podame
na konci III. ¢asti.

V préci jsem vychézel predevsim z praci Urysohna (1927) a Huhunaisviliho (1955).
Vysledek a otdzka v druhé z praci — otazka presného vymezeni homogenity pro-
storu U — byla jednim z podnéti k vysledkiim v II. ¢asti. Pozdéji jsem se seznamil
s praci Melleraye (2007), kde jiz byla tato otazka v separabilnim piipadé vyfeSena.
Rozsiteni odpovédi na prostory vyssi hustoty neni tézké, vzhledem ke Katétovove
charakterizaci pfislusnych kardinéla (viz vétu nize).

Pojmy univerzality a homogenity definujeme v nésledujicim tvaru.

Definice 1.7 Mé&jme nekoneény kardinal x a d € [0, 00]. Metricky prostor U
nazveme

1. <k-unwwverzdlni diametru d, jestlize diamU < d a pro kazdy metricky pro-
stor P, card P < k, diam P < d, existuje vnoreni prostoru P do prostoru U,

2. <k-volné <k-univerzdalni diametru d, jestlize diam U < d a pro kazdy metricky
prostor P, card P < k, diam P < d, lze kazdé vnofeni ¢p: K — U, kde K € [P]<",
rozsitit na vnoreni ®: P — U;

3. <k-homogenni, jestlize pro kazdé dva podprostory K,L € [P|<" lze kazda
izometrie p: K — L rozsifit na izometrii ®: U — U;

4. Urysohniv univerzdlni prostor hustoty k a diametru d, jestlize je uplny, <k-uni-
verzalni diametru d, <x-homogenni a dU < k.

Existence Urysohnova prostoru a jeho ekvivalentni podminky pochazi v separa-
bilnim ptipadé od Urysohn, pro vyssi hustoty vysledky rozsitil Katétov.

Véta (Katétov, 1988, Theorems I, IT and III).
Méjme nekonecny kardindl k a d € (0,00]. Potom Urysohniv univerzdlni prostor
hustoty k a diametru d ezistuje pravé kdyz k spliuje rovnost k = k<%. Existuje-li,
je urcen jednoznacné az na izometrii.

tZcela nezvykle v této definici pfipoustime d = 0 a oznacujeme jednobodovy prostor Urysohno-
vym univerzalnim prostorem hustoty x a diametru 0. Navzdory nesouladu hustoty bude takova
definice uzite¢na ve vété 1 a dusledku 1.



Tvrzeni 1. (Katétov, 1988, Lemma 2.9) Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, o0
a metricky prostor U. Jestlize U je <k-univerzdalni diametru d a <k-homogenni,
potom je <k-volné <k-univerzdlni diametru d.

Tvrzeni 2. (Katétov, 1988, Lemma 2.9, Proposition 2.6)
Méjme nekonecny kardindl k, d € [0,00] a uplnyg metricky prostor U hustoty <k.
Potom U je <k-univerzalni diametru d a <k-homogenni prave kdyZ je <rk-volné
<k-univerzdlni diametru d.

Pojmy uzité v nasledujicim tvrzeni jsou definovany na stranach 5 a 7.

Tvrzeni 3. (Katétov, 1988, Corollary 2.3) Méjme nekonecény kardindl k,
d € [0,00] a metricky prostor U diametru < d. Potom U je <rk-volné <k-univer-
zdlni diametru d pravé kdyz pro kazdy podprostor K € [U|~" a kaZdé f € E(K),
f <d, existuje u € U realizugici rozsirugict funkci f.

Zakladni pojmy a znaceni

Zaklady teorie mnozin s axiomem vybéru — Ordinalni ¢isla znacime «, 3, (, &,
kardindlni ¢isla (tj. pocatecni ordindlni ¢isla) znacime k, pu; card A zna¢i mohut-
nost mnoziny A a [A]<" = {B C A: card B < k}; cfk znadi kofinalitu kardindlu x
a k<" =sup{r": u < K}.

Ziklady teorie metrickych prostori — Pripoustime metricky prostor na prazdné
mnozin€é. Vnofenim rozumime izometrické zobrazeni. [zometrii rozumime vnofeni
které je bijekci. Diametr, hustotu a zuplnéni prostoru M znacime cl M, diam M
a compl M; uzavér podmnoziny K C M znac¢ime d M.

Mnozinu vSech vnofeni prostoru M do prostoru P znacime [M, P|, mnozinu
izometrii prostoru M znac¢ime Iso(M).

Podmnozina K metrického prostoru (M, p) je e-sit (¢ > 0), jestlize

Vme M: 3k € K: p(m, k) <e.

Prostor M je k-prekompaktni (k nekoneény kardindl), jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje e-sit K € [M]<".

Je-li ® vnofeni, pak u funkéni hodnoty nékdy vynechavame zavorky, to jest
zna¢ime ®m namisto ®(m).

V textu se odkazujeme na nasledujici dvé tvrzeni.

Tvrzeni 4. Méjme metrické prostory P a @, hustou éast P C P a vnoveni
V' Pl — Q. Je-li je prostor Q) uplny, potom existuje pravé jedno vnoteni: P — @
roz§irujici vnoreni 1.

Tvrzeni 5. Méjme metrické prostory P a Q), ordindl &, soubor podprostori pro-
storu P (D¢: ¢ < &) a soubor vnoteni (v¢: Do — Q: ¢ < §). Jestlize pro kaZdé

¢ <& < &jeype C g, potom e == e Y¢ je vnoteni prostoru Dg := |, D¢
do prostoru ().






I. Uvedeni pojmu

(A) Rozsifujici funkce metrického prostoru

Uvedeni. Ustfedni postaveni v této praci zaujiméa pojem jednobodového me-
trického rozsiteni N metrického prostoru M, to jest metrického prostoru N D M,
kde card(N \ M) = 1. Tato rozsifeni N = (M U {p}, p) jsou az na volbu rozsifujictho
bodu p jednoznac¢né reprezentovana funkcemi M — R: m — p(p, m).

Definice 2.7 Mé&me metricky prostor M = (M, p). Funkci f: M — R nazveme

vvvvv

|f(p) = f(@D] < p(p,a) < f(p) + fa)-

Rozsifujici funkci f nazveme vlastni, jestlize pro kazdé p € M je f(p) > 0; v opacném
ptipadé nazveme f nevlastni. Symbolem |f| zna¢ime ¢islo

f] = supio oy {(m): m € M} € [0, 00,
Mnozinu v8ech rozsifujicich funkei prostoru M znac¢ime E(M), presnéji E(M, p).

Tvrzeni. Méjme metrické prostory N C M a f € E(M).
(i) Funkce f je nezdapornd,

(ii) fIv € E(N).

Diikaz. Vlastnosti jsou primym dtsledkem definice a budeme je v textu prace
uzivat bez odkazu. Q.E.D.

Definice 3. Mé&jme metricky prostor M. Symboly d,,, dy; znacime funkce

dy: E(M) x E(M) — [0, <]

(s 9)  supgg{lfim) —g(m)[:me M}
dar: E(M) x E(M) — [0, 00]

(f. g) = infu{f(m)+g(m): me M}.

Umluva 1. Mé&me metrické prostory (M, p), (N, o) a funkce f,g € E(M, p) N
E(N, o). Potom je jisté¢ M = N (= dom f = domg). Zatimco mnoziny E(M, p)
a E(M, o) mohou byt rtzné, funkce d; ) a d(ys ) (dar,p) @ d(ar,0)) maji na priniku
svych definiénich oborti funkéni hodnoty shodné, nebot na metrikich p a o neza-
visi. Z toho duvodu, zajimaji-li nas pouze funkéni hodnoty, budeme index prostoru

vynechavat:
d(.ﬁ g) = Q(M,p)(.ﬁ g) = d(M,O’)(f? g)u
a(f) g) = a(M,p)(f) g) = a(M,a)(fv g)

 Rozsifujici funkce jsou také oznacovany jako Katétovova zobrazend, viz (Melleray, 2007, 2008).
Reprezentaci jednobodovych metrickych rozsifeni souborem (p(p,m): m € M) uzival jiz Urysohn.
Katétov (1988) uzil mnoziny rozsifujicich funkei jako zaklad pro konstrukci univerzélnich prostori.




Tvrzeni 6. Méjme metricky prostor M a f,g,h € E(M). B
(i) Je-li M =0, potom f = g je prdazdné zobrazeni a d(f,g) =0, d(f, g) = oo;
(i) jestlize M # 0, potom je
0<d(f,g9) <d(f,9) <
(iil) je-li d € [0,00] a f,g < d, potom d(f,g) < d;
(iv) jestlize je K C M, potom

d(flx,9lx) <d(f.g),  d(f.9) <d(fIx, 91K);

(v) funkce d, a je-li M # 0, pak také d, jsou symetrické;
(vi) je-li M # 0, plati nerovnost

[d(f,9) — d(f,h)| < d(g,h);
(vii) funkce d, a je-li M # 0, pak také d, spliiuji trojihelnikovou nerovnost;
(viii) funkce d,, je metrikou na mnoziné E(M).

Diikaz. (i) Podle definice 3 je
d(fa g) = Sup[O,oo] @ = 07 a(fa g) = inf[O,oo} @ = Q.

(ii) Uvazujme libovolné p,q € M. S uzitim vlastnosti rozsifujici funkce (def. 2)
dostavame

0 <|f(p) —g@)| < |f(p) — pp, @) + |p(p, @) — 9(p)| < f(q) + 9(q).

Prechodem k supremu pres vSsechna p € M a prechodem k infimu pfes vsechna
q € M obdrzime nerovnosti 0 < d(f,g) < d(f, g). Protoze M # (), existuje p € M
a dostavame d(f, g) < f(p) + g(p) < co.

(iii) Pro kazdé p € M z odhadu 0 < f, g < d plyne

|f(p) — 9(p)| < max{f(p),g(p)} <d,

prechodem k supremu obdrzime d(f, g) < d.

(iv) Na levé (pravé) strané prvni (druhé) nerovnosti pocitdme supremum (infi-
mum) z mensi mnoziny nez na strané protéjsi.

(v) Rovnosti plynou pfimo z definice.

(vi) Pro kazdé p € M s uzitim nerovnosti |g(p) — h(p)| < d(g, h) odhadneme

f®) +9(p) < f(p) +hp) +d(g,h),  f(p) + hlp) < f(p) +9(p) +d(g,h).

Prechodem k infimu pies vSechna p € M obdrzime nerovnosti

d(f.9) <d(f,h) +d(g,h), d(f,h) <d(f,9) +d(g,h).

Protoze dle (ii) jsou vSechna ¢isla kone¢na, tipravou dostdvame tvrzenou nerovnost.
(vii) Nerovnosti pro funkci d obdrzime z odhadu

[f(p) = 9@)| < |F(p) = h(p) + [1(p) — 9(p)| < d(f; h) +d(h, g)
piechodem k supremu pfes viechna p € M. Je-li M # (), nerovnost pro funkci d
plyne z (vi) a (ii).

(viii) Kone¢nost funkce dostavame z (i) a (ii). Pro f # ¢ obdrzime z definice 3
nerovnost d(f, g) > 0. Zbyvajici je tvrzeno v (v) a (vii). (zobrazeni d,, je definovano
vzorcem pro obvyklou supremovou metriku). Q.E.D.

)
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Umluva 2. Uvazujme metricky prostor M. Podle bodu (viii) ptedchoziho tvr-
zeni je (E(M),d,,;) metricky prostor. Kdykoli budeme dale mluvit o metrickych
pojmech na E(M), uvazujeme vzdy na této mnoziné uvedenou metriku d,,.

Poznamka. Zkoumani vlastnosti prostoru (E(M),d) zapocal Katétov (1988),
jehoZ metody byly (s rtiznymi obménami) pozdéji uzity k ziskani fady vyznamnych
vysledkt. Pro ptiklad uvedme (Uspenskij, 1990).

Tvrzeni 7. Méjme metricky prostor (P,p), M C P a p € P. Potom zobrazeni
ep: M — R:m — p(p,m)
je rozsirujici funkci prostoru M.
Diikaz. Podminka definice 2 pro e, plyne pfimo z vlastnosti metriky p.  Q.E.D.

Definice 4. Mé&jme metricky prostor (P, p) a podprostor M C P.
1. Symbolem ext}; zna¢ime zobrazeni

exth: P—=>E(M):p—e,
(zobrazeni e, definovano v pfedchozim tvrzeni), to jest zobrazeni definované vztahy
extf; (p)(m) = p(p,m),  peP,meM.

2. M&jme dale f € E(M) ap € P. Rekneme, Ze bod p realizuje rozsivujici funkci f
(v prostoru P), jestlize
f =exth (p).
3. Mé&jme opét f € E(M). Prostorem realizaci f v prostoru P rozumime pod-
prostor (extl’j,)*l( f) prostoru P.

Tvrzeni 8. Méjme metrické prostory M C N C P CQ abodp € P.
Potom platt

(i) ext$ (p) = exty (p);

(ii) exth (p)lm = exth; (p);

(iii) je-li ddle ¢ € P a znacime-li P = (P, p), potom

d(ext; (p), extf (q)) < p(p, q) < d(ext (p), extf (q)),

zejmeéna je zobrazeni exth, : P — E(M) 1-lipschitzovské, tedy spojité (viz umluvu 2);
(iv) (Fréchet, Kuratowski) zobrazeni extii: M — E(M) je vnotent prostoru M
do prostoru E(M).

Diikaz. Rovnosti (i) a (ii) obdrzime pfimo z definice. Dale znac¢ime P = (P, p).
(iii) Pro kazdé m,n € M pro metriku p plati

lp(p, m) — p(g,m)| < p(p,q) < p(p,n) + p(g,n).

Pfechodem k supremu (infimu) pfes vSechna m € M (n € M) s uzitim definic 4 a3
obdrzime tvrzené nerovnosti.
(iv) Vzhledem k pfedchozi ¢asti zbyva pro m,n € M uéinit odhad (def. 3a4)

d(extdf (m), extdf (n)) > |extlf (m)(n) — extdi(n)(n)| = p(m,n). QE.D.



Uvedeni. Nésleduji dvé tvrzeni o rozsifitelnosti funkee f € E(M) na funkei h €
E(M U {p}). Tvrzeni 10 udavéa postacujici podminku pro hodnotu h(p), z tvrzeni 9
plyne, zZe je tato podminka téz nutna.

Tvrzeni 9. Méjme metricky prostor M, podprostor K C M, funkci g € E(M)
a bod m € M. Potom plati
d(exty (m), glx) < g(m) < d(ext(m),glx).
Jestlize je navic m € K, potom v predchozim vztahu nastdvaji rovnosti.
Diikaz. Znacime M = (M, p). Pro kazdé k € K podle definic 4 a 2 dostavame
[extiy (m)(k) — g(k)| = |p(m. k) — g(k)| < g(m).
extit (m)(k) +g(k) = p(m, k) +g(k) = g(m).
Pfechodem k supremu (infimu) pfes vSechna k£ € K v prvnim (druhém) odhadu
obdrzime prvni (druhou) tvrzenou nerovnost (viz def. 3).

Je-li navic m € K, potom z rovnosti exty (m)(m) = p(m,m) = 0 a definice 3
dostavame odhady

g(m) =lexti (m)(m) — g(m)| < d(exty (m), glx),
g(m) = exti (m)(m) + g(m) > d(exty(m), glx),
které spolecné s predchozim dokazuji druhou ¢ast tvrzeni. Q.E.D.

Tvrzeni 10. Méjme metricky prostor P, podprostor M prostoru P, rozsirujict
funkci f € E(M) a bod p € P. Oznacme e := exty, (p) € E(M).

Jestlize ¢ € R lezi v intervalu [Q(f, e),d(f, e)}, potom lze [ roz$irit na funkci
h e E(MU{p}) tak, Ze h(p) = c.

Diikaz. Znacime P = (P,p), M' := M U {p}. Pfedné, je-li p € M, potom
z predchoziho tvrzeni (znaceni M souhlasi, dale volime K := M, g := f, m := p)
a tvrzeni 6 (v) dostavame rovnosti d(f,e) = f(p) = d(f,e) a z piedpokladu o ¢
plyne ¢ = f(p). MiZzeme tedy definovat funkci h: M’ — R rovnostmi

h(m) = f(m), m € M,
h(p) = c.
Zbyva ukazat h € E(M'). K tomu je tfeba ovétit (def.2) pro kazdé u,v € M’
nerovnosti
[h(u) = h(v)| < p(u,v) < h(u) + h(v). (1)
Ze vztahu h O f a f € E(M) dostavame platnost (1) pro kazdé u,v € M.
Pro u = v = p vyplyvaji nerovnosti z odhadu 0 < d(f,e) < ¢. Ve zbyvajicim
ptipadé staci, s ohledem na symetri¢nost (1) v u, v, uvazovat v =p a v =m € M.
Potom, vzhledem k definici h a rovnosti p(p, m) = ext}; (p)(m) = e(m), podminka (1)
nabyva podoby
e = f(m)| < e(m) < c+ f(m),

kterd je ekvivalentni nerovnostem

[f(m) —e(m)| < ¢ < f(m) + e(m).

a plyne z podminky pro ¢ pfi uziti definice 3. Q.E.D.
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Uvedeni. Protoze dle &sti (i) a (ii) tvrzeni 6 je vzdy [d(f,e),d(f,e)] NR # 0,
kazda funkce f € E(M) lze pouzitim pfedchoziho tvrzeni transfinitni rekurzi rozsitit
na funkci f € E(P) pro libovolny metricky prostor P, P O M. V nésledujicim
zavedeme urcitd vyznacnd, rovnomérnd, rozsiteni funkci z E(M) na funkce z E(P).

Definice 5. Mé&jme metrické prostor ) # M C P, funkci f € E(M) a A € [0, 1].
Symboly €7f, e?f a el f znac¢ime funkce P — R definované rovnostmi
& f(p) = d(f,extf (p)),
e’f(p) = d(f, extf; (p)), peP.
exf(p) = A8 (p)+ (1= A)-e"f(p),
Tvrzeni 11.7 Méjme metrické prostory ) # M C P, f € E(M) a X € [0,1].
(i) Potom eXf je 1-lipschitzovskd funkce rozsitugici funkci f;
(i) jestlize X € [1,1], potom eff € E(P).
Dikaz. Znacime P = (P, p). (i) Pro m € M podle tvrzeni9 je

Q(f, extff(m)) = f(m) = a(f, extf/,(m)),
a tedy dle definice 5 ziskame ef (m) = Af(m) + (1 — X) f(m) = f(m).

Uvazujme déle libovolné p,q € P a oznacme g := exth;(p), h = exty(q).
Podle definice 5, tvrzeni 6 (vi) (resp. tvrzeni 6 (vii)) a tvrzeni 8 (iii) dostavame
&7f(p) —e"f(q)| = |d(f.9) — d(f, k)| < d(g,h) < p(p,q),

e"f(p) — e"f (@)l = d(f, 9) — d(f, )| < d(g,h) < p(p,9)-

Funkce €7f, ePf jsou tedy 1-lipschitzovské a taktéz jejich konvexni kombinace e} f.
(ii) Uvazujme libovolné p,q € P a opét oznacme ¢ := exti (p), h := exti;(q).
Vzhledem k ¢asti (i) a definici 2 zbyva ukazat nerovnost

el (p) +eX(q) > p(p,q). (2)

V pripadé A = 1 je elf = €°f a nerovnost (2) obdrzime z definice 5, ¢asti
(v) a(vil) tvrzeni 6 a z tvrzeni 8 (iii) odhadem

ef(p) +e°f(q) = d(f,9) +d(f,h) > d(g,h) = p(p,q).

V pifpadé A = 3 je eff = 1€°f + S e"f a nerovnost (2) obdrzime z definice 5,
upravou a dale z ¢asti (v) a (vi) tvrzeni 6 a z tvrzeni 8 (iii) odhadem

2(eff(p) +eXf(q)) = d(f,9) +d(f,9) +d(f, ) +d(f, h) =
= (d(f,9) +d(f. h)) + (d(f. h) +d(f.9)) = 2d(g,h) > 2p(p, q).

V obecném piipadé polozme v := 2\ — 1 € [0, 1]. Potom je 1 — v = 2(1 — \),
A=7+3(1—7)a(l—A) =3(1—7)adostavame

ff =A-&f+(1=N)-ef=7-&f+(1—9)(5-&f+3-ef)

Protoze funkce eff, N € {1,1}, spliuji nerovnost (2), tutéz vlastnost mé i jejich
konvexni kombmace exf. Q.E.D.

t Rozsifeni eff pro A = 1 je v literatufe Siroce uzivané, viz (Urysohn, 1927) a piedevsim
(Katétov, 1988) a prace navazujici. Oznacovano je jako Katétovovo rozsirent.
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Tvrzeni 12. Mé&me metrické prostory § # M C P a X € [0,1].
(i) Méjme ddle funkce f,g € E(M). Jestlize eXf, exg € E(P), potom
d(eff.efg) < d(f, 9),
(ii) (Katétov, 1988, A = 1)1 je-li A € [1, 1], potom zobrazeni
el: E(M) — E(P): f—elf
je vnoteni prostoru E(M) do prostoru E(P) pritazujici kaZdé funkci jeji rozsivend.

Diikaz. (i) Pro libovolné p € P podle definice 5 a ¢asti (v) a (vi) (respektive (vii))
tvrzeni 6 odhadneme

€7 (p) —e"g(p)| = |d(f, extl: (p ) d(g,extf (p))| < d(f
e"f(p) — e"g(p)| = |d(f, exth: (p)) — d(g, extf; (p))| < d(f
Odtud dle definice 5 ziskame
|eXf(p) — eXg(p)| = |AM(&"f(p) —&"g(p)) + (1 = N)(e"f(p) — e"g(p))| < d(f,9).

Prechodem k supremu pfes vsechna p € P obdrzime dle def. 3 tvrzenou nerovnost.
(ii) Podle tvrzeni 11 (ii) je ef[E(M)] C E(P). Dle tvrzeni 11 (i) je elf D f
pro kazdé f € E(M). Izometri¢nost dostavame z ¢asti (i) a tvrzeni 6 (iv). Q.E.D.

Uvedeni. Rozsifujici funkce prostoru M se izometrii p: M — N prirozené
prenaseji na rozsitujici funkce prostoru N. Tato korespondence je izometrii prostort
E(M) a E(N). Viz Katétovovu préci (1988, odstavec 1.6).

Tvrzeni 13. Méjme metrické prostory M a N, izometrii p: M — N a funkci
f € E(M). Potom fop™ € E(N).

Diikaz. Ozna¢me M = (M,p), N = (N,0) a g := fop': N = R. K ovéfeni
vztahu g € E(N) je podle definice 2 potieba (vzhledem k rovnosti ¢[M] = N) ukazat
pro kazdé p,q € M nerovnosti

l9(ep) — g(eq)| < (e, pq) < g(ep) + 9(eq). (3)

Podle definice g je g(pp) = f(p) a g(vq) = f(q), z izometri¢nosti zobrazeni ¢
dostavame o(pp, ¢q) = p(p, q). Uzijeme-li téchto rovnosti, obdrzime nerovnost (3)
ze vztahu f € E(M). QE.D.

Definice 6. (Katétov) Mé&me metrické prostory M, N a izometrii ¢: M — N.
Symbolem ¢* znacime zobrazeni

o*: B(M) - E(N): frs fop™*
(viz pfedchozi tvrzeni), to jest zobrazeni definované rovnostmi
(@ )lpm) = f(m),  feEM), meM
Tvrzeni 14. (i) Méjme metricky prostor P, podprostor M C P a bod p € P.
Potom |ext}; (p)| < diam P.
(ii) Méjme metrické prostory M, N, izometrii ¢o: M — N a funkci f € E(M).
Potom |p*f| = |f]. (tvrzeni plynou pfimo z definic 4 a6) Q.E.D.

 Rozsifovani zobrazenim e pro \ € [%, 1) sdili dalsi vlastnosti s Katétovovym rozsifenim ef .
Zejména je mozné jej uzit namisto rozsiteni el pti Katétovoveé konstrukci univerzalnich prostori.
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(B) Vlastnosti prostoru realizaci rozsifujicich funkci

Tvrzeni 15. Méjme metricky prostor P, podprostor M C P a f € E(M). Potom

prostor realizaci f v P je uzavieny podprostor prostoru P diametru <d(f, f).

Diikaz. Oznatme P = (P, p), R := (ext},)~!(f). Podprostor R je vzorem uza-
viené (jednoprvkové) mnoziny pii spojitém zobrazeni ext}, (viz bod (iii) tvrzeni 8)
a je tedy uzavieny.

Uvazujme dale r,s € R am € M. Vzhledem k definici 4 dostavame p(r,m) =
exth; (r)(m) = f(m) a obdobné p(s,m) = f(m). S uzitim vlastnosti metriky a pfed-
chozich rovnosti odhadneme

p(r,s) < p(rym) + p(s,m) = f(m) + f(m).

Prechodem k infimu pies vSechna m € M obdrzime podle definice 3 nerovnost

plr,s) < d(f. f). QED.

Tvrzeni 16. Méjme disjunktni metrické prostory M a R a vlastni rozsitujici
funkci f € E(M). Jestlize diam R < d(f, f), potom existuje (prdvé jedno) rozsi-
reni D prostori M a R splnujici D = M UR a

R = (extﬁ,)_l(f)

(to jest, R je prostorem realizaci f v prostoru D). Je-li navic d € [0, 00| takove,
ze diam M < d, diam R < d a |f| < d, potom je také diam D < d.

Diikaz. Ozna¢me sjednoceni mnozin D := M U R. Vzhledem k disjunktnosti
M a R ozna¢me metriky obou prostorti symbolem p a rozsiime jej symetricky a po-
zitivné na zobrazeni D x D — R polozenim

p(m,r) = p(r,m) == f(m),  meM,reR. (4)
(f > 0 pro dle pfedpokladu vlastni f). Z axiomt metriky zbyva ovéfit trojihelni-

kovou nerovnost pro trojice (m,n,r) a (m,r,s), kde m,n € M, r,s € R. V prvnim
pripadé ovéfujeme nerovnosti

|p(r,m) — p(r,n)| < p(m,n) < p(m,r) + p(r,n),
které po prepsani dle (4) na tvar
|f(m) = f(n)| < p(m,n) < f(m) + f(n),

obdrzime (podle definice 2) ze vztahu f € E(M). V pfipadé trojice (m,r, s) ovéfu-
jeme nerovnosti

[p(m, ) — p(m, )| < p(r,s) < p(r,m) + p(m, s).

Pfepsanim opét dle (4) dostavame nerovnosti

[f(m) = f(m)] < p(r,s) < f(m) + f(m),
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z nichz prvni plyne z nezdpornosti metriky na R, druha plyne z odhadu p(r,s) <
diam R < d(f, f) < f(m) + f(m). Déle zna¢ime D = (D, p) rozsiieni prostorti
M a R.

Rozsifeni funkce p podle vzorce (4) je dle definice 4 postac¢ujici a nutné pro inkluzi
R C (ext?)~!(f) (odtud také jednoznac¢nost prostoru D). Déle pro kazdé m € M
je exth (m)(m) = p(m,m) = 0 < f(m) a dostavame exty, (m) # f. Odtud plyne
zbyvajici inkluze (ext?)~*(f) € D\ M = R. QE.D.

Tvrzeni 17. Meéjme metrickée prostory P a @), podprostor M prostoru P a vno-
feni: P — Q. Oznacme ¢ := [y a N := p[M]. Potom
(i) pro kazdé p € P je
©* (extf; (p)) = extf (Vp);

(ii) pro kazdé f € E(M) je

Y[ (exth) ()] C (ext?) (e f); (5)

je-li mavic v izometrie prostoru P a ), potom lze v predchozim vztahu nahradit
inkluzi rovnosti, to jest: prostor realizaci f v prostoru P a prostor realizaci p* f
v prostoru () jsou na sebe vzajemné zobrazeny izometrii .

Diikaz. Znac¢ime P = (P,p) a Q = (Q,0). (i) M&me p € P. Ozna¢me f :=
exty (p), g = exty(¢p). Dle definic 4, 6 a rovnosti Y[M] = N je f € E(M),
g,9*f € E(N). Pro kazdé m € M podle definic 6, 4, izometri¢nosti zobrazeni 1
a rovnosti ¢ = ¥ [ dostavame

(" f)(pm) = f(m) = exty; (p)(m) = p(p,m) = o(Yp,ym) =
= exty (Vp)(¥m) = g(¥ym) = g(em).

Tim je ovéfena rovnost p*f = g.
(ii) M&jme f € E(M). Uvazujme libovolné p € (ext?,)~(f). Podle (i) s uzitim
rovnosti ext?; (p) = f dostavame

ext? (Yp) = ¢*(extl; (p)) = ¢* f

a tedy ¢p € (ext?) " (¢*f). Tim je inkluze (5) ovéfena.

Predpokladejme navic, ze ¢[P] = Q. Uzijme jiz dokdzanou inkluzi (5) na izome-
trii 71 Q — P a rozsifujici funkci ¢* f € E(N). Protoze v 'y = ¢t a ¢ I [N] =
o lo[M] = M, dostavdme

P (ext) et f)] C (exth) (071 (07 ).

Odtud uzitim rovnosti (™) (¢*f) = fop to(¢ ™)™t = f (viz def. 6) a piechodem
k obrazu pfi zobrazeni ¢ (je ¢ o1™! =idg) ziskdme inkluzi

(ext®) (" f) € [ (exth) ()],

kterd spoleéné s (5) dava tvrzenou nerovnost. QE.D.
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(C) Ur¢itelnost rozsifujicich funkci

Uvedeni. Uvazujme Urysohntiv prostor hustoty . Rozsifujici funkce na pod-
prostorech prostoru U mohutnosti mensi nez x maji dle tvrzeni 3 vzdy v prostoru U
realizaci. V nasledujicim se budeme zabyvat rozsifujicimi funkcemi, které maji,
jak ukazeme v II. ¢asti, vici Urysohnovym prostorim tutéz vlastnost. V ptipadé
k = Ny nalezneme ekvivalentni definice v Mellerayové préaci (2007, str. 399) pod né-
zvy e-saturated a saturated.

Definice 7. Méjme metricky prostor M a funkci f € E(M).
1. Mégjme K C M a ¢ > 0. Rozsifujici funkci f nazveme e-urcenou body K,
jestlize

Vge E(M): (glx = flx) = d(f,9) <e.

2. Méjme nekoneény kardindl k. <k-odchylnosti f rozumime nezaporné ¢islo
infjg oj{e > 0: IK € [M]~": f je e-uréend body K}.

3. Méjme nekonec¢ny kardindl . Rozsitujici funkci f nazveme <k-body skorour-
citelnou, jestlize

Ve > 0: 3K € [M]~": f je e-urfené body K.

Poznamka 1. Pojmy definované v pfedchozi definici zavisi na prostoru M (tedy
i na metrice na M), ackoli se to neodrazi v uzité terminologii. Mize byt funkce f
<k-body skorourcitelnd, uvazujeme-li ji jako prvek E(M, p), zatimco tak byt nemusi,
uvazujeme-li ji jako prvek E(M, o) pro jinou metrikou o # p. Této nedislednosti
se dopoustime (v zajmu kratsiho vyjadfovani) s védomim, Ze pfi pouzivani pojmu
musi byt uvazovana metrika na M (a tim prostor E(M)) zfejma z kontextu.

Tvrzeni 18. Méjme nekoneény kardindl k, metricky prostor M a rozsirujict
funkci f € E(M). Potom f je <k-body skorourcitelnd pravé kdyz <rk-odchylnost f
je rovna nule.

Diikaz. Podminka nalevo je zfejmé silnéjsi, ekvivalence plyne z vlastnosti infima
a z toho, Ze kdykoli je f e-urCend body K, je také &’-uréend body K pro kazdé
0<e<ée, KCM. Q.ED.

Tvrzeni 19. Méjme nekoneény kardindl k, metricky prostor M a rozsirujict
funkci f € E(M). Potom pron > 0 je ekvivalentni:

(i) <k-odchylnost f je >n,

(i) pro kazdé e, 0 < ¢ < n a kazdé K € [M|<", existuje m € M spliugici
alespon jednu z podminek



Dikaz. (i) = (ii): Uvazujme libovolné ¢, 0 < ¢ < n a K € [M]<". Protoze je
e <,z (i) a bodu?2 definice 7 plyne, Ze f neni e-ur¢end body K. Z bodul téze
definice plyne existence g € E(M) spliiujici

9lk = flk (8)

a d(f,g) > . Existuje tedy (podle def.3) m € M pro které je |f(m) — g(m)| > «.
Je-li g(m) — f(m) > e, podle tvrzeni 9 a (8) dostavame

f(m)+e<g(m) < a(ext’,‘g’(m),g[;{) = a(extﬁ‘g’(m), ffK).
Jestlize plati f(m) > g(m) + ¢, opét dle tvrzeni 9 a (8) dostavame
f(m) =& > g(m) > d(exti (m), glx) = d(exti (m), fIx).
(ii) = (i): Uvazujme libovolné ¢/, 0 < &’ < n a K € [M]<". Zvolme ¢ spliiujici

g’ < e < n. Dle (ii) existuje m € M vyhovujici alespon jedné z nerovnosti (6), (7).
Polozme

) f(m) +-¢, plati-li (6),
T f(m) —e, jinak.

Podle tvrzeni 10 (volime P := M, M = K, f := f|k, p := m; podminka
pro ¢ pak plyne z (6), respektive (7), a tvrzeni 9) lze funkce f|x rozsifit na funkci
h € E(K U{m}) tak, ze h(m) = c. Dle tvrzeni 11 pro g := el’h plati g € E(M)
a glxk = h|k = flk. Protoze z definice 3, rovnosti g(m) = h(m) a volby ¢ plyne

d(f.g) =z [f(m) = h(m)| Z € > €,

funkce f, dle bodul definice 7, neni &’-uréend body K. Dle bodu 2 téze definice,
<k-odchylnost f je > &’. Protoze €’ < n bylo libovolné, dostavame (i). QED.

Tvrzeni 20. Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, 00|, metricky prostor M di-
ametru <d a f € E(M), f < d. Potom <k-odchylnost n rozsitujici funkce f je
konecna a plati n < min{d, d(f, f)}

Diikaz. Znacime M = (M, p). Je-li M = (), z definice 7 a tvrzeni 6 (i) dostaneme
rovnost n = 0.

Piedpokladejme M # (). Protoze dle tvrzeni 6 (i) je d(f, f) < oo, kone¢nost 7
plyne z tvrzené nerovnosti. Ozna¢me d' := min{d,d(f, f)} a uvazujme libovolné
e > 0. Protoze M # (), z definice 3 plyne existence k € M, pro které je

fk) < 5d(f, f) +5. (9)

Ozna¢me K := {k} a ukazme, ze f je (d' 4 ¢)-urena body K. K tomu uvazujme
libovolné g € E(M) splijici g[x = f[x a libovolné m € M. Z nerovnosti f < d
(a 0 < g) dostavame

f(m)—g(im) <d<d+e. (10)
Protoze g(k) = f(k), p(m,k) < diam M < d a f(m) >
s uzitim definice 2 a nerovnosti (9) odhadneme

g(m) — f(m) = g(m) — g(k) + f(k) = f(m) <
<p(m, k) +3d(f, f)+5—3d(f.f) <d+e.

d(f, f) (viz opét def. 3),

1
2
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Odtud a z (10) ziskdme
lg(m) = f(m)| < d +e. (11)

Déle s uzitim definice 2 a nerovnosti (9) odhadneme

lg(m) — f(m)| < |g(m) — p(m, k)| + [p(m, k) — f(m)]
< g(k) + f(k) = 2f(k) <d(f, f) +e.

Odtud a z nerovnosti (11) dostavame |g(m) — f(m)| < d'+e. Pfechodem k supremu
pies m € M obdrzime dle def. 3 nerovnost d(g, f) < d’ + . Tim je dokazano, Ze f
je (d' 4 €)-urcend body K; protoze je navic card K = 1 < k, dostavame n < d' + ¢
(viz definici 7). Je tedy n < d’, nebot ¢ bylo libovolné malé. QED.

Tvrzeni 21. Meéjme metricky prostor N, rozsitugici funkci h € E(N) a podpro-
story M, L C N spliujici N = M U L. Oznacme f := hly € E(M).
(i) Méjme ddle e > 0 a K C M. Jestlize funkce f je e-uréend body K, potom
funkce h je e-uréend body (K U L);
(ii) Méjme nekonecny kardindl k. Jestlize je card L < K, potom <rk-odchylnost
funkce h je mensi nebo rovna <k-odchylnosti funkce f.

Diikaz. (i) Vzhledem k bodu 1 definice 7 uvazujme libovolné g € E(N) spliiujici

9lxur) = hlkur) (12)

a ovéfme, ze je d(h,g) < e. Oznacéme e := g[y € E(M). Z rovnosti (12) a znaceni
e a f dostavame elx = (gam)lx = (h[ym)Ix = flk. Protoze f je e-urCend body K,
dle bodu 1 definice 7 ze vztaht e € E(M) a elx = flx plyne d(f,e) < ¢, to jest
d(hlar, gla) < €. ProtoZe je navic g[, = hlp a N = M UL, je také d(h,g) < e
(viz definici 3).

(ii) Ozna¢me symbolem 1 <k-odchylnost funkce f a uvazujme libovolné € > 0.
Dle bodu 2 definice 7 existuje K € [M]|<* takové, ze f je (n+ ¢)-uréend body K.
Protoze card L < k, dostavame (K U L) € [N]<" a tvrzeni plyne z ¢asti (i) (opét
dle bodu 2 definice 7). QE.D.

Tvrzeni 22. Méjme metricky prostor M a funkci f € E(M).
(i) Méjme K C M ae > 0. Jestlize K je e-sit prostoru M, potom funkce f je
2e-urcend body K.
(ii) Méjme nekonecny kardindl k. Jestlize prostor M je k-prekompakini, potom
funkce f je <rk-body skorourcitelnd.

Dikaz. Znac¢ime M = (M,p). (i) Uvazujme libovolné g € E(M) spliujici
gl = [k a libovolné m € M. Protoze K je e-sit, existuje k € K pro které je
p(m, k) < e. S uzitim rovnosti g(k) = f(k) a definice 2 odhadneme

[f(m) = g(m)| < |f(m) = f(K)] +[g(k) = g(m)| < p(m, k) + p(m, k) < 2.

Piechodem k supremu pies vSechna m € M obdrzime nerovnost d(f, g) < 2e, kterou
bylo t¥eba ovéfit (viz bod 1 definice 7).

(ii) Protoze dle pfedpokladu v prostoru M existuje e-sit K € [M]<" pro kazdé
e > 0, tvrzeni plyne z (i) (viz bod 3 definice 7 a tvrzeni 18). QE.D.
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Uvedeni. Na zavér této ¢asti uvedeme nékteré postacitelné podminky pro roz-
sifujicich funkce, vedouci ke kladné odchylnosti.

Tvrzeni 23. Mejme metricky prostor M.
(i) Méjme ddle funkci f € E(M) a oznacme

=inf{f(m)+ f(n) — p(m,n): myn € M}.

Je-li diam M = oo, potom <RNg-odchylnost funkce f je > n.

(ii) Méjme nekonecny kardindl k, podprostor P C M a funkci f € E(P).
Oznacme

=inf{p(p,q) + f(q) — f(p): pa € M, p# q}.

Je-li card P > k, potom <k-odchylnost Katétovova rozsiteni e f € E(M) je > n.

(i) Méjme nekonecény kardindl k, funkci f € E(M) a € > § > 0 takové, Ze v M
neezistuje e-sit K € [M]<" a pro kaZdé p,q € M je |f(p) — f(q)| < . Potom
<k-odchylnost funkce f je > e — 9.

(iv) TMé&ime nekonecny kardindl k sphiujici k = k<% a d € [0,00]. Jestlize M
neni k-prekompakini, potom existuje funkce f € E(M), f < d, kterd neni <k-body
skorourcitelnd.

Diikaz. (i) Uvazujme libovolnou koneénou podmnozinu K C M. Oznacme
r:=max{f(k): k € K} a zvolme bod m € M spliujici f(m) > r + n (protoze
diam M = oo, funkce f je neomezend). Dle volby r, m a n dostavame pro libovolné

k € K odhady

p(m, k) — f(k) < f(m) —
Sloucenim nerovnosti a prechodem k supremu pres vsechna k € K obdrzime nerov-
nost d(exty (m), flx) < f(m) —n a zbyvé uzit tvrzeni 19.
(ii) Uvazujme libovolné K € [M]<". Z definice n plyne p(p,q) > n pro kazdé
p # q € P. Jelikoz card P > &, existuje p € P, dist(p, K) > 7. Uvazujme libovolné
q € P,q# p,ak € K. Podle tvrzeni 11 (i), dle volby 1 a vlastnosti metriky p
odhadneme

eV f(p) +n=f(p)+n<ppq) + fla) <plp, k) + plk,q) + f(q) (13)

Dale je e¥f(p) +n = f(p) +n < p(p,k) + p(k,p) + f(p). Pfechodem k infimu
ptes vSechna g € P (def. 4 a 3) a dle definice 5 dostavame

e f(p) +n < p(p, k) + d(ext¥ (k), f) = p(p, k) +&"f (k). (14)

Prechodem k infimu pres vsechna k € K dle definic 4 a3 obdrzime nerovnost
eMf(p)+n < a(extj,‘é’(p),éMf [K) a zbyva uzit tvrzeni 19.

(iii) Uvazujme libovolné K € [M]<". Dle pfedpokladu K neni e-sit v M, existuje
tedy m € M, pro které je dist(m, K) > . Pro k € K odhadneme

pm, k) + f(k) = e+ f(m) = (f(m) = f(k)) = f(m) +& .

fv ptipadé k = Rg viz (Melleray, 2007, str. 399)
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Prechodem k infimu pfes k € K obdrzime d(ext}(m),flx) > f(m) + (¢ —4)
a uzijeme tvrzeni 19.

(iv) a) Pfedpokladejme nejprve, ze d := diam M < oo. Zvolme libovolné ¢ €
[4,d] a polome f(m) = ¢, m € M. Potom f € E(M) a podle ¢asti (iii) ma f
kladnou odchylnost.

b) Predpokladejme, Ze diam M = oo, K = Ny. Je-li f € E(M) a ¢ > 0, potom
(f +¢) € E(M) a podle ¢asti (i) mé (f + ¢) kladnou odchylnost.

c) Predpokladejme, ze diam M = oo, k > Nj. Potom vzhledem k rovnosti
Kk = k<" musi byt cf Kk = kK > Ng (viz poznamku 3, str. 32). Protoze M neni k-prekom-
paktni, existuje ¢ > 0 a P C M e-separovanad podmnozina mohutnosti . S ohledem

na nerovnosti cfx > Ny miizeme predpokladat, ze r := diam P < oo. Polozme
f(p) :==r,p € P. Potom f € E(P) a dle &asti (ii) ma funkce e¥f € E(M) kladnou
odchylnost. QED.
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II. Prostory realizaci v Urysohnovych prostorech

(A) Prostory realizaci skorourcitelnych rozsifujicich funkci

Lemma 1.7 Mé&jme nekonecny kardindl k, d € [0, 00, dplny <k-volné <r-uni-
verzdlni metricky prostor U diametru d, podprostor M C U a funkci f € E(M),
|f| < d. Jestlize [ je <k-body skorourcitelnd, potom existuje u € U realizugici f.

Diikaz. Znac¢ime U = (U, p). Transfinitni rekurzi v w krocich sestrojime po-
sloupnost (u,: n < w) bodu prostoru U, ktera spliiuje pro kazdé n < w pii znaceni
fn = ext; (u,) podminky

(i, n)  d(f, f) <277,

(ii,n) n>1= p(tpy, up_q) <2707,

Vzhledem k ptedpokladu o f podle definice 7, bod 3 (¢ := 1) a bod 1, existuje
K() S [M]<'V" tak, 7€

vQ € E(M) (ngo = erO) :>d(f7g) < 1. (15)

Plati Ky € [U]<", flk, € E(Ky) a |f1x,| < |f| < d. Protoze prostor U je <k-volné
<k-univerzalni diametru d, podle tvrzeni 3 existuje uy € U realizujici f[g,, to jest
splnujici rovnost

extl (uo) = flko- (16)

Odtud v dusledku znaceni fy a tvrzeni8 (ii) dostavame folx, = flk,, a nasledné
z (15) (g := fo) obdrzime nerovnost (i, 0). Podminka (ii, 0) je prazdna.

Uvazujme libovolné 1 < n < w a predpokladejme, Ze je sestrojen bod u,_;
spliyjici (i, » — 1). Obdobné jako v pfipadé n = 0 (nyni volime & := 27™) ziskame
K, € [M]<" tak, ze

Vg e E(M): (glk, = [lk,) = d(f,g) <27 (17)

Ozna¢me K] := K,,U{u,_1}. Polozme ¢ :=d(f[k,, fn-1lK,) & uzijme tvrzeni 10
k rozsiteni funkce f[g, do bodu w,_;. K tomu v tvrzeni zvolme P :=U, M = K,,,
g = [lKk,, P := u,_1; protoze e v tvrzeni zna¢i exty (u,_1) = fu_1lk,, platnost
podminek pro ¢ obdrzime z ¢asti (i) a (ii) tvrzeni 6. Podle zavéru tvrzeni lze f|[k,
roz§ifit na funkei h, € E(K)) tak, ze

hp(tn_1) = c.

 Lemma vychazi z Huhunaisviliho lemmatu (viz disledek 2 na str. 20) oslabenim predpokladii
tak, aby stale mohla byt zachovana struktura ptvodniho dikazu. Vlastnost rozsifujici funkce
na k-prekompaktnim prostoru potiebna pro klicovou argumentaci je zachycena pojmem skorour-
Citelnosti <k-body.
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Uzitim tvrzeni 14 (i) a ¢asti (iii) a (iv) tvrzeni 6 z predpokladi diamU < d,
|f| < d obdrzime odhad ¢ < d a nésledné |h,| < d. Protoze je dale K/ € [U]<",
hn, € E(K!) a prostor U je <k-volné <k-univerzalni diametru d, podle tvrzeni 3
existuje u,, € U realizujici h,, to jest spliujici rovnosti

exti, (un) = hylk, = ffKn, (18)
P(Uny Un—1) = Iy (1) = (19)

~—

Z (18) v disledku znaceni f, a tvrzeni8(ii) dostavame f, [k, = flk, a nésledné
z (17) (g := fn) obdrzime (i, n). Podminku (ii, n) ziskdme z rovnosti (19), odhadu
c=d(flk,, fo-1lK,) < d(f, fu_1) (viz tvrzeni 6 (iv)) a podminky (i, n — 1). Tim je
rekurzivni krok dokoncen.

Posloupnost (u,: n < w) je dle podminek (ii, n),n < w, cauchyovska. Protoze
je prostor U tplny, existuje u := limw, € U. Z podminek (i, n),n < w, plyne
fo — f v E(M). Ze spojitosti zobrazeni extY, (viz tvrzeni 8 (iii)) dostavame

exty (u) = exty, (limu,) = limextY, (u,) = lim f,, = f,
to jest, bod u realizuje f v prostoru U. Q.ED.

Vétal. Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, 00], dplng <k-volné <k-univer-
zdlni metricky prostor U diametru d, podprostor M C U a funkci f € E(M), f < d.
Jestlize f je <k-body skorourcitelna, potom prostor realizact f v U je uplny <k-volné
<k-univerzdalni prostor diametru min{d,a(f, f)}

Diikaz. Znagime U = (U, p). Polozme d’' := min{d,d(f, f)} a ozna¢me sym-
bolem R prostor realizaci f v U. Predné, podle tvrzeni 15 je R uzavienym pod-
prostorem prostoru U diametru <d(f, f). Protoze je také diam R < diamU < d,
dostéavame nerovnost

diam R < min{d,d(f, )} = d'. (20)

Uplnost prostoru R plyne z toho, Ze je uzavienym podprostorem tplného prostoru.
Zbyva ukézat, ze R je <k-volné <k-univerzalni diametru d’. K tomu uvazujme
libovolny podprostor T' € [R]<" a rozsifujici funkci g € E(T), |g| < d’. Ukdzeme-li,
ze existuje r € R realizujici g, véta bude dokazéna vzhledem k (20) a tvrzeni 3.
Uzitim nezdpornosti g, pfedpokladu |g| < d’, volby d’ a definice 3 pro kazdé t € T
a m € M odhadneme

0<g(t) <d <d(f, f) <2f(m). (21)
Protoze T C R = (ext%,)_l(f), pro kazdé t € T a m € M dale plati
p(t,m) = extt; (1)(m) = f(m). (22)

Ozna¢me N := M UT. Jestlize u € M NT, z (22) dostavame f(u) = p(u,u) = 0,
odtud déale z (21) ziskdme g(u) = f(u) = 0. To umoziuje definovat funkci h: N — R
rovnostmi

h(m) = f(m),  me M,
h(t) = g(t),  teT.



Ukazme, ze h € E(N). K tomu je potfeba dle definice 2 ovéfit pro kazdé u,v € N
nerovnosti

[h(u) = h(v)] < p(u,v) < h(u) + h(v). (23)

Protoze hly = f (hlr = g), ze vztahu f € E(M) (g € E(T)) plyne platnost (23)
pro kazdé u,v € M (u,v € T'). Ve zbyvajicim pfipadé staci vzhledem k symetri¢nosti
podminky v u,v uvazovat u =: t € T"a v =: m € M. V tom pripadé, vzhledem
k rovnosti (22) a definici h, podminka (23) nabyva podoby

l9(t) — fF(m)[ < f(m) < g(t) + f(m),

kterd je ekvivalentni nerovnostem

[f(m) = f(m)| < g(t) < f(m) + f(m)

a plyne z (21).

Vzhledem k nerovnosti card T' < k a predpokladu o funkci f, podle tvrzeni 21 (ii)
a tvrzeni 18 je h <r-body skorouréitelna. Z nerovnosti |f| < d a |g| < d’ < d plyne
h < d. Odtud, protoze U je <k-volné <k-univerzalni diametru d, podle lemmatu 1
existuje r € U realizujici h, to jest splnujici

ext{ (r) = h. (24)

Podle tvrzeni 8 (ii) odtud dostavame exty, (r) = hly = f, a tedy r € R. Uzijeme-li
navic ¢ast (i) téhoz tvrzeni, ziskdme také extf(r) = ext?(r) = h|r = g, to znamena,
ze bod r je hledanou realizaci g v prostoru R. Q.ED.

Dusledek 1.1 Mé&jme nekonecny kardindl x, d € [0, 00], Urysohniv univerzdini
prostor U hustoty k a diametru d, podprostor M C U a funkci f € E(M), f < d.
Jestlize [ je <k-body skorourcitelna, potom prostor realizaci f v U je Urysohniv
univerzalni prostor hustoty k a diametru min{d,a(f, f)}

Diikaz. Oznac¢me prostor realizaci f v U symbolem R. Protoze podle definice 1
a tvrzeni 1 prostor U splnuje predpoklady véty 1, prostor R je uplny a <k-volné
<k-univerzalni diametru min{d,d(f, f)}. Navic dR < dU < k a zbyvé tedy uzit
tvrzeni 2. Q.E.D.

Dusledek 2. (Huhunaisvili, 1955, lemma, k = Ry) Méjme nekoneény kardindl k,
d € [0, 00], Urysohniv univerzalni prostor U hustoty k a diametru d a podprostor
M CU. Jestlize M je k-prekompaktni, potom pro kazdou funkci f € E(M), f <d,
exvistuje u € U realizujici f.

Diikaz. Podle tvrzeni 22 (ii) je funkcef <k-body skorourcitelna. Na prostor rea-
lizaci f v U se tedy vztahuje znacné siln€jsi zaveér disledku 1. K pfipadu k£ > Ny viz
poznamku 3 na strané 32. Q.E.D.

TV ptipadé M = {m} (a k = Rg, d = 00) nalezneme tvrzeni jiz v Urysohnové praci (1927):
Je-lim € U ar > 0, potom sféra S(m,r) je Urysohniv univerzdalni prostor hustoty k a diame-
tru min{d, 2r}. Zobecnéni pro M kone¢nou je uvedeno v (Melleray, 2008, Exercise 8).

P. Niemiec (2009, Theorem 2.7 (U2)) ukézal obdobné tvrzeni (k = No), je-li M tzv. centrdini
podmnoZina prostoru U (a f € E(M), f < d, libovolnd). Dikaz je tentyZ, pfiCemz platnost
zévéru lemmatu 1 jak jej uzivame ve vété 1 je pozadovana v definici centralni podmnoziny.
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Poznamka. Diikaz silnéjsi formulace existence realizaci rozsitujicich funkci v Ury-
sohnové prostoru U, to jest na prekompaktnich podprostorech namisto podprostorii
kone¢nych, umoznilo Huhunaisvilimu standardni metodou back-and-forth dokazat
(zcela analogicky dikazu tvrzeni2) homogenitu prostoru U vuéi prekompaktnim
podprostorim. Toto zesileni je v uréitém smyslu nejlepsi mozné, viz disledek 3
na str. 30. Stejnym zptisobem je mozné postupovat pro x > Ny, v disledku pod-
minek pro existenci U vSak dostavame zesileni trivialni, viz poznamku 3 na str. 32.

Véta 2. (Huhunaisvili, 1955, k = Xy) Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, cc],
Urysohniv univerzdlni prostor U hustoty k a diametru d, podprostory M, N C U
a izometrit p: M — N. Jestlize M je k-prekompaktni, potom lze izometrii ¢ rozsirit
na izometrit prostoru U.

Diikaz. Huhunaisviliho dtikaz (1955, véta) 1ze vést na zakladé dusledku 2 v obec-
nosti pro libovolné k. Je-li vsak k > g, dle poz. 3 (str. 32) pro x-prekompaktni M
plati card M < k, a neni tedy vzhledem k definici 1 co dokazovat. Q.E.D.

(B) Prostory realizaci rozsifujicich funkeci s kladnou odchylnosti

Uvedeni. V tomto oddile dvéma navazujicimi lemmaty sméfujeme k vété 3,
ktera iika, Ze o prostorech realizaci rozsifujicich funkci s kladnou odchylnosti v
Urysohnovych prostorech nelze Tici vice, nez plyne z obecnych podminek v tvrzeni 15.

Lemma 2. Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, 00|, ddale metricky prostor (M, p)

vvvvv

Potom pro kazdé K € [M|<* a kaZdé e, 0 < ¢ <, existuje bod m € M takovy,
Ze je splnéna alespori jedna ze dvou podminek (konjunkci podpodminek)

(Pla) f(m) + £ < d(ext¥(m), flg) A
(F1) {(Plb) flm)+ 5 < d

pa) {72 ) — 5 > alexti (m), f1) A
(P2b) f(m) = § > min{d, d(f. f) + 5} — f(m).
Diikaz. Podle tvrzeni 19 existuje m € M spliujici alesponi jednu z podminek

(P1') f(m) +e < d(exti (m), fIx).
(P2') f(m) —e > d(exti (m), flk).
Dokazujme nejprve za predpokladu platnosti (P1').

Podminka (P1’) zfejmé implikuje podminku (P1la), plati-li navic také (P1b), neni
co dokazovat. Predpokladejme tedy navic

[
32>
[
32>

flm)+5>d (25)

a dokazujme (P2). Uvazujme libovolné k € K. Z definic 4 a 3, nerovnosti (P1’) a (25)
dostavame

p(m, k) + (k) = exti (m)(k) + f (k)

© N (26)
> d(exty (m), flk)

AVARLY,

fm)+e>d+%.
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Odtud s uzitim nerovnosti p(m, k) < diam M < d a (25) odhadneme

fB)>d+2%—p(mk)>d+ % —d==%,
p(m, k) — f(k) <d—% < f(m) - % 27)
Podobné opét z (26) s uzitim nerovnosti f < d a (25) odhadneme

p(m,k)>d+§—€—f(k)>d+2—€—d:%

37
f(k) = p(m, k) <d =5 < f(m) = 3. (28)
Ziskali jsme z (27) a (28) nerovnost

lp(m, k) — f(R)| < f(m) —

Prechodem k supremu pies vSechna k € K (vzhledem k rovnosti p(m, k) = ext}! (m, k)
a definici 3) dostdvame (P2a). Nerovnost (P2b) ziskdme z (25) a nerovnostie < n < d
(k posledni nerovnosti viz tvrzeni 20) nasledovné

fm)—£>d—%>¢%>d— f(m)>min{d,d(f, /) + 5} — f(m

Nyni dokazujme tvrzeni lemmatu za predpokladu platnosti (P2’). Omezime se
na piipad, kdy neni splnéna podminka (P2b) (v opatném piipadé ziskame (P2)).
Predpokladejme tedy platnost nerovnosti

f(m) =3 <d— f(m),
f(m) =5 <d(f. f) + 5 — f(m).
Upravme je na tvar
f(m) <5 +5, (29)
flm) < 3d(f,f)+3, (30)

a dokazujme (P1). Uvazujme libovolné k € K. Z definic 4 a 3, nerovnosti (P2') a (30)
dostavame

f(k) = p(m, k) = f(k) - ext”( )(k)

<
< d(extM ) <

fm)—e<zd(f,f) =%

Odtud s uzitim nerovnosti f(k) > % (f, f) (viz def. 3) a (30) odhadneme

p(m. k) > f(k) — 5d(f, f) 525
p(m k) + f(k) > 5d(f. f) + 5 > f(m) + 5

Pfechodem k infimu pfes vSechna k € K (vzhledem k rovnosti p(m, k) = ext}! (m)(k)
a definici 3) dostavame (Pla). Nerovnost (P1lb) ziskdme z (29) a nerovnosti ¢ < d
nasledovné

fim)+s<d+c+s=9+5<d

Tim je lemma dokazano. Q.E.D.
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Lemma 3. Méjme nekonecny kardindl , d € [0, 00|, <k-volné <k-univerzdlni
metricky prostor (U, p) diametru d, metricky prostor M diametru <d a rozsirujici
funkci f € E(M), f <d, s <k-odchylnosti n > 0. Méjme rozsiteni D prostoru M
diametru <d splniugici

R:=D\ M = (extf)~(f),

dale neprazdny podprostor D' C D, card D' < k, vnoteni ¢': D' — U a bod u € U.
Potom pro kazdé e, 0 < € < n, existuje bod m € M a vnoteni ¥ rozsirujici |’
do bodu m (tj. : D"U{m} — U) takové, Ze

(P) |f(m) — p(u,ym)| > min{%, dist(u, Y[D' N R)) }

Diikaz. Ozna¢me D = (D, o), K :== D'N M a R’ := D' N R. Budeme uvazovat
pouze pripad, kdy pro kazdé k € K je

f (k) = p(u, k)| < §, (31)

nebot jinak staci volit ¢ =1 a m = k € K porusujici nerovnost (31).
Jestlize existuje r € R/, pro které je

p(u,¥'r) > d(f, f) + 5. (32)
zvolme m € M spliwujici (M je jisté neprazdny prostor, nebot n > 0)
2f(m) <d(f.f)+5 (33)

(viz definici 3 a tvrzeni6(ii)). Potom toto m spoletné s libovolnym vnofenim
rozsifujicim ¢’ do bodu m vyhovuji zavéru lemmatu. K ovéfeni nerovnosti (P)
odhadnéme uzitim vlastnosti metriky, nerovnosti (32) (je ¢»r = ¢'r, nebot ¢ D )
a izometri¢nosti 1, déle odhadu (33) a rovnosti o(r,m) = extﬁ,( Y(m) = f(m)
(viz pfedpoklad lemmatu o R) a upravme

plu,yym) > p(u,r) — p(yr,pm) > d(f, f) + § — o(r,m) >
>2f(m) —§+5—f(m)=f(m )+g-

Dodejme, ze existence takového ¢ vyplyva z toho, ze U je <k-volné <k-univerzalni
prostor diametru d, card D’ < x a diam D < d (viz def. 1).

Vzhledem k predchozimu odstavci staci dale lemma dokazovat za predpokladu,
ze pro kazdé r € R’ je B

plu,d'r) <d(f. f) + 3. (34)

Podle lemmatu 3 existuje m € M takové, zZe je splnéna alespon jedna z podminek
(P1), (P2). Uvazme nésledujici dvé rozsifujici funkce prostoru ¢'[D’]:

g =" (extd (m)), e 1= extyp, (u).
Podle definic 4 a 6 pro kazdé k € K ar € R plati

9(W'k) = ext, (m)(k) =
g9(U'r) = extp, (m)(r) =

(m, k), e(V'k) = p(u, V'k), (35a, 35b)
(m,r) = f(m), e('r) = p(u,y'r). (36a, 36b)



Polozme

(37)

. min{d,a(g,e)}, plati-li (P1),
o). jinak,

Z ptedpokladu D" # ) mame ¢'[D’'] # () a tedy z tvrzeni 6 (ii) dostavame d(g,e) <

d(g,e) < oo. Podle tvrzeni 14 plati ¢ < diam D < d, e < diamU < d, odtud
z tvrzeni 6 (iii) dostavame d(g,e) < d. Protoze podle pfedchoziho v obou pfipadech
definice (37) obdrzime ¢ € [d(g,€),d(g,€)] a ¢ € R (navic dostavame odhad ¢ < d),
podle tvrzeni 10 lze g rozifit na funkci h € E(¢/[D'] U {u}) tak, ze

h(u) = c. (38)

Prostor U je <x-volné <k-univerzalni diametru d, card(¢/[D']U{u}) < ka h < d
(nerovnost ¢ < d viz vyse), podle tvrzeni 3 existuje w € U realizujici rozsifujici
funkci h. Pro kazdé d € D' podle definice 4, dale ze vztahu h O g a z rovnosti (35a),
(36a) dostavame

p(w,¢'d) = h(y'd) = g(¢'d) = o(m, d). (39)

Definujme zobrazeni 1 rozsifujici vnoteni ¢/" do bodu m

U(d) =¢'(d), delD,

(kdyby bylo m = d € D', podle (39) je p(w,¢'d) = o(d,d) = 0 a tedy w = ¢'(d)).
Z rovnosti (39) vyplyva, ze ¢ rozsifuje ¢’ izometricky.
Zbyva ovéfit podminku (P). Dle definice ¢, w a rovnosti (38) je

p(u, ¥ym) = p(u, w) = h(u) = c.
Oznac¢me ¢’ := min{¢, dist (u, ¥[R']) }. Nerovnost (P) nyni nabyva tvaru
e— f(m)| = €.

Predpokladejme nejprve, Ze plati (P1). Potom dle (37) je ¢ = min{d,a(g, e)}.
Ukazme, ze ¢ > f(m) +€’. Podle (P1b) je

4> f(m)+5 > f(m) +§ > f(m)+ <" (40)

Daéle uvazujme libovolné v € /[D’]. Jestlize v = /(k) pro néjaké k € K, podle
rovnosti (35), nasledné podle (31) a definic 4, 3 a déle podle (Pla) odhadneme

Je-li v = ¢)/(r) pro n&jaké r € R', s uzitim rovnosti (36) odhadneme

g@W'r) +e('r) = f(m) + p(u,¥'r) =
> f(m) + dist (u, p[R]) > f(m) + €.
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Protoze D' = K U R’, dohromady dostavame g(v) + e(v) > f(m) + &’. Pfechodem
k infimu ptes vSechna v € ¢'[D’] obdrzime nerovnost d(g,e) > f(m) + &', ktera
spolecné s (40) dokazuje ¢ > f(m) + €.

Ve zbyvajicim pfipadé, kdy nerovnost (P1) neplati, je volbou m zarucena platnost
podminky (P2). Dle (37) je ¢ = d(g,e), ukazme, ze d(g,e) < f(m) —&’. K tomu
uvazujme libovolné v € ¢'[D’]. Jestlize v = ¢'(k) pro néjaké k € K, z rovnosti (35),
definic 4a 3, (31) a (P2a) odhadneme

lg(W'k) — e('k)| = |o(m, k) — p(u, k)| <
< lo(m, k) = f(B)] + (k) = p(u, ¥'k)| < (41)
< d(ext¥ (m), flx) +§ < fm) =5+ § = f(m) — .
Je-li v = ¢/(r) pro néjaké r € R, podle rovnosti (36) je
lg(W'r) — e(@'r)] = | f(m) — p(u,y'r)]. (42)
Odhadnéme
f(m) = p(u,y'r) < f(m) — dist (u, $[R]) < f(m) — €. (43)

Dale je p(u,v'r) < diamU < d, podle (34) je také p(u,¢'r) < d(f, f) + &, odtud
a s uzitim (P2b) odhadnéme

p(u,¥'r) — f(m) < min{d, d(f, f) + 3} f
< f(m) =5 < f(m) -

Z (42), (43) a ptedchoziho dostavame

lg(¥'r) —e('r)| < f(m) + €.

Odtud a z (41) dohromady méame |g(v) — e(v)| < f(m) — &’ pro kazdé v € ¢'[D’],
pfechodem k supremu ptes v dostavame d(g,e) < f(m) — ¢’ a lemma je dokazano.
QE.D.

Véta 3. Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, 00|, Urysohniv univerzalni pro-
stor U hustoty k a diametru d, metricky prostor M hustoty <k a diametru <d,
rozsitujict funkci f € E(M), f < d, kterd neni <k-body skorourcitelnd.

Jestlize R je uplny metricky prostor hustoty <k a diametru <min{d,d(f, f)},
potom existuje vnoteni ¢ prostoru M do prostoru U takové, Ze prostor realizaci
rozsirugict funkce ©*(f) v prostoru U je izometricky s prostorem R.

Diikaz. Vzhledem k tvrzeni véty lze prostor R nahradit libovolnym prostorem

s nim izometrickym, predpokladejme proto bez ztraty obecnosti, ze M N R = ().

Podle tvrzeni 16 existuje rozsiteni D prostori M a R spliujici D = MUR, diam D <
da

R = (extf)~'(f). (44)

Hustota prostoru U je podle bodu4 definice 1 rovna k. Protoze f neni <x-body
skorourcitelnd, M neni k-prekompaktni (tvrzeni22 (ii)) a je tedy jist¢ d M > k.
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Jelikoz opacna nerovnost je v predpokladu véty, dostavame d M = k. Vzhledem
k ptedpokladu d R < k a rovnosti D = M U R je také d D = k. Zvolme a ocislujme
husté ¢asti prostora U a D,

U = cl{ue: € < K}, D = cl{d;: € < K}, (45)
Podle pfedpokladu o f a tvrzeni 18, pro <x-odchylnost n rozsifujici funkce f
plati n > 0. Polozime-li € := 3, je 0 <& <.
Transfinitni rekurzi v x krocich sestrojime posloupnost dvojic
(me, ) £ <K, (46)
kde

(i, g) me € M,
a oznacime-li D¢ := {d;, m¢: ¢ < &} podprostor prostoru D, potom
(ii, ) e je vnotend prostoru D¢ do prostoru U.

Na posloupnost (46) klademe dale podminky:
(ili, §) V¢ <&t € o
(v, &) | f(me) — p(ug, ve(me))| = min{ g, dist (ue, ve[Re]) },
kde
RgIIDgﬂR:{dcicgf,dceR}. (47)
Uvazujme libovolné ¢ < k a predpokladejme, ze pro kazdé ( < £ je definovana
dvojice (m¢,¢¢) vyhovujici vztahim (i, ¢) az (iv, ¢). Polozme

Yg = U<<g U, D¢ = U<<g D¢ = {d¢,me: ¢ <&}

Dle tvrzeni 5 a podminek (iii, ¢) (¢ < §) je /¢ vnofenim prostoru D¢ do prostoru U,
déle mame D¢ € [U]*" a diam D < d. Polozme D; := D{ U {d¢}. Protoze pro-
stor U je <k-volné <r-univerzalni diametru d (viz def. 1 a tvrzeni 1), vnofeni ¢¢
Ize rozsitit na vnoreni ¢ Dg — U. Podle lemmatu 3 (volime D' := Dy, ¢' := oy,
u := ug, zbyvajici znaceni se shoduje) existuje bod m, :=m € M a vnofeni ¢ := ¢
rozsifujici 1); do bodu mg takové, ze plati (iv, §). Volba me spliuje (i, §), pod-
minka (ii, {) plyne z predchoziho a rovnosti Dg U {m¢} = Dg, (iii, {) dostavame
ze vztahll ¢ C ¢ C g C e (¢ < ). Tim je rekurzivni krok hotov.

Polozme ¢ := (., ¥, D" := U, De = {d¢,m¢: § < r}. Podle tvrzeni 5 a pod-
minek (iii, £) (£ < k) je ¢’ vnofenim prostoru D’ do prostoru U, z (45) plyne, ze D' je
husté ¢ast prostoru D. Prostor U je tplny (viz bod 4 def. 1), vnofeni ¢’ lze tedy
(jednoznacné) rozsifit na vnofeni 1p: D — U (tvrzeni4).

Uvazujme libovolné £ < k. Je e C o' C ¢, Re C R (viz (47)), tedy

Ve[Re] = ¥[Re] C Y[R,
odtud
dist (u§, wg [Rg]) > dist (u§, w[R]) .
Ze vztahu ¢ D )¢, z (iv, £) a z pfedchozi nerovnosti dostavame
|f(me) — plue, d(me))| = | F(me) — p(ug, Ye(me))|

>
> min{=, dist (ue, ve[Re]) } > min{ 2, dist (ue, ¥[R]) }. (48)
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Polozme ¢ := ¥[;. Oznaéme symbolem S prostor realizaci rozsitujici funkce
©*(f) € E(p[M]) v prostoru U,

S = (extlu) ') CU (49)

(viz bod 3 def. 4). Véta bude dokazana, ukdzeme-li rovnost S = ¢[R].
Podle tvrzeni 17 (ii) (volime P := D, @) := U, ostatni znaceni se shoduje) plati in-
kluze

'QZ) [(eXtﬁ)_l(f)} C (eth[M])_l(Qp*f)a
kterou prepiSeme podle (44) a (49) na tvar

Y[R] C 8.

K dikazu obracené inkluze uvazujme libovolné s € S. Prostor ¥[R] je izomet-
rickym obrazem tplného prostoru R, je tedy tplny a nutné v prostoru U uzavieny.
K ovéfeni vztahu s € ¥[R] staci ukazat s € cl¢[R]. Uvazujme proto libovolné 6 > 0
splnujici

d<ég. (50)
Z (45) plyne existence ¢ < k, pro které je

p(s,ue) < 6. (51)

Ze vztaht ¢ = [y a me € M, nasledné podle definice 4, ze vztahti s € S a (49),
a nakonec podle definice 6 dostavame

p(s,bme) = p(s, pme) = ext{g(s)(eme) = (¢")(pme) = f(me).  (52)
Odhadnéme s uzitim (50), (51), vlastnosti metriky p, (52) a (48)

5> 0> p(s,ue) > |p(s,vme) — plug, yme)| =
=| flme) — plue,Pme)| > min{%,dist(ug,w[R])}.

7 odhadu plyne, ze se minima na pravé strané nerovnosti musi nabyvat na druhém
¢lenu, a je tedy

dist (ug, ¥[R]) < 6.
Odtud a z (51) plyne

dist (s, ¥[R]) < 26.

Protoze 0 bylo libovolné malé, je s € cly[R] a véta je dokdzana. QED.
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ITI. Pocet trid ekvivalentnich vnoreni
do Urysohnova prostoru

Definice 8. Méjme metrické prostory M a P. Dvé vnoteni ¢,¢ € [M, P| na-
zveme metricky ekvivalentni (v P ), jestlize existuje © € Iso(P) takové, ze ) = © o p.
P¥islusnou relaci na mnoziné [M, P] zna¢ime symbolem ~%;, to jest

w~ e 30 €Iso(P): Y =0o0.

Tvrzeni. Méjme metrické prostory M a P. Relace ~%, je reflexivni, symetrickd
a tranzitivni (tj. relace ekvivalence na mnoziné [M, P ). (bez diikazu) @.E.p.

Poznamka 2. Ponechme znaceni M, P, ¢ a1 z definice 8 a oznac¢me ) := 1) o o1
izometrii podprostoru ¢[M]| na podprostor ¢[M]. Pro izometrii © € Iso(P) plati
Y = © o pravé kdyz O, = o' = 1. Z toho plyne, Ze izometrii 9 lze rozsifit
na izometrii prostoru P pravé kdyz vnoreni ¢ a 1) jsou metricky ekvivalentni.

Navic, kazda izometrie ¥ podprostoria N a N’ prostoru P, kde N ~ M (~ N'), je
tvaru ¢’ o @'~ pro néjakd ', ¢’ € [M, P]. Zkouméni relaci ~%; je tedy zkoumanim
rozsifitelnosti izometrii mezi podprostory prostoru P na izometrie prostoru P.

Tvrzeni 24. Méjme metrické prostory M a P, rozsitujici funkci f € E(M) a
o, € [M,P|. Jsou-li p, ) metricky ekvivalentni (v P), potom prostory realizact
rozsirugicich funkct o*f a *f v prostoru P jsou izometrické.

Diikaz. Oznacme ¥ := o 1. Potom 1) = 9o a z definice 6 dostavame
f = Wop) f=07(e" ).

Ze vztahu ¢ ~%; 1 podle definice 8 a poznamky 2 plyne existence © € Iso(P) spl-
nujici ¥ = O[,. Dle tvrzeni 17(ii) (znaceni P se shoduje, déle volime @ := P,
M = ¢o[M], ¥ := O a f := ¢*f) izometrie © zobrazuje prostor realizaci ¢*f v P
na prostor realizaci V*(p*f) =¢*f v P. QE.D.

Véta 4. Méjme nekonecny kardindl k, d € [0, 00|, Urysohniv univerzalni pro-
stor U hustoty k a diametru d a metricky prostor M hustoty <k a diametru <d.

Je-li M k-prekompakini, potom relace ~Y, ma pravé jednu tridu ekvivalence;

jestlize M neni k-prekompaktni, potom relace ~Y, md praveé 2" trid ekvivalence.

Diikaz. Vzhledem k predpokladiim o M a U je dle bodi 4 a 1 definice 1 mnozina
[M, U] neprazdna. Jestlize M je navic k-prekompaktni a ¢, ¢ € [M, U], potom také
@[M] je k-prekompaktni a izometrie ¥ = o=t o[M] — Y[M] lze dle véty 2
(viz str. 21) rozsifit na izometrii © € Iso(U). Vzhledem k poznamce 2 je ¢ ~%, ¢

a relace ~Y, méa tedy praveé jednu tiidu ekvivalence.
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Ptredpokladejme, ze M neni x-prekompaktni. Potom je jisté d > diam M > 0.
Pocet ttid ekvivalence ~Y, shora odhadnéme mohutnosti jejiho oboru [M, U]. Zvolme
hustou ¢ast D prostoru M mohutnosti d M (= k). Protoze kazdé vnofeni ¢ € [M, U]
je jednoznacéné urceno svym zuzenim ¢|p, dostavame odhad

card[M, U] < card[D, U] < card UP < (k*)" = k%" = k" = 2°

Podle tvrzeni 23 (iv) (uzijeme Katétovovu vétu, viz str. 4) existuje funkce f €
E(M), f < d, kterd neni <rk-body skorourc¢itelna. Ozna¢me d' := min{d,d(f, f)}.
Z predpokladii o M a f plyne d’ > 0. Uvazme libovolnou mnozinu R vzéjemné neizo-
metrickych uplnych metrickych prostoru hustoty <x a diametru <d'. Pro kazdé R €
R existuje dle véty 3 vnofeni pr € [M,U], pro které je prostor realizaci p*f v U
izometricky s prostorem R. Dle tvrzeni 24 je pr 4%, ¢r kdykoli R, R' € R, R # R'.
Trid ekvivalence ~%, je proto nejméné card R a tedy pravé 2 vzhledem k tvr-
zeni 25 (ii) uvedenému nize. QED.

ProtozZe jsem nenalezl vhodny odkaz, nasledujici tvrzeni (vzdélené tématu préace)
uvadim s dikazem. V tvrzeni je uzito pojmi z teorie grafii. Grafem zde rozumime
dvojici (V, E), kde V je libovolnd mnozina vrcholi a £ C [V]? je mnoZina hran.
Okoli N(v) a stupen n(v) vrcholu v € V' v grafu G jsou definovany vztahy

N(v) = Ng(v) :={u e V:{u,v} € E}, n(v) = ng(v) = card Ng(v).
Mohutnosti grafu G rozumime mohutnost card V. Pojem izomorfismu grafl je ziejmy.

Tvrzeni 25. Méjme nekonecny kardindl k a d € (0, 00].
(i) Existuje pravée 2% neizomorfnich grafi mohutnosti k.
(i) Ezistuje prdvé 2" neizometrickych uplnjch metrickjch prostori hustoty k
a diametru d.
Diikaz. a) Existuje mnozina G, card G = 2", vzdjemné neizomorfnich grafi mo-
hutnosti k.

Ozna¢me

V =k x{0,1}, ue == (£,0), ve:= (1), &<k
E = {{tua,v5}: a < < K}

Potom G := (V, E) je graf mohutnosti card V' = &, jehoZ jedinym automorfismem je
identické zobrazeni idy . K tomu pro spor uvazujme libovolné ® € Aut(G), ® # idy.
Ozna¢me ¢ := min{a < k: P(uy) # uq V P(v,) # v, } a polozme

Ve i ={uq, v0: £ < a < K}, Ge =Gy,

a polozme

(indukovany podgraf grafu ). Potom je ®[V] = V; a tedy ®¢ := @[y, € Aut(Ge).
Pro okoli a stupné vrcholt v grafu G¢ pro kazdé a < k plati

N(ug+a) = {vesp: a < B < K}, n(Ugra) = K;

N(vVeta) = {uerp: £ < B < a}, n(Vera) = 1+ card o < k.
Vrchol ve (respektive ug) je jedinym vrcholem grafu G stupné 1 (respektive jehoz

okoli obsahuje vrchol stupné 1), proto musi byt ®¢(ve) = ve a Pe(ue) = ug, coz je
ve sporu s volbou £. Tim je dokdzano Aut(G) = {idy }.
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Zvolme libovolné w, w ¢ V, a ozna¢me V' := V U {w}. Pro S C k polozme
Eg = EU{{w,ue},{w,v,}: £ <k, a € S}.

Potom Gg := (V', Es) je graf mohutnosti x obsahujici G jako indukovany podgraf.

Uvazujme S, S" C k a predpokladejme, Ze existuje izomorfismus ®: Gg — Gg.
Vrchol w je jedinym vrcholem grafti Gg, G, jehoz okoli obsahuje « vrcholid stupné &
(a to vrcholy ug, £ < k), musi tedy byt ®(w) = w. Odtud dostavame ®[V] =V,
Oy € Aut(G) a tedy @[y = idy. Z rovnosti ® = idy plyne Eg = Eg a pro kazdé
a < k dostavame

a€ S & {wv,t € Ese{wuv}eEy s aels,

to jest S =5'. Volba G := {Gs: S C k} tedy vyhovuje tvrzeni a).
b) Pocet neizometrickych iplngch metrickych prostori hustoty k a diametru d
je vétsi nebo roven poctu meizomorfnich grafi mohutnosti k.

Pro graf G = (V, E) mohutnosti x definujme metriku pg: V x V' — R rovnostmi

pe(u,v) =id, {u,v} € E,
pE(uav) =d, {uvv} ¢ B,
a polozme Mg := (V, pg). Potom Mg je tplny (diskrétni) metricky prostor spliujici
d Mg = card Mg = k a diam Mg = d (s vyjimkou tplného grafu, tj. kdy F = [V]?).
Tvrzeni b) proto plyne z nasledujici vlastnosti korespondence G' — Mg : jsou-li

G = (V,FE) a G = (V'|E') grafy mohutnosti k a ®: V' — V' zobrazeni, potom
® je izomorfismus graftt G a G’ pravé kdyz je izometrii prostoru Mg a Mg:.

pe(v,v) =0, u#tvelV.

c) Ezistuje mnozina metrickych prostori M, card M < 2% obsahugjici (néjaky)
izometricky obraz kazdého metrického prostoru hustoty k a diametru d.

Zvolme libovolnou mnozinu S mohutnosti x a polozme
M’ :={(S,p) : p je metrika na mnozing S}.

Pak card M’ < card RS*® = (2¥)"* = 2% a stadi zvolit M := {compl M : M € M'}.
Je-li P uplny metricky prostor hustoty x a diametru d a D C P jeho husta cast
mohutnosti x, pak je diam D = diam P = d a proto D~ M pro néjaké M € M’,
tedy P ~ compl D ~ compl M € M. Q.E.D.

Homogenita Urysohnova univerzalniho prostoru

Uvedeni. V tomto oddile se vratime k v ivodu zminéné otézce moznosti zesileni
formulace homogenity Urysohnova prostoru, ve smyslu vysloveném Huhunai$vilim
(1955, str. 4), feSené pro k = Ny Mellerayem (2007). Pfedpoklad x-prekompaktnosti
v Huhunaisviliho vété je nejslabsi mozny:

Dusledek 3. (Melleray, 2007, Theorem 4.1) Méjme nekonecény kardindl k, d € [0, oo

a Urysohniv uniwerzalni prostor U hustoty k a diametru d. Jestlize M C U nent
k-prekompaktni, potom existuje podprostor N C U a izometrie ¢o: M — N, kterd
nelze rozsirit na izometrit prostoru U.
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Diikaz. Uvazujme libovolné vnoteni ¢ € [M,U], ¢: M — N. Izometrie ¢ =
id,; o ¢ lze podle poznamky 2 rozsifit na izometrii prostoru U pravé kdyz ida, ~Y .
Je tedy nutné a postacujici vybrat ¢ € [M,U] z libovolné ze tfid ekvivalence ~Y;,
vyjma t¥idy prislusejici vnoreni idy;. Takova t¥ida existuje, nebot podle véty 4 je po-
¢et t¥id roven 2% > 1. Q.E.D.

Poznamka. Na zavér poznamenejme, Ze predchozi disledek lze na zékladé véty 4
formulovat v nasledujicim silnéjsi tvaru (ktery je vété 4 ekvivalentni):

Méjme nekoneény kardindl k, d € [0, 00] a Urysohniv univerzalni prostor U hus-
toty k a diametru d. Jestlize M C U neni k-prekompaktni, potom existuji pod-
prostory Ne C U, & < 2%, a wzometrie o¢: M — N¢, § < 2%, takové, Ze Zidnou z
izometrii Qg, p¢ o gogl, &, C < 2% nelze rozsirit na izometrii prostoru U.
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Zavérecéné poznamky

Poznamka 3. Viiv podminek existence Urysohnova prostoru na povahu nékte-
rych poymi a tvrzend.

Uvazujme nekonecény kardinal  a d € (0, 00]. Dle Katétovovy véty (viz str. 3)
Urysohniiv univerzalni prostor hustoty x a diametru d existuje pravé kdyz plati
rovnost k = k<", Kazdé takové k je v diisledku Konigovy nerovnosti reguldrni.t
Je-li navic k nespocetné, dostavame vztahy cfx > Ny a k* = k s nasledujicimi
disledky.

- Za predpokladu cfk > Ny plati: metricky prostor M je k-prekompaktni prdaveé
kdyz d M < k. Je-li totiz M k-prekompaktni, pro kazdé n € w existuje %—sit’
K, € [M]<*. Sjednoceni |J,_, K, je hustd podmnozina M mohutnosti <&.

- Za predpokladu cf k > Ng pro metricky prostor M a f € E(M) plati: funkce f
je <k-body skorourcitelnd, pravé kdyz ezistuje K € [M]<" takové, Ze f je 0-urcend
body K. To jest, pojem skorourcitelnosti <k-body splyva s pojmem, ktery bychom
nazvali urcitelnosti <rk-body. Dtivody jsou stejné jako v pfedchozim bodu.

- Za predpokladu k¥ = k pro metricky prostor plati: d M = k = card M = k.
Body prostoru M jsou limitami konvergentnich posloupnosti z husté c¢asti, tedy
card M < (dM)¥. Tiida vSech metrickych prostort hustoty <k splyva s t¥idou
vSech metrickych prostorti mohutnosti <x.

tZ Konigovy nerovnosti plyne % > k. Pfedpoklad cfr < & tedy vede k odhadu x < x<".
Vlastnost lze charakterizovat takto: nekone¢ny kardinal  spliluje rovnost k = k<" pravé kdyz
cfk = k a pro kazdé \ < k, 2* < k. Pro izolované kardinaly % je tedy tato vlastnost ekvivalentni
tomu, 7e & spliiuje zobecnénou hypotézu kontinua, tj. 2% = k+. Viz (Comfort a Negrepontis, 1974,
Corollary 1.20, Theorem 1.27 (a)).
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Opravy

str. 3, v fadcich 17 a 18 zdola ma byt:

,Diametr, hustotu a ziplnéni prostoru M znac¢ime diam M, d M a compl M;
uzévér podmnoziny K C M znacime cl K.“

str. 3, mezi fadky 10 a 11 zdola chybi:
,Prostor M je e-separovany (¢ > 0), jestlize Vm,n € M: p(m,n) > €.

(13

str. 17, 1
str. 17, . 7 shora: namisto ,odchylnost“ mé byt: ,,<Ng-odchylnost*
str. 17, 1

.5 shora: namisto ,odchylnost“ ma byt: ,,<x-odchylnost“

. 1 zdola: namisto ,odchylnost* ma byt: ,,<x-odchylnost*
chybéjici zaznam v seznamu literatury k odkazu v poznamce pod carou
na str. 20 zni:

NIEMIEC, P. (2009). Central subsets of Urysohn universal spaces. Com-
ment. Math. Univ. Carolin., 50(3), 445-461.
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